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DE ESPINES DE DOS PARTÍCULAS POR MEDIO DE UN

ALGORITMO EN MONTE CARLO
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2. Descripción 

Se presenta una propuesta de enseñanza sobre la interpretación ortodoxa de la mecánica cuántica versus 
la realista para un sistema de estados enredados de espines de dos partículas. Se hace el uso de una 
herramienta computacional implementado un algoritmo con el método de Monte Carlo. A partir del 
algoritmo se obtiene la magnitud E(α) – índice de correlación –  la cual determina la correlación de espines 
de las dos partículas para la interpretación ortodoxa versus la realista. Se presenta los resultados de la 
implementación de esta metodología en un curso del departamento de física de la UPN. Se compara los 
resultados de esta metodología con la tradicional.  

 

3. Fuentes 

Aspect, A., Grangier, P., & Roger, G. (1981). Experimental Test of Realistic 
Local Theories via Bell's Theorem. Physical Review Letters (49), 460-463. 
 
Barbosa, L. (2008). Los Experimentos Discrepantes en el aprendizaje activo de 

la Física. Lat. Am. J. Phys. Educ.  2 (3), 246-252. 
 
Bell, J. (1964). On The Eintein Podolsky Rosen Paradox. Physics (1), 195-200. 

 
Bohm, D. (1979). Quantum Theory. New York: Dover Publications, Inc. 
 
Çahskan, S., Sezgin Selçuk, G., & Erol, M. (2009). Student Understanding of 
Some Quantum. Lat. Am. J. Phys , 3 (2). 
 
de la Torre, A. C. (2000). Física Cuántica para Filo-sofos. México D.F.: Fondo 

de Cultura Económica. 
 
Einstein, A., Podolsky, B., & Rosen, N. (1935). Can Quantum-Mechanical Description 
of Physical Reality Be Considered Complete? Physical Review (47), 
777-780 



 

FORMATO 

RESUMEN ANALÍTICO EN EDUCACIÓN - RAE 

Código: FOR020GIB Versión: 01 

Fecha de Aprobación: 07-11-2012 Página 2 de 3 

 

Documento Oficial. Universidad Pedagógica Nacional 

 

 
Kuttner, F., & Rosenblum, B. (2010). Bell's Theorem and Eistein's `Spooky 

Actions'from a Simple Thought Experimnt. Phys. Teach. , 124-130. 
 
Laloë, F. (2001). Do we really understand quantum mechanics? Satrange correlations, 

paradoxes, and theorems. American Journal Physics , 655-701. 
 
Scherer, P. (2010). Computational Physics: Simulation of Classical and Quantum 
Systems. Münich: Springer-Verlag 

 

4. Contenidos 

Partiendo de una problemática en la enseñanza de la mecánica cuántica, se propone trabajar en un 
simulación de correlación entre espines de dos partículas con la ayuda del método de Monte Carlo como 
una herramienta computacional para le enseñanza de la mecánica cuántica, específicamente en la 
interpretación ortodoxa. 
 

 
1. INTERPRETACIÓN ORTODOXA Y REALISTA: LA PARADOJA DE EPR 

La base teórica de la mecánica cuántica se apoya en la idea de probabilidad, idea originada de la 
interpretación ortodoxa de la mecánica cuántica. La interpretación ortodoxa fue un conjunto de 
ideas acerca de la naturaleza y el comportamiento de la luz y la materia a nivel atómico, y los 
cuales tuvieron como retractares a los realistas quienes veían en las ideas ortodoxas una falta de 
realidad física, y por ende, a la teoría cuántica como incompleta. 
De esta rivalidad nace la paradoja de EPR, un experimento mental realizado por Einstein, 
Podolsky y Rosen, cuyo planteamiento era poner en duda el formalismo de la teoría cuántica que 
se apoyaba en la ideas ortodoxas. De esta paradoja surge el problema de las correlaciones. 
 

2. MÉTODO DE MONTECARLO 
Es un método estadístico numérico, contenido en una serie de algoritmos computacionales que 
depende de repetidos muestreos aleatorios para calcular sus resultados. La física es uno de los 
campos en donde más se ven aplicaciones de este método, principalmente en sistemas 
estocásticos. En este capítulo se puede ver la realización de un algoritmo para el problema de las 
correlaciones entre espines de dos partículas. 
 

3. PROPUESTA PEDAGÓGICA 
Después de desarrollar las simulaciones correspondientes a las correlaciones entre espines de 
dos partículas, éstas se llevaron al aula de clase para observar qué tan eficiente son en la 
enseñanza de la mecánica cuántica. Se muestra una análisis de los resultados obtenidos durante 
el trabajo de implementación. 

 

5. Metodología 

Como primera medida, se realizaron las simulaciones de las correlaciones entre los espines. Para esta 
primera parte se realizó un estudio de las correlaciones entre espines; seguido de esto, hizo un 
reconocimiento del método de Monte Carlo para lograr identificar sus características y así poder generar 
las simulaciones. Para observar que tan eficaz es el método de Monte Carlo la simulación de estas 
correlaciones, se compara los resultados obtenidos en cada simulación la teoría. 
 
En la segunda parte, usando la metodología de indicadores del profesor Barbosa (Barbosa, 2008), se 
determina el desempeño de los estudiantes entorno a esta temática. Para este trabajo se tomaron los 
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siguientes indicadores: Preguntas casuales, Motivación, búsqueda de información, aprendizaje 
colaborativo y argumentación. Se observó el comportamiento de estos indicadores en una clase tradicional 
y en una clase con la herramienta computacional, para finalmente hacer una comparación de los 
resultados obtenidos entre la clase tradicional y la metodología presentada en la propuesta. 

 

6. Conclusiones 

 Se obtuvo una gráfica de la Correlación para la interpretación realista y ortodoxa para un sistema 

enredado de espines de dos partículas a partir del algoritmo en Monte Carlo. 

 En cuanto al método de desempeño de los estudiantes, se puede evidenciar, tanto en tabla como en 

el gráfico, que los indicadores muestran un mayor porcentaje a favor de la herramienta 

computacional. De acuerdo a esto se pude decir que el método computacional estimula más el 

interés del estudiante por la temática que se estudia que el método tradicional. 
 

Elaborado por: Raúl Santiago Moreno Rincón 

Revisado por: Ignacio Alberto Monroy Cañón 
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3.. PROPUESTA PEDAGÓGICA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
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B.. CORRELACIÓN ENTRE ESPINES DE DOS PARTÍCULAS: PUNTO DE
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INTRODUCCIÓN

La mecánica cuántica es una teoŕıa probabiĺıstica de la f́ısica que estudia los fenóme-

nos de la materia y la luz. Sus ideas se encuentran apoyadas en 5 postulados, dondel

cuarto postulado hace evidente la naturaleza probabiĺıstica de la teoŕıa cuántica. De-

bido a esta naturaleza probabiĺıstica, la teoŕıa cuántica fue objeto de discusión por la

comunidad cient́ıfica, puesto que para algunos cient́ıficos la naturaleza no jugaba con

el azar, y pońıan en duda la realidad f́ısica y la completitud de las descripciones de los

sistemas f́ısicos en dicha teoŕıa.

Como consecuencia de esto, surgieron experimentos mentales cuyo objetivo era poner

en “jaque” las bases de la teoŕıa. El experimento más conocido es el planteado por

Einstein, Podolsky y Rosen (EPR)(Einstein, Podolsky, & Rosen, 1935), comúnmente

llamado paradoja de EPR, donde se planteaba la contradicción con el principio de

incertidumbre para un sistema compuesto por dos part́ıculas, llevando a la comunidad

cient́ıfica a debatir sobre este tema durante gran parte del siglo XX y cuya solución

favoreció a la teoŕıa cuántica (se mostrará con más detalla en los siguientes caṕıtulos)

En el ámbito de la enseñanza, la mecánica cuántica no ha tenido un papel importante

debido a que son muy pocos los trabajos que se encuentran comparadas con la enseñanza

en otros campos de la f́ısica (Çahskan, Sezgin Selçuk, & Erol, 2009) Junto a esto,

los trabajos de enseñanza que se han hecho son de tópicos muy espećıficos como el

concepto de estado cuántico, la dualidad onda part́ıcula, el principio de superposición,

etc. Además, se encuentran muchas dificultades para su aprendizaje debido a varios

factores los cuales se mencionarán más adelante.

En busca de hacer una contribución a la enseñanza de la mecánica cuántica, se ha

pensado en una propuesta entorno a la enseñanza del pensamiento ortodoxo, debido a

la importancia en el desarrollo de su teoŕıa misma y a su vez porque es uno de los ejes

fundamentales de ésta. Se plantea la siguiente pregunta problema:

11



¿Cómo llevar a cabo un trabajo sobre la enseñanza de la representación ortodoxa de

la mecánica cuántica?

Para responder a esto, se pretende trabajar en la enseñanza de la mecánica cuántica,

espećıficamente en el pensamiento ortodoxo partiendo de la idea de correlaciones no

locales con ayuda de una simulación computacional, más espećıficamente, el método de

Monte Carlo.

Ya que el pensamiento ortodoxo de la mecánica cuántica es el más aceptado por la

comunidad cient́ıfica y los libros sobre mecánica cuántica son escritos con base a sus

ideas. Sin embargo, la comprensión de estas ideas trae muchas dificultades, puesto que

tienen un sentido probabiĺıstico y respaldan la idea indeterminista de la teoŕıa. La idea

de las correlaciones no locales surgen como solución de un problema sugerido por Eins-

tein, Podolsky y Rosen del pensamiento ortodoxo. En los textos, tales como el Griffiths,

el Balentain, el Basdevant, entre otros, se aborda el tema de correlaciones no locales

de una forma tradicional, sucede igual cuando se intenta llevar este tema al aula de

clase. La metodoloǵıa tradicional es criticada debido a que no ofrece imágenes mentales

apropiadas para la asimilación de conceptos por parte de los estudiantes (Fernandez,

González, & Solbes, 2005; Organista, Gómez, & Rodŕıguez, 2007) Basado en esto, se ha

hecho un estado de arte en la enseñanza de la mecánica cuántica alterna a la tradicional.

Lo que se ha encontrado es que los trabajos de enseñanza de mecánica cuántica

han sido pocos comparados con la enseñanza en otros campos de la f́ısica (Çahskan

et al, 2009) Además, se encuentran muchas dificultades para su aprendizaje debido a

varios factores, entre ellos: el estudiante es formado con teoŕıas clásicas, las cuales se

fundamenta en ideas deterministas, teniendo dificultades para comprender las ideas pro-

babilisticas de la mecánica cuántica; su contenido matemático es muy abstracto, siendo

la representación matricial de Heisenberg y la ecuación de Schrödinger herramientas

matemáticas muy diferentes y con un nivel matemático avanzado para la descripción

de los sistemas f́ısicos a escala atómica; los modelos y conceptos no son evidentes en la

cotidianidad, y en algunos casos estos no son los adecuados (Çahskan et al, 2009; Hob-

son, 1996; Ladj, Oldache, Khiari, & Belarbi, 2010; Akarsu, 2010; Zhu & Singh, 2011)

Pese a esto no se encuentran suficientes estudios en este campo de la enseñanza que

ayude a superar estos percances.

Una metodoloǵıa alterna a la tradicional es el uso de herramientas computacionales;

12



se tiene evidencias de que esta alternativa ha tenido resultados favorables para la en-

señanza de la f́ısica en general, ya que el estudiante se convierte en objeto activo de su

propio aprendizaje (Hobson, 1996; Ladj et al, 2010), lo que lleva a pensar en la necesi-

dad de hacer uso de algún tipo de herramienta computacional como ayuda para el tema

de interés. En busca de hacer una contribución a la enseñanza de la mecánica cuántica,

se ha pensado en una propuesta entorno a la enseñanza del pensamiento ortodoxo con

ayuda de una simulación computacional.

En este trabajo, la meta principal es abordar el problema de la enseñanza del pen-

samiento ortodoxo de la mecánica cuántica a partir de las correlaciones tomando en

cuenta las ideas ortodoxas y realistas de la mecánica cuántica para un sistema de espi-

nes enredados implementando una herramienta computacional. Para tal, vamos a tener

en cuenta los siguientes objetivos:

• Elaborar una simulación computacional, con ayuda del método de Monta Carlo,

para la correlación de espines de dos part́ıculas, teniendo en cuenta las interpre-

taciones ortodoxa y realista de la mecánica cuántica, como una ayuda para la

comprensión de la mecánica cuántica.

• Comparar la simulación computacional con el método tradicional en el ambito de

la enseñanza de la mecánica cuántica.

De acuerdo a las palabras de Thomas Goldsmith Jr. y Estle Ray Mann “ Simulación

es una técnica numérica para conducir experimentos en una computadora digital. Estos

experimentos comprenden ciertos tipos de relaciones matemáticas y lógicas, las cuales

son necesarias para describir el comportamiento y la estructura de sistemas complejos

del mundo real a través de largos peŕıodos”. En pocas palabras, una simulación es una

técnica que ayuda a obtener información de manera digital de sistemas complejos reales.

Teniendo en cuenta este criterio de simulación podemos apoyarnos en éste para justi-

ficar la finalildad de este trabajo, ya que no se cuentan con las técnicas adecuadas para

la realización experimental de correlaciones. De esta manera, la simulacón de correla-

ciones entre espines de dos part́ıculas ayudaŕıan a solucionar esta precaria situación, y

no sólo eso, sino también, apartir de una estrategia de aula, explicar ciertos aspectos

de la mecánica cuántica.
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1.. INTERPRETACIÓN ORTODOXA Y REALISTA: LA PARADOJA

DE EPR

Al revisar los postulados de mecánica cuántica, uno observaŕıa que dicha teoŕıa

está basada en la idea de probabilidad, respaldando aśı la interpretación ortodoxa.

Algunos f́ısicos, entre ellos Einstein, no compart́ıan esta idea pues la naturaleza no

pod́ıa tener caracteŕısticas probabiĺısticas, de ah́ı, el origen de la famosa frase “...Dios

no juega a los dados...”

Debido al desacuerdo entre Einstein, y sus sequidores, con la idea probabilistica de

la teoŕıa cuántica, nace la interpretación realista en cuyos planteamientos eliminan la

idea de probabilidad. De este desacuerdo, Einstein, con la ayuda de Podolsky y Rosen,

planteaŕıa la famosa paradoja de EPR.

1.1.. INTERPRETACIÓN ORTODOXA

Fue en 1927, durante una conferencia en Como, Italia, donde Bohr presenta la postura

que él y otros colegas teńıan acerca de la mecánica cuántica y que es conocida como

la interpretación Ortodoxa o de Copenhagen (Gribbin, 1986). Esta postura se basa en

ideas tales como la probabilidad y la complementariedad, las cuales no fueron bien

aceptadas por algunos f́ısicos.

Bohr y sus colaboradores le dieron un sentido probabiĺıstico − aunque la idea ori-

ginalmente fue de Born, quien también hizo parte de este trabajo − a la función de

onda Ψ, perdiendo aśı todo aspecto f́ısico debido a que sólo daba cuenta de los posibles

resultados que se pueden obtener en un arreglo experimental (Gribbin, 1986; Laloë,

2001). Esta idea iba después a entrar en conflicto con lo que pensaban algunos f́ısicos

acerca de la naturaleza, como lo haŕıa Einstein cuando lleva a cabo, con Podolsky y
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Rosen, un experimento mental el cual se discutirá más adelante.

La idea de complementariedad surge en defensa del principio de incertidumbre y

cuyo planteamiento se centra en que la onda y el corpúsculo son caracteŕısticas de las

part́ıculas subatómicas, las cuales, onda y corpúsculo, se complementan el uno al otro;

siendo estas caracteŕısticas determinadas por el observador. Esto quiere decir que al

observar caracteŕısticas corpusculares toda idea de onda se elimina, lo mismo ocurre

cuando se observan caracteŕısticas ondulatorias pues elimina toda idea de corpúscu-

lo (Bohr, 1935); ninguna de las dos caracteŕısticas se pueden manifestar de manera

simultáneamente cuando en sistema f́ısico es observado.

Para evidenciar la idea de complementariedad, Griffiths (Griffiths, 1995) plantea el

siguiente experimento: imagine una onda viajando en una cuerda, como se ve en la parte

(a) de la Figura 1 : si nos preguntáramos ¿dónde se encuentra la onda?, la respuesta

seŕıa incierta ya que es dif́ıcil localizar la onda en un punto especifico, pero ocurre todo

lo contrario si nos preguntáramos acerca de la longitud de la onda, la cual podemos

conocer con certeza. Ahora imaginemos un pulso viajando en la cuerda, en lugar de una

onda como se ve en en la parte (b) la Figura 1: si la pregunta acerca de la posición se

vuelve hacer, no habŕıa problema alguno, pues podemos localizar fácilmente el pulso,

sin embargo, el conocimiento de la longitud de onda es difusa pues este pulso no es

periódico, es decir, no hay otros pulsos que acompañen al primero.

Figura 1. Ejemplo de onda-corpúsculo. En (a) se ve una onda viajando a través de la

cuerda, mientras que en (b) se ve un pulso que viaja a través de la cuerda.
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Tomamdo la relación de De Broglie* se puede evidenciar que para el primer caso no

se conoce la posición pero śı la longitud de onda lo que conduce a conocer el momento;

en el segundo caso, se conoce la posición pero se desconoce la longitud de onda, y por

lo tanto, se desconoce el momento. De esta manera se puede deducir el principio de

incertidumbre.

Queda una cuestión por resolver: ¿si la naturaleza de una part́ıcula sólo se conoce

de acuerdo al arreglo experimental que se haga, entonces qué son cuando no son obser-

vadas? Para la escuela de Conpenhagen, la part́ıcula resulta no ser nada mientras que

no manifieste ser onda o corpúsculo cuando interactúa con el observador. Algo similar

se puede ver a la hora de hacer mediciones, ya que los aparatos de medida afectan al

sistema, lo que lleva a desconocer toda realidad f́ısica de los sistemas antes de hacer tal

medición; para los realistas esto resultó ser una piedra en el zapato.

1.2.. INTERPRETACIÓN REALISTA

A causa de la falta de realidad en la interpretación Ortodoxa debido al problema de la

medición, surge otra interpretación que se opone a las ideas de la escuela de Copenhagen.

La interpretación Realista no concibe la idea de desconocer las caracteŕısticas de los

sistemas f́ısicos y mucho menos la idea de la probabilidad. Para Einstein este formalismo

es incompleto (Einstein et al, 1935), debido a que los sistemas f́ısicos se encuentran en

un estado determinado antes y después de la medición, llamada elemento de realidad,

y que su estado, antes y después, no es determinado por la medición. Dando a entender

que la medición no tiene por qué afectar los sistemas f́ısicos.

Para los realistas, las probabilidades no son una causa natural sino una causa de

nuestra ignorancia ya que el observador desconoce la interacción que puede tener el sis-

tema con externos externos a éste, entonces, el vector de estado no es una representación

completa del sistema f́ısico (Einstein et al, 1935), haciendo necesaria más información

que nos ayude a completar el vector de estado − lo que más tarde introduciŕıa Bohm

como variables ocultas (Bohm, 1951) argumentando la similitud que existia entre el

*p = h/λ; donde h es la constante de Planck, λ es la longitud de onda y p es el momento.
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estudio de los sistemas f́ısicos en la teoŕıa cuántica y el estudio de los sistemas f́ısicos

en termodinámica.

1.3.. PARADOJA DE EPR

La paradoja de EPR, disenñada por Einstein, Podolsky y Rosen (EPR) en 1935,

puso en problemas la teoŕıa cuántica desarrollada varios años atrás. Einstein y sus cola-

boradores empiezan una discusión sobre qué tan completa era la descripción que daba

la teoŕıa. Más tarde se uniŕıa a ellos D. Bohm, rediseñando tal paradoja para hacerla

un poco más práctica y más fácil de comprender defendiendo lo propuesto por EPR con

el argumento que se desconoćıan variables que haćıan parte de los sistemas f́ısicos, a

lo que él llamo “variables ocultas”. Basándose en estas variables ocultas, J. Bell (Bell,

1964) desarrolló una desigualdad que seŕıa una pieza clave para los experimentos que

llevó Aspect (Aspect, Grangier & Rogier, 1981), como veremos más adelante, eviden-

ciando que la teoŕıa cuántica estaba en lo correcto y eliminando el concepto de localidad

en los sistemas cuánticos.

1.3.1.. Paradoja de EPR (Einstein, Podolsky & Rosen).

En un art́ıculo de 1935, titulado “Can Quantum-Mechanical Description of Physical

Reality be Considered Complete?”, EPR dan argumentos para justificar la falta de

completitud en el formalismo cuántico, para eso ellos tomaron a priori el siguiente

criterio de realidad:

“Si, sin perturbar un sistema, podemos predecir con certeza (es decir, con probabi-

lidad igual a uno) el valor de una realidad f́ısica correspondiente a su cantidad f́ısica,

entonces existe un elemento de realidad f́ısica asociado a esta cantidad f́ısica.”(Einstein

et al, 1935).

Partiendo de este criterio de realidad, EPR diseñó un experimento en donde mues-

tra la falta de completitud de la teoŕıa cuántica a partir de la violación del principio

de incertidumbre. Para entender este experimento se desarrollará la forma en que lo
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muestra de la Torre (de la Torre, 2000). Él toma cinco componentes que hacen parte

del argumento de EPR los cuales designa con los siguientes śımbolos:

• LC: Es el conjunto de las reglas correctas a partir de la lógica Aristotélica.

• FMQ: Son las hipótesis por las cuales el formalismo de la mecánica cuántica per-

mite ser comprobada experimentalmente.

• REA: Es el criterio de realidad tomado por EPR.

• COM: Designa la afirmación de que el formalismo de mecánica cuántica es com-

pleto.

• SEP: Un sistema S que contiene dos subsistemas, S1 y S2, los cuales interactúan,

pierden esta interacción después en el momento en que se encuentra muy distante

de la otra. Este sistema es separable si al modificar S1, por ejemplo, S2 no es

perturbada por tal modificación. Este śımbolo designara la separabilidad.

Entonces el argumento de EPR es demostrar queLC es falsa o FMQ es falso o REA

es falsa o COM es falso o SEP falso, la intensión de EPR es mostrar que COM es

falso. En principio LC es verdadera (de la Torre, 2000).

Ahora, tomando un sistema que está compuesto por dos part́ıculas, s1 y s2, que ini-

cialmente interactúan y que después de un tiempo dejan tal interacción distanciándose

una de la otra, esta distancia relativa entre s1 y s2 es X = X2 −X1 (X1 es la posición

de s1 y X2 es la posición de s2) y el momento total del sistema es P = P1 +P2 (P1 es el

momento de s1 y P2 es el momento de s2). Teniendo este sistema, se procede a mostrar

la falsedad de COM.

1. Al medir la posición de s1, X1, se puede predecir la posición de s2 con exactitud

de acuerdo con X2 = X + X1. Si SEP es válido, entonces dicha predicción puede

hacerse sin perturbar a s2, por lo tanto, X2 será un elemento de realidad de acuerdo

con REA.

2. Se puede conocer el momento de s2 de forma similar. Con sólo conocer P1 se

obtiene P2 con exactitud a partir de P2 = P −P1. Si SEP es válido, entonces dicha

predicción puede hacerse sin perturbar a s2, por lo tanto, P2 será un elemento de

realidad de acuerdo con REA.

3. De acuerdo con FMQ no se puede conocer el momento y la posición de forma

simultánea, hecho que se presenta en s1. Si SEP es válido, las observaciones de

s1 para X1 o P2 no perturbaran s2, lo que implica que X2 y P2 son elementos de
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realidad f́ısica.

4. Como consecuencia del punto anterior, FMQ no puede ser completo ya que no se

cumple para s2, lo que lleva a concluir que COM es falso.

De esta manera es como de la Torre logra dar una mayor comprensión acerca de la

paradoja de EPR. Aunque, esta falta de completitud se asocia más a la función de

onda, dado que para EPR, las cantidades f́ısica tienen que tener su contraparte en la

teoŕıa (Einstein et al, 1935).

1.3.2.. Paradoja de EPR-Bomh y variables ocultas

Debido a la complejidad que tiene la realización del experimento planteado por EPR,

a causa del manejo de las variables posición y momento a la hora de realizar dicho

experimento, Bohm hace un planteamiento un poco menos complejo. Bohm toma el

mismo sistema f́ısico planteado, pero en lugar de hacer uso de la posición y el momento,

éste utiliza la medición de espines de part́ıculas.

Suponga el decaimiento del mesón pi neutro en un electrón (e−) y un positrón (e+)

(Griffiths, 1995), ver Figura 2. Antes del decaimiento, el mesón llevaba un spin igual

a cero, para conservar el momento angular del mesón, e− y e+ tienen espines con

direcciones opuestas y un valor igual ~/2, es decir, Ŝe− + Ŝe+ = 0.

Figura 2. Decaimiento del mesón pi neutro en un positrón (e+) y un electrón (e−).

Se puede tomar el mismo orden para demostrar la paradoja de EPR, como se de-

mostró en el acapite anterior, para los espines de dos part́ıculas. Entonces, si se tomara

los observables de los espines en el eje x (Ŝxe− para e− y Ŝxe+ para e+) y el eje y (Ŝye−

para e− y Ŝye+ para e+), se tomaŕıan las siguientes consideraciones:
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1. Al medir el esṕın proyectado en el eje x de e−, Ŝxe− , se puede predecir el esṕın

proyectado en el eje x de e+ con exactitud de acuerdo con Ŝxe+ = −Ŝxe− . Si SEP

es válido, entonces dicha predicción puede hacerse sin perturbar a e+, por lo tanto,

Ŝxe+ será un elemento de realidad de acuerdo con REA.

2. Se puede conocer el esṕın proyectado en el eje y de e+ de forma similar. Con sólo

conocer Ŝye− se obtiene Ŝye+ con exactitud a partir de Ŝye+ = −Ŝye− . Si SEP es

válido, entonces dicha predicción puede hacerse sin perturbar a e+, por lo tanto,

Ŝye+ será un elemento de realidad de acuerdo con REA.

3. De acuerdo con FMQ no se puede conocer el esṕın proyectado en el eje x y el

esṕın proyectado en el eje y de forma simultánea, hecho que se presenta en e−. Si

SEP es válido, las observaciones de e− para Ŝxe− o Ŝye− no perturbaran e+, lo que

implica que Ŝxe+ y Ŝye+ son elementos de realidad f́ısica.

4. Como consecuencia del punto anterior, FMQ no puede ser completo ya que no se

cumple para e+, lo que lleva a concluir que COM es falso.

con esta nueva forma de ver la paradoja de EPR, el argumento incial no sufrió ningún

cambio. Este no seŕıa el único trabajo de Bohm, pues él introduciŕıa una nueva in-

terpretación de la teoŕıa cuántica considerando que las probabilidades surǵıan de la

imposibilidad de controlar los sistemas cuánticos en los experimentos. Estas imposi-

bilidades se deben a variables desconocidas presentes en aquellos sistemas, las cuales

reciben el nombre de “variables ocultas” (Bohm, 1979). Más tarde, en 1964, John Bell

se basaŕıa en la teoŕıa de variables ocultas para formular un teorema en terminos de una

desigualdad acompañada de un arreglo experimental donde, si lo sugerido por Bohm es

correcto, la desigualdad se haŕıa evidente en el tal experimento.

1.3.3.. Desigualdades de Bell

Bell desarrolló un teorema que permitió, un tiempo después, a los experimentadores

mostrar cual de las partes de este problema tenia la razón, si EPR o la escuela de

ortodoxa. Para llegar a tal teorema, Bell toma la posición de EPR-Bohm e hizo uso de

las variables ocultas y la separabilidad.
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Bell sugiere que en el experimento de Bohm sean colocados dos detectores*, uno

medirá el esṕın de e− y el otro medirá el esṕın de e+ (Bell, 1964). Estos detectores pueden

rotar con plena libertad, añadiendo dos variables vectoriales, a y b, que representan

las orientaciones de cada uno de los detectores, como se puede ver en la Figura 3 (a

componente de la medición del e+ y b componente de la medición del e−).

Figura 3. Orientación de los detectores. El detector con orientación a mide el esṕın de

e+ y el detector con orientación b mide el esṕın de e−

Registrando los espines de las part́ıculas en cada decaimiento, Bell propone calcular

el valor promedio del producto entre los espines de e− y e+, dado que, siendo las

direcciones arbitrarias, la teoŕıa cuántica predice que el promedio del producto entre

los espines es

P (a,b) = −a · b

como a yb son vectores unitarios, entonces

P (a,b) = − cos(β) (1)

β es el ángulo entre a y b. El resultado de la ecuación (1) está en desacuerdo con una

teoŕıa de variables ocultas (Bell, 1964) ya que la teoŕıa de variables ocultas niega la

existencia de las correlaciones.

El argumento es el siguiente: Suponiendo que el estado del sistema electrón-positrón

está caracterizado por una variable oculta λ, la cual vaŕıa, pero no podemos controlarla

ni sabemos nada acerca de ésta, además, los resultados obtenidos por la medición del

esṕın de e− dependen solo de la dirección del vector a, por lo tanto, no se van a

*Estos son detectores de Stern-Gerlach, es decir, están basados en el experimento de Stern-Gerlach.
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ver influenciados ni alterados por la dirección del vector b. Los resultados de estas

mediciones van a estar representados por A(a, λ) para e+ y B(b, λ) para e−, cuyos

valores sólo serán +1 y −1. El valor promedio en la teoŕıa local de variables ocultas es

P (a,b) =

∫
ρ(λ)A(a, λ)B(b, λ)dλ (2)

ρ(λ) es la densidad de probabilidad de la variable oculta λ; P (a,b) seŕıa el valor prome-

dio para un arreglo experimental similar al de la Figura 3. Cuando A(a, λ) = B(b, λ),

entonces P (a,b) es

P (a,b) = −
∫
ρ(λ)A(a, λ)A(b, λ)dλ (3)

Si se adiciona un nuevo vector unitario c, se tiene

P (a,b)− P (a, c) = −
∫
ρ(λ)[A(a, λ)A(b, λ)− A(a, λ)A(c, λ)]dλ

P (a, c) seŕıa el valor promedio para un arreglo experimental similar al de la Figura 4.

Figura 4. Orientación de los detectores. Arreglo experimental para P (a, c)

P (a,b)− P (a, c) = −
∫
ρ(λ)[A(a, λ)A(b, λ)− A(a, λ)A(c, λ)]dλ

suponiendo que [A(b, λ)]2 = 1, entonces

P (a,b)− P (a, c) = −
∫
ρ(λ)[A(a, λ)A(b, λ)− A(a, λ)A(b, λ)A(c, λ)]dλ

P (a,b)− P (a, c) = −
∫
ρ(λ)A(a, λ)A(b, λ)[1− A(b, λ)A(c, λ)]dλ

P (a,b)− P (a, c) =

∫
ρ(λ)A(a, λ)A(b, λ)[1− A(b, λ)A(c, λ)]dλ
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como A(a, λ y A(b, λ) está entre −1 y 1, y ρ(λ)[1 − A(b, λ)A(c, λ)] ≥ 0, como último

se tiene

|P (a,b)− P (a, c)| ≤
∫
ρ(λ)[1− A(b, λ)A(c, λ)]dλ

|P (a,b)− P (a, c)| ≤ 1 + P (b, c) (4)

P (b, c) seŕıa el valor promedio para un arreglo experimental similar al de la Figura 5.

Figura 5. Orientación de los detectores. Arreglo experimental para P (b, c)

Esto se conoce como la desigualdad de Bell, que, de acuerdo a éste, si al momento de

analizar los datos obtenidos en dicho experimento se encuentran evidencias que validen

la desigualdad, no sólo la teoŕıa cuántica es incompleta sino que es incorrecta; si, por

el contrario, no existe ningún veredicto a favor de la desigualdad, la teoŕıa cuántica

seguirá siendo correcta.

Fue entonces a medidos de los 70’s cuando Clauser llevó a cabo el primer experimento

que pudiera dar evidencia de los aspectos contradictorios de la naturaleza microscópica,

los cuales seŕıan confirmados, más tarde, por Aspect a inicios de la década de los 80’s.

De esta manera, la teoŕıa cuántica rompe con las nociones de localidad y separabilidad.

Aunque la no-localidad y la no-separabilidad son causadas por la instantaneidad, esta

instantaneidad no es del transporte de enerǵıa ni de información sino del colapso de la

función de onda (Griffiths, 1995).
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1.4.. CORRELACIÓN

De acuerdo al formalismo de la mecánica cuántica, en el sistema electrón-positrón

existe una correlación. La palabra correlación hace referencia a la dependencia de una

variable f́ısica de un sistema con otra variable f́ısica de otro o del mismo sistema (Bohm,

1979).

Si se toma el sistema electrón-positrón con un estado igual a*

|ψ〉 =
1√
2

(
|e− ↑〉 ⊗ |e+ ↓〉 − |e− ↓〉 ⊗ |e+ ↑〉

)
(5)

según este estado, la medición del esṕın de una de las part́ıculas, digamos e+, no sólo

decide la dirección del esṕın de e+ sino también la dirección del esṕın e−. A este hecho

se le llama correlación, ya que el resultado en e− depende del resultado de e+, ver Figura

6.

Figura 6. Si se midiera el esṕın de e+ se conoceŕıa el esṕın de e−. En la figura se ve un

haz de eléctrones y un haz de positrones; en realidad, el cambio de dirección del haz de

electrones sólo ocurrirá si se coloca un detector en la misma dirección del detector del

haz de positrones

Para saber cómo es el comportamiento de tales correlaciones, se hace uso del coefi-

ciente de correlación, que de acuerdo con la estad́ıstica, es

E(α, β) =
〈Ŝe+,α ⊗ Ŝe−,β〉 − 〈Ŝe+,α〉〈Ŝe−,β〉√

〈Ŝ2
e+,α〉〈Ŝ2

e−,β〉
(6)

*Este estado es de acuerdo al formalismo de la mecánica cuántica
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donde 〈Ŝe+,α ⊗ Ŝe−,β〉 es el valor esperado del producto entre los espines de e− y los

espines de e+, 〈Ŝe+,α〉 y 〈Ŝe−,β〉 son los valores esperados de los espines de e+ y e−, y

〈Ŝ2
e+,α〉 y 〈Ŝ2

e−,β〉 son los valores esperados de los cuadrados de los espines de e− y los

espines de e+; Ŝe+,α es el observable del detector a y Ŝe−,β es el observable del detector

b; α es el ángulo del detector a con respecto al eje z y β es el ángulo del detector b con

respecto al eje z, ver la parte (b) de la Figura 7.

Teniendo encuenta estas consideraciones, primero se tomará el estado del sistema

desde el punto de vista de la interpretación realista

Figura 7. Detectores para e− y e+. (a) No solo se mide el eṕın de e+, detector a, sino

también el esṕın de e−, detector b. La dirección del detector b es diferente a la dirección

del detector a. (b) Ángulos de los detectores con respecto al eje z

1.4.1.. Correlación Realista

De acuedo con las ideas de la interpretación realista, el estado del sistema electrón-

positrón está determinado por

|ψ〉 = |e− ↑〉 ⊗ |e+ ↓〉 (7)
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, e− y e+ tienen sus espines bien definidos antes y después de las mediciones, es decir,

antes y después de la medición e− tiene un esṕın hacia arriba y e+ tiene un esṕın hacia

abajo ya que, según los realistas, los espines de e− y e+ son realidades f́ısicas y no

pueden ser perturbados por la medición (ver desarrollo en el Anexo A).

De acuerdo con |ψ〉 se tiene que

〈Ŝe+,α〉 =
~
2

cosα

〈Ŝe−,β〉 = −~
2

cos β

〈Ŝe+,α ⊗ Ŝe−,β〉 = −~2

4
cosα cos β

reemplazando en (6), se obtiene la correlación entre lo espines de e− y e+ de acuerco al

pensamiento realista

E(α, β) =
−~2

4
cosα cos β − (~

2
cosα)(−~

2
cos β)√

〈Ŝ2
e+,α〉〈Ŝ2

e−,β〉

E(α, β) = 0 (8)

la ecuación (8) niega la existencia de una correlación, por lo que se puede concluir que

desde el punto de vista de los realistas no hay correlación entre el esṕın de e− y el esṕın

de e+, en terminos más generales, que en los sistemas f́ısicos, que en algún momento

interactuaron y han dejado de interactuar, no tiene porque existir una depedencia entre

los resultados de cada sistema.

1.4.2.. Correlación Ortodoxa

Para las ideas ortodoxas, el estado sistema electrón-positrón está dado por la ecuación

(5). Para este estado se tiene que (ver desarrollo en el Anexo B).

〈Ŝe+,α〉 = 0

〈Ŝe−,β〉 = 0

〈Ŝe+,α ⊗ Ŝe−,β〉 = −~2

4
cosα− β

〈Ŝ2
e+,α〉 =

~2

4
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〈Ŝ2
e−,β〉 =

~2

4

reemplazando en (6), se obtiene la correlación entre lo espines de e− y e+ de acuerco al

pensamiento ortodoxo

E(α, β) = − cos(α− β) (9)

La ecuación (9) hace evidente la correlación entre los epines según las ideas ortodoxas,

aunque esta correlación se pierde cuando la dirección de los detectores es perpendicular.

Comparando este resultado con los datos experimentales obtenidos por Aspect se llega

a la conclusión de que la interpretación ortodoxa no se equivoca con la descripción que

hace de la naturaleza microscópica.
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2.. MÉTODO DE MONTE CARLO

Es un método estad́ıstico, contenido en una serie de algoritmos computacionales que

dependen de repetidos muestreos aleatorios para calcular sus resultados. Es usado para

hacer aproximaciones de expresiones matemáticas complejas y con gran dif́ıcultad para

ser evaluado. Su aplicacíıon es de gran importancia en campos como la f́ısica, la qúımica,

la bioloǵıa y la ingenieŕıa.

El origen de este método se da en los casinos de la ciudad de Monte Carlo con Karl

Pearson en 1892. Sin embargo, no seŕıa sino hasta 1949 cuando este tiene su primera

aplicación en el Laboratorio Nacional de Los Álamos en Estado Unidos, cuyos autores

fueron Fermi, Ulam y Von Neuman cuando consideraron los valores singulares de la

ecuación de Schrödinger (Sóbol, 1983).

Para generar un algoritmo en Monte Carlo, se tiene que tomar en cuenta las siguientes

reglas:

• Una función de distribución de probabilidades que caracteriza al sistema que se

está estudiando.

• Un número aleatorio entre 0 y 1 para una cantidad N de muestreos.

• Una regla de muestreo.

la figura 8 muestra un diagrama lógico del proceso del método de Monte Carlo.
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Figura 8. Diagrama lógico del método de Monte Carlo
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2.1.. NÚMEROS ALEATORIOS

Hay dos maneras de obtener números aleatorios:

• Independientes: Cada número es obtenido por casualidad y no tiene ninguna

relación con otros números.

• Distribución espećıfica: Cada número tiene una probabilidad espećıfica de que

salga y el cual pertenece a un rango determinado. La más común es la distribución

uniforme en donde todos los números tienen la misma probabilidad, por ejemplo

un dado.

El método más común para generar números aleatorios, es el método de congruencias.

Considere la siguiente secuencia

xn+1 = (a× xn + c) %b (10)

% es el módulo entre (a× xn + c) y b; a, c y b son enteros, que la mayoria de los casos,

son primos. Para entender como se genera un número aletorio , sean a = 7 , b = 9,

c = 2 y x0 = 0

x1 = (7× 0 + 2) %9 = 2 %9 = 2

x2 = (7× 2 + 2) %9 = 16 %9 = 7

x3 = (7× 7 + 2) %9 = 51 %9 = 6

x4 = (7× 6 + 2) %9 = 44 %9 = 8

y aśı se seguirá hasta la cantidad de números aleatorios que se desee. Sin embargo, los

números obtenidos por esta secuencia, y por muchas otras, se repetirán de nuevo con el

mismo orden, lo que lleva a considerar que los números generados en las computadoras

son pseudo-aleatorias (Scherer, 2010). Exiten otros métodos tales como:

• Secuencia de fibonacci:

xi+1 = (xi + xi−1) %b (11)

b es un entero primo.

• Distribución de Poisson∫ −y=f(x)

−∞
ρ(y′)dy′ =

∫ x

−∞
ρ(x′)dx′ (12)
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y′ es un número en función de la veriable x′ cuyo intervalo es [0, 1], ρ(y′) y ρ(x′)

son funciones de distribución de probabilidades.

• Distribuciones generales:

λ =

∫ x
xi
ρ(x)dx∫ xf

xi
ρ(x)dx

(13)

ρ(x) es la función de distribución de probabilidades para una variables entre [xi, xf ].

2.2.. EJEMPLOS

La principal idea del desarrollo del método de Monte Carlo fue solucionar sistemas

f́ısicos no lineales que dependián de probabilidades. Sin embargo, este método con el

tiempo emepezó hacer una herramienta útil en la qúımica, la bioloǵıa, las matemáticas,

la especulación finaciera, entre otros. En esta sección se mostraran dos ejemplos del

método de Monte Carlo, los cuales ayudaron a costruir el algoritmo de correlaciones

entre espines de dos part́ıculas.

2.2.1.. Decaimiento Radiactivo

En un tiempo t = 0 se tiene N(0) núcleos de tipo X que pueden decaer radiactivamen-

te. Un tiempo después, el número de núcleos decrecerá a N(t). Con una probabilidad

ω de que decaiga, se tiene la siguiente ecuación

dN(t) = −ωN(t)dt

N(t) = N(0)e−ωt

siendo el tiempo de vida media de la part́ıcula igual a

τ =
1

ω

la solución teórica es

N(t) = N(0)e−t/τ (14)

Ahora, tomado encuenta las reglas para generar un algoritmo en Monte Carlo, en-

tonces:

31



• La función de distribución de probabilida del sistema es dt/τ .

• Un número r aleatorio entre [0, 1]

• Si r < dt/τ , entonces se le resta uno al número N(t) de particulas.

se tomó un número inicial N(0) = 1000 núcleos, un tiempo de vida medio τ = 7, 2

d́ıas y un dt = 0,1 d́ıas (ver codigo de la rutina en C++ en el Anexo C). La Figura

9 da cuenta del comportamiento de este sistema en Monte Carlo y se compara con la

predicción teórica.
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Figura 9. Decaimiento de núcleos de tipo X. Número inicial de núcleos es 1000 con un

tiempo de vida media de 7,2 y un dt = 0,1

En la Figura 9 se puede ver que el Monte Carlo tiene un ajuste casi perfecto con la

predicción teórica.

2.2.2.. Part́ıculas en una caja

Para un segundo ejemplo se tomó una caja que está dividida en dos partes iguales

por un tabique como se ve en la Figura 10. En el tiempo t = 0 se tiene que en el lado

A hay un número Ni(0) de part́ıculas mientras que el lado B está vaćıo. Ahora, si al

tabique se le hace un agujero, una part́ıcula pasaŕıa a través de éste en una unidad de

tiempo hasta que un tiempo después el sistema se encuentra en equilibrio con Ni(0)/2

tanto en el lado A como en el lado B. El modelo teórico de la parte de la izquierda de

la caja es

dNi(t)

dt
= 1− 2Ni(t)

N(0)

la solución teórica es

Ni(t) =
N(0)

2

(
1 + e2t/N(0)

)
(15)
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Figura 10. Caja dividida en dos partes iguales en donde se tiene un número inicial de

part́ıculas en el lado A mientras que el lado B esta vaćıo.

Ahora, tomado encuenta las reglas para generar un algoritmo en Monte Carlo, en-

tonces:

• La función de distribución de probabilidad del sistema es Ni/N(0).

• Un número r aleatorio entre [0, 1]

• Si r < Ni/N(0), entonces se le resta uno al número Ni de particulas, sino, entonces

que se le sume uno.

Para el caso de la Figura 11, el número inicial de part́ıculas en la parte izquierda de

la caja es de 1000 y se estudia el sistema hasta un tiempo de 4000 seg (ver codigo de la

rutina en C++ en al Anexo D). La Figura 11 muestra el comportamiento del sistema

con el Monte Carlo, añadiendo la gráfica teórica donde se observa que el Monte Carlo se

ajusta a ésta, sin embargo, cuando se supone que el sistema llega al equilibrio el Monte

Carlo sigue variando, esto pasa porque f́ısicamente el sistema no llega a un equilibrio

total ya que algunas part́ıculas salen y entran de la parte izquierda.
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Figura 11. Caja dividida en dos partes iguales. Número inicial de part́ıculas en la parte

izquierda de es 1000.

2.3.. CORRELACIÓN ENTRE ESPINES DE DOS PARÍCULAS

Uno de los objetivos de este trabajo es realizar una simulación en Monte Carlo para

la correlación de espines de part́ıculas, para esto se realizaron dos simulaciones, una

desde el criterio de los realistas y otra desde el criterio de los ortodoxos vistos en la

sección 1.4.

Antes de empezar, los factores de la ecuación (6) se hallarán de la siguiente manera

〈Ŝe+,α〉 =
∑ sp

N

〈Ŝ2
e+,α〉 =

∑ sp2

N

〈Ŝe−,β〉 =
∑ se

N

〈Ŝ2
e−,β〉 =

∑ se2

N
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〈Ŝe+,α ⊗ Ŝe−,β〉 =
∑ sp× se

N

sp y se es el esṕın del positrón y del electrón.

2.3.1.. Correlación Realista

Las reglas para generar el algoritmo en Monte Carlo son:

• La función de distribución de probabilida del sistema es 0.5.

• Dos números aleatorios, a y b, entre [0, 1]; a para el esṕın del positrón y b para el

esṕın del electrón, ya que se supone que no existe corrlación.

• Si a < 0,5, entonces sp = cosα, sino, entonces, sp = sinα; Si b < 0,5, entonces

se = sin β, sino, entonces se = cos β (se y sp se toman de acuerdo al Anexo A).

el número de muestreos es 1000 pares de part́ıculas electrón-positrón (ver codigo de

la rutina en C++ en el Anexo E). La Figura 12 muestra la gráfica obtenida en la

simulación donde se evidencia un ajuste casi perfecto del Monte Carlo con la ecuación

(8).

Figura 12. Simulación de la correlación entre espines de dos part́ıculas según el pensa-

miento realista en Monte Carlo.
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2.3.2.. Correlación Ortodoxa

Las reglas para generar el algoritmo en Monte Carlo son:

• La función de distribución de probabilidad del sistema es 0.5.

• Un número aleatorio, a, entre [0, 1], ya que supone la existencia de una correlación.

• Si a < 0,5, entonces sp = cosα + sinα y se = − cos β + sin β, si no, entonces

sp = − cosα+ sinα y se = cos β+ sin β (se y sp se toman de acuerdo al Anexo B).

el número de muestreos es 1000 pares de part́ıculas electrón-positrón (ver codigo de

la rutina en C++ en el Anexo F). La Figura 13 muestra la gráfica obtenida en la

simulación donde se evidencia un ajuste casi perfecto del Monte Carlo con la ecuación

(9).

Figura 13. Simulación de la correlación entre espines de dos part́ıculas según el pensa-

miento ortodoxo en Monte Carlo.
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3.. PROPUESTA PEDAGÓGICA

3.1.. MÓDULO DE IMPLEMENTACIÓN

IDENTIFICACIÓN DE LA ASIGNATURA

El siguiente plan de trabajo se ejecutó en el curso de Métodos Numéricos y C++.

Curso electivo que pertenece al ciclo de profundización del departamento de f́ısica de

la Universidad Pedagógica Nacional, con 3 créditos y 4 horas semanales. Esto debido a

que la simulación es desarrollada en C++ y, como es un curso avanzado del pregrado,

ya se tiene ideas claras acerca de la mecánica cuántica.

DESCRIPCIÓN DE LA POBLACIÓN

El curso de Métodos Numéricos y C++ es tomado por 17 estudiantes con edades

entre los 20 y 25 años, donde 11 son hombre y 6 son mujeres. Este curso es un topico

del ciclo de profundización, por lo tanto, se encuentran estudiantes de séptimo semestre

en adelante.

PLAN DE TRABAJO

Objetivo

Recrear una simulación con el método de Monte Carlo de correlaciones de espines

como una herramienta computacional alterna a la metodoloǵıa tradicional para la en-

señanza de la interpretación Ortodoxa de la Mecánica Cuántica.

Descripción de la actividad

Para mirar que tan eficiente es la simulación de correlaciones entre espines de part́ıcu-

las en la enseñanza de la mecánica cuántica, se toma la propuesta que hace el profesor
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Barbosa. Para esto se realizaron dos sesiones en el curso de Métodos Numéricos y C++.

En la primera sesión se llevó el tema de las Interpretaciones Ortodoxa y Realista de la

mecánica cuántica y los conflictos entre éstas de forma tradicional, donde el estudiante

es un ente pasivo; y en la segunda sesión se llevó la simulación en Monte Carlo, donde

el estudiante es un ente activo.

Antes de empezar las actividades planteadas, se tuvieron en cuenta que los estudian-

tes deb́ıan conocer mı́nimo tres conceptos de la mecánica cuántica, para no provocar

frustración ni desinterés en el estudiante debido al lenguaje.

1ra sesión: En la primera sesión se abordó el tema interpretaciones ortodoxa y realista

de la mecánica cuántica de forma tradicional y una pequeña introducción al método de

Monte Carlo. Para esto, los ı́tems a seguir son los siguientes:

• Interpretación Ortodoxa y Realista

• Paradoja de EPR-Bohm

• Desigualdades de Bell

• Experimento de Alan Aspect

Al finalizar esta sesión se hizo una introducción al método de monte carlo, realizando

una rutina en C++.

2da sesión: En la segunda sesión se tomó el caso de las correlaciones con la simulación

en monte carlo. Se hizo una explicación de las correlaciones y los problemas de la

localidad y se realizó la rutina de correlaciones según la mecánica cuántica con el método

de monte carlo en C++.

En cuadro 1 se muestra el plan de estrategia de aula, en donde las actividades 1 y 2 se

realizaron durante la primera sesión mientras que las actividades 3, 4 y 5 se realizaron

en la segunda sesión.
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 Cuadro 1. Plan Estrategia de Aula.  

ACTIVIDADES OBJETIVOS MATERIALES TIEMPO EXPECTATIVAS RESULTADOS 
Act, 1: Contextua-

lización 

Exponer las interpretacio-

nes ortodoxa y realista de 

la teoría cuántica, la para-

doja de EPR y las correla-

ciones desde punto de vis-
ta de cada interpretación 

con el método tradicional. 

 Tablero  

 Diapositivas 

40 minutos Se espera que el estudian-

te comprenda las postu-

ras de cada interpreta-

ción, la paradoja de EPR 

como un conflicto entre 
éstas y el tema de las co-

rrelaciones. 

Poca comprensión 

de los temas ex-

puestos. 

Act. 2: Introduc-

ción al método de 

Monte Carlo 

Hacer una introducción al 

método de Monte Carlo y 

los elementos que están 

involucrados en la simula-
ción. A partir de un ejem-

plo. 

 Computador 

 
 

20 minutos Se espera que el estudian-

te comprenda las reglas 

más simples del Monte 

Carlo y cómo operan. 

El estudiante ma-

neja números alea-

torios y puede rela-

cionarlos con un 
fenómeno físico. 

Act. 3: Proyecto del 

decaimiento del 

pión a partir del 

Monte Carlo 

Asociar las variables físi-

cas de espines del experi-

mento con el lenguaje 

computacional. 

 Computador 40 minutos Que el estudiante haga 

una imagen del experi-

mento e identifique las va-

riables físicas en el Monte 

Carlo 

El estudiante aso-

cian los números 

aleatorios a los po-

sibles valores de 

espines de cada 
partícula. 

Act. 4: Simulación 

Correlación desde 

el punto de vista or-

todoxo. 

Desarrollar con el estu-

diante la simulación de co-

rrelaciones considerando 

el punto de vista ortodoxo. 

 Computador 20 minutos Se espera que el estudian-

te, con ayuda de la simu-

lación, comprenda ciertos 

aspectos de la interpreta-

ción ortodoxa. 

Dudas acerca en 

algunas ideas de la 

interpretación orto-

doxa. 

Act. 5: Simulación 
Correlación desde 

el punto de vista 

realista. 

Desarrollar con el estu-
diante la simulación de co-

rrelaciones considerando 

el punto de vista realista. 

 Computador 20 minutos Se espera que el estudian-
te, con ayuda de la simu-

lación, comprenda ciertos 

aspectos de la interpreta-

ción realista. 

Dudas acerca en 
algunas ideas de la 

interpretación re-

alista. 

Act. 6: Confronta-

ción de dudas gene-
radas. 

Solución a las preguntas y 

dudas de los estudiantes 
después de realizar las si-

mulaciones. 

  15 minutos Aclarar las dudas presen-

tadas durante el desarro-
llo de las actividades 3 y 

4.  

 



Materiales de recurso

El único material de recurso que se usó fue el computador, ya que la simulación se

realizó con la ayuda de C++ y gnuplot. C++ es un leguaje computacional que brinda

herramientas para desarrollar simulaciones y aparte de eso cuenta con la asignación de

variables aleatorias, y gnuplot es un graficar que se puede vincular con C++ y el cual

nos ayuda obtener graficas de dichas simulaciones.

Otros materiales fueron el tablero y diapostivas para realizar la primera actividad

del cuadro 2.

Descripción de la metodoloǵıa

La metodoloǵıa que empleó es la misma que emplea el Profesor Barbosa (Barbosa,

2008) para comparar la metodoloǵıa tradicional versus los experimentos discrepantes,

pero en este caso la comparación va ser entre la metodoloǵıa tradicional versus la

herramienta computacional. Se hizo uso de indicadores que ayudaron a hacer una fácil

comparación del método tradicional y la herramienta computacional.

Indicadores: Para evidenciar eficiencia de la herramienta computacional, se tomaron

en cuenta los siguientes indicadores:

• Preguntas casuales: Este indicador nos contabilizará el número de estudiantes que

realicen preguntas durante las actividades.

• Motivación: Este indicador mide el número de estudiantes que de manera voluntaria

participaron en las actividades.

• Búsqueda de Información: Este indicador mide el número de estudiantes que pre-

guntaron información acerca del tema o teńıan ideas acerca del tema.

• Trabajo Cooperativo: Este indicador mide el número de estudiantes que se colabo-

raron durante las actividades.

• Comprensión de ideas: El número de estudiantes que lograron dar una respuesta

adecuada a la preguntada dada durante las sesiones.

Estos indicadores fueron tomados en cuenta en las actividades realizadas para después

comparar y analizar los datos obtenidos, y concluir qué tan eficaz es la simulación como

una herramienta para la enseñanza de la interpretación ortodoxa. Se aclara que esto

no mide la comprensión que logró el estudiante cuando se trabaja con la ayuda de una
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herramienta computacional, como en el caso de una simulación, sino que tan eficaz

puede ser esta herramienta para la motivación y el interés del estudiante (Barbosa,

2008).

3.2.. ANÁLISIS

Después de la realización de las actividades que fueron propuestas para cada se-

sión, se obtuvo los siguientes datos: En la primera sesión participaron 14 estudiantes,

5 mujeres y 9 hombres, con edades entre los 20 y 25 años; se obtuvieron los siguientes

resultados:

Preguntas Casuales: 0 estudiantes

Motivación: 10 estudiantes

Búsqueda de la Información: 0 estudiantes

Trabajo Cooperativo: 2 estudiantes

Comprensión de ideas: 3 estudiantes

En la segunda sesión participaron 11 estudiantes, 4 mujeres y 7 hombres, con edades

entre los 20 y 25 años; se obtuvieron los siguientes resultados:

Preguntas Casuales: 4 estudiantes

Motivación: 9 estudiantes

Búsqueda de la Información: 2 estudiantes

Trabajo Cooperativo: 4 estudiantes

Comprensión de ideas: 6 estudiantes

De los siguientes datos vamos a tomar los porcentajes debido a la cantidad de estu-

diantes que participaron es diferente, por tal motivo, es más fácil hacer la comparación

entre el método tradicional y el método computacional a partir de porcentajes. Tales

datos están consignados en el Cuadro 2.

Haciendo una comparación para cada indicador tenemos que:

• En Preguntas Casuales se obtuvo un 0 % con el método tradicional mientras que
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Indicador Tradicional Herramienta Computacional

Preguntas Casuales 0 % 36,36 %

Motivación 71,42 % 81,81 %

Búsqueda de la Información 0 % 18,18 %

Trabajo Cooperativo 14,28 % 72,72 %

Comprensión de ideas 21,42 % 54,54 %

Cuadro 2. Datos obtenidos durante la implementación. La columna “Tradicional” co-

rresponde a la primera sesión y la columna “Heramienta Computacional” corresponde

a la segunda sesión.

con la simulación se obtuvo un 36,36 %, mostrando una diferencia de 36,36 % mayor

para la simulación.

• En Motivación se obtuvo un 71,42 % con el método tradicional mientras que con la

simulación se obtuvo un 81,81 %, mostrando una diferencia de 10,39 % mayor para

la simulación.

• En Búsqueda de Información se obtuvo un 0 % con el método tradicional mientras

que con la simulación se obtuvo un 18,18 %, mostrando una diferencia de 18,18 %

mayor para la simulación.

• En Trabajo Cooperativo se obtuvo un 14,28 % con el método tradicional mientras

que con la simulación se obtuvo un 36,36 %, mostrando una diferencia de 22,08 %

mayor para la simulación.

• En Comprensión de ideas se obtuvo un 21,42 % con el método tradicional mientras

que con la simulación se obtuvo un 54,54 %, mostrando una diferencia de 33,12 %

mayor para la simulación.
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En la figura 14 se puede ver la comparación gráfica de los métodos tradicional y

computacional para cada indicador.

Figura 14. Gráfico Tradicional v.s. Herramienta Computacional. En este gráfico se puede

ver una comparación entre los métodos tradicional y computacional de una manera

mucho más fácil.
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CONCLUSIONES

• De acuerdo con las gráficas realizadas a partir de los datos obtenidos, podemos ver

que el algoritmo en Monte Carlo se ajusta a lo predicho por la teoŕıa. Los puntos

rojos de la de la gráfica de correlación de Einstein (ver Figura 12) se ajustan a las

predicciones hechas desde punto de vista realistico, donde no existe ninguna corre-

lación entre los espines de e− y e+. Lo mismo ocurre en la gráfica de la correlación

cuántica (ver Figura 13) cuyos puntos rojos se ajustan a las predicciones hechas

por el pensamiento ortodoxo en donde śı existe una correlación entre los espines

de e− y e+.

• Se puede evidenciar en la Figura 14 que los indicadores muestran un mayor por-

centaje a favor de la herramienta computacional. De acuerdo a esto se puede decir

que el método computacional estimula más el interés del estudiante por la temática

estudiada que el método tradicional. Sin embargo, cabe aclar que no se pretende

que con la ayuda de esta herramienta el estudiante logre una comprensión total,

sino más bien, que desarrolle un interés por cierta temática, siendo éste el principal

motivo por el cual el estudiante puede llegar a una mejor comprensión.
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Sóbol, I. (1983).Método de Monte Carlo. Moscú: MIR.
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ANEXOS
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A.. CORRELACIÓN ENTRE ESPINES DE DOS PARTÍCULAS:

PUNTO DE VISTA REALISTA

El estado del sistema, según la visión realista, es

|ψ〉 = |e− ↑〉 ⊗ |e+ ↓〉 (16)

de la parte (b) de la Figura 7 la matriz que representa al observable del esṕın de e− es

Ŝe−,β =
~
2

(
1 0

0 −1

)
cos β +

~
2

(
0 1

1 0

)
sin β +

~
2

(
0 −i
i 0

)

Ŝe−,β =
~
2

(
cos β 0

0 − cos β

)
+

~
2

(
0 sin β

sin β 0

)

Ŝe−,β =
~
2

(
cos β sin β

sin β − cos β

)
(17)

se hace lo mismo para la matriz que representa al observable del esṕın de e+, en últiimas

se tiene

Ŝe+,α =
~
2

(
cosα sinα

sinα − cosα

)
(18)

Después de obtener estas matrices se hallan los factores de la ecuación (6). El valor

de 〈Ŝe+,α〉 es

〈Ŝe+,α〉 = 〈ψ|Ŝe+,α|ψ〉

〈Ŝe+,α〉 = (〈e− ↑ | ⊗ 〈e+ ↓ |)Ŝe+,α(|e− ↑〉 ⊗ |e+ ↓〉)

〈Ŝe+,α〉 = 〈e− ↑ |e− ↑〉 ⊗ 〈e+ ↓ |Ŝe+,α|e+ ↓〉

〈e− ↑ |e− ↑〉 es igual a uno, entonces solo queda 〈e+ ↓ |Ŝe+,α|e+ ↓〉, reemplazando esto

por matrices se tiene que

〈Ŝe+,α〉 =
(

0 1
) ~

2

(
cosα sinα

sinα − cosα

)(
0

1

)
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〈Ŝe+,α〉 =
(

0 1
) ~

2

(
sinα

− cosα

)

〈Ŝe+,α〉 = −~
2

cosα (19)

El valor de 〈Ŝ2
e+,α〉 es

〈Ŝe+,α〉 = 〈ψ|Ŝ2
e+,α|ψ〉

〈Ŝe+,α〉 = (〈e− ↑ | ⊗ 〈e+ ↓ |)Ŝ2
e+,α(|e− ↑〉 ⊗ |e+ ↓〉)

〈Ŝe+,α〉 = 〈e− ↑ |e− ↑〉 ⊗ 〈e+ ↓ |Ŝ2
e+,α|e+ ↓〉

〈e− ↑ |e− ↑〉 es igual uno, entonces solo queda 〈e+ ↓ |Ŝ2
e+,α|e+ ↓〉, reemplazando esto por

matrices se tiene que

〈Ŝe+,α〉 =
(

0 1
) ~

2

(
cosα sinα

sinα − cosα

)
~
2

(
cosα sinα

sinα − cosα

)(
0

1

)

〈Ŝe+,α〉 =
(

0 1
) ~2

4

(
1 0

0 1

)(
0

1

)

〈Ŝe+,α〉 =
(

0 1
) ~2

4

(
0

1

)

〈Ŝe+,α〉 = −~2

4
(20)

El valor de 〈Ŝe−,β〉 es

〈Ŝe−,β〉 = 〈ψ|Ŝe−,β|ψ〉

〈Ŝe−,β〉 = (〈e− ↑ | ⊗ 〈e+ ↓ |)Ŝe−,β(|e− ↑〉 ⊗ |e+ ↓〉)

〈Ŝe−,β〉 = 〈e+ ↓ |e+ ↓〉 ⊗ 〈e− ↑ |Ŝe−,β|e− ↑〉

〈e+ ↓ |e+ ↓〉 es igual a uno, entonces solo queda 〈e− ↑ |Ŝe−,β|e− ↑〉, reemplazando esto

por matrices se tiene que

〈Ŝe−,β〉 =
(

1 0
) ~

2

(
cos β sin β

sin β − cos β

)(
1

0

)

〈Ŝe−,β〉 =
(

1 0
) ~

2

(
cos β

sin β

)
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〈Ŝe−,β〉 =
~
2

cos β (21)

El valor de 〈Ŝ2
e−,β〉 es

〈Ŝe−,β〉 = 〈ψ|Ŝ2
e−,β|ψ〉

〈Ŝe−,β〉 = (〈e− ↑ | ⊗ 〈e+ ↓ |)Ŝ2
e−,β(|e− ↑〉 ⊗ |e+ ↓〉)

〈Ŝe−,β〉 = 〈e+ ↓ |e+ ↓〉 ⊗ 〈e− ↑ |Ŝ2
e−,β|e− ↑〉

〈e+ ↓ |e+ ↓〉 es igual uno, entonces solo queda 〈e− ↑ |Ŝ2
e−,β|e− ↑〉, reemplazando esto por

matrices se tiene que

〈Ŝe−,β〉 =
(

1 0
) ~

2

(
cos β sin β

sin β − cos β

)
~
2

(
cos β sin β

sin β − cos β

)(
1

0

)

〈Ŝe−,β〉 =
(

1 0
) ~2

4

(
1 0

0 1

)(
1

0

)

〈Ŝe−,β〉 =
(

1 0
) ~2

4

(
1

0

)

〈Ŝe−,β〉 =
~2

4
(22)

El valor de 〈Ŝe+,α ⊗ Ŝe−,β〉 es

〈Ŝe+,α ⊗ Ŝe−,β〉 = 〈ψ|Ŝe+,α ⊗ Ŝe−,β|ψ〉

〈Ŝe+,α ⊗ Ŝe−,β〉 = (〈e− ↑ | ⊗ 〈e+ ↓ |)Ŝe+,α ⊗ Ŝe−,β(|e− ↑〉 ⊗ |e+ ↓〉)

〈Ŝe+,α ⊗ Ŝe−,β〉 = 〈e+ ↓ |Ŝe+,α|e+ ↓〉 ⊗ 〈e− ↑ |Ŝe−,β|e− ↑〉

usando las ecuaciones (19) y (21) tenemos que

〈Ŝe+,α ⊗ Ŝe−,β〉 = −~2

4
cosα cos β (23)

Reemplazando todos estos valores en la ecuación (6)

E(α, β) =
−(~2/4) cosα cos β − [(~/2) cosα][−(~/2) cos β]√

(~2/4)(~2/4)

E(α, β) =
−(~2/4) cosα cos β + (~2/4) cosα cos β√

(~2/4)(~2/4)

E(α, β) = 0 (24)

52



B.. CORRELACIÓN ENTRE ESPINES DE DOS PARTÍCULAS:

PUNTO DE VISTA ORTODOXO

El estado del sistema, según la visión ortodoxa, es

|ψ〉 =
1√
2

(|e− ↑〉 ⊗ |e+ ↓〉 − |e− ↓〉 ⊗ |e+ ↑〉 (25)

de la parte (b) de la Figura 7 la matriz que representa al observable del esṕın de e− es

(17) y la matriz que representa al observable del esṕın de e+ es (18) Ahora, el valor de

〈Ŝe+,α〉 es

〈Ŝe+,α〉 = 〈ψ|Ŝe+,α|ψ〉

〈Ŝe+,α〉 =

[
1√
2

(〈e− ↑ | ⊗ 〈e+ ↓ | − 〈e− ↓ | ⊗ 〈e+ ↑ |)
]
Ŝe+,α[

1√
2

(|e− ↑〉 ⊗ |e+ ↓〉 − |e− ↓〉 ⊗ |e+ ↑〉)
]

〈Ŝe+,α〉 =
1

2

(
〈e− ↑ | ⊗ 〈e+ ↓ | − 〈e− ↓ | ⊗ 〈e+ ↑ |

) (
Ŝe+,α|e− ↑〉 ⊗ |e+ ↓〉

−Ŝe+,α|e− ↓〉 ⊗ |e+ ↑〉
)

〈Ŝe+,α〉 =
1

2

(
〈e− ↑ |e− ↑〉 ⊗ 〈e+ ↓ |Ŝe+,α|e+ ↓〉 − 〈e− ↓ |e− ↑〉 ⊗ 〈e+ ↑ |Ŝe+,α|e+ ↓〉

−〈e− ↑ |e− ↓〉 ⊗ 〈e+ ↓ |Ŝe+,α|e+ ↑〉+ 〈e− ↓ |e− ↓〉 ⊗ 〈e+ ↑ |Ŝe+,α|e+ ↑〉
)

〈e− ↑ |e− ↑〉 y 〈e− ↓ |e− ↓〉 son iguales a uno, 〈e− ↓ |e− ↑〉 y 〈e− ↑ |e− ↓〉 son iguales

a 0. Entonces solo queda 〈e+ ↓ |Ŝe+,α|e+ ↓〉 y 〈e+ ↑ |Ŝe+,α|e+ ↑〉, reemplazando esto por

matrices se tiene que

〈Ŝe+,α〉 =
1

2

[(
0 1

) ~
2

(
cosα sinα

sinα − cosα

)(
0

1

)
+
(

1 0
) ~

2

(
cosα sinα

sinα − cosα

)(
1

0

)]
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〈Ŝe+,α〉 =
1

2

[(
0 1

) ~
2

(
sinα

− cosα

)
+
(

1 0
) ~

2

(
cosα

sinα

)]

〈Ŝe+,α〉 =
1

2

[
−~

2
cosα +

~
2

cosα

]
〈Ŝe+,α〉 = 0 (26)

El valor de 〈Ŝ2
e+,α〉 es

〈Ŝ2
e+,α〉 =

[
1√
2

(〈e− ↑ | ⊗ 〈e+ ↓ | − 〈e− ↓ | ⊗ 〈e+ ↑ |)
]
Ŝ2
e+,α[

1√
2

(|e− ↑〉 ⊗ |e+ ↓〉 − |e− ↓〉 ⊗ |e+ ↑〉)
]

〈Ŝ2
e+,α〉 =

1

2

(
〈e− ↑ | ⊗ 〈e+ ↓ | − 〈e− ↓ | ⊗ 〈e+ ↑ |

) (
Ŝ2
e+,α|e− ↑〉 ⊗ |e+ ↓〉

−Ŝ2
e+,α|e− ↓〉 ⊗ |e+ ↑〉

)

〈Ŝe+,α〉 =
1

2

(
〈e− ↑ |e− ↑〉 ⊗ 〈e+ ↓ |Ŝ2

e+,α|e+ ↓〉 − 〈e− ↓ |e− ↑〉 ⊗ 〈e+ ↑ |Ŝ2
e+,α|e+ ↓〉

−〈e− ↑ |e− ↓〉 ⊗ 〈e+ ↓ |Ŝ2
e+,α|e+ ↑〉+ 〈e− ↓ |e− ↓〉 ⊗ 〈e+ ↑ |Ŝ2

e+,α|e+ ↑〉
)

〈e− ↑ |e− ↑〉 y 〈e− ↓ |e− ↓〉 son iguales a uno, 〈e− ↓ |e− ↑〉 y 〈e− ↑ |e− ↓〉 son iguales

a 0, la matriz de Ŝ2
e+,α es la matriz identidad como se pudo ver en el anexo anterior.

Entonces solo queda 〈e+ ↓ |Ŝ2
e+,α|e+ ↓〉 y 〈e+ ↑ |Ŝ2

e+,α|e+ ↑〉, reemplazando esto por

matrices se tiene que

〈Ŝe+,α〉 =
1

2

[(
0 1

) ~2

4

(
1 0

0 1

)(
0

1

)
+
(

1 0
) ~2

4

(
1 0

0 1

)(
1

0

)]

〈Ŝe+,α〉 =
1

2

[(
0 1

) ~2

4

(
0

1

)
+
(

1 0
) ~2

4

(
1

0

)]
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〈Ŝ2
e+,α〉 =

1

2

(
~2

4
+

~2

4

)
〈Ŝ2

e+,α〉 =
~2

4
(27)

El valor de 〈Ŝe−,β〉 es

〈Ŝe−,β〉 =

[
1√
2
〈e− ↑ | ⊗ 〈e+ ↓ | − 〈e− ↓ | ⊗ 〈e+ ↑ |)

]
Ŝe−,β

[
1√
2

(|e− ↑〉 ⊗ |e+ ↓〉 − |e− ↓〉 ⊗ |e+ ↑〉)
]

〈Ŝe−,β〉 =
1

2

(
〈e− ↑ | ⊗ 〈e+ ↓ | − 〈e− ↓ | ⊗ 〈e+ ↑ |

) (
Ŝe−,β|e− ↑〉 ⊗ |e+ ↓〉

−Ŝe−,β|e− ↓〉 ⊗ |e+ ↑〉
)

〈Ŝe−,β〉 =
1

2

(
〈e+ ↑ |e+ ↑〉 ⊗ 〈e− ↓ |Ŝe−,β|e− ↓〉 − 〈e+ ↓ |e+ ↑〉 ⊗ 〈e− ↑ |Ŝe−,β|e− ↓〉

−〈e+ ↑ |e+ ↓〉 ⊗ 〈e− ↓ |Ŝe−,β|e− ↑〉+ 〈e+ ↓ |e+ ↓〉 ⊗ 〈e− ↑ |Ŝe−,β|e− ↑〉
)

〈e+ ↑ |e+ ↑〉 y 〈e+ ↓ |e+ ↓〉 son iguales a uno, 〈e+ ↓ |e+ ↑〉 y 〈e+ ↑ |e+ ↓〉 son iguales

a 0. Entonces solo queda 〈e− ↓ |Ŝe−,β|e− ↓〉 y 〈e− ↑ |Ŝe−,β|e− ↑〉, reemplazando esto por

matrices se tiene que

〈Ŝe−,β〉 =
1

2

[(
1 0

) ~
2

(
cos β sin β

sin β − cos β

)(
1

0

)
+
(

0 1
) ~

2

(
cos β sin β

sin β − cos β

)(
0

1

)]

〈Ŝe−,β〉 =
1

2

[(
1 0

) ~
2

(
cosα

sin β

)
+
(

0 1
) ~

2

(
sin β

− cos β

)]

〈Ŝe−,β〉 =
1

2

[
~
2

cos β − ~
2

cos β

]
〈Ŝe−,β〉 = 0 (28)

55



El valor de 〈Ŝ2
e−,β〉 es

〈Ŝ2
e−,β〉 =

[
1√
2

(〈e− ↑ | ⊗ 〈e+ ↓ | − 〈e− ↓ | ⊗ 〈e+ ↑ |)
]
Ŝ2
e−,β[

1√
2

(|e− ↑〉 ⊗ |e+ ↓〉 − |e− ↓〉 ⊗ |e+ ↑〉)
]

〈Ŝ2
e−,β〉 =

1

2

(
〈e− ↑ | ⊗ 〈e+ ↓ | − 〈e− ↓ | ⊗ 〈e+ ↑ |

) (
Ŝ2
e−,β|e− ↑〉 ⊗ |e+ ↓〉

−Ŝ2
e−,β|e− ↓〉 ⊗ |e+ ↑〉

)

〈Ŝ2
e−,β〉 =

1

2

(
〈e+ ↑ |e+ ↑〉 ⊗ 〈e− ↓ |Ŝ2

e−,β|e− ↓〉 − 〈e+ ↓ |e+ ↑〉 ⊗ 〈e− ↑ |Ŝ2
e−,β|e− ↓〉

−〈e+ ↑ |e+ ↓〉 ⊗ 〈e− ↓ |Ŝ2
e−,β|e− ↑〉+ 〈e+ ↓ |e+ ↓〉 ⊗ 〈e− ↑ |Ŝ2

e−,β|e− ↑〉
)

〈e+ ↑ |e+ ↑〉 y 〈e+ ↓ |e+ ↓〉 son iguales a uno, 〈e+ ↓ |e+ ↑〉 y 〈e+ ↑ |e+ ↓〉 son iguales

a 0, la matriz de Ŝ2
e−,β es la matriz identidad como se puedo ver en el anexo anterior.

Entonces solo queda 〈e− ↓ |Ŝ2
e−,α|e− ↓〉 y 〈e− ↑ |Ŝ2

e−,α|e− ↑〉, reemplazando esto por

matrices se tiene que

〈Ŝ2
e−,β〉 =

1

2

[(
1 0

) ~2

4

(
1 0

0 1

)(
1

0

)
+
(

0 1
) ~2

4

(
1 0

0 1

)(
0

1

)]

〈Ŝ2
e−,β〉 =

1

2

[(
1 0

) ~2

4

(
1

0

)
+
(

0 1
) ~2

4

(
0

1

)]

〈Ŝ2
e−,β〉 =

1

2

[
~2

4
+

~2

4

]
〈Ŝ2

e−,β〉 =
~2

4
(29)
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El valor de 〈Ŝe+,α ⊗ Ŝe−,β〉 es

〈Ŝe+,α ⊗ Ŝe−,β〉 =

[
1√
2
〈e− ↑ | ⊗ 〈e+ ↓ | − 〈e− ↓ | ⊗ 〈e+ ↑ |)

]
Ŝe+,α ⊗ Ŝe−,β[

1√
2

(|e− ↑〉 ⊗ |e+ ↓〉 − |e− ↓〉 ⊗ |e+ ↑〉)
]

〈Ŝe+,α ⊗ Ŝe−,β〉 =
1

2

(
〈e− ↑ | ⊗ 〈e+ ↓ | − 〈e− ↓ | ⊗ 〈e+ ↑ |

) (
Ŝe+,α ⊗ Ŝe−,β|e− ↑〉 ⊗ |e+ ↓〉

−Ŝe+,α ⊗ Ŝe−,β|e− ↓〉 ⊗ |e+ ↑〉
)

〈Ŝe+,α ⊗ Ŝe−,β〉 =
1

2

(
〈e+ ↑ |Ŝe+,α|e+ ↑〉 ⊗ 〈e− ↓ |Ŝe+,α|Ŝe−,β|e− ↓〉−

〈e+ ↓ |Ŝe+,α|e+ ↑〉 ⊗ 〈e− ↑ |Ŝe−,β|e− ↓〉 − 〈e+ ↑ |Ŝe+,α|e+ ↓〉 ⊗ 〈e− ↓ |Ŝe−,β|e− ↑〉

+〈e+ ↓ |Ŝe+,α|e+ ↓〉 ⊗ 〈e− ↑ |Ŝe−,β|e− ↑〉
)

reemplazando esto por matrices se tiene que

〈Ŝ2
e−,β〉 =

1

2

[(
1 0

) ~2

4

(
cos β sin β

sin β − cos β

)(
1

0

)
⊗
(

0 1
) ~2

4

(
cosα sinα

sinα − cosα

)(
0

1

)

−
(

0 1
) ~2

4

(
cos β sin β

sin β − cos β

)(
1

0

)
⊗
(

1 0
) ~2

4

(
cosα sinα

sinα − cosα

)(
0

1

)

−
(

1 0
) ~2

4

(
cos β sin β

sin β − cos β

)(
0

1

)
⊗
(

0 1
) ~2

4

(
cosα sinα

sinα − cosα

)(
1

0

)

+
(

0 1
) ~2

4

(
cos β sin β

sin β − cos β

)(
0

1

)
⊗
(

1 0
) ~2

4

(
cosα sinα

sinα − cosα

)(
1

0

)]
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〈Ŝ2
e−,β〉 =

1

2

[(
1 0

) ~2

4

(
cos β

sin β

)
⊗
(

0 1
) ~2

4

(
sinα

− cosα

)

−
(

0 1
) ~2

4

(
cos β

sin β

)
⊗
(

1 0
) ~2

4

(
sinα

− cosα

)

−
(

1 0
) ~2

4

(
sin β

− cos β

)
⊗
(

0 1
) ~2

4

(
cosα

sinα

)

+
(

0 1
) ~2

4

(
sin β

− cos β

)
⊗
(

1 0
) ~2

4

(
cosα

sinα

)]

〈Ŝ2
e−,β〉 =

1

2

~2

4
[− cos β cosα− sin β cosα− cos β cosα− sin β cosα]

〈Ŝ2
e−,β〉 = −~2

4
[cos β cosα + sin β cosα]

〈Ŝ2
e−,β〉 = −~2

4
cosα− β (30)

Reemplazando todos estos valores en la ecuación (6)

E(α, β) =
−(~2/4) cos(α− β)− 0 · 0√

(~2/4)(~2/4)

E(α, β) =
−(~2/4) cos(α− β)

(~2/4)

E(α, β) = − cosα− β (31)
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