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Resumen

Implementacion de una técnica de Estadistica Multivariada a una base de datos sobre
la prueba SABER 11

En este trabajo de grado se presentan los resultados de la implementacion de las
técnicas multivariadas analisis de componentes principales (PCA por sus siglas en inglés)
y analisis de clusters (k-means) a una base de datos de las pruebas educativas SABER-11.

Las técnicas implementadas en Python mediante el entorno de desarrollo de Google
Colab, identificardn tres clusters de estudiantes (Bajo, Medio y Alto rendimiento) definidos
por sus puntajes y caracteristicas socioeconémicas como el acceso a internet y el estrato.
Se concluye que estas técnicas son efectivas para segmentar y comprender la estructura de

los datos de pruebas estandarizadas, revelando perfiles de rendimiento diferenciados.

Palabras clave: Estadistica Multivariada, Prueba SABER 11, Analisis de Componentes

Principales, Anélisis de Clusters.



Abstract

Implementation of Multivariate Statistical Techniques on a SABER 11 Test Database

In this thesis, the results of implementing multivariate techniques of principal compo-
nent analysis (PCA) and cluster analysis (k-means) on a database of SABER-11 educa-
tional tests are presented.

The techniques implemented in Python using the Google Colab development environ-
ment, identified three student clusters (Low, Medium, and High performance) defined by
their scores and socioeconomic characteristics such as internet access and socioeconomic
stratum. It is concluded that these techniques are effective for segmenting and understan-

ding the structure of standardized test data, revealing differentiated performance profiles.

Keywords: Multivariate Statistics, SABER 11 Test, Principal Component Analysis, Clus-

ter Analysis.
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Capitulo 1

Introduccion

El sistema educativo colombiano enfrenta desafios constantes respecto a los resultados
de las pruebas estandarizadas que realiza ano tras afo (tanto del orden nacional como del
orden internacional), ya que se evidencian diferencias con respecto al desempeno y brechas
de calidad. Especificamente, la prueba SABER 11 implementada por el ICFES! se con-
cibe como “el instrumento de evaluaciéon estandarizada que mide oficialmente la calidad
de la educacion formal impartida a quienes terminan el nivel de educacion media” (IC-
FES, 2025), y se constituye en un insumo fundamental para la estructuracién de politicas
publicas del sector educativo nacional.

Especificamente, en una investigacion liderada por el Laboratorio de Economia de la
Educacion de la Pontificia Universidad Javeriana se muestran como los puntajes promedios
globales de la prueba SABER 11 entre el 2014 al 2023 han tenido fluctuaciones importantes
como se observa en la Figura 1.1.
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Figura 1.1: N° de evaluados segun calendario y puntaje promedio global Saber 11 Nacional
2014-2023 (LEE, 2024)

En particular, en el periodo comprendido entre 2019 y 2022 se exhiben variaciones

nstituto Colombiano para la Evaluacion de la Educacion.
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importantes, esto en el contexto pre (2019), durante (2020 - 2021) y post pandemia de
COVID-19 (2022) hecho historico que segin la UNESCO? (2024) provoco una crisis edu-
cativa sin precedentes a nivel global, donde el cierre de las escuelas tuvo un impacto
directo en el aprendizaje de los estudiantes afectando profundamente su interacciéon con
los docentes, sus pares y su vinculo con la escuela. Ademaés, se presume fundadamente
que se produjeron pérdidas de aprendizaje significativas y un aumento de las brechas de
resultados, segtn el nivel socioeconémico de las familias de los estudiantes.

En el caso colombiano, y con base en la Figura 1.2, se observa un incremento signifi-
cativo en las brechas de los puntajes globales promedio de las pruebas SABER 11 entre

colegios oficiales y no oficiales apoyando en cierta medida lo planteado por la UNESCO.
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Figura 1.2: Desempeno global: Pruebas Saber 11 Nacional 2014-2023 (LEE, 2024)

Bajo este panorama, surge la inquietud de analizar de manera sistematica y objetiva
los diversos factores asociados al desempeno en las pruebas SABER 11. Para lo cual, el
presente trabajo de grado expone la implementaciéon de técnicas de estadistica multiva-
riada, especificamente el anélisis de componentes principales (PCA) y anélisis de clusters,
con el objetivo de identificar patrones o relaciones entre las variables asociadas a la base de
datos Resultados tinicos SABER 11.°btenida del portal web Datos Abiertos una iniciativa
del gobierno colombiano para la transparencia y la toma de decisiones basada en datos
publicos de libre acceso y sin costo (MIN-TIC, 2025).

2United Nations Educational, Scientific, and Cultural Organization


https://www.datos.gov.co/
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Planteamiento del problema

2.1. Descripcion del problema

El sistema educativo colombiano esté en constante cuestionamiento debido al bajo ren-
dimiento de sus estudiantes en las pruebas estandarizadas. Se cuestiona la idoneidad de la
calidad y equidad de la educacién que imparte, poniendo en tela de juicio si los estudiantes
reciben una “educacion de calidad” que les permita adquirir las competencias béasicas en
areas fundamentales como matemaéticas, lectura critica, ciencias naturales, ciencias sociales
e inglés que evaluan las pruebas SABER 11.

Asimismo, este panorama se recrudece por la inequidad en el acceso a las diversas
instituciones educativas del pais, lo cual estd directamente relacionado al origen socioeco-
nomico, la ubicacion geografica (urbana o rural) y el tipo de institucion (ptblica o privada)
a la que asisten los estudiantes.

Estas problematicas se evidencian en los resultados de las pruebas SABER 11. Por
ejemplo, paneles como “;Crisis en la educaciéon media en Colombia?” alertan sobre la

influencia de la calidad y la equidad en la educacion, bajo las siguientes premisas (Univer-
sidad de los Andes, 2024):

= Aunque la pandemia agudizé el problema, el pais cumplird una década en que los y
las jovenes proximos a graduarse no superan los 260 puntos de 500 posibles en las
pruebas SABER 11.

= La brecha en las pruebas entre colegios no oficiales y oficiales es de 33 puntos. Esa

misma diferencia aplica en las instituciones educativas urbanas frente a las rurales.

= Si se compara el Indice de Nivel Socioeconémico (INSE), la desigualdad en las prue-

bas Saber 11 es aun mayor (67 puntos). Mientras el promedio de joévenes del nivel
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més alto es de 292 puntos, el del nivel més bajo es de 225.

Los resultados histéricos muestran fluctuaciones importantes en el rendimiento acadé-
mico. Como se observa en la Figura 1.1, los puntajes promedio globales han experimentado
variaciones considerables entre 2014 y 2023, con una tendencia particularmente preocu-
pante durante el periodo 2019-2022. Esta situacion se empeora cuando se consideran las

desigualdades regionales y socioeconémicas existentes en nuestro pafs.

2.2. Formulacién del problema

2.2.1. Pregunta principal

Teniendo en cuenta el panorama expuesto en la seccidon anterior, se pretende con este
trabajo realizar un estudio preliminar bajo el siguiente cuestionamiento:

;Cuales son algunos de los factores que explican las fluctuaciones en el desempeno
académico de los estudiantes en las pruebas SABER 11! y cémo estos factores que se iden-

tifiquen se relacionan con las caracteristicas socioeconémicas, institucionales o regionales?

2.3. Justificacion

2.3.1. Importancia tedérica

El analisis sistemético de los factores asociados al desempeno académico en las pruebas
SABER 11 contribuye a dar una mirada al conocimiento sobre evaluaciéon educativa estan-
darizada. Como senalan diversos estudios, analizar los factores asociados que inciden en
los desempenios de los estudiantes (Min-Educacion, 2022) es fundamental para comprender
la complejidad del proceso educativo.

Cabe resaltar que segtin Diaz-Monroy (2007): cada respuesta o atributo esté asociado
con una variable; si tan solo se registra un atributo por individuo, los datos resultantes son
de tipo univariado, mientras que si mas de una variable es registrada sobre cada objeto,
los datos tienen una estructura multivariada.

Aun mas, pueden considerarse grupos de individuos, de los cuales se obtienen muestras
de datos multivariados para comparar algunas de sus caracteristicas o parametros. En una
forma més general, los datos multivariados pueden proceder de varios grupos o poblaciones
de objetos; donde el interés se dirige a la exploracion de las variables y la buisqueda de su

interrelacion dentro de los grupos y entre ellos.

1Enlace a la base de datos estudiada.


https://www.datos.gov.co/Educaci-n/Resultados-nicos-Saber-11/kgxf-xxbe/about_data
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El enfoque del analisis multivariado propuesto permite superar las limitaciones de los
analisis tradicionales univariados, proporcionando una visiéon més integral de las miltiples
dimensiones que caracterizan el desempeno académico. Esta mirada es fundamental para
avanzar hacia una comprension mas profunda de los procesos educativos y sus factores

determinantes.

2.3.2. Relevancia Practica

Los futuros hallazgos de este estudio podrian ser un insumo basado en evidencia para la
discusion y la toma de decisiones sobre politicas educativas, debido a que la identificacion
de factores relacionados con el rendimiento académico podria sugerir posibles acciones
para contribuir a la mejora de la calidad educativa y la reduccion de brechas.

En el caso de que los resultados no arrojen hallazgos significativos, esto también seria
un aporte valioso, ya que senalaria una ruta metodologica a descartar y justificaria una
reevaluacion de las técnicas o métodos utilizados.

Ademas, el uso de un conjuntos de datos proveniente del portal “Datos Abiertos” ads-
crito al gobierno colombiano contribuye a la transparencia y la democratizacion del acceso
a la informacion sobre evaluacion educativa, permitiendo que cualquier ciudadano pueda

acceder, descargar, analizar y utilizar esta informaciéon de forma libre y gratuita.

2.4. Objetivos

2.4.1. Objetivo general

Implementar una técnica de estadistica multivariada, a través de software estadistico,
a la base de datos sobre las pruebas SABER 11, con el fin de reconocer relaciones entre

variables que puedan incidir en los resultados de dicha prueba.

2.4.2. Objetivos especificos

1. Realizar una contextualizaciéon y descripcion de los datos presentes en la base de
datos acerca de la prueba SABER 11 que ademas permita reconocer la técnica mul-

tivariada a emplear.

2. Establecer el marco matematico a partir de una revision bibliografica que sustente

las técnicas estadisticas a utilizar.
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3. Identificar y representar posibles relaciones a partir de la implementacion de la téc-

nica de estadistica multivariada.

4. Sistematizar y analizar los resultados obtenidos del analisis estadistico multivariado.
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Marco de referencia

La estadistica multivariada es una de las ramas fundamentales de las matematicas apli-
cadas que permite el analisis simultaneo de multiples variables medidas sobre un conjunto
de datos.

Actualmente, el analisis de datos y la toma de decisiones basada en estos son compe-
tencias altamente demandadas por el mercado y la sociedad, razén por la cual las técnicas
multivariadas se han convertido en herramientas indispensables para el estudio de grandes
volimenes de datos, reduciendo la dimensionalidad de estos y descubriendo estructuras
o patrones propios de la informaciéon en estudio. Este marco de referencia presenta los
fundamentos mateméticos y metodoldgicos necesarios para comprender y aplicar dos téc-
nicas multivariadas a saber: el analisis de componentes principales (PCA) y el anélisis de
clusters.

El desarrollo de este capitulo sigue una secuencia la cual inicia con los conceptos estadis-
ticos fundamentales de poblacién, muestra y célculo de tamanos muestrales, estableciendo
las bases para un analisis estadisticamente valido. Luego, se introducen los principios de la
estadistica multivariada, incluyendo la representaciéon matricial de los datos y las técnicas
de visualizacion que facilitan la interpretacion de estructuras de datos multidimensiona-
les. La exposicion teodrica se centra especificamente en el PCA como método de reduccion
dimensional y en el anélisis de clusters como técnica de agrupamiento, proporcionando
tanto la fundamentacién matemética como un esbozo de los algoritmos computacionales
necesarios para su implementacion.

La seleccion de estas técnicas especificas responde a su complementariedad en el anélisis
exploratorio de datos: mientras que el PCA permite identificar las direcciones de méxima
variabilidad en un conjunto de datos y reducir su dimensionalidad preservando la mayor
cantidad de informacion posible, el anélisis de clusters facilita la identificacion de grupos

o patrones de similitud entre observaciones.



Capitulo 3. Marco de referencia

El desarrollo tedrico que se presentara a continuacion requiere que el lector posea una
base matemética solida, cimentada en tres pilares fundamentales que se entrelazan entre
si. El primer pilar se centra en el algebra lineal, donde se asume el dominio de los siguientes
conceptos: operaciones matriciales, transformaciones lineales, matrices simétricas, valores
y vectores propios, diagonalizacion, rango matricial y espacios vectoriales constituyendo la
base conceptual para comprender la descomposicion espectral que fundamenta el Anélisis
de Componentes Principales. Adicionalmente, para complementar este pilar, la geometria
analitica aporta la “intuicion visual” indispensable para interpretar proyecciones ortogo-
nales, rotaciones de sistemas de coordenadas y la representacion de estructuras de datos
en espacios multidimensionales.

El segundo pilar se centra en la estadistica, donde se debe tener como prerrequisito
conocimiento de los conceptos fundamentales de varianza, covarianza y correlacion, inter-
pretacion de matrices de covarianza como la interpretacion de estadisticos de dependencia
lineal entre variables. El conocimiento de la distribucion normal multivariada y de los prin-
cipios de inferencia estadistica resulta crucial para comprender los criterios de validaciéon
y los fundamentos probabilisticos que sustentan las técnicas multivariadas. Finalmente,
el tercer pilar incorpora nociones de optimizaciéon multivariada, incluyendo el calculo de
gradientes y la busqueda de extremos condicionados, elementos esenciales para entender
tanto los algoritmos iterativos del analisis de clusters como los procesos de maximizacion
de varianza caracteristicos del PCA.

La integracion de estos tres pilares (algebra, estadistica y calculo) permite una apro-
ximaciéon a la conceptualizacion de las técnicas multivariadas que se desarrollan en las

siguientes secciones.

3.1. Tamano muestral

3.1.1. Definiciones iniciales

Tanto para el lector como para la estructura de este estudio es pertinente recordar las
definiciones fundamentales para el desarrollo del muestreo estadistico.
Poblaciéon y Muestra

Poblacién: Una poblaciéon P es el conjunto completo de elementos o unidades de

analisis que poseen las caracteristicas de interés para un estudio particular. Formalmente,
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si denotamos cada elemento como wu;, entonces:
P:{Ul,U27...7UN} (3]')

donde N es el tamano de la poblacion.
Muestra: Una muestra S es un subconjunto de la poblaciéon, seleccionado mediante

un procedimiento especifico. Formalmente:
S = {uil,uiQ,...,uin} (32)

donde {i1,1s,...,7,} es un subconjunto de indices de {1,2,..., N} y n es el tamano de la
muestra, con n < N.
Proporciéon poblacional: La proporcién poblacional p de elementos que poseen una

caracteristica especifica A se define como:

~ (3.3)

p

donde Ny = [{u; € P : u; posee la caracteristica A}|.

3.1.2. Calculo del tamano de muestra para estimacién de propor-

ciones

Para una poblacion finita, el tamano de muestra requerido para estimar una proporcion

con un nivel de confianza (1 — «) y un margen de error e esta dado por:

22/2'])'(1—]7)

no =22 (3.4
Donde:
= 2,2 es el valor critico de la distribuciéon normal estandar
= p es la proporciéon poblacional (usamos p = 0,5 para maximizar la varianza)
= ¢ es el margen de error deseado
Para poblaciones finitas, aplicamos la correcciéon:
n= +”°T (3.5)
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3.2. Estadistica Multivariada

El nucleo de este trabajo de grado es el estudio y la seleccion de algunas técnicas de
estadistica multivariada (EM) para analizar una base de datos de las pruebas SABER 11,
pero jqué es la estadistica multivariada? ;jcuales y cuantas técnicas de EM existen? ;todas
las técnicas de EM son aplicables a cualquier conjunto de datos?

Para dar respuesta a estos interrogantes a continuaciéon se toma como referencia el
libro “Analisis estadistico de datos multivariados” una producciéon del Departamento de
Estadistica de la Universidad Nacional de Colombia (Diaz-Morales, 2012). En esta obra, la
estadistica multivariada se define como una rama de la estadistica que se ocupa del anélisis

simultaneo de multiples variables medidas sobre un conjunto de individuos u objetos.

3.2.1. Datos Multivariados

Variable estadistica: Una variable es una caracteristica o atributo que puede ser
observado o medido sobre un conjunto de individuos u objetos. En el contexto multivariado,

cada variable se refiere a una dimension especifica del espacio de anélisis.

» Un dato univariado registra un solo atributo por individuo.

» Un dato multivariado registra multiples atributos sobre cada individuo u objeto,

generando una estructura multidimensional.

Matriz de Datos: Una matriz de datos X es una estructura de tamano n x p:

T11 L1z 0 Tip

To1 Tz - Ty
X =

Tp1 Tp2 - Tpp

donde n representa el numero de individuos (filas) y p el nimero de variables (columnas).

3.3. Representacion de datos multivariados

Representacion tridimensional: Los datos multivariados pueden conceptualizarse

como un prisma tridimensional como se observa en la Figura 3.1 donde:

= Objetos (O): Individuos o unidades de analisis

10
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» Variables (V): Caracteristicas o atributos medidos
» Tiempo (T): Instante o periodo de medicion

Un punto X;;; representa el valor del atributo j para el individuo ¢ en el tiempo ¢.

Las diferentes técnicas estadisticas trabajan en alguna region de este prisma. Por ejem-
plo, las regiones paralelas al plano OV son estudiadas por la mayoria de las técnicas del
analisis multivariado; a veces se les llama estudios transversales, de las regiones paralelas a
VT se ocupan los métodos de series cronologicas (estudios longitudinales). Es fundamental
comprender que en la mayoria de los procedimientos estadisticos se consideran constantes

o fijos algunos de los tres componentes.

:Tivmlm (T

Variables (V)

Objetos (0) ™|

Figura 3.1: Representacion multivariada de datos. (Diaz & Morales, 2012)

3.3.1. Tipos de representaciones

El objetivo de estos tipos de representaciones es facilitar la lectura e interpretacion
acerca de la informaciéon contenida en los datos, por ende las graficas no deben ser mas
complejas de leer que los datos en bruto. Algunas de estas representaciones son y se
observan en las Figuras 3.2 y 3.3 :

Graficos Cartesianos: Representacion en un plano mediante la eleccion de variables
cuantitativas, donde cada individuo se representa como un punto en el espacio definido
por las variables seleccionadas.

Perfiles: Representacion tipo histograma donde cada barra corresponde a una variable

y su altura al valor de la misma, permitiendo visualizar el patréon de cada objeto.

11
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Diagramas de Tallo y Hojas: Procedimiento gréafico para representar datos cuan-
titativos que permite visualizar la distribuciéon manteniendo la informacion de los valores
individuales.

Diagramas de Cajas (Box-plots): Representacion grafica que muestra la mediana,
cuartiles y valores extremos de una distribucién, facilitando la identificaciéon de valores
atipicos y la comparacion entre variables.

Diagramas de dispersion: Son gréficos en los cuales se representan los individuos u

objetos por puntos asociados a cada par de coordenadas (valores de cada par de variables).

Grafico Cartesiano: Cl vs Peso Perfiles: Primeros 5 Nifios
& . Nifio 1
2800 o = Nifio 2
60
2700 =
[ E
@ 2 %
2600 @ =
= @ @@ﬂ ]
o [ & a0
0w o
£ 2500 @ ¢ @ e £
@ & [ 2 L 2%
2400 & 5
G &T
[ 4 @ =20
2300
10
2200 @
0
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Variables
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140
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Figura 3.2: Técnicas de visualizacion. Construccion propia.
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Figura 3.3: Matriz de diagramas de dispersion. Construccién propia.

3.4. Técnicas del Andalisis Multivariado

Las técnicas del Analisis Multivariado (AM) tratan con datos asociados a conjuntos de
“medidas” sobre un nimero de individuos u objetos. El enfoque de este estudio se centra
en la clasificacion de las técnicas por dependencia e interdependencia, las cuales se definen

asi:

» Dependencia: Interesa hallar la asociaciéon entre dos conjuntos de variables, en
el cual uno es considerado como la realizaciéon de mediciones dependientes de otro

conjunto de variables.

= Interdependencia: El propodsito es estudiar la interdependencia entre las varia-
bles. Esta puede examinarse desde la independencia total de las variables hasta la

dependencia de alguna con respecto a un subconjunto de variables (colinealidad).

3.4.1. Técnicas asociadas a dependencia o asociadas a interdepen-

dencia

A continuacion se expone una breve descripcion de cada una de las técnicas reportadas

en la anterior tabla.

13
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Tabla 3.1: Clasificacion de Técnicas de Analisis Multivariado

Anailisis de Dependencia

Analisis de Interdependencia

Regresion Miiltiple

Analisis Discriminante

Analisis de Correlacion Canédnica
Analisis Logit

Analisis de Varianza Multivariado
Analisis Conjunto

Analisis de Componentes Principales (PCA)
Analisis Factorial

Analisis de Correspondencia

Analisis de clusters

Escalamiento Multidimensional

Modelos Log-lineales

3.4.2. Meétodos de dependencia

Regresion Miultiple: Técnica que centra su analisis en la dependencia de una
variable respuesta respecto a un conjunto de variables regresoras o predictoras, me-
diante un modelo de regresion que mide el efecto de cada variable regresora sobre la

respuesta.

Analisis Discriminante: Técnica que asigna un individuo a uno de varios grupos
definidos de antemano, basandose en las caracteristicas (variables) del individuo y

la informacién disponible sobre los grupos.

Analisis de Correlacion Canoénica: Busca una relaciéon lineal entre un conjunto
de variables predictoras y un conjunto de criterios medidos u observados, inspeccio-

nando combinaciones lineales para las variables predictoras y criterio.

Analisis Logit: Caso especial del modelo de regresion donde el criterio de respuesta
es de tipo categorico o discreto, dirigiéndose a investigar los efectos de un conjunto

de predictores sobre la respuesta.

Analisis de Varianza Multivariado: Técnica para evaluar multiples criterios (tra-
tamientos) y determinar su efecto sobre una o mas variables respuesta en un expe-

rimento, permitiendo comparar vectores de medias asociados a varias poblaciones.

Analisis Conjunto: Técnica que trata la evaluaciéon de un producto o servicio
con base en las cualidades que éste requiere o esperan sus consumidores o usuarios,

buscando la combinacién 6ptima de atributos.

3.4.3. Meétodos de interdependencia

» Analisis de Componentes Principales: Técnica de reduccion de datos cuyo ob-

jetivo es construir combinaciones lineales (componentes principales) de las variables

14
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originales que contengan la mayor proporcion de la variabilidad total original.

= Analisis Factorial: Describe cada variable en términos de una combinacion lineal
de factores comunes no observables y un factor tinico para cada variable, buscando

los factores que recojan el maximo de informacion de las variables originales.

= Analisis de Correspondencias: Método dirigido al anélisis de tablas de contin-
gencia que busca conseguir la mejor representacion simultanea de los dos conjuntos

de datos contenidos en la tabla (filas y columnas).

» Analisis de Clusters: Técnica de reduccion de datos cuyo objetivo es la identifica-
cion de grupos similares respecto a sus variables, garantizando cercania o similitud

entre los objetos de un mismo grupo.

» Escalamiento Multidimensional: Permite explorar e inferir criterios que la gente
utiliza en la formacion de percepciones acerca de la similitud y preferencia entre
objetos, transformando las similaridades percibidas en distancias para ubicar los

objetos en un espacio multidimensional.

= Modelos Log-lineales: Permiten investigar la interrelacion entre variables catego-
ricas que forman una tabla de contingencia, expresando las probabilidades de las

celdas en términos de efectos principales e interaccion.

Dado un panorama general y sucinto de la estadistica multivariada la siguiente seccion
centrara su atencion en dos técnicas principalmente: Analisis de Componentes Principales
(PCA) y Analisis de Clusters, ya que son las técnicas escogidas para analizar la base de

datos y en el capitulo denominado “Metodologia” se justificara su eleccién.

3.5. Analisis de Componentes Principales (PCA)

El Analisis de Componentes Principales (PCA por sus siglas en inglés) como se observo
en la seccion anterior es una técnica de estadistica multivariada de reduccion de dimensio-
nalidad, lo cual permite simplificar la complejidad de grandes conjuntos de datos mientras
se conserva la mayor cantidad posible de informacion relevante (Jolliffe-Cadima, 2016).
En esencia, el PCA transforma un conjunto de variables posiblemente correlacionadas en
un nuevo conjunto de variables no correlacionadas denominadas componentes principa-
les, organizadas de manera que las primeras componentes capturan la mayor variabilidad

presente en los datos originales.

15
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La técnica fue desarrollada por Karl Pearson en 1901 como un razonamiento analogo
del teorema de los ejes principales en mecéanica, y posteriormente fue estudiada de forma
independiente por Harold Hotelling en la década de los 30’s y como curiosidad historica

anexo un recorte del paper original en la Figura 3.4.

ANALYSIS OF A COMPLEX OF STATISTICAL
VARIABLES INTO PRINCIPAL COMPONENTS

HAROLD HOTELLING
Columbia University
(Continued from September issue.)

8. DETERMINATION OF PRINCIPAL COMPONENTS FOR INDIVIDUALS

To determine from his test scores the value of a principal com-
ponent « for an individual, the formula

= &4
Y= (33)

Figura 3.4: Paper de Harold Hotelling.(Hotelling, 1933)

Desde aquel entonces, la técnica se ha convertido en una de las mas utilizadas en
analisis multivariado, con aplicaciones en diferentes areas del saber como la biologia, la
psicologia, la economia, la ingenieria, las ciencias sociales y ciencias de la computacion.

El PCA es 1til cuando se trabaja con conjuntos de datos con las siguientes caracteris-

ticas:

» Alta dimensionalidad: Cuando el niimero de variables es grande y se desea una

representacion “manejable”.
= Multicolinealidad: Cuando existe correlacion entre las variables originales.

= Redundancia de informacién: Cuando varias variables miden aspectos similares

del fenomeno de interés.

= Necesidad de visualizacion: Cuando se requiere representar graficamente datos

multidimensionales.

El PCA puede aplicarse a variables cuantitativas continuas o discretas, siempre que
estén medidas en escalas numéricas. Cabe resaltar que la técnica asume relaciones lineales
entre las variables y es sensible a las diferencias en las escalas de medicién, por lo que

frecuentemente se requiere la estandarizacion de los datos (Jolliffe-Cadima, 2016).
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3.6. Interpretacion geométrica de las Componentes Prin-

cipales

Desde una perspectiva geométrica, el PCA puede conceptualizarse como un proceso de
rotacion del sistema de coordenadas original para alinearlo con las direcciones de méxima
variabilidad de los datos (Hastie et al., 2009). Es importante indicar que, para la elabora-
cion de las siguientes secciones relativas al PCA, se ha tomado como referente bibliografico
fundamental el libro “ Methods of Multivariate Analysis” de Rencher y Christensen (2012).

3.6.1. Representacion espacial de los datos

Consideremos un conjunto de datos con p variables que pueden representarse como
puntos en un espacio p-dimensional. En este espacio, cada observacién corresponde a un
punto cuyas coordenadas estan determinadas por los valores de las p variables. La nube
de puntos resultante tiene una forma particular que refleja la estructura de correlacion
presente en los datos.

Cuando las variables estan correlacionadas, la nube de puntos no se distribuye de
manera uniforme en todas las direcciones del espacio. En cambio, tiende a concentrarse a
lo largo de ciertas direcciones preferenciales, formando estructuras elongadas que pueden
asemejarse a elipses (en dos dimensiones) o elipsoides (en dimensiones superiores).

El PCA identifica iterativamente las direcciones en las cuales los datos presentan la
mayor variabilidad. La primera componente principal corresponde a la direccién en la cual
la proyeccion de los datos tiene la varianza maxima. Geométricamente, esto equivale a
encontrar la linea recta que mejor se ajusta a la nube de puntos en el sentido de minimos
cuadrados.

La segunda componente principal es la direcciéon ortogonal a la primera que maximiza
la varianza de las proyecciones. Este proceso contintia hasta obtener p componentes prin-
cipales, todas mutuamente ortogonales entre si. Un ejemplo de una representacion de un

PCA con tres componentes principales es la representacion de la Figura 3.5.
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Figura 3.5: Analisis de componentes principales. Tres dimensiones. Construcciéon propia.
3.6.2.

Transformacion de coordenadas

Matematicamente, si tenemos un vector de observaciones y; = (vi1, Y2,

/
= s Yip) cen-
trado en el origen, la transformacion a componentes principales se expresa como:

z; = Ay,

donde A es la matriz de coeficientes (vectores propios) y z; son las puntuaciones en las
componentes principales.

(3.6)

Esta transformacion representa una rotacion rigida del sistema de coordenadas original,

preservando las distancias entre puntos y la estructura geométrica general de los datos.

3.6.3.

La diferencia fundamental es que el nuevo sistema de coordenadas esta alineado con las
direcciones de maxima variabilidad.
Elipsoide de concentracion

Una interpretacion geométrica ttil es entender el PCA como el ajuste de un elipsoide
p-dimensional a los datos (Mardia et al., 1980). Los ejes de este elipsoide corresponden a

las componentes principales, y sus longitudes son proporcionales a las raices cuadradas de
los valores propios correspondientes.

en la Figura 3.6.

Los ejes més largos del elipsoide indican las direcciones de mayor variabilidad, mientras
que los ejes mas cortos corresponden a direcciones con menor variabilidad como se observa
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1= .:. = " ,l
"
= o : / O T / G
%E q Ll ) ™ ™ . - roups
- ™ 1
o i o . i L - - / ® | setosa
EL_ """ .'_. """"""""""""""" ;. "'""_'."'""""'-_"""' .
o . y s / versicolor
L ] - /
E e . .. 27" M | virginica
(] .
) [ ]
1 = 1
\ -
[ |
L]
' I I
2 0 2
Dim1 (73%)

Figura 3.6: Elipse de concentracion. (Albornoz et al., 2022)

3.6.4. Proyeccion y reduccién dimensional

La reducciéon de dimensionalidad se logra proyectando los datos originales sobre un
subespacio generado por las primeras k componentes principales (donde k < p). Geomé-
tricamente, esto equivale a proyectar la nube de puntos p-dimensional sobre un hiperplano
k-dimensional que captura la mayor variabilidad posible.

Esta proyecciéon minimiza la suma de los cuadrados de las distancias perpendiculares
desde los puntos originales hasta el subespacio de menor dimensién, garantizando que se
preserve la maxima cantidad de informacién posible en la representacion de dimension

reducida.

3.7. Interpretacion algebraica de las Componentes Prin-

cipales

La fundamentacion algebraica del PCA se basa en la descomposicion espectral (resul-
tado fundamental del algebra lineal que establece que toda matriz simétrica real puede
expresarse como el producto de tres matrices especificas) de la matriz de covarianzas en
sus valores propios y vectores propios. Los vectores propios representan las direcciones de
maxima varianza en el espacio de los datos, es decir, las nuevas dimensiones ortogona-

les a lo largo de las cuales la informaciéon se dispersa més. A su vez, los valores propios
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cuantifican la magnitud de esa varianza explicada por cada vector propio correspondiente.

3.7.1. Planteamiento del problema de optimizacién

El PCA busca encontrar combinaciones lineales de las variables originales que maxi-
micen la varianza. Formalmente, para un conjunto de variables y = (y1,¥2,...,¥,)" con

matriz de covarianzas S, se quiere encontrar un vector de coeficientes a; tal que:

max Var(ajy) = méxa)Sa; (3.7)
ajp al

sujeto a la restriccion de normalizacion aja; = 1.

3.7.2. Valores propios y vectores propios: Claves en el PCA

Los valores propios y vectores propios constituyen los elementos fundamentales que
hacen posible el analisis de componentes principales. Estos conceptos del algebra lineal
otorgan la solucién computacional al problema de optimizacién y ofrecen una interpreta-

ci6én nutrida de la estructura de los datos en estudio.

Definicion

Para una matriz cuadrada A, un vector no nulo v es un vector propio con valor

propio correspondiente \ si satisface:
Av = )\v (3.8)

De la anterior ecuaciéon se obtiene que cuando la matriz A actia sobre el vector propio
v, el resultado es simplemente el mismo vector escalado por el factor A. El vector propio
define una “direcciéon estable” bajo la transformacion lineal representada por A, mientras
que el valor propio cuantifica el factor de escala a lo largo de esa direccion.

En el PCA, la matriz de interés es la matriz de covarianzas C, que posee las siguientes

propiedades:
» Simetria: C = C', lo que garantiza valores propios reales.
» Semidefinida positiva: Todos los valores propios son no negativos. (A; > 0)

= Ortogonalidad de vectores propios: vectores propios correspondientes a valores

propios distintos son ortogonales.

20



Capitulo 3. Marco de referencia

Descomposicion Espectral

La matriz de covarianzas puede descomponerse completamente en términos de sus

valores propios y vectores propios:

p
C=AAA" =) Xaa/ (3.9)
i=1
donde:
» A =[a;,ay,...,a,] es la matriz ortogonal de vectores propios.
» A =diag(A, Ag, ..., A,) es la matriz diagonal de valores propios.

» Los valores propios estdn ordenados: Ay > Ay > ... >\, >0

Esta descomposicion espectral es fundamental porque muestra cada valor propio obte-
nido representa la magnitud de la varianza explicada por su vector propio correspondiente.
Esto significa que los primeros valores propios, que son los mas grandes, identifican las di-
recciones (las componentes principales) a lo largo de las cuales los datos exhiben la mayor

dispersion y, por ende, donde se concentra la mayor parte de la informacion relevante.

3.8. Algoritmo para el calculo del Analisis de Compo-
nentes Principales (PCA)

Con la fundamentacién matematica que se presentd de manera sucinta en las secciones
anteriores se presenta a continuacion el algoritmo basico para calcular las componentes

principales de un conjunto de datos.

3.8.1. Estandarizacion de los datos

Si las variables tienen diferentes escalas, es recomendable estandarizarlas ya que sus
varianzas pueden diferir por érdenes de magnitud. Cada variable se transforma como:
2y =Y (3.10)

Sj

donde y;; es el valor de la variable j en la observacion i, y; es la media muestral de la

variable j, y s; es su desviacion estandar muestral.
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La media muestral de la variable j se calcula como:

R
Y= Zyij (3.11)
i=1

y la desviacion estandar muestral como:

n

1 _
AR e Z(yij —7;)? (3.12)
i=1

Después de la estandarizacion, cada variable transformada z; tiene media cero (z; = 0)
y desviacion estandar unitaria (s.; = 1), lo que garantiza que todas las variables contribu-

yan equitativamente al analisis, independientemente de sus escalas originales de medicion.

3.8.2. Calculo de la matriz de covarianzas

La matriz de covarianzas es fundamental en el PCA ya que contiene toda la informacion
sobre las relaciones lineales y la variabilidad entre las variables. Esta matriz muestra tanto
las varianzas individuales de cada variable (diagonal principal) como las covarianzas entre
pares de variables (elementos fuera de la diagonal).

A partir de la matriz de datos centrados Y., donde cada fila representa una observacion

y cada columna una variable, se calcula la matriz de covarianzas muestral S como:

- 1

S = —Vyi-y) =—Y]Y, 3.13
n_lz;(y Ni—y)' =-—7Y, (3.13)
donde:
= y; = (Yi1, Yias - - -, Yip) | es el vector de la i-ésima observacion

= V= (U1,Yy---.Tp,) es el vector de medias muestrales

= Y, es la matriz de datos centrados de dimension n X p

= n — 1 es el divisor que proporciona un estimador insesgado de la covarianza pobla-

cional

Los elementos individuales de la matriz de covarianzas se calculan como:

Elementos diagonales (varianzas):

Sjj = ! Z(yz‘j—%)Q (3.14)
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Elementos fuera de la diagonal (covarianzas):

n

> (Wi —T;) (Wi — Tx) paraj £k (3.15)

i=1

1
n—1

Sjk =
La matriz de covarianzas resultante S es una matriz simétrica de dimensién p X p con
las siguientes propiedades:
» Simetria: s;;, = si; para todos los pares (j, k)
= Semidefinida positiva: Todos los valores propios son no negativos
= Diagonal principal: Contiene las varianzas de cada variable individual

= Elementos fuera de la diagonal: Miden la covariabilidad entre pares de variables

Si las variables han sido previamente estandarizadas, la matriz de covarianzas se con-
vierte en la matriz de correlaciones R, donde cada elemento 7, representa el coeficiente

de correlacion de Pearson entre las variables j y k.

3.8.3. Descomposicion espectral (valores y vectores propios):

Se resuelve el problema de valores propios y vectores propios:
Sa= )a (3.16)

donde A es un valor propio (autovalor) y a el correspondiente vector propio (autovector).

Los autovectores determinan las direcciones de las componentes principales.

3.8.4. Ordenamiento de componentes
Ordenar los pares (\;,a;) de mayor a menor segin el valor de );, ya que los valores
propios indican la cantidad de varianza explicada por cada componente.

Calculo de puntuaciones (scores): Las nuevas variables transformadas (componentes

principales) se calculan como:

o en forma matricial:

Z=XA (3.18)

donde X es la matriz de datos estandarizados y A es la matriz de vectores propios selec-

cionados.
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Tabla 3.2: Resumen del algoritmo para el calculo de componentes principales

Paso Descripciéon

1  Estandarizacién (Opcional): Transformar cada variable
para tener media cero y desviaciéon estandar uno, especial-
mente si las variables estdn en diferentes escalas.

2 Calculo de la matriz de covarianza (datos sin estan-
darizacién) o de la matriz de correlacion (datos con
estandarizacién): Calcular la matriz de covarianza muestral
a partir de los datos centrados o calcular la matriz de corre-
lacion con los datos estandarizados.

3 Descomposicion espectral: Obtener los valores propios y
vectores propios de la matriz de covarianza o de la matriz
de correlaciéon para identificar las direcciones principales de
variabilidad.

4 Ordenamiento: Clasificar los vectores propios en orden des-
cendente segtin sus valores propios asociados.

5 Proyeccion: Calcular las nuevas variables (componentes
principales) proyectando los datos sobre los vectores propios
seleccionados.
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3.9. Determinaciéon del nimero de Componentes Prin-

cipales

Ejecutado el anterior algoritmo la decision sobre cuantas componentes principales rete-
ner es uno de los aspectos mas criticos y, a menudo, méas subjetivos del PCA. No existe una
regla Uinica y universal que sea 6ptima en todas las situaciones, por lo que se recomienda

utilizar multiples criterios de forma complementaria (Jolliffe-Cadima, 2016).

3.9.1. Criterios Estadisticos

Criterio de Kaiser-Guttman

El criterio de Kaiser, también conocido como regla de valores propios mayores que uno,
es uno de los méas utilizados en la practica (Kaiser, 1960). Este criterio establece que se
deben retener inicamente las componentes cuyos valores propios sean mayores que 1.

La justificacion tedrica de este criterio se basa en que:

= En el PCA de correlaciones, cada variable estandarizada contribuye con una unidad

de varianza

= Un valor propio mayor que 1 indica que la componente explica mas varianza que una

variable individual

= Componentes con valores propios menores que 1 explicarian menos varianza que una

variable original

Matematicamente, se retienen k£ componentes donde:

k=11 h > 1} (3.19)
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Tabla 3.3: Ventajas y desventajas del criterio de Kaiser

Ventajas Desventajas

Simplicidad de aplicaciéon Puede sobreestimar el nimero de com-
ponentes en muestras pequenas

Interpretacion intuitiva Puede subestimar el niimero de compo-
nentes cuando hay muchas variables

Amplia aceptacion en la literatura No considera la estructura especifica de
los datos

Criterio de Proporciéon de Varianza Acumulada

Este criterio retiene el niimero de componentes necesarias para explicar un porcentaje

predeterminado de la varianza total. Los umbrales comtnmente utilizados son:
» 70-80 % para anélisis exploratorios
= 80-90 % para analisis mas precisos
= 90-95 % para aplicaciones que requieren alta fidelidad

Se retienen k componentes tal que:

k
Limdis, (3.20)

P =
i1 i

donde « es el umbral de varianza deseado (por ejemplo, 0.80 para 80 %).

Grafico de Sedimentacion (Scree Plot)

Propuesto por Cattell, el grafico de sedimentacion representa los valores propios en
orden decreciente como se muestra en la Figura 3.7. La metafora proviene de la geologia,
donde “scree” se refiere a la acumulacion de rocas pequenas al pie de una montana (Cattell,
1966).

Interpretacién del grafico de sedimentacion:

= Se busca un “codo” o punto de inflexion en la curva. Criterio subjetivo donde se

evidencie un cambio drastico de pendiente de inclinacion.

» Las componentes antes del codo se consideran significativas.
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= Las componentes después del codo representan “ruido” o variabilidad residual.
Criterios de identificacion del codo:

= Punto donde la pendiente cambia drasticamente

» Transiciéon de una curva pronunciada a una linea relativamente plana

= Inspeccion visual de la discontinuidad en la pendiente

Scree plot
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Figura 3.7: Scree Plot. (Bolafios, 2020)

3.10. Interpretaciéon de las Componentes Principales

La interpretacion de las componentes principales es un proceso que requiere rigor es-
tadistico como conocimiento y dominio de la técnica. Las componentes principales, al ser
combinaciones lineales de las variables originales, no siempre tienen una interpretacion

directa e intuitiva (Rencher-Christensen, 2012).

3.10.1. Coeficientes de las Componentes (Loadings)

Los coeficientes de las componentes principales, también llamados “loadings” o cargas,
son los elementos de los vectores propios que definen cada componente. Para la k-ésima

componente principal:

27



Capitulo 3. Marco de referencia

Ly = ap Yy +agYo + - + akp}/p = a;gY (321)

donde ay; representa el coeficiente (loading) de la variable j en la componente k.

Para una interpretacion idénea se sugiere revisar la siguiente tabla.

Tabla 3.4: Interpretacion de los coeficientes de las componentes principales

Interpretacion

Magnitud de los coeficientes:

Coeficientes proximos a 0 indican que la variable tiene poca influencia en la
componente.

Coeficientes grandes (en valor absoluto) implican una fuerte influencia de la
variable.

Umbrales comunes para considerar un coeficiente como “grande” son 0.3, 0.4
0 0.5 (criterio subjetivo).
Signo de los coeficientes:

Coeficientes positivos indican una correlacion directa con la componente.

Coeficientes negativos indican una correlacion inversa con la componente.

3.11. Analisis de clusters

Como se ha puesto de manifiesto a lo largo de este capitulo las técnicas de estadistica
multivariada son muy diversas pero es de del intéres de este documento adentrarse en el
analisis de clusters.

Desde los primeros trabajos en el area de la psicologia por Tryon (1939), el analisis de
clusters ha evolucionado hasta convertirse en una herramienta indispensable en la ciencia
de datos.

El objetivo central del analisis de clusters es descubrir una serie de “estructuras” o
“erupos”’ en un conjunto de datos, agrupando objetos de tal manera que aquellos dentro
del mismo grupo compartan caracteristicas similares, mientras que sean diferentes a los
objetos en otros grupos. Esta premisa que se expone tiene una rigurosa fundamentacion
matematica que se explora a continuacion.

A diferencia de las técnicas de clasificacion supervisada, donde contamos con etiquetas

predefinidas (estimacion basada en un conjunto de entrenamiento), el analisis de clusters
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opera en un entorno no supervisado, permitiendo que los datos revelen sus propias “es-
tructuras internas” (Marden, 2015). Esta caracteristica lo hace particularmente valioso en
contextos exploratorios, ya que es propio de este estudio el conocer relaciones “inesperadas”
entre las variables de nuestra base de datos.

Para comprender el analisis de clusters, debemos explicitar las definiciones, teoremas y
métodos porpios de las matematicas detrés del mismo. Esto permitira un correcto analisis

e interpretacion de la técnica.

3.11.1. Espacio de Caracteristicas y Métricas de Distancia

El core o niicleo del analisis de clusters se encuentra en el concepto de distancia entre
objetos. Consideremos un conjunto de observaciones X = {x1,zs,...,x,} en un espacio
p-dimensional RP. Cada observacion x; = (21, T2, ..., Tip) representa un punto en este
espacio multidimensional, donde cada dimension corresponde a una caracteristica medida.

La eleccién de la “medida” de distancia es fundamental, ya que define matematicamen-
te qué significa que dos objetos sean “similares”. Las diferentes distancias entre objetos

capturan distintas definiciones de similaridad o proximidad entre objetos:

1. Distancia Euclidiana:

p
d(wi,w5) = | (i — zj1)?
k=1
Esta medida es la mas intuitiva y ampliamente utilizada, representa la distancia en
una “linea recta” existente entre dos puntos. Es particularmente efectiva cuando las

variables estan en la misma escala y son independientes.

2. Distancia de Manhattan:

p

d(zs,25) = > i — )

k=1

También conocida como distancia city-block, es més robusta ante valores atipicos y
puede ser méas apropiada en espacios donde el movimiento esta restringido a direc-

ciones especificas.

3. Distancia de Mahalanobis:

d(xi, x;) = \/(331' —;)TE (i — @)
donde X7 es la matriz inversa de la matriz de covarianzas.
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Esta sofisticada medida toma en cuenta la estructura de covarianza de los datos,

siendo especialmente util cuando las variables estan correlacionadas.

Es preciso senalar que la eleccion de la medida de distancia debe basarse en una
comprension tanto de la naturaleza de los datos como del objetivo del anélisis, ya quee

esta decision influira significativamente en los resultados del clustering.

3.11.2. Meétodos de Clustering

Con una mirada sucinta a los fundamentos matematicos establecidos, ahora se dara
una mirada a los principales métodos de clustering. Cada método representa un enfoque

tnico para abordar el problema de la agrupacion, con sus propias fortalezas y limitaciones.

K-means

El algoritmo k-means, introducido por MacQueen (1967), representa quizas el método
mas conocido y ampliamente utilizado en el analisis de clusters. Su popularidad se debe a
su simplicidad conceptual y eficiencia algoritmica.

El objetivo fundamental del k-means es minimizar la varianza total dentro de los

clusters:
k n

J=2 2 e = il

j=1 i=1

donde cada componente tiene el siguiente significado:

= J: Funcién objetivo a minimizar, que representa la suma total de las varianzas entre

clusters (también conocida como Within-Cluster Sum of Squares, WCSS).
= k: Numero de clusters predefinido por el analista.

= n: Numero total de observaciones en el conjunto de datos.

] xl(-j): La i-ésima observacion que ha sido asignada al cluster j. El superindice (j)

indica la pertenencia al cluster j. Es importante notar que no todas las observaciones
del conjunto de datos tendran este superindice para un j especifico, sino inicamente

aquellas que han sido clasificadas dentro del cluster j.

» 1;: Centroide del cluster j, calculado como el vector promedio de todas las observa-

ciones asignadas al cluster j:

pi= o S (3.22)
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donde C; representa el conjunto de observaciones pertenecientes al cluster j y |C}]
es su cardinalidad.

()

[

Hzcl(-j) — ;| Distancia euclidiana al cuadrado entre la observacion z;”’ y el cen-
troide p1; de su cluster asignado. Esta medida cuantifica qué tan alejada esta cada

observacion de su centro de cluster correspondiente.
'Y ;=11 Primera sumatoria que itera sobre todos los k clusters definidos.

» > " : Segunda sumatoria que, para cada cluster j, suma sobre todas las observa-
ciones que han sido asignadas especificamente a ese cluster. Aunque el indice va de
1 a n, en la préactica solo se suman las observaciones que pertenecen al cluster j en

cuestion.

La siguiente Tabla realiza un breve resumen del algoritmo:

Tabla 3.5: Fases del algoritmo k-means

Fase Descripciéon
Fase de Inicializa- | Seleccion de k centroides iniciales {ugo),pgo), e uéo)}
cion del conjunto de datos X = {xy,2s,...,7,} C R El

método k-means++ selecciona centroides con probabili-
dad proporcional a D*(z), donde D(z) es la distancia al
centroide mas cercano ya elegido.

Fase de Asignaciéon | Cada observacion x; se asigna al cluster C](»t) mediante
la vegla: O = {a; © [l — i |* < |la — |2, W0 €

{1,...,k}}, minimizando la distancia euclidiana al cua-
drado.
Fase de Actualiza- | Los centroides se actualizan segin: ,ug-tﬂ) =
cion Wh)' Zw ect® Tis calculando el centroide de masa

de cada cluster.

Criterio de Conver- | El algoritmo converge cuando se minimiza la funcion
: s _\k 2 t+1

gencia objetivo J = %, inecj |z — 114> 0 cuando ||p+Y —

p®|| < e para un umbral € predefinido.

La importancia del k-means radica en su garantia de convergencia, aunque posible-
mente a un minimo local. Esta caracteristica nos lleva naturalmente a considerar miltiples
inicializaciones para encontrar una soluciéon més robusta.

Clustering Jerarquico

El clustering jerarquico representa una aproximacion radicalmente distinta al problema

de agrupamiento de datos. Mientras que métodos como k-means buscan una agrupacion
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optima, el clustering jerarquico construye una estructura completa de relaciones entre los
datos, descubriendo agrupamientos a diferentes niveles de granularidad simultdneamente,
es como tener un zoom a diferentes niveles.

Existen dos estrategias complementarias para construir esta jerarquia:

= El enfoque aglomerativo, sigue una filosofia constructiva, partiendo de lo parti-
cular hacia lo general. Inicialmente, cada observacion constituye su propio cluster
individual. El algoritmo procede iterativamente, identificando y fusionando en cada
paso los dos clusters mas similares segiin algiin criterio de proximidad. Este proceso
continta hasta alcanzar un tnico cluster que engloba todos los datos, generando asi

una jerarquia completa de agrupamientos anidados.

= El enfoque divisivo, por contraste, adopta una perspectiva deconstructiva. Co-
mienza considerando todos los datos como un tnico cluster global y procede a iden-
tificar divisiones 6ptimas que separan los datos en grupos cada vez mas especificos.

El proceso culmina cuando cada observacion queda aislada en su propio cluster.

Distancias entre clusters

La eleccion del criterio de enlace (linkage) determina fundamentalmente la estructura
y caracteristicas de los clusters resultantes. Cada método captura una nocion diferente de
“proximidad entre grupos’

El single linkage adopta una vision optimista, definiendo la distancia entre clusters
como la minima distancia entre cualquier par de puntos:

d(Ci, Cy) = pelin d(z,y)

Esta aproximacion tiende a formar clusters elongados y puede conectar regiones distantes
a través de cadenas de puntos cercanos, siendo particularmente sensible a puntos con
posiciones atipicas o outliers.

El complete linkage toma la perspectiva opuesta, considerando la maxima distancia

entre pares de puntos:
d(C;,Cj) = max  d(z,y)

xeC;,yeC;

Este criterio conservador produce clusters compactos y bien separados, ofreciendo mayor
robustez frente al ruido.

El average linkage busca un término medio, promediando todas las distancias entre
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pares:

d(C;, Cy) |(7|| jg: > d(z,y)

mGC’ yel;

Finalmente, el método de Ward adopta un enfoque basado en la varianza, eligiendo
en cada paso la fusién que minimiza el incremento en la suma de cuadrados intra-cluster,

favoreciendo asi la formacion de clusters esféricos y homogéneos en tamarno.

3.11.3. Validacién de Clusters

La validacion de clusters representa uno de los desafios fundamentales en estet tipo de
analisis. {Como podemos evaluar la calidad de un anélisis de clusters?
Meétricas Internas

Las métricas internas evaltian la calidad del clustering utilizando solo la informaciéon

intrinseca de los datos:
1. Indice de Silhouette (Rousseeuw, 1987):

b(i) — a(i)
méx{a(i), b(i)}

s(i) =

Este elegante indice combina cohesion y separacion:

= a(i) mide la cohesiéon como la distancia media dentro del cluster
= (i) mide la separacion como la distancia al cluster mas cercano

» El rango |-1, 1] proporciona una interpretacion intuitiva
Valores de referencia segin la literatura:

» 5(i) > 0,71: Estructura fuerte y bien definida
» 0,51 < s(i) < 0,70: Estructura razonable
» 0,26 < s(i) < 0,50: Estructura débil, podria ser artificial

» 5(i) <0,25: No se ha encontrado estructura significativa

El coeficiente de Silhouette promedio del clustering completo se considera aceptable

cuando supera 0.5, aunque este umbral puede variar segtin el dominio de aplicacion.

33



Capitulo 3. Marco de referencia

2. Indice Davies-Bouldin (Davies & Bouldin, 1979):

k
DB = LS max {m}
k’ i J#i d([tz,ﬂ])

Este indice evalia la relacion entre la dispersion dentro de los clusters y la separacion

entre clusters:

= g; representa la dispersion dentro del cluster i
= d(p, ptj) mide la separacion entre clusters

» Valores més bajos indican mejor clustering
Interpretacion seguiin valores tipicos:

= DB < 0,5: Clustering excelente con clusters bien separados y compactos
s 0,5 < DB < 1,0: Clustering aceptable

= DB > 1,0: Clustering deficiente, los clusters presentan considerable solapa-

miento

Es importante notar que estos valores son orientativos y deben interpretarse en el

contexto especifico de los datos y el problema de analisis.

Determinacion del Namero Optimo de Clusters

Un aspecto crucial del analisis de clusters es determinar el nimero apropiado de grupos:

1. Método del Codo (Elbow Method): Este método visual examina la variacion de la

suma de cuadrados dentro de los clusters (WSS):

k n
wss =3 > el = wil®

j=1 i=1

El “codo” en la curva WSS vs. k sugiere un ntimero 6ptimo de clusters.
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The Elbow Method
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Figura 3.8: Elbow Method. (GeeksforGeeks, 2025)

2. Gap Statistic:

Gapn (k) = E, [log(Wy)] — log(Wi)

Este método mas sofisticado compara el rendimiento observado con una distribucion

nula:

= W} es la dispersion observada

» EX[log(Wy)] es el valor esperado bajo la hipotesis nula

» El maximo del estadistico Gap sugiere el niimero 6ptimo de clusters
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Aspectos metodologicos

Como se ha resaltado en los capitulos iniciales de este trabajo de grado la evaluacion
del rendimiento académico y los factores que influyen sobre él son elementos fundamen-
tales para la estructuracién de politicas educativas. En Colombia, las pruebas SABER
11 son uno de los instrumentos més importantes de medicién estandarizada de la calidad
educativa a nivel nacional y para miles de estudiantes representan el tltimo baremo pa-
ra su acceso a la educacion superior. Este examen, impartido por el ICFES, evalua las
competencias en cinco areas del saber (Lectura Critica, Matematicas, Ciencias Sociales
y Ciudadanas, Ciencias Naturales e Inglés) de los estudiantes que estan por finalizar el
grado undécimo, ultimo nivel de la educaciéon media en Colombia.

El presente capitulo detalla la metodologia empleada para analizar las relaciones entre
multiples variables que pueden incidir en los resultados de las pruebas SABER 11. Se
describe el proceso de obtenciéon y procesamiento de datos, el diseno del estudio, las va-
riables consideradas y las técnicas estadisticas implementadas. La metodologia propuesta
busca aprovechar el potencial de las técnicas de la estadistica multivariada para identificar

patrones y relaciones que podrian escaparse con enfoques méas tradicionales de analisis.

4.1. Obtencién y caracterizacion de los datos

Los datos utilizados en este estudio provienen del portal “Datos Abiertos Colombia”,
una iniciativa gubernamental adscrita al Ministerio de Tecnologias de la Informacion y las
Comunicaciones (MIN-TIC) que desde 2011 ha facilitado el acceso a informacion publica en
formatos estandarizados e interoperables. Este portal representa un esfuerzo significativo
hacia la transparencia y el acceso democratico a la informacién piblica, permitiendo su uso

y reutilizacion bajo licencias abiertas (MIN-TIC, 2025). La base de datos utilizada en este
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estudio se titula “Resultados tinicos Saber 11"}, fue publicada por el ICFES el 7 de junio de
2023 y actualizada el 20 de abril del 2024. Este conjunto de datos comprende los resultados
de las pruebas SABER 11 desde 2010 hasta 2022, conteniendo aproximadamente 7.11
millones de registros con 51 variables asociadas, ocupando un espacio de almacenamiento
de 2.73 GB.

La eleccion de esta base de datos se sustenta en varias caracteristicas claves que ga-
rantizan la confiabilidad y relevancia de la informaciéon. Su caracter oficial, al provenir
directamente del ICFES, asegura la veracidad y precision de los datos. La actualidad de
la informacion, que incluye resultados recientes hasta 2022, permite un anélisis contem-
poraneo de la situacién educativa nacional. Adicionalmente, la amplia cobertura de la
base de datos abarca multiples aspectos del contexto educativo y socioeconémico de los

estudiantes, proporcionando un marco para el analisis multivariado.

4.2. Diseno del estudio

4.2.1. Enfoque de la exploracion de los datos

Este estudio emplea un enfoque cuantitativo con alcance exploratorio y descriptivo.
Esta eleccion se fundamenta en el tipo de datos, los cuales provienen de mediciones estan-
darizadas, y en el objetivo principal de identificar y describir relaciones entre las variables
que influyen en el rendimiento académico. Este diseno permite un analisis sistematico y
estadisticamente riguroso de miltiples variables.

El rendimiento académico, al ser un fenémeno multifactorial, requiere un analisis que
aborde diversas variables y sus interrelaciones. El enfoque cuantitativo provee las herra-
mientas para examinar estas dimensiones de forma sistematica y “objetiva”. Sin embargo,
es importante reconocer que los cuestionarios socioeconémicos pueden introducir cierta
subjetividad en los datos.

El caracter exploratorio de esta investigacion se justifica por la necesidad de identificar
patrones y relaciones en el contexto educativo colombiano, lo que puede enriquecer la
comprension del fendémeno. A su vez, el componente descriptivo permite caracterizar con
precision las relaciones halladas, sentando una base sélida para futuras investigaciones y

la toma de decisiones en politica educativa.

1Enlace a la base de datos estudiada.
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4.2.2. Variables consideradas

Las variables seleccionadas para el estudio se pueden categorizar en tres grandes grupos,
cuya seleccion se fundamenta en la literatura existente sobre factores que influyen en
el rendimiento académico (Chica et al., 2012). Esta categorizacion permite un anéalisis
estructurado que considera tanto los resultados académicos como los factores contextuales

que pueden incidir en el desempeno académico.

Variables de Rendimiento Académico

Las variables de rendimiento académico constituyen el ntcleo central del analisis, re-
presentando los diferentes aspectos de las competencias evaluadas en las pruebas SABER
11. Estas incluyen los puntajes obtenidos en cada una de las cinco areas evaluadas: Inglés
(PUNT _INGLES), Mateméticas (PUNT MATEMATICAS), Ciencias Sociales y Ciuda-
danas (PUNT _SOCIALES CIUDADANAS), Ciencias Naturales (PUNT _C_NATURALES)
y Lectura Critica (PUNT LECTURA CRITICA), cada uno medido en una escala de 0
a 100 puntos.

La variable PUNT _GLOBAL tiene un método de céalculo especial. El puntaje global se
obtiene mediante un promedio ponderado que refleja la importancia relativa de cada area
evaluada. Especificamente, los puntajes de Lectura Critica, Matematicas, Ciencias Sociales
y Ciudadanas, y Ciencias Naturales se multiplican por una ponderacion de 3, mientras que
el puntaje de Inglés se multiplica por 1. La suma de estos productos se divide entre 13
(suma total de las ponderaciones: 4x3 + 1x1 = 13) y finalmente se multiplica por 5,

resultando en una escala de 0 a 500 puntos.

Variables Sociodemograficas

Las variables sociodemograficas proporcionan el contexto social y econémico necesa-
rio para comprender los factores externos que pueden incidir en el desempeno estudian-
til. El género del estudiante (ESTU GENERO) permite analizar posibles diferencias en
el rendimiento académico asociadas al género. El estrato socioeconémico de la vivienda
(FAMI ESTRATOVIVIENDA) constituye un indicador crucial del nivel socioeconémico
familiar.

Las caracteristicas del hogar se capturan mediante el nimero de personas que lo con-
forman (FAMI PERSONASHOGAR) y el namero de cuartos destinados para dormir
(FAMI CUARTOSHOGAR), variables que pueden reflejar tanto las condiciones de ha-
cinamiento como la disponibilidad de espacios apropiados para el estudio. La variable
de acceso a internet (FAMI TIENEINTERNET) cobra particular relevancia, ya que las
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tecnologias de la informaciéon y comunicacién se han convertido en herramientas funda-

mentales para el aprendizaje.

Variables Institucionales

Las variables institucionales capturan caracteristicas especificas del contexto educativo
formal. El periodo de presentacion del examen (PERIODO) permite controlar por efectos
temporales y variaciones en las condiciones de aplicaciéon de las pruebas. El indicador
de bilingtiismo institucional (COLE BILINGUE) resulta especialmente relevante para el
analisis del rendimiento en lenguas extranjeras y puede reflejar diferencias en la calidad y

enfoque educativo de las instituciones.

Tabla 4.1: Variables de rendimiento académico

Variable Descripcion

PUNT INGLES Puntaje en inglés (0-100).

PUNT MATEMATICAS Puntaje en matematicas (0-100).

PUNT_ SOCIALES CIUDADANAS Puntaje en Ciencias Sociales y Ciudadanas (0-100).
PUNT C_NATURALES Puntaje en Ciencias Naturales (0-100).

PUNT LECTURA CRITICA Puntaje en Lectura Critica (0-100).

PUNT GLOBAL Promedio ponderado de los puntajes anteriores (0-500).

Tabla 4.2: Variables sociodemograficas

Variable Descripcion

ESTU GENERO Género del estudiante.

FAMI ESTRATOVIVIENDA Estrato socioeconémico de la vivienda.
FAMI PERSONASHOGAR  Numero de personas en el hogar.

FAMI CUARTOSHOGAR Ntimero de cuartos destinados a dormir.
FAMI TIENEINTERNET Acceso a internet en el hogar.
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Tabla 4.3: Variables institucionales

Variable Descripcion

PERIODO Periodo de presentacion del examen.
COLE_BILINGUE Indicador de bilingiiismo institucional.

4.2.3. Procedimiento de muestreo

Para el anélisis se seleccion6é una muestra de 500 registros mediante un muestreo alea-
torio simple sin reemplazo, aplicando la correcciéon para poblaciones finitas. El tamano de
muestra se determiné utilizando la féormula para estimacion de proporciones:

Con un nivel de confianza del 95% (20025 = 1,96) y un margen de error del 4.38 %,

obtenemos:

B (1,96)% x 0,5 x 0,5 ~3,8416 x 0,25

- = = 500,73 ~ 501 4.1
o (0,0438)? 0,001918 ’ (4.1)
Aplicando la correccién por poblacion finita:
501 501
n = T = ~ 500 (4.2)
1+ 000 100007

Por lo tanto, una muestra de n = 500 estudiantes proporciona un margen de error del
4.38 % con 95 % de confianza.

Este método de muestreo se eligié por las siguientes razones: permite reducir el sesgo
potencial en la seleccion de casos al garantizar que cada registro tenga la misma probabi-
lidad de ser seleccionado y facilita el manejo computacional de los datos manteniendo la

representatividad estadistica necesaria para las técnicas de anélisis multivariado.

4.3. Andalisis estadistico

4.3.1. Software estadistico

Para el analisis de los datos se utilizo Google Colab el cual utiliza el lenguaje de pro-
gramacion Python, plataforma elegida principalmente por su acceso gratuito, implemen-

tacion en la nube, facilidad para compartir y reproducir los anélisis realizados. Ademas,
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tiene disponible bibliotecas especializadas para ciencia de datos como scikit-learn, pandas

y numpy.

4.3.2. Técnicas de Analisis Multivariado

El analisis de datos se realizdé mediante dos técnicas estadisticas multivariadas: analisis
de componentes principales (PCA) y anélisis de clusters.

El PCA se aplico para reducir la dimensionalidad de los datos e identificar las principa-
les fuentes de variacion en el rendimiento académico. Esta técnica resume'la informacion
de miltiples variables correlacionadas en un conjunto reducido expresado en componen-
tes principales, lo que facilita la interpretacion y visualizacién de patrones y revela qué
combinaciones de variables explican la mayor parte de la variabilidad total.

Complementariamente, el analisis de clusters se empled para identificar patrones de
agrupacion entre los estudiantes, creando perfiles basados en su rendimiento y caracteris-
ticas. Especificamente, se utiliz6 el algoritmo K-means para formar grupos internamente
homogéneos, pero heterogéneos entre si, lo que permite caracterizar distintos perfiles es-
tudiantiles.

La combinacién de PCA y clustering ofrece un enfoque integral: mientras el PCA
revela las dimensiones clave de variacion, el clustering muestra como estas dimensiones se
combinan en perfiles poblacionales, enriqueciendo la interpretacion de los resultados y la

comprension del fenoémeno educativo.

4.4. Limitaciones del estudio

Es importante reconocer las limitaciones inherentes a este estudio para hacer una
correcta lectura de los hallazgos y el alcance. El posible sesgo temporal en los datos,
derivado del periodo especifico de recoleccion de la base de datos original de 2010-2022, ya
que fue segmentado y se escogieron los periodos de 2020-2022 (debido a que es del interés
de este estudio mirar el periodo durante y después de la pandemia). Esto podria afectar
la generalizacion de los resultados, especialmente considerando los cambios significativos
en el sistema educativo y las condiciones socioeconémicas durante este periodo.

Las limitaciones propias del método de muestreo empleado, aunque minimizadas por el
disenno metodologico riguroso, deben ser consideradas en la interpretacion de los resultados.
El muestreo aleatorio simple, si bien reduce el sesgo de seleccion, tiene limitaciones en la

captura de la diversidad regional y socioeconémica de la poblaciéon estudiantil colombiana.
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Adicionalmente, la existencia de factores no medidos que podrian influir en el ren-
dimiento académico representa una limitacién importante que debe ser reconocida en el
analisis final. Por ejemplo, variables que miden la calidad especifica de la ensenanza, el
clima escolar, las metodologias pedagogicas implementadas, o factores familiares mas su-
tiles no estan directamente capturados en la base de datos utilizada, pero podrian tener
efectos significativos en los resultados observados.

Por tltimo, debe considerarse que las técnicas de anédlisis multivariado empleadas,
aunque potentes y apropiadas para los objetivos planteados, imponen ciertas suposiciones
sobre la naturaleza de los datos y las relaciones entre variables que podrian no cumplir-
se completamente en todos los casos, lo cual debe tenerse en cuenta al interpretar los

resultados.

4.5. Depuracion y alistamiento de la base de datos

Para la depuracion y alistamiento de los datos se utilizé R como lenguaje principal de
programacion. A continuacion se presenta el codigo utilizado para la depuraciéon de los

datos.

*x+ Install libraries

V)

4 //**%// install.packages ("readr", "plyr", "dplyr")
5 readr —-—> Read Rectangular Text Data: provide a fast and friendly way to

"csv’, ’'tsv’, and ’'fwf’).

read rectangular data (like
6 plyr ——> Tools for Splitting, Applying and Combining Data.
7 dplyr —-—-> A Grammar of Data Manipulation: A fast, consistent tool for
working with data frame like objects, both in memory and out of

memory.

9 #%% Call libraries
10 library (readr)

11 library (plyr)

12 library (dplyr)

14 xxx Read a big dataset

15 train <-- read_csv("ds_saber_11_min.csv") —--> 3GB

17 *xx Show dataset representation (table)

18 view (train)

20 %+ Filter
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22 samplel <- filter(train, PERIODO != ’20101’ & PERIODO != "20142")

24 *x*% Delete Columns

26 sample8 <- sample7 %>% select (-c (COLE_NOMBRE_SEDE, COLE_MCPIO_UBICACION,
FAMI_TIENELAVADORA, FAMI_TIENECOMPUTADOR, ...))

28 *** Saving
20 write.csv (sample8, "sampleb54.csv")

30 sample <—-- read_csv("sampleb4.csv")

32 *x*xx Sample
33 set.seed (123)

34 randomsample <- sample_n (sample, 500)

36 # x*xx Create a new .csv file with the random sample

37 write_csv (randomsample_ 00, "tg_upn_500.csv")

Listing 4.1: Depuracién de la base de datos en R

En resumen, con la base de datos original se eliminaron los registros diferentes a
los periodos 2020-2022, a su vez las columnas correspondientes a las variables COLE
NOMBRE SEDE, COLE MCPIO UBICACION, FAMI TIENELAVADORA, FAMI TIE-
NECOMPUTADOR, y otras mas pasando de 51 columnas a tan solo 14 por decision
conjunta entre director y tesista. Esta reduccion obedecié a la necesidad de excluir varia-
bles categoricas nominales, variables booleanas (como FAMI TIENELAVADORA, FA-
MI_TIENECOMPUTADOR), codigos identificadores geogréficos y otras variables de na-
turaleza cualitativa que resultan incompatibles con los supuestos matematicos del analisis
de componentes principales y las métricas de distancia empleadas en el anélisis de clus-
ters, las cuales requieren variables cuantitativas continuas para el calculo de matrices de
covarianza y la aplicacion de medidas de distancia.

Por tltimo se realizo el muestreo con la seleccion aleatoria de 500 registros. Esta mues-

tra puede ser consultada en el siguiente enlace.
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Capitulo 5

Analisis y discusion de Resultados

El presente capitulo constituye el ntcleo practico de este estudio, donde se materializa
la aplicacion de las técnicas de estadistica multivariada sobre la muestra de 500 estudian-
tes extraida de la base de datos de las pruebas Saber 11. La implementacion se realizo
mediante Google Colab por medio del lenguaje de programacion Python, ello facilit6é tan-
to la reproducibilidad del anélisis como la generaciéon de visualizaciones interactivas. Este
entorno permitio la integracion fluida de las librerias especializadas de Python, particu-
larmente pandas para la manipulacion de datos, numpy para operaciones matematicas,
matplotlib y seaborn para visualizaciones, y scikit-learn para la implementa-
cion de los algoritmos de analisis multivariado.

La estructura del analisis sigue una progresion logica que permite comprender gradual-
mente la complejidad inherente a los datos educativos. En primer lugar, se presenta un
analisis exploratorio del dataset que distingue entre variables categoéricas y numéricas, es-
tableciendo asi una comprensiéon fundamental de la naturaleza y distribuciéon de los datos.
Para las variables numéricas, correspondientes a los puntajes en las diferentes éreas eva-
luadas (Lectura Critica, Mateméticas, Sociales y Ciudadanas, Ciencias Naturales e Inglés
y Puntaje Global), se calculan estadisticas descriptivas que incluyen medidas de tendencia
central, dispersion y forma de las distribuciones.

Posteriormente, se implementa el Analisis de Componentes Principales (PCA) como
técnica de reduccion dimensional para la identificacion de las relaciones entre las diferentes
areas evaluadas. Cada etapa del analisis esté respaldada por visualizaciones 2D o 3D y el
c6digo fuente correspondiente, garantizando asi la transparencia y reproducibilidad de los

resultados obtenidos.
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5.1. Analisis exploratorio de los datos

I # Limpieza basica de datos: Eliminar columnas no utiles

V]

if ’Unnamed: 0’ in df.columns:

3 df = df.drop ('’ Unnamed: 0’, axis=1)
4 1f "X’ in df.columns:

5 df = df.drop(’'X’, axis=1)

7 # Agrupar columnas categoricas

g columnas_categoricas = [/COLE_BILINGUE’, ’'ESTU_GENERO’, '
FAMI_CUARTOSHOGAR’, ’'FAMI_ESTRATOVIVIENDA’, ’'FAMI_PERSONASHOGAR’, '
FAMI_TIENEINTERNET’ ]

10 # Agrupar columnas numericas
11 columnas_numericas = [’PUNT_INGLES’, ’'PUNT_MATEMATICAS’, ’'PUNT_SOCIALES’
, "PUNT_C_NATURALES’, ’"PUNT_LECTURA_CRITICA’, ’"PUNT_GLOBAL’]

13 for col in columnas_categoricas:

14 df[col] = df[col].astype(’category’)

16 # Verificar valores faltantes
17 print ("Valores faltantes por columna:")

18 print (df.isnull () .sum())

20 print ("Tipos de datos por columna:")

21 print (df.dtypes)

22 print ("\nInformacin general del dataset:")
23 df.info ()

25 df .head ()

Listing 5.1: Alistamiento y visualizacién preliminar del dataset.

La Figura 5.1 es producto del codigo dispuesto en el Listing! 5.1 y muestra un resumen
general de la estructura del dataset utilizado en el analisis, el cual estd compuesto por 500
observaciones y 13 variables, de las cuales seis son categoéricas y siete son numéricas enteras
(tipo int64). Entre las variables categoricas se encuentran aspectos sociodemograficos e
institucionales como el género del estudiante, el estrato socioeconémico, y la condiciéon de
bilingiiismo del colegio. Por otro lado, las variables numéricas corresponden a puntajes

obtenidos por los estudiantes en diferentes areas del conocimiento, asi como un puntaje

'El paquete listings es el de uso habitual para la adicién de coédigo fuente de miltiples lenguajes de
programacion en un documento LaTex.
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global. Todas las variables cuentan con registros completos, es decir, no tienen datos

faltantes. Para ilustracion del lector se deja una visualizacion del dataset en la Figura 5.2

Informacion general del dataset:
<class 'pandas.core.frame.DataFrame’>
RangeIndex: 560 entries, @ to 499
Data columns (total 13 columns)

#  Column Non-Null Count Dtype
® PERICDO 58@ non-null inté4
1 COLE_BILINGUE 5ee non-null category
2 ESTU_GENERO 5@e non-null category
3 FAMI_CUARTOSHOGAR 5@ non-null category
4  FAMI_ESTRATOVIVIENDA 58@ non-null category
5 FAMI_PERSONASHOGAR 5@@ non-null category
&  FAMI_TIEMEINTERNET 5@@ non-null category
7 PUNT_INGLES 5@ non-null inte4d
2 PUNT_MATEMATICAS 588 non-null inte4d
9 PUNT_SOCIALES 5@@ non-null inte4d
16 PUNT_C_NATURALES 5@ non-null inted
11 PUNT_LECTURA_CRITICA 5€@ non-null inted
12 PUNT_GLOBAL 588 non-null inte4d

dtypes: category(6), ints4(7)

Figura 5.1: Output 01.

index PERIODO COLE_BILINGUE ESTU_GENERO FAMI_CUARTOSHOGAR FAMI_ESTRATOVIVIENDA FAMI_PERSONASHOGAR FAMI_TIENEINTERNET PUNT_INGLES PUNT_MATE

0 20201 N F Tres Estrato 4 Ja4d Si n
1 20201 N F Tres Estrato 5 Jad Si 7
2 20201 N F Dos Estrato 3 3ad Si 61
3 20201 N M Tres Estrato 5 Jad Si 60
4 20201 N M Cinco Estrato 3 5ab Si 54

Figura 5.2: Dataset.

5.1.1. Analisis descriptivo de las variables numéricas

El analisis estadistico de los puntajes obtenidos por los 500 estudiantes en las diferentes
areas evaluadas revela patrones importantes sobre el desempeno académico y la variabili-
dad entre competencias. Como se observa en la Figura 5.3, el puntaje global presenta una
media de 252.12 puntos con una desviacion estandar de 51.96, lo que indica una dispersion
considerable en el rendimiento general de los estudiantes. Entre las areas especificas, Lec-
tura Critica y Matematicas muestran el mejor desempeno promedio (52.67 y 51.42 puntos
respectivamente), seguida de cerca por Inglés y Ciencias Naturales (49.98 y 49.87 puntos),
mientras que Sociales y Ciudadanas (47.90 puntos) presenta el desempeno promedio mas
bajo. Los valores minimos revelan que todas las areas presentan casos de desempeno muy
bajo (24-29 puntos), mientras que los méaximos alcanzan 100 puntos en dos areas espe-
cificas, con excepcion del puntaje global que llega hasta 377 puntos de 500 posibles. La
distribucion de los cuartiles indica que, para la mayoria de las areas, existe una distribu-

cion relativamente simétrica, aunque con una ligera tendencia hacia valores superiores en
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Lectura Critica, donde el 75 % de los estudiantes supera los 61 puntos, evidenciando una
concentracion de estudiantes con mejor desempeno en esta competencia.

Lo anterior, es més evidente mediante la representacion boxplot de la Figura 5.4 don-
de deliberadamente se excluye el puntaje global, ya que estd en una escala de medicién

diferente.
count mean std min 25% 58% 75% max
PUNT_INGLES 5000 49984 13.238914 290 3900 490 5800 1000
PUNT_MATEMATICAS 5000 51418 12175375 230 4300 510 5500 1000
PUNT_SOCIALES 5000 47900 11.728304 240 3900 470 5725 770
PUNT_C_NATURALES 500.0 49870 10.3351217 240 4200 490 5300 750
PUNT_LECTURA_CRITICA 5000 52666 10847570 280 4400 530 6125 790

PUNT_GLOBAL 9000 252118 51.958825 1486.0 211.75 247.0 29200 377.0

Figura 5.3: Estadisticas descriptivas para variables numéricas.

Boxplot de Puntajes
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8

Figura 5.4: Boxplot puntajes por competencia.
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1 #Visualizacion de distribuciones de puntajes por variables

2 import matplotlib.pyplot as plt

1 columnas_a_graficar = [/PUNT_INGLES’, ’'PUNT_MATEMATICAS’,’PUNT_SOCIALES’
, " PUNT_C_NATURALES’ , " PUNT_LECTURA_CRITICA’, ’'PUNT_GLOBAL’]

6 # Crear una figura grande para todos los subplots
7 fig, axes = plt.subplots(nrows=2, ncols=3, figsize=(18, 12))

g axes = axes.flatten|()

10 # Iterar sobre las columnas y crear un histplot en cada subplot

11 for i, col in enumerate (columnas_a_graficar):

12 sns.histplot (df[col], kde=True, ax=axes[i])

13 axes[i].set_title(f’Distribucin de {col}’)

14 axes[1i].set_xlabel (col)

15 axes[i].set_ylabel (' Frecuencia’)

16 axes[i].axvline (df[col] .mean (), color="r’, linestyle=’"--’, label=f’
Media: {df[col].mean():.2f}")

17 axes[i].axvline (df[col].median(), color="g’, linestyle=’'-.’, label=f
"Mediana: {df[col].median():.2f}")

18 axes[i].legend()

21 plt.tight_layout ()
22 plt.show ()

Listing 5.2: Distribuciones de puntajes por competencias.

Las anteriores lineas de c6digo generan un histograma por variable nimerica mediante
el uso de la libreria matplotlib y la funcién sns.histplot (), lo cual genera un
acercamiento visual a la forma en la que los datos se distribuyen. A continuacion, se
visualizan las graficas.

Al observar las representaciones de la Figura 5.5 se evidencia que las distribuciones
de los puntajes académicos muestran comportamientos mayoritariamente "simétricos.°
ligeramente sesgados hacia la derecha. En particular, las variables PUNT INGLES, PUNT
C NATURALES, y PUNT SOCIALES muestran distribuciones con una ligera asimetria
positiva. En contraste, PUNT LECTURA CRITICA y PUNT MATEMATICAS muestran
un comportamiento mas “equilibrado” donde sus medias y medianas son practicamente
iguales, lo que puede implicar una distribuciéon normal. La variable PUNT GLOBAL,
al ser un promedio ponderado de los puntajes, también mantiene la tendencia (cierta

simetria), aunque presenta una mayor dispersion y cierta asimetria positiva.
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Distribucion de PUNT_INGLES Distribucion de PUNT_MATEMATICAS Distribucién de PUNT_SOCIALES
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Figura 5.5: Distribucién de los puntajes.

Adicionalmente, no se observan distribuciones severamente sesgadas ni presencia evi-
dente de valores atipicos extremos, lo cual es favorable para la aplicacion de técnicas

estadisticas basadas en supuestos de normalidad, como el Analisis de Componentes Prin-
cipales (PCA).

5.1.2. Analisis descriptivo de las variables categoéricas

1 print ("Numero de individuos por acceso a internet:")

2 print (df [/ FAMI_TIENEINTERNET’ ] .value_counts())

3

4 print ("Distribuci n por Acceso a Internet:")

5 print (df [ FAMI_TIENEINTERNET’ ] .value_counts (normalize=True) .mul (100) .
round (2))

Listing 5.3: Estadisticas descriptivas de las variables categoéricas.

Para esta seccion se tomo la decision de no desplegar visualizaciones (histogramas),
ya que este tipo de graficos no aportan informacion adicional a la que un resumen puede

hacer.
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Nimere de Colegios: Numero de Personas por género: MNimero de individuos por acceso a internet:
COLE_BILINGUE ESTU_GENERO FAMI_TIENEINTERNET

neoo4se F 260 si 359

s . Mo 240 Mo 141

Neme: count, dtype: intod Name: count, dtype: inté4 Mame: count, dtype: int64

Porcentaje de Colegios: Distribucién por Género: Distribucidn por Acceso a Internet:
COLE_BILINGUE ESTU_GENERO FAMI_TIENEINTERNET

N 97.8 F o 52.8 si 71.8

5 2.2 M 43.9 No 28.2

Name: proportion, dtype: floaté4 Name: proportion, dtype: floate4 MName: proportion, dtype: float6d

Nimero de individuos por estrato:
FAMI_ESTRATOVIVIENDA

Estrato 2 175
Nimero de cuartos por hogar: Estrato 1 139 . P _
FAMI CIMRTOSHOGAR Estrato 3 113 Nimero de individuos por ndmerc de personas en el hogar:
Tres 197 Estrato 4 32 FAMI_PERSONASHOGAR
Dos 19@ sin Estrato 16 3a4d 257
Cuatro 59 Estrato 5 15 5a6 153
Uno 26 Estrato 6 18 1a2 43
Cinco 15 Name: count, dtype: inté4 7 a8 33
Seis o mas 13 Distribucién por Estrato Socioeconémico:? o mas 14
Name: count, dtype: inté4 FAMI_ESTRATOVIVIENDA Name: count, dtype: int64
Distribucién de Cuartos en el Hogar: Estrato 2 35.0 Distribucién por Nimero de Personas en el Hogar:
FAMI_CUARTOSHOGAR Estrato 1 27.8 FAMI_PERSONASHOGAR
Tres oo Estrato 3 22.6 3a4 51.4
Cuatro s Estrato 4 6.4 5a6 30.6
Uno 2 Sin Estrato 3.2 laz2 8.6
Cinco i@ Estrato 5 3.0 7as8 5.6
Seis o mas .6 Estrato 6 2.9 9 o mas 2.8
Mame: proportion, dtype: floatéd Name: proportion, dtype: floaté4 Name: proportion, dtype: floaté4

Figura 5.6: Numero de individuos y distribuciéon por cada variable categoérica.

De este resumen estadistico se observa que un 97.8 % de los colegios a los que pertenecen
los estudiantes no son bilingiies. En cuanto a la distribuciéon por género de los estudiantes,
hay cierta paridad, con un 52 % de mujeres y un 48 % de hombres. La conexion a internet
la tienen el 71.8% de los estudiantes, un factor importante para el acceso a recursos
educativos.

Si nos detenemos en el estrato socioeconémico, la distribucién muestra una concentra-
cion significativa en los estratos méas bajos: el Estrato 1 representa el 35 % de los estudian-
tes y el Estrato 2 el 27.8 %, ello implica un porcentaje superior al 60 % de la poblacion
estudiantil. Esta distribuciéon sugiere un predominio de estudiantes en contextos socioeco-
némicos vulnerables. Respecto a las condiciones de vivienda, la mayoria de los hogares
tienen entre dos y tres cuartos (38 % y 39.4 % respectivamente) y por ultimo, el tamafio
de los hogares es predominantemente mediano a grande, con la mayor proporcion (51.4 %)
de hogares conformados por 3 a 4 personas, seguido por un 30.6 % con 5 a 6 personas,
esto puede sugerir hogares multigeneracionales o con una basta descendencia donde los

estudiantes conviven.

5.2. Analisis multivariado de los datos

Hasta aqui se hizo un resumen de estadistica descriptiva elemental mediado por el am-
biente de desarrollo de Google Colab, pero la intencién de este trabajo de grado es aplicar

técnicas poco tradicionales en el devenir académico cotidiano, por ende a continuacion
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se expone el analisis de componentes principales y de clusters con el objetivo de recabar

informacion valiosa entre las variables del dataset.

5.2.1. Analisis de Componentes Principales (PCA)

Recurriendo a la Tabla 3.2 se seguiran los pasos del algoritmo para el PCA. La seleccién
de las variables es simple, se escogen aquellas que son niimericas, es decir los puntajes por
area a excepcion del “PUNT GLOBAL”, ya que es una ponderacion de los demés y segin
el marco de referencia no aporta significativamente a nuestro estudio. Adicionalmente, se
realiza la estandarizacion de los datos a pesar de tener la misma escala por sugerencia de

los referentes bibliogréficos citados en el marco teérico.

Estandarizacion
1 variables_pca = [/PUNT_INGLES’, ’PUNT_MATEMATICAS’, ’PUNT_SOCIALES’, '
PUNT_C_NATURALES’, /PUNT_LECTURA_ CRITICA’ ]

3 # Crear dataset para PCA
4 data_pca = df[variables_pca].copy ()

6 #ESTANDARIZACION DE LOS DATOS
7 scaler = StandardScaler ()

¢ data_scaled = scaler.fit_transform(data_pca)

10 # Convertir de vuelta a DataFrame para facilitar manejo

11 data_scaled_df = pd.DataFrame (data_scaled, columns=variables_pca)

13 print ("Datos estandarizados (media = 0, desviacion estandar = 1):")

14 print (data_scaled_df.describe ())

Listing 5.4: Estandarizacion de los datos.

Calculo de la matriz de correlacion

1 #MATRIZ DE CORRELACION CON MAPA DE CALOR
3 cov_matrix = np.cov(data_scaled.T)

. print ("Matriz de covarianzas:")

5 print (cov_matrix)

6

7 # Crear mapa de calor
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g plt.figure (figsize=(10,
9 mask = np.triu(np.ones_like(cov_matrix,
10 sns.heatmap (cov_matrix,
11 xticklabels=variables_pca,

12 mask=mask,

8))

annot=True,

cmap='coolwarm’,

dtype=bool))

fmt=’".3f’, square=True)

13 plt.title('Matriz de Covarianzas - Mapa de Calor’)

14 plt.tight_layout ()
5 plt.show ()

center=0,

yticklabels=variables_pca,

Listing 5.5: Matriz de correlacion.

Tabla 5.1: Matriz de correlaciéon entre puntajes académicos.

INGLES | MATEMATICAS | SOCIALES | C. NATURALES | LECTURA CRITICA
INGLES 1.00 0.68 0.68 0.70 0.69
MATEMATICAS 0.68 1.00 0.78 0.84 0.78
SOCIALES 0.68 0.78 1.00 0.83 0.82
C. NATURALES 0.70 0.84 0.83 1.00 0.80
LECTURA CRITICA 0.69 0.78 0.82 0.80 1.00

La matriz de correlacion calculada por el software muestra relaciones lineales positivas

moderadas a fuertes entre los distintos puntajes. Es de destacar que la mayor correlacion se

da entre Ciencias Naturales y Matematicas (0.84), lo cual sugiere que los estudiantes que

obtienen buenos resultados en una los obtendran en la otra. Asimismo, Ciencias Naturales

presenta correlaciones superiores a 0.69 con las demés materias, evidenciando un posible

papel transversal en el desempeno académico. A continuacién se dispone el mapa de calor

de la matriz de correlacion, el cual permite una mejor visualizacion.

PUNT_MATEMATICAS

PUNT_SOCIALES

Matriz de Correlacion - Mapa de Calor

PUNT_INGLES

PUNT_C_NATURALES 0.840

PUNT_LECTURA_CRITICA

Figura 5.7: Mapa de calor de la matriz de correlacion.

PUNT_INGLES

PUNT_MATEMATICAS

0.825

0.819 0.802

PUNT_SOCIALES

PUNT_C_NATURALES
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Descomposicion Espectral y Ordenamiento

1 # Calcular valores propios (eigenvalues) y vectores propios (
eigenvectors)

2 eigenvalues, eigenvectors = np.linalg.eig(cov_matrix)

4 print ("Valores propios:")
5 for 1, val in enumerate (eigenvalues):
6 print (£" {i+1}: {val:.4f}")

s print ("\nVectores propios (cada columna es un vector propio) :")

9 print ("Filas: variables | Columnas: componentes")

10 elgenvectors_df = pd.DataFrame (eigenvectors,

11 index=variables_pca,

12 columns=[f’PC{i+1}’ for 1 in range (len/(
eigenvalues))])

13 print (eigenvectors_df)

15 #ORDENAR VECTORES DE MANERA DESCENDENTE SEGUN VALOR PROPIO

17 sorted_indices = np.argsort (eigenvalues) [::-1]

19 elgenvalues_sorted = eigenvalues|[sorted_indices]

20 eigenvectors_sorted = eigenvectors([:, sorted_indices]

22 print ("Valores propios ordenados (descendente):")
23 for i, val in enumerate (eigenvalues_sorted):
24 print (£"PC{i+1}: {val:.4f}")

Listing 5.6: Calculo de valores propios y vectores propios.
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=== WALORES ¥ WECTORES PROPIOS ===
Valores propios:

Al: 4.8453

A2 oe.3E38

A3 @.1459

A @ 1878

A5 @,.2448

Vectores proplos {(cada columna es wn vector propio):
Filas: variables | Columnas: componentes

FC1 PC2 ] PC4 PCS
PUNT_IMGLES -2.411282 -8.318357 -0.834585 -2.827556 -2.812125
PUNT_MATEMATICAS -2.452147 @.223128 -0.454731 ©.274357 -2.659343
PUNT_SOCIALES -8.455361 ©8.234533 -0.35%4428 -8.548368 @.414732
PUNT_C_NATURALES -8.462351 ©8.191ee7 0.7659671 -8.2650621 -8.204191

PUNT_LECTURA_CRITICA -8.453888 ©.172488 0.12c82E8 ©.665328 8.552971

=== ORDENAMIENTO POR VALORES FPROPIOS ===
Valores propics crdenados {descendente):
PC1: 4.8453
PC2: @.3838
PC3: @,2448
PC4: @.187@
PCS: @,1492

Varianza explicada por cada componente:
PC1: 808.74% (Acumuladc: 28.74%)
PC2: 7.64% (Acumulado: 23.339%)
PC3: 4.89% (Acumulado: 93.27%)
PC4: 3.73% (Acumulado: 97.21%)
PCS: 2.99% (Acumulado: 188.98%)

Figura 5.8: Resultados del calculo de valores propios y vectores propios.

Con respecto a los valores propios obtenidos (Figura 5.8) es evidente como A tiene
un valor muy alto (4.045) con respecto a los demas, por ende, es consecuente que el
PC1 explique el 80.74% de la varianza del conjunto de datos. Ademas, los valores de
las componentes del vector propio asociado a PC1 son negativos (indica la direccion del
vector) y muy similares entre si, luego se puede concluir que PC1 es un indicador global
de rendimiento (no se puede hacer una clara diferenciacion entre que variable aporta mas
al componente).

Caso contrario ocurre con PC2, el cual explica el 7.64 % de la varianza. Al observar los
coeficientes (loadings) asociados al vector propio la componente de inglés tiene un valor
negativo alto diferenciandose radicalmente de los otros cuatro puntajes, los cuales son
positivos. Ello podria interpretarse como un eje que contrasta las habilidades en inglés con
respecto a las demés.

Para realizar este tipo de interpretaciones es ideal generar el siguiente tipo de mapa

de calor de la Figura 5.9.
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Contribucién de las Variables a cada Componente Principal (Cargas)

PUNT_INGLES 0.910 06

PUNT_MATEMATICAS -0.660

PUNT_SOCIALES

-0.2

Variables Originales

PUNT_C_NATURALES 0.4

-0.6

PUNT_LECTURA_CRITICA
-0.8

PC2 PC3 PC4
Componentes Principales

Figura 5.9: Heat Map Loadings.

Proyeccién

Dados los resultados de la seccién anterior y recurriendo al criterio de proporciéon de
varianza acumulada, donde para realizar analisis mas precisos se debe retener entre el
80-90 % de la varianza total, el nimero de componentes principales seleccionados es 2, ya

que explican el 88.39 % de la varianza total.

5.2.2. Transicion del calculo manual de PCA a la implementaciéon

con sklearn

La implementacion “manual” del PCA mediante el célculo directo de valores propios
y vectores propios de la matriz de covarianza proporciona una comprension profunda del
proceso matematico en el cual se fundamenta el analisis. Por ello, se calculé explicita-
mente la matriz de covarianza, se obtuvo el conjunto de valores y vectores propios usan-
do np.linalg.eig (), se ordenaron manualmente segin su magnitud, y finalmente se
obtuvieron las componentes principales. Sin embargo, esta aproximacion presenta varias
limitaciones practicas (visualizacion) que sklearn? resuelve.

La libreria sklearn implementa PCA utilizando la Descomposiciéon en Valores Singu-
lares (SVD) en lugar del método tradicional (valores propios y vectores propios), ofreciendo

ventajas computacionales significativas, como el manejo eficiente de datasets donde el nu-

2Libreria python de cédigo abierto para aprendizaje automatico con soporte para aprendizaje super-
visado y no supervisado. scikit-learn
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mero de variables excede el ntimero de observaciones o individuos, situacién problematica
para el calculo directo de la matriz de covarianza.
Asimismo, la implementacion de sklearn calcula automéaticamente los loadings (car-

* sqrt(explained _variance ))3, mien-

gas) correctamente escalados como (components
tras que en el método “manual” los vectores propios requieren escalamiento adicional para
representaciones graficas precisas como biplots.

Otra diferencia crucial es el manejo de los signos de los componentes. Los vectores pro-
pios pueden tener signos arbitrarios, lo que puede ocasionar inconsistencias entre diferentes
ejecuciones o métodos. Ademas, sklearn ofrece funcionalidades adicionales integradas
como la seleccion automatica del nimero de componentes con base en la varianza explica-
da deseada, transformaciones inversas, y métodos especializados como PCA incremental

para datasets que no caben en memoria.

1 #Verificacion usando sklearn

2 pca_sklearn = PCA()

4 #Ajustar el modelo PCA a los datos estandarizados

5 pca_sklearn.fit (data_scaled)

7 #Transformar los datos para obtener los componentes principales

¢ principal_components_sklearn = pca_sklearn.transform(data_scaled)

10 #Crear DataFrame con los componentes principales de sklearn
11 pc_sklearn_df = pd.DataFrame (principal_components_sklearn,
12 columns=[f’PC{i+1}" for i in range(len (

variables_pca))])

14 print ("Varianza explicada (sklearn):")
15 for i, var in enumerate (pca_sklearn.explained_variance_ratio_ x 100):

16 print (£"PC{i+1}: {var:.2f}s")

18 print ("=== BIPLOT CON SKLEARN ===")
19 plt.figure (figsize=(12, 8))

21 # Scatter plot de las observaciones usando componentes de sklearn

22 plt.scatter (pc_sklearn df[’PCl’], pc_sklearn_df[’PC2"], alpha=0.6, s=50)

24 # Vectores de las variables (loadings) de sklearn
25 loadings = pca_sklearn.components_.T » np.sqrt (pca_sklearn.
explained_variance_)

26 scale_factor = 3

3Vectores propios normalizados multiplicados por la raiz cuadrada de la varianza explicada.
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27

28 for i, var in enumerate (variables_pca) :

29 plt.arrow(0, O,

30 loadings[i, 0] % scale_factor,

31 loadings[i, 1] % scale_factor,

32 head_width=0.1, head_length=0.1, fc=’'red’, ec=’'red’)
33 plt.text (loadings[i, 0] x scale_factor » 1.1,

34 loadings([i, 1] % scale_factor = 1.1,

35 var, fontsize=10, ha=’center’, va=’center’)

36

37 plt.xlabel (f’PC1l ({pca_sklearn.explained_variance_ratio_[0]*100:.1f}% de
varianza)’)

38 plt.ylabel (f'PC2 ({pca_sklearn.explained_variance_ratio_[1]%x100:.1£f}% de
varianza)’)

30 plt.title('Biplot - Primeros Dos Componentes Principales (sklearn)’)

10 plt.grid(True, alpha=0.3)

41 plt.axhline (y=0, color=’'k’, linestyle=’-’, alpha=0.3)

12 plt.axvline (x=0, color=’'k’, linestyle=’-’, alpha=0.3)

43 plt.tight_layout ()

14 plt.show ()

Listing 5.7: PCA implementando sklearn.

Biplot - Primeros Dos Componentes Principales (sklearn)

PUNT_INGLES

PC2 (7.6% de varianza)

PC1 (80.7% de varianza)

Figura 5.10: Biplot generado con la implementaciéon de sklearn.
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5.2.3. Interpretacion del Analisis de Componentes Principales

El PCA y su visualizacion mediante el biplot revela que las cinco competencias evalua-
das en las pruebas SABER 11 estén altamente correlacionadas, generando una acumulacion
alrededor de un eje. E1 PC1 captura el 80.7 % de la varianza total, mientras que PC2 ex-
plica apenas el 7.6 %, implica que existe un factor que impacta en todas las competencias
evaluadas. Podriamos llamar a este factor como “estudiante integral”, es decir se podria
hacer una analogia donde este estudiante es un “habilidoso” en todas las materias.

Lo anterior, lo confirma la direcciéon de los vectores, ya que todas las competencias
apuntan hacia la derecha del grafico, indicando que los estudiantes que obtienen buenos
resultados en una materia tienen buen desempeno en las otras “estudiante habilidoso”.

La dispersion de los puntos (estudiantes) forma una nube “aproximadamente simétrica”
alrededor del origen, con mayor variabilidad a lo largo de PC1 que de PC2. Esta forma de
distribucién confirma que la principal fuente de variacion entre estudiantes es su desempeno
global en las 5 competencias evaluadas en la prueba.

Por dltimo PC2 intenta hacer una diferenciaciéon entre los estudiantes destacados en
inglés de las demas competencias pero comparado con PC1 no muestra una relevancia

alta.

5.2.4. PCA y variables categoricas

La visualizacion y analisis de los biplots integrando las variables categoricas (ver Figura
5.11) revela ciertos patrones diferenciados, ello permite la identificacion de cuéles factores
socioecondmicos o institucionales se asocian con lo capturado por PCI.

Inicialmente hay dos variables categoéricas que no muestran una asociaciéon clara al
PC1 “estudiantes habilidosos” son ESTU GENERO y COLE_BILINGUE. La primera
muestra una distribucion similar entre ambos géneros, no hay una acumulacién de alguno
de los dos grupos en alguna zona de la grafica y la segunda es dominada por colegios NO
bilingiies pero los pocos colegios bilingiies se distribuyen a lo largo del eje, luego no hay
una distribucion particular. Por otro lado, las variables categéricas con alguna evidencia

de asociacion con el rendimiento académico son:

« FAMI CUARTOSHOGAR: Muestra una distribucion clara a lo largo de PC1,
donde los estudiantes méas cuartos, (categorias 5 o mas) se ubican hacia valores
positivos de PC1 (mejor rendimiento), mientras que aquellos con menor ntimero de

cuartos se concentran en valores negativos.
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Figura 5.11: Biplot y variables categoricas.
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« FAMI ESTRATOVIVIENDA: Se observa como los estratos 5 y 6 estan ubica-
dos hacia la derecha (PC1 positivo), mientras que los estratos 1 y 2 se concentran
mayoritariamente en el lado izquierdo, estableciendo una relaciéon entre el estrato

socioeconoémico y el desempeno académico.

« FAMI PERSONASHOGAR: Exhibe un patrén inverso al esperado, donde ho-
gares con menos personas tienden a ubicarse valores positivos de PC1, sugiriendo

que el tamano familiar influye en los recursos disponibles por estudiante.

» FAMI TIENEINTERNET: Marca una divisiéon binaria clara (tiene o no acceso
a internet), donde los estudiantes con acceso a internet se ubican en valores positivos

de PC1.

Las variables relacionadas con recursos disponibles en el hogar (espacio, estrato, in-
ternet) muestran las asociaciones méas fuertes, mientras que caracteristicas institucionales
como el bilingiiismo o la diferenciacion por género del estudiante no evidencian efectos

discriminantes significativos.

5.3. Andlisis de Clusters

El procedimiento metodologico para el anélisis de clusters se expondra en cuatro apar-

tados asi:

Clustering jerarquico ->Dendograma ->k 6ptimo

Validacién del ntmero de clusters

K-means con el numero de clusters sugerido.

Interpretacion de los clusters

5.3.1. Clustering jerarquico - Dendograma

Para determinar el niimero 6ptimo de clusters en el espacio de componentes principales,
se implement6 un anélisis de clustering jerarquico utilizando el método de Ward aplicado
a todo el dataset. Se empled el método de Ward, ya que en cada etapa, se unen los dos
clusters para los cuales se tenga el menor incremento en el valor total de la suma de los
cuadrados de las diferencias, dentro de cada cluster, de cada individuo al centroide del

cluster. El proceso comienza con m clusters, cada uno de los cuales esta compuesto por
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un solo individuo, por lo que cada individuo coincide con el centro del cluster. (Gallardo,
2011)

#CLUSTERING JER RQUICO Y DENDROGRAMA

2 #Crear DataFrame con los PCl y PC2
3 df_clustering = pd.DataFrame (principal_components_sklearn[:, :2],
4 columns=['PC1l’, ’"PC2'1])

6 print (f"Total de observaciones en el dataset: {len(df_clustering)}")

8 #Clustering jer rquico con m todo Ward —--> (TODOS los datos)

9 Z = linkage (df_clustering, method=’ward’, metric=’euclidean’)

11 #Dendrograma
12 plt.figure(figsize=(15, 8))

13 dendrogram(Z,

14 no_labels=True,
15 color_threshold=0.7+max(Z[:,2]),
16 above_threshold_color="gray’)

18 plt.title (' Dendrograma - Clustering Jer rquico (M todo Ward)’,

19 fontsize=14, fontweight=’"bold’)

20 plt.xlabel (! ndice de Observacin’, fontsize=10)

21 plt.ylabel ('Distancia’, fontsize=10)

22 plt.axhline(y=0.7+max(Z[:,2]), color="red’, linestyle='"--7,

23 label=f’Corte sugerido (altura={0.7xmax(Z[:,2]):.2f})")
24 plt.legend(fontsize=12)

25 plt.grid(True, alpha=0.3)

26 plt.tight_layout ()

27 plt.show ()

Listing 5.8: Clustering Jerarqico y Dendograma.

El dendrograma resultante de la Figura 5.12 evidenci6 una estructura jerdrquica clara con
puntos de uniéon a diferentes alturas. Al analizar los cortes en distintos niveles arrojo los
resultados de la Tabla 5.2

Con estos resultados se observa que para k = 2 se obtiene una division entre estudiantes
de bajo y alto rendimiento (proporciones 25.2% y 74.8 %), mientras que k = 3 genera una
particion mas equilibrada (proporciones de 25.2%, 31.4% y 43.4%) y con ello se pueden
generar tres clusters que impliquen un rendimiento académico bajo, medio y alto. En
términos practicos, facilitara la interpretacion futura.

En conclusion, el anélisis del dendrograma, complementado con el analisis cuantitativo

de los tamanos del cluster, indica que k = 3 representa el punto 6ptimo donde se maximiza
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Tabla 5.2: Distribucién de Clusteres.

K (# de Clasteres) Cluster Tamano (# individuos) Proporcion (%)

5 np.int32(1) 126 25.2%
np.int32(2) 374 74.8%
np.int32(1) 126 25.2%
3 np.int32(2) 157 31.4%
np.int32(3) 217 43.4%
np.int32(1) 126 25.2%
4 np.int32(2) 157 31.4%
np.int32(3) 98 19.6 %
np.int32(4) 119 23.8%
np.int32(1) 75 15.0%
np.int32(2) 51 10.2%
5 np.int32(3) 157 31.4%
np.int32(4) 98 19.6 %
np.int32(5) 119 23.8%

Dendrograma - Clustering Jerarquico (Método Ward)

—--- Corte sugerido (altura=34.78)

) -
------- k=3 clusters (altura=24.84)
-+ k=4 clusters (altura=24.84)
k=5 clusters (altura=12.42)
40
30

oﬁﬁéhgﬁgﬁahgiﬁfhg@@h

indice de Observacion

Figura 5.12: Dendograma
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la homogeneidad de las proporciones de los grupos.

5.3.2. Validaciéon del ntiimero de clasters

La seleccion del namero 6ptimo de clusters (k) es un paso critico en nuestro estudio,
ya que esto influirda directamente en la interpretacion y validez de los resultados. Para
determinar la cantidad de clusters que mejor represente la estructura de los datos, se
utilizan diversas herramientas de validacion (algunas de ellas se revisaron en el marco
tedrico). En esta seccion, se evalia el nimero de clusters utilizando dos métodos: el Método
del Codo (Elbow Method), que examina la inercia entre clusters para identificar el punto
de inflexiéon donde la adicién de mas clusters no aporta una reduccion significativa de la
varianza; y el Anélisis de Silhouette, que mide la cohesion de los objetos dentro de sus
propios clusters y la separacion de objetos de clusters vecinos, arroja un valor que indica
qué tan bien se ha agrupado cada objeto. Por ende, hay una representacion grafica en la

Figura 5.13 y las métricas asociadas a los métodos mencionados se presentan en la Tabla
5.3

1 #VALIDACION DEL NUMERO OPTIMO DE CLUSTERS
3 #Metodo del codo

1 inertias = []

5 silhouette_scores = []

6 K_range = range (2, 11)

g for k in K_range:

9 kmeans = KMeans (n_clusters=k, random_state=42, n_init=10)

10 kmeans.fit (df_clustering)

11 inertias.append(kmeans.inertia_)

12 silhouette_scores.append(silhouette_score (df_clustering, kmeans.
labels_))

14 print (inertias)

15 print (silhouette_scores)

Listing 5.9: inertias (Elbow Method) & silhoette scores.

Analizando los resultados de las métricas de validacion, la eleccion de 3 clusteres (k = 3)
se presenta como la opciéon viable para nuestro estudio. EI Método del Codo muestra
un evidente punto de inflexiéon en & = 3, donde la reduccién en la inercia entre clusters
comienza a disminuir de forma menos pronunciada (pasando de una disminuciéon de 310.04
al pasar de k =2 a k =3, a 132.30 al pasar de k =3 a k =4).
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Inercia Intra-cluster

Tabla 5.3: Resumen de Métricas de Validacion para Diferentes Numeros de Clusters (k)

BOO

600

500

400

300

200

A o s . .

Inercia Silhouette A Inercia

784,38
474,33
342,03
278,56
236,52
205,44
179,49
161,93
148,14

S © 0N U W E

0,5303
0,4492
0,4252
0,3913
0,3894
0,3699
0,3640
0,3714
0,3666

0,00
310,04
132,30
63,47
42,04
31,08
25,96
17,55
13,80

Método del Codo

Mdmero de Clusters (k)

=== k=3 (recomendado)
k=4 (aliernativa)

Figura 5.13: Visualizaciéon del Método del codo.
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Aunque k = 2 presenta el mayor coeficiente de Silhouette (0.5303), el Analisis de
Silhouette para k = 3 (0.4492) sigue siendo considerablemente alto, aunque no es el ideal

para nuestro proceso de interpretacion resulta evidentemente mejor.

5.3.3. K-means con el niimero de clusters sugerido

El algoritmo K-means*

es uno de los métodos de agrupamiento més populares y am-
pliamente utilizados en el aprendizaje automatico no supervisado. Su objetivo es dividir
un conjunto de n observaciones en k clusters, donde cada observacion pertenece al cluster
cuyo centro (o gentroide") es el mas cercano, basindose en una métrica de distancia, la
utilizada en este estudio es la distancia euclidiana.

El algoritmo se inicia seleccionando aleatoriamente &k centroides iniciales. Luego, se itera
en dos pasos: primero, se asigna cada punto de datos al cluster del centroide méas cercano;
segundo, se recalculan las posiciones de los centroides tomando el promedio de todos los
puntos asignados a cada cluster. Este proceso iterativo continiia hasta que los centroides
no cambian significativamente entre iteraciones, o hasta que se alcanza un niimero méaximo
de iteraciones predefinido, minimizando asi la suma de las distancias cuadradas entre cada
punto y su centroide asignado. (Ramirez, 2024)

A continuacion, se presentan los resultados de aplicar el algoritmo K-means con el
namero de clusteres establecido (k = 3). Tanto las estadisticas en las Tablas 5.4 y 5.5

como su representacion grafica en la Figura 5.14

1 #K-MEANS FINAL CON k=3

2

3 # Aplicar k-means con k=3
1 k_final = 3

5 kmeans_final = KMeans (n_clusters=k_final, random_state=42, n_init=20)
6 cluster_labels = kmeans_final.fit_predict (df_clustering)

s df_clustering[’Cluster’] = cluster_labels

o df ["Cluster’] = cluster_labels

11 # Visualizar los clusters

12 plt.figure (figsize=(12, 8))

14 # Colores distintivos para cada cluster (solo 3 ahora)
15 colors = [’ #FF1744’, "#FFC107’, ’'#00E676’] # Rojo, Amarillo, Verde (
Bajo, Medio, Alto)

16 cluster_names = [/Cluster 1’, ’'Cluster 2’, ’'Cluster 3]

4Documentacion sobre el algoritmo.
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18 for 1 in range(k_final):
19 cluster_data = df_clustering[df_clustering[’Cluster’] == 1i]
20 plt.scatter (cluster_datal[’PCl’], cluster_datal[’PC2’],

c=colors[i], label=f’{cluster names[i]} (n={len/

cluster_data)})’,

s=60, alpha=0.7, edgecolors=’'black’, linewidth=0.5)

24 #Centroides

25 centroids = kmeans_final.cluster_ centers_

26 plt.

scatter (centroids[:, 0], centroids[:, 11,
c="black’, s=400, alpha=1l, edgecolors='"white’, linewidth=3,

marker="+%’, label='Centroides’, zorder=5)

30 #Etiquetas a los centroides

31 for

i, centroid in enumerate (centroids) :

32 plt.annotate (f’C{i+1}’, xy=(centroid[0], centroid[1l]),

xytext=(centroid[0]+0.1, centroid[1l]+0.1),
fontsize=12, fontweight="bold’, color=’'black’,
bbox=dict (boxstyle=’'round, pad=0.3", facecolor='yellow’,

alpha=0.7))

37 # A

adir vectores de loadings

38 loadings = pca_sklearn.components_.T » np.sqrt (pca_sklearn.

explained_variance_)

39 scale_factor = 3

40

11 for

i, var in enumerate (variables_pca) :

42 plt.arrow(0, O,

loadings[i, 0] = scale_factor,

loadings[i, 1] % scale_factor,

head_width=0.15, head_length=0.15,

fc="darkblue’, ec=’'darkblue’, alpha=0.8, linewidth=2)

47 plt.text (loadings[i, 0] % scale_factor = 1.15,

loadings([i, 1] =% scale_factor = 1.15,
var.replace (PUNT_’, ') .replace('_’", " "),
fontsize=10, ha=’center’, va='’center’,

bbox=dict (boxstyle=’'round, pad=0.3", facecolor='white’, alpha

=0.8))

xlabel (£f'PCl ({pca_sklearn.explained variance_ratio_[0]%100:.1£f}% de
varianza)’, fontsize=13)
ylabel (f’PC2 ({pca_sklearn.explained_variance_ratio_[1]%100:.1f}% de

varianza)’, fontsize=13)
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55 plt.title (' Clustering K-means (k=3) en Espacio de Componentes
Principales’, fontsize=16, fontweight=’'bold’)

56 plt.legend(loc="best’, frameon=True, fancybox=True, shadow=True,
fontsize=11)

57 plt.grid(True, alpha=0.3)

58 plt.axhline (y=0, color="k’, linestyle=’"-’, alpha=0.3)

50 plt.axvline (x=0, color="k’, linestyle=’"-’, alpha=0.3)

61 #Elipses distintivas
62 from matplotlib.patches import Ellipse

63 for i in range(k_final) :

64 cluster_data = df_clustering[df_clustering[’Cluster’] == 1i]

65 cov = np.cov(cluster_datal[’PCl’, 'PC2'1]1.T)

66 eigenvalues, eigenvectors = np.linalg.eig(cov)

67 angle = np.degrees (np.arctan2 (eigenvectors|[1l, 0], eigenvectors[0, 0])
)

68 width, height = 2 % np.sgrt(eigenvalues) x 2 # 95% confidence

69 ellipse = Ellipse(centroids[i], width, height, angle=angle,

70 facecolor=colors([i], alpha=0.1, edgecolor=colors[i],
linewidth=2)

71 plt.gca () .add_patch(ellipse)

73 plt.tight_layout ()
74 plt.show ()

Listing 5.10: Algoritmo K-means y graficacion en el espacio PCA.

Tabla 5.4: Estadisticas Descriptivas de los Clusteres (k=3) - Parte 1: Tamano y Centroides

Cluaster Tamano (%)  Centroide
PC1 PC2
3 - Rendimiento BAJO 152 304 —2290 0,131
1 - Rendimiento MEDIO 201 40,2 —0,107 —0,142
2 - Rendimiento ALTO 147 29,4 2514 0,059
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Tabla 5.5: Estadisticas Descriptivas de los Clusteres (k=3) - Parte 2: Dispersion y Puntaje Pro-

medio
Clister Dispersion PC1 Dispersion PC2 Puntaje
I o I o Promedio Global

3 - Rendimiento BAJO  —2290 0,667 0,131 0,510 38,5

1 - Rendimiento MEDIO -0,107 0,693  —0,142 0,656 49,8

2 - Rendimiento ALTO 2,514 0,934 0,059 0,633 63,4

Clustering K-means (k=3) en Espacio de Componentes Principales
@ Cluster 1 (n=201) .

PC2 (7.6% de varianza)

2

-1

©  Cluster 2 (n=147)
@ Cluster 3 (n=152)
% Centroides

-4

-2

0
PC1 (80.7% de varianza)

Figura 5.14: Clustering K-means
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5.3.4. Interpretacion de los clusters

La aplicacion del algoritmo K-means con k = 3 clusters de la secciéon anterior ha
permitido identificar una clara diferenciacion de los individuos, fuertemente correlacionada
con su nivel de rendimiento académico. A continuacion, se realiza una caracterizacion de

cada cluster.

Caracterizacion de Clusters.

s Cluster 3 - Rendimiento BAJO: Este es el grupo mas pequeno, con 152 estu-
diantes (30.4 %).

Centroide: Ubicado en PCl1= —2,290 y PC2= 0,131. Su valor negativo en PC1 indica
una baja contribucién en la primera componente principal, y esto se asocia con bajo

puntaje académico.

Dispersion: Presenta una dispersion moderada en ambas componentes (PCl o =
0,667, PC2 ¢ = 0,510).

Puntaje Promedio Global: Con 38.5, este clister tiene el puntaje promedio mas

bajo.".

s Cluster 1 - Rendimiento MEDIO: Es el clister mas grande, con 201 estudiantes
(40.2%).

Centroide: Localizado cerca del origen en PCl= —0,107 y PC2 = —0,142. Esto

sugiere una contribucién "neutral¢on respecto a ambas componentes principales.

Dispersion: Las dispersiones (PC1 o = 0,693, PC2 ¢ = 0,656) son ligeramente

mayores que las del cluster 3, por ende tiene una variabilidad similar.

Puntaje Promedio Global: Su puntaje de 49.8 es intermedio entre los otros dos

clusters.

» Cluster 2 - Rendimiento ALTO: Con 147 estudiantes (29.4 %), es un grupo de

tamano similar al Cluster 3.

Centroide: Su centroide esta en PC1= 2,514 y PC2= 0,059. El valor alto y positivo en
PC1 indica que estos individuos tienen una fuerte contribucién positiva a la primera

componente principal, lo que se implica un alto rendimiento.

Dispersion: Presenta la mayor dispersion en PC1 (o = 0,934), lo que sugiere una
mayor heterogeneidad en esta dimension, mientras que en PC2 (o = 0,633) es similar

a los otros.
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Puntaje Promedio Global: Con un puntaje significativamente alto de 63.4.

5.3.5. Clusters y variables categoricas

Al igual que en el PCA relacionamos las variables categéricas con los clusters para
nutrir nuestra interpretacion mas alla del rendimiento académico. La Figura 5.15 resume
las proporciones de individuos por cluster, por ejemplo de los individuos del cluster 1 el

28.4 % de ellos no tiene acceso a internet y el 71.6 % si lo tiene.

Cluster 3 (BAJO):
FAMI_TIENEINTERNET
No 44 .7

si 55.3

Cluster 3 (BAJO):
FAMI_PERSONASHOGAR

1az2 7.9
3 a4 48.8
S a6 27.8
7 aaid 11.2
9 o mas 5.9

Cluster 3 (BAJO):
FAMI_CUARTOSHOGAR

Cinco 3.9
Cuatro 18.5
Dos 48.8
Seis o mas 5.3
Tres 38.9
Uno 6.6

Cluster 3 (BAJO):
FAMI_ESTRATOVIVIENDA

Estrato 1 28.3
Estrato 2 36.2
Estrato 3 14.5
Estrato 4 3.9
Estrato 5 4.6
Ezstrato 6 3.3
Sin Estrato 9.2

Cluster 3 (BAJO):
ESTU_GENERO

F 49.3

M 58.7
Cluster 3 (BAJO):
COLE_BILINGUE

N 98.7

5 1.3

Cluster 1 (MEDIO):
FAMI_TIENEINTERNET
No 28.4
si 71.6
Cluster 1 (MEDIO):
FAMI_PERSONASHOGAR

1a3z 8.5
3ad 51.7
Sab 34.3
7 ab 4.5
9 o mas 1.0

Cluster 1 (MEDIOQ):
FAMI_CUARTOSHOGAR
Cinco 1.
Cuatro 12
Dos 38
Seis o mas 1.
Tres 41
Uno 5
Cluster 1 (MEDIO):
FAMI_ESTRATOVIVIENDA

Estrato 1 31.3
Estrato 2 37.8
Estrato 3 21.9
Estrato 4 6.5
Estrato 5 1.5
E=strato 6 8.8
Sin Estrato 1.8

Cluster 1 (MEDIO):
ESTU_GENERO

F 4.7

M 45.3

Cluster 1 (MEDIO):
COLE_BILINGUE

N 97.5

5 2.5

Cluster 2 (ALTO):
FAMI_TIENEINTERNET
No 18.9

si 89.1

Cluster 2 (ALTO):
FAMTI_PERSONASHOGAR

la3z2 9.5
3ad 54 .4
>2ab 25.3
7asb 4.8
9 o mas 2.0

Cluster 2 (ALTO):
FAMI_CUARTOSHOGAR

Cinco 4.1
Cuatro 12.2
Dos 34.8
Sels 0 mas 2.0
Tres 45.6
Uno 2.8

Cluster 2 (ALTO):
FAMI_ESTRATOVIVIENDA

Estrato 1 22.4
Estrato 2 29.9
Estrato 3 32.8
Estrato 4 8.8
E=strato 5 3.4
Estrato © 3.4
Sin Estrato e.e

Cluster 2 (ALTO):
ESTU_GENERO

F 51.8

M 49.8
Cluster 2 (ALTO):
COLE_BILINGUE

M 97.3

S 2.7

Figura 5.15: Clusters y las proporciones por variable categorica.

Entrando en el analisis las variables referentes al género y la distincién de bilingiiismo
del colegio no revelan mayor informacion. Las variables FAMI PERSONASHOGAR y
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FAMI CUARTOSHOGAR en el PCA tenian cierta interpretacion (tenian una distribu-
cion hacia a un lado u otro del PC1) pero con los clusters no se evidencia mayor aporte a
alguno de los tres grupos, ya que tienen porcentajes similares, por ejemplo en la variable
FAMI PERSONASHOGAR se puede concluir que en los tres clusters las personas por
hogar estan entre 3 a 6 con una carga porcentual mayor al 75 %. Al igual en la variable FA-
MI_CUARTOSHOGAR los cuartos por hogar estan entre 2 a 4 con una carga porcentual

mayor al 80 %, es decir no hay una diferenciacion clara.

Distribucion de FAMI_TIENEINTERNET por Cluster Distribucién de FAMI_PERSONASHOGAR por Cluster Distribucion de FAMI_CUARTOSHOGAR por Cluster
Cluster Rendlmlenlo) Cluster (Rendimiento) Cluster (Rendimiento)
(MEDIO) 010) G1(MEDIO)
(ALTO) —C2(ALTO) S C2(ALTO)
80 (BA0) 50 - 3 (BAJD) . B C3 (8AJ0)
40
0 30
£ £ -
g g g
& ® & g2
20
. . II
\@ ,,,e
FAMI_TIENEINTERNET FAM\ PERSONASHOGAR <*‘

FAMI_CUARTOSHOGAR

Distribucién de FAMI_ESTRATOVIVIENDA por Cluster Distribucién de ESTU_GENERO por Cluster Distribucién de COLE_BILINGUE por Cluster
Cluster (Rendimiento) Cluster (Rendimiento) 100 Cluster (Rendimiento)
c1MEDIO) c1MEDIO) C1.(MEDIO)

—C24T0) —C2 (AT}
» = C3A0) 50 -3 A0
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20 EY
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- C2 ¢ALTO]
—

Porcemaje (m)
Porcentaje (%)
Porcentaje (%)

ESTU_GENERO COLE_BILINGUE

FAMI_ESTRATOVIVIENDA

Figura 5.16: Histograma con las cargas porcentuales de las variables categoricas por cluster.

Ahora, las variables que si evidencian algin tipo de influencia en los clusters son la

presencia de conexion a internet y el estrato.

» Cluster 3 (Rendimiento BAJO): Este cluster, con el puntaje promedio global

mas bajo, muestra un perfil socioeconémico més vulnerable en comparacién con los
otros.

FAMI TIENEINTERNET: Un porcentaje significativo de hogares (44.7 %) no cuen-
ta con acceso a internet, lo cual es notablemente superior a los otros clusters. Aunque

la mayoria (55.3 %) si tiene, la proporcion de no conectados es la méas alta.
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FAMI ESTRATOVIVIENDA: Predominan los estratos socioeconémicos bajos, con
un 28.3% en Estrato 1 y un 36.2% en Estrato 2, sumando més del 64 % de este

cluster en los estratos méas bajos. La presencia en estratos altos (4-6) es muy baja.

» Cluster 1 (Rendimiento MEDIO): Este cluster intermedio presenta un perfil

socioecondmico "mixto", con mejoras respecto al cluster de bajo rendimiento.

FAMI TIENEINTERNET: La mayoria de los hogares (71.6 %) si cuenta con inter-

net, lo que representa una mejora sustancial respecto al Cluster 3.

FAMI ESTRATOVIVIENDA: Los estratos 1 (31.3%) y 2 (37.8%) siguen siendo
predominantes, se observa una mayor proporcion en el Estrato 3 (21.9 %) en compa-
racion con el cluster 3, indicando una ligera mejora en las condiciones de vivienda.

Los estratos mas altos (5-6) son practicamente marginales.

» Cluster 2 (Rendimiento ALTO): Este cluster, asociado al rendimiento més alto,

exhibe un perfil socioeconémico mas favorecido.

FAMI _TIENEINTERNET: La conectividad a internet es casi universal (89.1%).

Solo un 10.9 % carece de internet, la proporcion més baja de los tres clusters.

FAMI ESTRATOVIVIENDA: Aunque atn hay presencia en estratos bajos, este
cluster muestra una distribuciéon mas equilibrada y una mayor representacion en
Estrato 3 (32.0 %) y Estrato 4 (8.8 %) en comparacion con los otros grupos. La suma
de Estrato 1y 2 (52.3 %) sigue siendo importante, pero se observa un desplazamiento

hacia estratos medios y un poco hacia los altos.

En conclusion, existe una clara correlacion entre el rendimiento académico y el acceso
a recursos y condiciones socioeconémicas.

El cluster 3 (BAJO rendimiento) se caracteriza por la menor proporcion de acceso a
internet y una fuerte concentraciéon en los estratos socioeconémicos mas bajos.

El cluster 1 (MEDIO rendimiento) muestra una mejora en la conectividad a internet
y una mayor representacion en estratos socioeconémicos medios.

Por tltimo, el cluster 2 (ALTO rendimiento) destaca por su alta conectividad a internet
y una distribucion de estratos que tiende més hacia los niveles medios y, en menor medida,

altos.
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Conclusiones

El presente trabajo de grado tuvo como propésito fundamental el estudio de las rela-
ciones a través de la implementacion de las técnicas de estadistica multivariada entre las
variables de la base de datos de las pruebas SABER 11 y su incidencia en los resultados. A
lo largo del desarrollo de este estudio, se abordaron los objetivos planteados inicialmente,

alcanzando resultados significativos que se describen a continuacion.

Logro del objetivo general

El objetivo general del estudio, que consistia en implementar una técnica de estadistica
multivariada a la base de datos sobre las pruebas SABER 11 con el fin de reconocer relacio-
nes entre variables que pudieran incidir en los resultados de dicha prueba, fue plenamente
alcanzado. Se logro la implementacion de dos técnicas de analisis multivariado: el anélisis
de componentes principales (PCA) y el andlisis de clusters (K-means). Estas técnicas se
aplicaron exitosamente a las variables numéricas (puntajes por area), y posteriormente se
estableci6 su relacion con las variables categoricas de indole socioeconémica, permitiendo

identificar patrones significativos de rendimiento estudiantil.

Logro de los objetivos especificos

Los objetivos especificos, que guiaron el proceso metodologico del presente trabajo de
grado, se cumplieron asi:
Contextualizacion y descripcion de los datos

Se realizé una depuracion y seleccion de las variables de la base de datos de las pruebas

SABER 11. Este proceso fue fundamental para asegurar la calidad y pertinencia de los
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datos utilizados, asi como insumo fundamental para la adecuada implementacion de las

técnicas de analisis multivariado propuestas.

Revision bibliografica y marco matematico

El trabajo incluye un marco de referencia solido que ahonda en la sustentaciéon ma-
temética de las técnicas de PCA y K-means, fundamentales para el analisis de los datos.
Adicionalmente, se desarrollé un anexo dedicado a Algebra Lineal, disciplina que pro-
porciona el sustento matemético esencial para la comprension y aplicacion del anélisis

multivariado, enriqueciendo asi la base tedrica del estudio.

Implementacién de la técnica y analisis de relaciones

La implementacion de las técnicas de analisis multivariado se realizé exitosamente en
el capitulo de anélisis y discusion de resultados. En este apartado, se presentaron las
representaciones graficas resultantes de PCA y K-means, y se establecieron las relaciones
clave entre las variables numéricas y categoricas. Este paso fue crucial para identificar los

perfiles de estudiantes asociados a diferentes niveles de rendimiento.

Sistematizacion y analisis de resultados

El presente documento, en su totalidad, da cuenta de la sistematizacion y el analisis de
los resultados obtenidos del estudio estadistico multivariado. Desde la preparacion de los
datos hasta la interpretacion de los clusteres, cada etapa del proceso ha sido documentada

y analizada rigurosamente, reflejando el cumplimiento integral de este objetivo.

Aportes y trabajos futuros

El presente estudio demuestra que se puede optar por herramientas estadisticas no
tradicionales para el analisis de bases de datos del ICFES para la identificacion de grupos
con respecto al rendimiento estudiantil a partir de datos de pruebas estandarizadas. Los
hallazgos aunque no fueron tan ambiciosos ofrecen una vision estructurada y justificada
empiricamente de las variables que inciden en los resultados de las pruebas SABER 11, lo
cual puede ser de utilidad para la formulacion de politicas educativas.

Como trabajo futuro, se podria explorar la aplicaciéon de otras técnicas de agrupamiento
més avanzadas, formulacion de modelos, machine learning, la incorporaciéon de un mayor
ntmero de variables socioeconémicas y académicas, o la replicacion del estudio con series
de tiempo de las pruebas para analizar la evolucién de los patrones de rendimiento a lo

largo de los anos.
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Impacto como futuro educador matematico

La realizacion de este documento ha sido una experiencia formativa retadora que re-
afirma mi vocaciéon como futuro educador matematico. Este breve estudio no solo reavivé
mi interés en ampliar mis conocimientos en el area de la tecnologia (programacion) y las
matemaéticas, sino que a la par me proporcion6é una comprension més profunda de co-
mo estas disciplinas se integran para dar una mirada a las posibles causas de problemas
sociales.

Ademaés, resalto como este estudio puso a prueba mis conocimientos teoricos (los cuales
debo ampliar y reafirmar constantemente) y me obligo a adquirir nuevas habilidades préc-
ticas. La implementacion de técnicas estadisticas multivariadas en Python y el anélisis de
datos reales me permitieron comprender la relevancia del Algebra Lineal, la Estadistica y
la Programacion en la investigacion de fenémenos educativos. Esta experiencia sin duda
me dota de herramientas metodologicas que como educador, podré utilizar para motivar
a mis futuros estudiantes mostrandoles la aplicabilidad de las matemaéaticas en contextos
diferentes al salon de clases.

Asimismo, si en un futuro mi trasegar profesional gira a un cargo directivo de cualquier
institucion educativa cuento con herramientas y rutas metodologicas para la toma de

decisiones, habilidades altamente demandadas en el mercado laboral.
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Anexo de Algebra Lineal

Dar una mirada al algebra lineal es un requisito fundamental para el estudio de la
estadistica multivariada, técnicas propias de esta area del saber como el analisis de com-
ponentes principales (PCA), el andlisis factorial, el analisis discriminante, la correlacion
canonica, etc..., tienen su fundamentacion teoérica en definiciones, propiedades, teoremas,
postulados y métodos relacionados con esta rama de las matematicas.

Para entender y aplicar correctamente estas técnicas, este anexo tiene como objetivo
recopilar y recordar conceptos fundamentales del algebra lineal tomando como referente
principal a Poole (2006) y a las clases de Algebra Lineal de la Facultad de Ciencias de la
Universidad Nacional de Colombia - Sede Medellin (2014).

0.1. Vectores en R"

Definicién y notacién

Definimos el espacio vectorial euclidiano R"™ como el conjunto de todas las n-tuplas
ordenadas de niimeros reales, dotado de las operaciones de suma vectorial y multiplicacion

por escalares. Formalmente:

Rn:{($1,$2,...,$n)::L‘Z-GR72':1’27“.’7’L} (1)

donde cada elemento (z1,zs,...,2,) € R" se denomina vector y cada z; se llama la

1-ésima componente o coordenada del vector.

Operaciones fundamentales

» Suma vectorial: Para u = (uy,us,...,u,) y v = (v1,02,...,0,) en R™
u+v=(u +v1,us+ v ..., U, + V) (2)
» Multiplicaciéon por escalar: Para v = (vq,vs,...,v,) € R" y @ € R (donde « es
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un escalar, es decir, un nimero real que actiia como factor de escalamiento sobre el
vector):

av = (auy, avg, ..., avy,) (3)

Con estas operaciones, (R", 4+, -) forma un espacio vectorial real de dimension n sobre
el cuerpo de los nimeros reales R.
Un elemento v de R" es llamado vector y puede representarse como una matriz de la

forma:
(%1

V2

v—|" 0

Un

El escalar v; se denomina la i-ésima componente del vector v.
1

Por ejemplo, v = | 2 | es un vector en R?® cuyas componentes son 1, 2 y 5.
5

También es comin representar un vector como una tupla de la forma:

v = (v1,vV9,...,0) (5)
El vector cero, denotado por 0, es aquel cuyas componentes son todas iguales a cero:

0=(0,0,...,0) (6)

0.1.1. Espacios vectoriales

Los vectores son elementos de estructuras algebraicas denominadas espacios vectoriales.
Definicion: Un espacio vectorial sobre el cuerpo de los niimeros reales R es una terna
(V,+,-) donde V es un conjunto no vacio cuyos elementos se denominan vectores, junto

con dos operaciones binarias:

= Suma vectorial: 4+ : V x V — V| que asigna a cada par de vectores u,v € V un

vectoru+veV

= Producto por escalar: - : R x V — V| que asigna a cada escalar ¢ € R y vector

veVunvectorc-veV

Axiomas del espacio vectorial: Sean u, v y w vectores arbitrarios en V' y sean

c,d € R escalares. Entonces las operaciones deben satisfacer los siguientes ocho axiomas:
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Axiomas de la suma vectorial:

Al. u+ v =v + u (Conmutatividad)

A2, (u+v)+w=u+ (v+w) (Asociatividad)

A3. Existe un elemento 0 € V' tal que u+ 0 = u para todo u € V' (Elemento neutro)

A4. Para cada u € V, existe (—u) € V tal que u+ (—u) = 0 (Inverso aditivo)
Axiomas del producto por escalar:

M1. ¢(u+ v) = cu+ cv (Distributividad respecto a la suma de vectores)

M2. (¢ + d)u = cu + du (Distributividad respecto a la suma de escalares)

M3. ¢(du) = (cd)u (Asociatividad mixta)

M4. 1-u = u para todo u € V (Elemento unitario)

Ejemplo fundamental: El conjunto R™ con las operaciones de suma vectorial y pro-
ducto por escalar definidas componente a componente forma un espacio vectorial real de

dimensioén finita n. Especificamente:

(371,--~7£En)+(yl7-~~ayn) = ($1+y17"-7xn+yn) (7)

¢ (z1,... @) = (cxy,...,cxy) (8)

Este ejemplo es fundamental pues todo espacio vectorial real de dimensién finita n es

isomorfo a R™.

0.2. Combinaciones lineales

Una de las operaciones fundamentales en algebra lineal y especialmente ttil en estadis-
tica multivariada es la combinacion lineal de vectores, que permite generar nuevos vectores

a partir de un conjunto dado.

Un vector v es una combinacién lineal de los vectores vq, v, ..., v} si existen escalares
C1,Co, ..., C tales que:
V =0C1V] + Ve + - + LV 9)
Los escalares c1, ca, . .., ¢, son llamados los coeficientes de la combinacién lineal.
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-1
Consideremos los vectores vi = | 0| yva=] 1 | en R3.
-3
1
El vector v = | 2 | puede ser expresado como una combinacién lineal de estos vectores:
3
v = 3vy + 2vy
Comprobemos:
1 -1
3vi+2ve=3|0|+2]| 1
3 -3
3 -2 1
=0+ 2 |=1]2
9 —6 3

El resultado coincide con el vector v propuesto. Esto indica que v puede expresarse

como combinacion lineal de vy y v, con los coeficientes dados.

0.2.1. Independencia lineal

Un concepto estrechamente relacionado con las combinaciones lineales es el de inde-
pendencia lineal, que resulta fundamental para entender nociones como rango, base y
dimension, que a su vez son vitales en estadistica multivariada.

Un conjunto de vectores {vy,va, ..., vi} en un espacio vectorial V' se dice linealmente

independiente si la ecuacion:
C1Vi +cova+ -+ v =0 (10)

tiene como unica solucién ¢; = cg = --- = ¢, = 0.

Si existe otra solucion distinta a la trivial, entonces el conjunto se dice linealmente

dependiente.
1 0 2
Por ejemplo, consideremos los vectores vi = [0 |, vo=| 1 | yvs=[1] en R3.
2 —1 3

Verifiquemos si son linealmente independientes resolviendo: ¢1vy + cava + c3v3 = 0

82



A 0. Anexo de Algebra Lineal

1 0 2 0
c1 10| +c 1 +c3|1] =10
2 -1 3 0

Esto nos da el sistema de ecuaciones:

Cl+263:0
CQ+C3:0
261—02+363:0

De la primera ecuaciéon: ¢; = —2c¢3 De la segunda ecuacion: ¢, = —c3

Sustituyendo en la tercera ecuacion:
2(—263) - (—Cg) + 3C3 =0
—403 +c3 + 303 =0

0=0

Obtenemos una identidad 0 = 0, lo que significa que c3 puede tomar cualquier valor.
Si elegimos c3 = 1, entonces ¢; = =2y co = —1.
Por lo tanto, existe una solucién no trivial para el sistema, lo que demuestra que los

vectores son linealmente dependientes. De hecho, podemos expresar:

V3 = 2V] + Vy

0.2.2. Subespacio generado

El concepto de subespacio generado (o span) esta estrechamente relacionado con las
combinaciones lineales y es crucial en la comprension de las técnicas multivariadas.

El subespacio generado por un conjunto de vectores {vi,vs,..., vy} en un espacio
vectorial V| denotado por span{vy, va,..., v}, es el conjunto de todas las combinaciones

lineales posibles de estos vectores:
span{vy,ve,...,vi} ={aivi+ v+ -+ v eR i=1,2,... k} (11)

Propiedades importantes del subespacio generado:

= El span de cualquier conjunto de vectores es un subespacio vectorial de V'
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» Contiene al vector cero (tomando todos los coeficientes ¢; = 0)
= Es el menor subespacio que contiene a todos los vectores generadores

= Si los vectores {vy, Vs, ..., vy} son linealmente independientes, entonces forman una

base del subespacio generado

0.2.3. Proyeccién ortogonal

Para comprender completamente como se relacionan los vectores dentro de un subes-
pacio, es fundamental introducir el concepto de proyecciéon ortogonal, que permite des-

componer cualquier vector en componentes paralelas y perpendiculares a una direcciéon
dada.

Conceptos preliminares:

= Dos vectores u y v son ortogonales si su producto interno es cero: u-v = 0.

Geométricamente, esto significa que forman un angulo de 90°.

= Un vector w es paralelo a v si existe un escalar k£ € R tal que w = kv. Esto significa
que ambos vectores tienen la misma direccion (o direcciones opuestas si k < 0).
La proyecciéon ortogonal de un vector u sobre un vector no nulo v en R”, denotada por
proy,u, se define como:

u-v
proy,u = Wv (12)

donde u - v denota el producto interno euclidiano y ||[v||* = v - v es el cuadrado de la
norma de v.

Propiedades de la proyecciéon ortogonal:
» El vector resultante proy,u es paralelo a v, ya que es un multiplo escalar de v

= La diferencia u — proy,u es ortogonal a v, es decir:

(u —proy,u) - v=20 (13)

» Esta descomposiciéon permite escribir cualquier vector u como la suma de una com-

ponente paralela y una componente ortogonal a v:

u = proy,u + (u — proy,u) (14)
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Ejemplo:
3 1
Consideremos los vectoresu= | 2| yv= [ 1| en R3.
1 0

Calculemos la proyeccion de u sobre v:

u-v=3-142-141-0=5
v =124+ 12+ 0% =2

Por lo tanto:

El componente de u ortogonal a v es:

3 5/2
u—proy,u= |2 —|5/2
1 0
1/2
= | -1/2
1

Verificamos que este vector es efectivamente ortogonal a v:

1/2 , ,

_ : == 14+ (==)-141-0=0
1/2 L =3 +( 2) +

1 0

Esta descomposicion ortogonal es fundamental en el analisis de componentes principa-
les, donde se buscan direcciones ortogonales que maximicen la varianza proyectada de los

datos, y cada observacion se proyecta sobre estas direcciones principales para obtener sus
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coordenadas en el nuevo sistema de referencia.

0.2.4. Proceso de Gram-Schmidt

Definiciones preliminares:
Conjunto ortogonal: Un conjunto de vectores {vy, vy, ..., v} en R” se denomina

ortogonal si todos los vectores son mutuamente ortogonales, es decir:
v;-v; =0 paratodoi#j

Conjunto ortonormal: Un conjunto de vectores {uj, us,...,u;} en R” se denomina

ortonormal si:
1. Es ortogonal: u; - u; = 0 para todo 7 # j
2. Cada vector tiene norma unitaria: ||u;|| = 1 para todo i =1,2,...,k

El proceso de Gram-Schmidt es un método sistematico para convertir un conjunto de
vectores linealmente independientes en un conjunto ortogonal (y posteriormente ortonor-
mal). Este proceso es fundamental en muchos algoritmos numéricos utilizados en estadis-
tica multivariada, especialmente en la construcciéon de bases ortonormales necesarias para

técnicas como el PCA.

Ejemplo:
Dado un conjunto de vectores linealmente independientes {vq, vy, ..., vy}, podemos
construir un conjunto ortogonal {uy, uy, ..., u;} que genera el mismo subespacio mediante

el siguiente proceso:

u; = vy
Vo - U
Uy = Vo — uy
u; - uq
B V3 - up V3 - U
U3 = Vg — u; — U9
u - U - Uz

En general, para i =2,3,... k:

V’L -u.
u, =v; — Z : J‘uj (15)
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Para obtener un conjunto ortonormal, simplemente normalizamos cada vector:

u.
[l
1 1
Consideremos los vectores vi = | 0| y vao= | 1| en R3.
1 0
Aplicando el proceso de Gram-Schmidt:
1
u; =V = 0
1
Vo - ug
Uy = Vo — u;
u;-u
1
_ 1, 1-1+1-0+0-1 0
a 12402 412
1
1 ) 1 1/2
=11] == = 1
5 0
0 1 -1/2

Verificamos que u; y u, son ortogonales:

1 1

Para obtener vectores ortonormales:

1
up 1 0 0
el = — = —— ey
fwll V2 (]

1/2 1/2 1

Uy 1 { 1 { 1 5
e2: = = —_— = —_—
u 1 6 6

ol 414 ~1/2 Vi ~1/2 1
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0.3. Matrices y transformaciones lineales

Las matrices son fundamentales en algebra lineal y estadistica multivariada, ya que per-
miten representar datos multidimensionales, transformaciones lineales, sistemas de ecua-

ciones, y muchas otras estructuras y operaciones.

0.3.1. Definicién y notaciéon

Una matriz es una funcion A : {1,2,...,m} x{1,2,...,n} — R que asigna a cada par
ordenado (7, j) un ntmero real A(7, j), cominmente denotado como a;;.
Representacion: Esta funcion se representa mediante un arreglo rectangular de ni-

meros reales organizados en m filas y n columnas de la forma:

ai; Qa2 - Qip
21 Q22 -+ Q2pn

A= 7 . (17)
Am1 Qm2 * Amp

donde a;; representa el elemento ubicado en la fila ¢ y columna j de la matriz, correspon-
diente al valor A(i, ) de la funcion.

Una matriz de tamano m x n tiene m filas y n columnas.

0.3.2. Tipos especiales de matrices

Antes de caracterizar tipos especificos de matrices, es fundamental definir la operacion
de transposicion:
Sea A = (a;;) € R™™ una matriz. La matriz transpuesta de A, denotada por A, es

la matriz de dimensiones n x m definida por:
T
Al = (aji)nxm

Es decir, el elemento en la posicion (i, j) de AT es el elemento en la posicién (j,i) de A.
Formalmente: (AT);; = aj;.
Interpretacion geométrica: La transposicion refleja la matriz respecto a su diagonal

principal, intercambiando filas por columnas.

Ejemplo: Si A =

w N =
S Ot

1 2 3
, entonces AT =
4 5 6
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Propiedades de la transposicion:

. (AT = A

» (A+B)T = AT + BT

s (cA)T = cAT para cualquier escalar ¢ € R

» (AB)T = BT AT (inversion del orden en el producto)

Con esta definicion, ahora se puede caracterizar los tipos especiales de matrices:

» Matriz cuadrada: Una matriz con igual nimero de filas y columnas (m = n).

» Matriz diagonal: Una matriz cuadrada en la que todos los elementos fuera de la

diagonal principal son cero, es decir, a;; = 0 para i # j.

d 0 - 0
0 do -+ 0

=|. . . . (18)
0 0 --- d,

= Matriz identidad: Una matriz diagonal cuyos elementos diagonales son todos igua-

les a 1, denotada I,, o simplemente I.

0 -0
0 0 - 1

Propiedad fundamental: Al, = [,,A = A para cualquier matriz A € R"™*"

(elemento neutro del producto matricial).

» Matriz triangular superior: Una matriz cuadrada donde todos los elementos por

debajo de la diagonal principal son cero: a;; = 0 para i > j.

» Matriz triangular inferior: Una matriz cuadrada donde todos los elementos por

encima de la diagonal principal son cero: a;; = 0 para i < j.

» Matriz simétrica: Una matriz cuadrada A tal que A = AT es decir, a;; = a;; para

todos los indices 1, j.
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» Matriz antisimétrica (o hemisimétrica): Una matriz cuadrada A tal que A =
— AT es decir, a;; = —a;; para todos los indices 1, j.
0.3.3. Operaciones con matrices

Suma de matrices

Sean A = (a;;) y B = (b;;) dos matrices de dimensiones m x n. La suma de Ay B,

denotada por A + B, es la matriz C' = (¢;;) de dimensiones m x n definida por:
¢ij =a;j+b;; paratodoie{l,2,...,m}yje{l,2,...,n}

Propiedades de la suma:

Conmutatividad: A+-B=B+ A

Asociatividad: (A+B)+C =A+ (B+C)

Elemento neutro: Existe la matriz cero O tal que A+ 0O = A

Elemento opuesto: Para cada matriz A existe —A tal que A+ (—A) = O

Producto por escalar

Sea A = (a;;) una matriz de dimensiones m x n y sea k € R un escalar. El producto
por escalar k- A, denotado simplemente como kA, es la matriz B = (b;;) de dimensiones

m x n definida por:
bij="k-a; paratodoie{1,2,....,m}yje{l,2,....,n}

Propiedades del producto por escalar:
» Distributividad: k(A+ B)=kA+kBy (k+1)A=kA+ 1A
» Asociatividad: k(lA) = (kl)A

» Elemento unitario: 1- A=A

Producto de matrices

Sean A = (a;;) una matriz de dimensiones mxpy B = (by;) una matriz de dimensiones

p x n. El producto matricial AB es la matriz C' = (¢;;) de dimensiones m x n definida
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por:

p
Cij :Zaikbkj para todo i € {1,2,....,m}yj€e{1,2,...,n}
k=1

El producto AB esta definido si y solo si el niimero de columnas de A es igual al nimero
de filas de B.

Propiedades del producto matricial:
» Asociatividad: (AB)C = A(BC) (cuando los productos estan definidos)
» Distributividad: A(B+C)=AB+ ACy (A+ B)C = AC + BC

» No conmutatividad: En general, AB # BA (incluso cuando ambos productos

existen)

= Elemento neutro: Al, = I,,A = A para matrices compatibles

0.3.4. Matriz inversa

Sea A una matriz cuadrada de orden n. Una matriz A~! de orden n se denomina

matriz inversa de A si satisface:
AA =A"tA=1,
donde I,, es la matriz identidad de orden n.

Existencia y unicidad

» Una matriz cuadrada A es invertible (o no singular) si y solo si det(A) # 0
» Una matriz cuadrada A es singular si det(A) = 0 y por tanto no tiene inversa

= Si existe, la matriz inversa es tinica

Propiedades de la matriz inversa

Para matrices invertibles A y B de orden apropiado:

a. Unicidad: Si A es invertible, entonces A~! es tinica
b. Involucién: (A71)"1=A

c. Producto: Si Ay B son invertibles, entonces AB es invertible y (AB)™! = B71A™!
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d. Transposicion: Si A es invertible, entonces A” es invertible y (A”)™! = (A~1)T

e. Potencias: (A7) = (A")~! para cualquier entero positivo n

La matriz inversa es fundamental para resolver sistemas de ecuaciones lineales, cal-
cular la distancia de Mahalanobis, y en la estimacion de parametros mediante minimos

cuadrados.

0.3.5. Determinante

El determinante es una funciéon que asigna a cada matriz cuadrada un escalar y pro-
porciona informacién sobre si la matriz es invertible.

Para una matriz A de tamano 2 x 2:

a1; a2

det(A) = det [ ] = (11022 — A12021 (20)

Qg1 Q22
Para matrices de mayor tamano, el determinante se puede calcular utilizando expan-

siones por cofactores o menores.

Propiedades del determinante
a. det(l,) =1
b. det(AB) = det(A) det(B)
c. det(AT) = det(A)
d. Si A es invertible, entonces det(A™!) = #(A)

e. Una matriz A es invertible si y solo si det(A) # 0

0.3.6. Rango de una matriz

El rango de una matriz mide la dimension efectiva de la informacién que contiene,
siendo un concepto fundamental en estadistica multivariada para comprender la dimen-
sionalidad de los datos.

El rango de una matriz A, denotado por rango(A), es el ntimero maximo de filas (o

columnas) linealmente independientes de A.
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Propiedades del rango:

a. rango(A) < min(m,n) para una matriz A de tamano m X n.
b. rango(A) = rango(AT)

c. Si A es una matriz cuadrada de tamano n X n, entonces A es invertible si y solo si

rango(A) = n.

0.4. Valores y vectores propios

Los valores y vectores propios constituyen uno de los conceptos méas fundamentales del
algebra lineal, con aplicaciones cruciales en estadistica multivariada. Estas herramientas
son la base teodrica de técnicas como el analisis de componentes principales, anéalisis fac-
torial y analisis discriminante, permitiendo la identificaciéon de direcciones principales de

variabilidad en conjuntos de datos multidimensionales.

0.4.1. Definiciones fundamentales

Sea A € R™"™ una matriz cuadrada. Un escalar A € R se denomina valor propio de

A si existe un vector no nulo x € R" tal que:
Ax = dx (21)

Un vector x # 0 que satisface esta ecuacion se llama vector propio de A correspondiente
al valor propio A.

Un vector propio de una matriz A es un vector que, al ser transformado por A, resulta
en un multiplo escalar de si mismo. La matriz A “estira” o “comprime” el vector por un

factor A, pero no cambia su direccion (excepto posiblemente por una reflexion si A < 0).

0.4.2. Caracterizacién algebraica

De la ecuacién caracteristica Ax = A\x, se obtiene:

Ax —x =0 (22)
Ax — A,x=0 (23)
(A=A,)x=0 (24)
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Para que exista un vector no nulo x que satisfaga (A — AI,,)x = 0, es necesario que la

matriz (A — Al,,) sea singular, es decir:
det(A—\,,) =0 (25)

Esta ecuacion se conoce como la ecuacién caracteristica de A.
El polinomio p(\) = det(A—AI,) se denomina polinomio caracteristico de la matriz

A. Sus raices son los valores propios de A.

0.4.3. Espacios propios

Sea A un valor propio de la matriz A. El espacio propio asociado a A\, denotado por

E\, se define como:
Ey=Nul(A—-\,) ={xeR": (A—-\,)x=0} (26)

Propiedades del espacio propio:

= [/, es un subespacio vectorial de R"”

= Todo vector no nulo en E) es un vector propio asociado a A

= La dimension de F) se llama multiplicidad geométrica de A

» dim(E)) > 1 para todo valor propio A

Ejemplo:
Consideremos la matriz:
3 2 4
A=12 0 2
4 2 3
2
Verifiquemos si x; = [1| es un vector propio de A.
2
Calculando Ax;:
3 2 4| |2 16 2
AXl =12 0 2 1| = 8 =8 1 —8X1
4 2 3| |2 16 2
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Por lo tanto, x; es un vector propio de A con valor propio asociado A\ = 8.

1
Para contrastar, consideremos x, = |1
1
3 41 |1 9
Axo =12 0 2| |1]| = |4
4 2 1 9
9 1
Como no existe un escalar \ tal que [4| = X [1], el vector x5 no es un vector propio
9 1

de A.

0.4.4. Algoritmo para encontrar valores y vectores propios

1. Plantear la ecuacion caracteristica: det(A — AI,,) =0
2. Resolver el polinomio caracteristico para encontrar los valores propios \;
3. Para cada valor propio \;, resolver el sistema homogéneo (A — \;1,,)x =0

4. Los vectores solucién (no nulos) constituyen una base del espacio propio E),

Los valores y vectores propios de la matriz de covarianza de un conjunto de datos
proporcionan las direcciones de méaxima variabilidad (vectores propios) y la magnitud de

esa variabilidad (valores propios), fundamentos del analisis de componentes principales.

0.5. Producto punto y propiedades geométricas

El producto punto es una operacion fundamental que permite cuantificar conceptos geo-
métricos como longitud, angulos y ortogonalidad en espacios vectoriales. Esta herramienta
es esencial para comprender las propiedades métricas que sustentan muchas técnicas de

estadistica multivariada.
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Uq U1
U2 U2
Dados los vectoresu=| | yv=| | en R" el producto punto se define como:
Up, Up
n
(u,v) :LI'V:Z'LQUZ':U101+U2?]2+"'+Un1)n (27)

i=1

Propiedades del producto punto

El producto punto cumple las siguientes propiedades:

a. u-v =v-u (Conmutatividad)

b. u-(v+w)=u-v+u-w (Distributividad respecto a la suma)

c. (cu)-v=c(u-v)=u-(cv) (Homogeneidad respecto al producto por escalar)
d. u-u >0 (No negatividad)

e. u-u=0<« u=0 (Positiva definida)

0.6. Longitud o norma de un vector

La longitud o norma de un vector v en R" se define como:

IVl = Vv v = \Jo? 403 402 (28)

También podemos expresar:
vIF=v-v (29)

Propiedades de la longitud de un vector:
L |vl=0<v=0
2. ||lev]| = |e|||v]| para cualquier escalar ¢

3. [[lu+v| <|lul| + [|v] (Desigualdad triangular)
3

Consideremos el vector v = | 4 | en R3.
0
Lanorma de v es: [|[v|]| = o} +v3+ 03 =v32+42+02=+/9+16+0=+25=5
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0.6.1. Angulo entre vectores

El producto punto nos permite calcular el &ngulo formado por dos vectores no nulos.
Siu y v son vectores no nulos en R, el d&ngulo # entre ellos es el tnico valor en el
intervalo [0, 7] que satisface:
u-v

cos(0) (30)

~ allfiv]

De esta definicion se desprenden algunos casos especiales importantes:

1. Siu-v =0, entonces cos(f) = 0, lo que implica § = 7. En este caso, decimos que

los vectores son ortogonales (perpendiculares).

2. Si u-v = |[uf][v], entonces cos(f) = 1, lo que implica § = 0. En este caso, los

vectores tienen la misma direccion.

3. Siu-v = —|ufl||v]], entonces cos(f) = —1, lo que implica § = 7. En este caso, los

vectores tienen direcciones opuestas.

1 0
Consideremos los vectoresu= [0 | yv=|[1] en R3.
0 0

El producto puntoes: u-v=1-0+0-14+0-0=0
Las normas son: |ul| = v124+02+02=1|v||=v02+124+02=1
Por lo tanto: cos(#) = Tarter =0

Esto implica que 6 = 7 = 90, lo que confirma que los vectores son ortogonales, como

era de esperar para los vectores unitarios en la direccion de los ejes = e y.

0.6.2. Desigualdad de Cauchy-Schwarz

Una de las desigualdades més importantes en algebra lineal, que relaciona el producto
punto con las normas de los vectores, es la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Para cualesquiera vectores u y v en R™:
[u-v| < fluflf]v] (31)

con igualdad si y solo si uno de los vectores es miltiplo escalar del otro (son linealmente
dependientes).
Esta desigualdad es fundamental en muchas demostraciones y aplicaciones, incluidas

las relacionadas con estadistica multivariada.
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