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Descripcion

El trabajo tiene origen en el analisis de las tareas digitales que, como resultado del auge actual de la
tecnologia, han venido desarrollando las editoriales colombianas y el Ministerio de Educacion Nacional
para el area de matematicas y, en particular, para geometria. En el analisis realizado se evidenci6 que las
tareas encontradas carecian de elementos que promovieran la argumentacion y la conjeturacion en
geometria, por tal motivo se proyectdé como objetivo principal de nuestro trabajo el determinar qué
caracteristicas debian tener las tareas digitales de geometria para favorecer estos procesos. Para tal
efecto, se desarrollaron, implementaron y analizaron un conjunto de tareas digitales de geometria con un
grupo de estudiantes de grado séptimo de un colegio distrital. Nuestra propuesta se desarroll6 asociada al
grupo de investigacion de Aprendizaje y Ensefanza de la Geometria £-G de la Universidad Pedagogica
Nacional en la linea de Argumentacion y Prueba en Geometria.
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Contenidos

El documento esta dividido en ocho capitulos. EI primer capitulo incluye la introduccion del trabajo en
donde se presenta la estructura del documento de manera general. En el segundo se presenta la
delimitacion del problema que se pretende resolver a partir de esta investigacion; en particular, se
incluyen los intereses que dieron lugar a este trabajo, la justificacion y los objetivos general y especificos
de la propuesta.

En el tercer capitulo se hace referencia a algunos antecedentes investigativos relacionados con los
intereses de nuestra propuesta, especificamente el uso de las TIC en clases de geometria y estudios que
relacionan los esquemas de argumentacion con el uso de los SGD. En el cuarto capitulo se presentan los
referentes tedricos que permitieron fundamentar el disefio y analisis de las tareas, algunos de estos son la
teoria de la variacion, la actividad demostrativa y los ambientes virtuales de aprendizaje.

En el quinto capitulo se da cuenta de los aspectos metodoldgicos tenidos en cuenta para desarrollar la
propuesta, como lo son la perspectiva investigativa donde se menciona que nuestra investigacion es un
estudio de casos, el contexto educativo en el que se aplico el estudio, la descripcion de las tareas
implementadas, la caracterizacion del proceso de recoleccion de informacion y las categorias definidas
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para realizar el analisis. En el sexto capitulo se incluyen las transcripciones del trabajo realizado por los
estudiantes y su respectivo andlisis y clasificacion de acuerdo a las categorias definidas. En el séptimo
capitulo se realiza un analisis global de los resultados obtenidos por cada estudiante al aplicar las tareas.
Finalmente, en el octavo capitulo se presentan las conclusiones de la investigacion, haciendo énfasis en
el analisis comparativo de los estudiantes, la caracterizacion de las tareas aplicadas, el logro de los
objetivos planteados y el planteamiento de algunas proyecciones investigativas que se podrian derivar de
este trabajo.

Metodologia

Para el desarrollo de este trabajo de grado se eligio trabajar con tres referentes que permitieron
fundamentar nuestra propuesta, (i) Las TIC en clases de geometria, de donde determinamos que el
disefio de los applets se realizaria en GeoGebra y serian dispuestos en la plataforma de aprendizaje
Moodle del colegio; (ii) la teoria de la variacién (Orgill, 2012) y la adaptacion a las tareas digitales de
geometria con apoyo de los SGD propuestas por Leung (2003, 2008), Leung y Yip-Cheung (2006), en
particular de esta teoria tomamos las funciones de la variacion para fundamentar el disefio de las tareas
y, (iii) la actividad demostrativa, los procesos de conjeturacién y argumentacion, donde ademas de elegir
gue entenderiamos la argumentacion como lo hacen Harel y Sowder (1998) y adoptamos los esquemas
de argumentacion propuestos por ellos y adaptados por Flores (2007).

En este apartado indicamos la perspectiva investigativa del trabajo desarrollado que se corresponde con
un estudio de casos llegado a cabo en una institucion educativa distrital, asi que también fue descrito el
contexto educativo en donde fueron implementadas las tareas disefiadas y recolectados los datos con tres
estudiantes, claro esta, no sin antes haber realizado pruebas piloto.

Presentamos la secuencia de tareas digitales disefiadas y un andlisis de cada una de ellas, posteriormente,
mencionamos la manera en que elegimos realizar la recoleccion de los datos y, finalmente, se presentan
las categorias con las que se realizé el andlisis de los datos recolectados.

Conclusiones

La teoria de variacion indica que uno de los objetivos de la educacion consiste en ayudar a los alumnos a
experimentar fendmenos de manera poderosa (Orgill, 2012). Atendiendo a este planteamiento, el disefio
de las tareas buscaba promover el acercamiento a fendmenos geométricos de manera poderosa por parte
de los alumnos. En los resultados obtenidos observamos que este objetivo se cumplié en el caso del
estudiante que ejecutd variedad de arrastres enmarcados en todas las funciones de variacion y con una
alta frecuencia, lo cual derivd en la produccion de multiples argumentos, muchos de ellos muy
acertados; ademas, el proceso de resolucion de este chico le llevé a descubrir relaciones presentes en las
tareas estudiadas y que no habiamos contemplado como posibles respuestas. Esto mismo ocurrid,
aunque en menor medida en el caso de una segunda estudiante, a quien la variedad de arrastres la
condujo a argumentos correctos o parcialmente correctos en muchos casos.

Encontramos también que las tareas lograron promover variedad de argumentos, los cuales se basan en
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la ejecucién de diferentes modalidades de arrastre y el desarrollo de diferentes funciones de variacion.
Cuando hubo ausencia de dichas modalidades y funciones, disminuyé la cantidad de argumentos
desarrollados por los alumnos, asi como su validez e importancia dentro de la resolucion de la tarea

Asi mismo, si bien las tareas se planearon para el desarrollo de la argumentacion individual, vimos que
esta se potencid cuando se interactuaba con otra persona, en este caso el docente. En la intervencion de
los profesores se vieron potenciados los argumentos que producian los alumnos, aunque su participacion
fue basicamente para cuestionarlos e intentar aclarar sus respuestas para efectos del estudio realizado.
Por tal motivo, destacamos que el papel del profesor sigue siendo importante, aungue se propongan
tareas digitales como las sefialadas en este trabajo.

Otro de los aspectos a destacar de las tareas estd relacionado con la herramienta para GeoGebra
desarrollada en este trabajo: Mostrar huella. En el trabajo realizado por dos de los estudiantes, el uso de
esta herramienta fue importante para lograr visualizar el lugar geométrico que cumplia la condicion
explorada. De hecho, el uso de la herramienta les permitié a los estudiantes ejecutar las modalidades de
arrastre de nivel intermedio que evidenciaron mayor dificultad para los alumnos. Adicionalmente, en el
caso de dos de los estudiantes observados, la herramienta les permitié construir un lugar geométrico a
partir de los puntos que conformaban la trayectoria resultante. ES necesario destacar que esto es algo que
no permite desarrollar la opcién Mostrar Rastro que trae el programa GeoGebra por defecto y que,
incluso, el lugar geométrico que provee esta opcion se puede borrar facilmente.

Se contemplaron cuatro objetivos especificos relacionados con (1) el desarrollo de una revisién
bibliografica para fundamentar el disefio y la evaluacion de tareas que promovieran la elaboracion de
conjeturas y la argumentacion, (2) el disefio de dichas tareas digitales con GeoGebra, (3) la
implementacion de las tareas mencionadas con un grupo de estudiantes de grado séptimo y (4) la
descripcion de las caracteristicas de las tareas digitales de geometria que promueven los procesos
mencionados.

En cuanto al primer objetivo, hemos concluido que las modalidades de arrastre propuestas por Arzarello
et al.(2002), las funciones de variacion adaptadas a la Educacién Matematica por Leung (2003, 2008) y
Leung y Yip-Cheung (2006) y los esquemas de argumentacién retomados por Flores (2007) del trabajo
de Harel y Sowder (1998), resultaron ser una combinacion Gtil para el desarrollo y analisis de las tareas
pues se observo que la relacion entre las modalidades y las funciones, con base en la cual se disefiaron
las tareas, potenci6 la elaboracion de variedad de argumentos en los alumnos. En relacién con los
objetivos dos y tres, concluimos que el software GeoGebra permitio disefiar tareas, que no correspondian
a los problemas abiertos planteados por estos autores, pero que promovieron la variedad de modalidades
de arrastre propuesta por ellos y, por ende, que desarrollaran las funciones de variacion en los
estudiantes seleccionados, dando cabida a la elaboracion de los diferentes tipos de argumentos que,
muchas veces, se identificaban en las respuestas que ellos ingresaban en el software y quedaban
registradas en Moodle.

Para finalizar este apartado, y en relacion con el cuarto objetivo, mencionaremos algunas caracteristicas
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de las tareas digitales de geometria propuestas que fueron claves para promover la elaboracion de
conjeturas y argumentos. En primer lugar, estas tareas deben darles la posibilidad a los estudiantes de
experimentar la variacion para descubrir variantes e invariantes y, en consecuencia, tener acceso a los
fendmenos geométricos involucrados que los aproximen a los conceptos o propiedades sobre los que se
espera que aprendan, lo cual se puede lograr a través de diversas modalidades de arrastre. En segundo
lugar, las tareas deben proveer algun grado de retroalimentacion al que se debe dirigir la atencion de los
estudiantes y que les dé respuestas sobre la validez de lo que estan conjeturando o argumentando.
Particularmente, este segundo aspecto lo vimos potenciado en nuestras tareas cuando los alumnos debian
lograr que una figura cumpliera unas ciertas condiciones para avanzar a la siguiente etapa (como en la
tarea 3 — etapa 8). Asi mismo, las tareas deben permitir el desarrollo de respuestas de tipo abierto, en las
gue los alumnos puedan expresar sus argumentos, ya gue vimos que este tipo de preguntas permiten dar
cuenta real de los procesos desarrollados por los estudiantes a diferencia de las de seleccion multiple. Y,
por Gltimo, que el alumno tenga la posibilidad de revisar y corregir sus respuestas en etapas previas, pues
esto facilita que establezca relaciones entre las diferentes etapas de las tareas 0 que cuestione
constantemente sus respuestas.

Elaborado por: Manrique Pérez Viviana Elena; Medina Meléndez Irwin Jamid

Revisado por: Sua Flérez Camilo

Fecha de elaboracion del Resumen:
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1. INTRODUCCION

El presente documento es el resultado de un trabajo de grado desarrollado en el programa de
Maestria en Docencia de la Matematica de la Universidad Pedagogica Nacional. El trabajo
tiene origen en el andlisis de las tareas digitales que, como resultado del auge actual de la
tecnologia, han venido desarrollando las editoriales colombianas y el Ministerio de Educacion
Nacional para el area de matemaéticas y, en particular, para geometria. En el andlisis
mencionado se evidencio que las tareas encontradas carecian de elementos que promovieran la
argumentacion y la conjeturacion en geometria, por tal motivo se proyectd como objetivo
principal de nuestro trabajo determinar qué caracteristicas debian tener las tareas digitales de
geometria para favorecer estos procesos. Para tal efecto, se desarrollaron, implementaron y
analizaron un conjunto de tareas digitales de geometria con un grupo de estudiantes de grado
séptimo. Nuestra propuesta se desarroll6 asociada al grupo de investigacion de Aprendizaje y
Ensefianza de la Geometria A-G de la Universidad Pedagdgica Nacional en la linea de

Argumentacion y Prueba en Geometria.

El documento esta dividido en ocho capitulos, siendo esta introduccion el primero. En el
segundo capitulo se presenta la delimitacion del problema que se pretende resolver a partir de
esta investigacion; en particular, se incluyen los intereses que dieron lugar a este trabajo, la
justificacion y los objetivos general y especificos de la propuesta. En el tercer capitulo se hace
referencia a algunos antecedentes investigativos relacionados con los intereses de nuestra
propuesta. En el cuarto capitulo se presentan los referentes tedricos que permitieron
fundamentar el disefio y andlisis de las tareas. En el quinto capitulo se da cuenta de los aspectos
metodoldgicos que se tuvieron en cuenta para desarrollar la propuesta, como lo son la
perspectiva investigativa, el contexto educativo en el que se aplico el estudio, la descripcién de
las tareas implementadas, la caracterizacion del proceso de recoleccién de informacién y las
categorias definidas para realizar el analisis. En el sexto capitulo se incluyen las transcripciones
del trabajo realizado por los estudiantes y su respectivo analisis. En el séptimo capitulo se
realiza un analisis global de los resultados obtenidos por cada estudiante al aplicar las tareas. En
el octavo capitulo se presentan las conclusiones de la investigacion, haciendo énfasis en el

analisis comparativo de los estudiantes, la caracterizacion de las tareas aplicadas, el logro de los



objetivos planteados y el planteamiento de algunas proyecciones investigativas que se podrian
derivar de este trabajo.

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

En este capitulo se presentan los aspectos que dieron lugar al planteamiento del problema de
investigacion de la presente propuesta, estos son: la descripcion y formulacion del problema
que se pretende abordar en este trabajo; la justificacion, en la que se describe la importancia de
desarrollar esta propuesta; y, por ultimo, el objetivo general y los objetivos especificos

propuestos para desarrollar el trabajo.

2.1.  Descripcion y formulacion del problema de investigacion
La presente propuesta tiene origen en algunas inquietudes que han surgido en nuestros &mbitos
laborales, el sector editorial y el contexto escolar, relacionadas con la transicion del libro de
texto en papel al libro de texto digital y con las tareas que promueven la formulacion de

conjeturas y la argumentacion en geometria, respectivamente.

En relacion con el libro de texto, cabe sefialar que, aunque no existe uniformidad de opiniones
respecto a su potencialidad para la educacion (Gonzalez, 2009), durante mucho tiempo este ha
sido un recurso presente en las instituciones educativas. En la actualidad, como consecuencia
del auge de la tecnologia, aparece el libro de texto digital que, segin diversos estudios, podria
reemplazar en los préximos afios al libro de texto tradicional en papel, de manera casi definitiva
(Romero, 2011). En particular, en Colombia se han desarrollado recientemente algunas
propuestas de material digital por parte de las editoriales y del Ministerio de Educacién
Nacional [MEN]. Sin embargo, al realizar una revision de algunas de estas propuestas,
encontramos que estas no aprovechan la interactividad y el dinamismo de los recursos digitales
para proponer tareas que promuevan diferentes procesos en los estudiantes, especificamente, el
desarrollo de conjeturas y la argumentacion. En su lugar, en general resultan ser una

reproduccion de las tareas que se presentan en el libro de texto en papel.



La revision sefialada se realiz6 sobre 36 tareas digitales' de geometria para grado séptimo,
desarrolladas por las editoriales Santillana y Norma en las series Los Caminos del Saber y
Avanza Matematicas, respectivamente, y por el Ministerio de Educacion Nacional en el
proyecto Contenidos para aprender. A partir de dicha revision, clasificamos las tareas en las
tres tipologias que se muestran en la Tabla 1. En cada caso incluimos un ejemplo de las tareas
revisadas, que ilustra lo que hemos observado. En la Tabla 2 se presenta la distribucion de las
tareas revisadas de acuerdo a las tipologias definidas.

Tabla 1. Tipos de tareas digitales observadas en la revision.

Tipo de tarea digital Ejemplo

Relacionar: Tareasenlas | En esta tarea del libro Los Caminos del Saber, Matematicas 7, el
que se le pide al estudiante | estudiante debe relacionar cada poliedro con su nombre y su descripcion
que relacione diferentes correcta.

elementos bajo algun
criterio especifico. Por
ejemplo, nombres de
objetos geométricos con su @ —- osaedo ina e e
representacion y su

definicion. @ - e e
@ —> Dodecagdro — 3“5555;;5:‘;:2 s0n
@ - > =
- e prer)

WiCio | | |CORREGIE ] § [FINALIZAR,

Poliedros regulares O IMERIMIR

T ;Conoces los cinco poliedros regulares?

La tarea requiere recordar el nombre del poliedro e identificar sus
propiedades. Sin embargo, al estudiante no le es posible realizar una
exploracion sobre las representaciones u otra accion que le facilite
verificar las propiedades de los objetos estudiados. Por lo tanto, la tarea
no promueve acciones que le permitan al estudiante convencerse de que
su respuesta es 0 no verdadera.

Completar: Tareasen las | En esta tarea del proyecto Contenidos para aprender, el estudiante debe
que el alumno debe completar los espacios con las abreviaturas 0 medidas equivalentes que
escribir larespuestaa una | se solicitan.

pregunta o el valor faltante

La tarea exige recordar la abreviatura de las unidades de medida y hacer

! Como se menciona en el apartado 4.2.5 del Marco tedrico del presente trabajo, una tarea digital es aquella que se
propone haciendo uso de algun tipo de material digital. En el caso de las tareas revisadas, se trata de tareas que se
presentan en un “libromedia” en DVD o en una plataforma educativa a la que se accede a través de Internet y que
tienen las caracteristicas que se sefialan en la Tabla 1.



en una igualdad.

un célculo (en lapiz y papel o con calculadora) para hallar la
equivalencia en litros. Luego, registrar las respuestas obtenidas.

M ¢Como cambian las unidades de capacidad?

CONTENIDG.

Actividad 1

Escriba de manera abreviada las siguientes expresiones.
Para las cifras decimales utilizar la coma

S EQUIVALENCIA
EXPRESION ABREVIATURA

DIEZ GALONES )
DE AGUA 15 deagua | Lt
OCHO GALONES — ‘
DE JUGO 8| dejugo | Lt
CATORCE GALONES = N
DEGasoLNa 14 degasolina | Lt

El estudiante recibe una sefial que le indica si sus respuestas son
correctas 0 incorrectas. Sin embargo, la tarea no proporciona
retroalimentacién que le ayude a desarrollar un procedimiento para
obtener las respuestas y tampoco promueve alguna accién de
justificacion de las mismas.

Seleccionar: Tareas en las
que el estudiante debe
seleccionar la respuesta
correcta entre varias
posibles.

En esta tarea del libro Avanza Matematicas 7, el estudiante debe elegir la
opcidn correcta para cada enunciado, entre las posibles respuestas, las
cuales son verdadero o falso.

Determina si cada afirmacion es verdadera o falsa.

Dos poligonos con diferente numero de vértices no pueden ser semejantes.
@ Verdadero

Falso

Para que dos poligonos sean semejantes deben estar en la misma posicién.

Verdadero

@ Falso

La preimagen de una rotacion es semejante con su imagen.
@ Verdadero

Falso

Aungue el estudiante debe tomar una postura respecto al valor de verdad
de las proposiciones, la tarea no promueve acciones que le permitan
fundamentar su postura. Los enunciados no estan acompafiados de
representaciones que puedan ser manipuladas o enriquecidas por el
estudiante para explorar sus ideas. En ese sentido, el estudiante podria
responder al azar y no construir razones para justificar sus respuestas.

Tabla 2. Distribucién de las tareas digitales en las tipologias definidas.

Tipo de tarea |

Relacionar | Completar | Seleccionar




|  Cantidad de tareas | 8 | 20 | 8 |

Como se puede ver, las tareas digitales encontradas aprovechan de manera poco eficaz las
caracteristicas propias del material digital, para promover la experiencia matematica del
estudiante y apoyar el desarrollo de conjeturas y la argumentacion en geometria. De hecho, las
tareas no requieren que los estudiantes realicen algin proceso distinto a los que se pueden hacer
con lapiz y papel y no permiten que se identifiqguen propiedades o relaciones en las
representaciones de los objetos geométricos. En conclusion, en ninguno de los tres casos, lo que
el material digital le proporciona al estudiante favorece que él haga una exploracion para tener
evidencias que fundamenten su respuesta. No obstante, lo que si se logra con estas tareas es una
respuesta inmediata respecto a la validez o no de las respuestas.

En relacion con la argumentacion y el desarrollo de conjeturas, nos enfocamos en estos procesos
porque en nuestra experiencia como docentes hemos notado que los estudiantes no estan
acostumbrados a construir las razones que les ayudan a convencerse de sus respuestas. En su
lugar, los alumnos tienden a dar respuestas sin estar seguros de las mismas. En consecuencia,
volviendo a las tareas anteriores, consideramos que estas no le proveen al estudiante experiencias
0 recursos que le permitan formular hipétesis y auto convencerse de sus ideas o descartarlas. En
ese sentido, no promueven el desarrollo de conjeturas y la argumentacion?. Estas situaciones
abren posibilidades para la actividad de investigacién en Educacion Matematica, especificamente
para el disefio de tareas digitales que permitan el desarrollo de estos procesos en geometria.

Desde nuestro punto de vista, el material digital consultado deberia brindar un entorno para la
exploracion que permita hacer explicito lo que varia y lo que se mantiene invariante para
reconocer propiedades. De esta forma seria posible promover la experimentacion y, asi mismo,
la conjeturacion y la argumentacion a traves de este material. Esto coincide con lo planteado
por autores como Leung (2003), quien sefiala que existe una dificultad en el aprendizaje de las

matematicas, ya que los alumnos deben realizar una especie de “animacion mental” de las

? Para realizar esta afirmacién nos basamos en las definiciones de conjeturacién y argumentacion planteadas en el
marco tedrico del presente trabajo (apartado 4.3.). La conjeturacion es el proceso de la Actividad Demostrativa que
tiene como finalidad la elaboracién de un enunciado general o conjetura, mientras que la argumentacion es el
conjunto de razones que conducen al auto convencimiento y la persuasion individual respecto a la validacion de una
conjetura.



representaciones de los objetos matematicos para comprenderlos; a esta actividad el autor la
denomina dinamismo implicito y requiere de cierta experticia que los aprendices no tienen. El
objetivo de dicha animacion es evidenciar variantes e invariantes, para identificar propiedades.
Sin embargo, este suele ser un proceso de pensamiento sin apoyo en representaciones fisicas y

que, en consecuencia, no permite la experimentacion concreta.
De acuerdo con el problema descrito, planteamos la siguiente pregunta de investigacion:

¢Qué caracteristicas de las tareas digitales de geometria contribuyen a promover la
conjeturacion y la argumentacion en los estudiantes?

Suponemos que, tal y como lo menciona Leung (2003), estas tareas deben proveer una realidad
fisica en la que se puedan explorar los objetos geométricos, mediante la interactividad y el
dinamismo, para favorecer la conjeturacion y la argumentacién gracias a la exploracion y la
visualizacion que permite identificar qué aspectos criticos varian y cuales se mantienen

invariantes.

2.2. Justificacion
Realizar una propuesta de tareas digitales que promuevan el desarrollo de conjeturas y la
argumentacion en geometria es importante porque, como se sefiala en los Estandares en
Matematicas del MEN (2006), uno de los procesos generales de la actividad matematica, que
explicitan lo que significa ser matematicamente competente, es “usar la argumentacion, la
prueba y la refutacion, el ejemplo y el contragjemplo, como medios de validar y rechazar
conjeturas, y avanzar en el camino hacia la demostracion” (MEN, 2006, p. 51). Asi mismo,
porque la educacion matematica debe contribuir a la formacion de valores democraticos, lo
cual se puede lograr con actividades que impliquen tomar decisiones informadas, proporcionar

justificaciones razonables o refutar las aparentes y falaces.

Adicionalmente, nuestra propuesta coincide con los intereses de algunas investigaciones
desarrolladas por la comunidad de educadores matematicos en las Ultimas décadas, en las
cuales se han estudiado los procesos de conjeturacion y argumentacion, sus vinculos con la
demostracion en la clase de matematicas y el papel de los medios digitales para promover estos

procesos. Algunas de estas investigaciones han revelado que la argumentacion constituye un



puente entre los aspectos empiricos y tedricos de las matematicas que, de acuerdo con Mariotti,
(2006), reflejan la naturaleza dual de esta ciencia. Otros han sefialado que los recursos
tecnoldgicos, especialmente aquellos en los que se pueden construir representaciones
dinamicas, permiten la elaboracion de conjeturas y argumentos. Tal es el caso de Hanna (citada
por Mariotti, 2006), quien sefiala que, por sus capacidades gréaficas, los programas de geometria
dindmica tienen el potencial para estimular tanto la exploracién como la demostracion, lo que
hace mas facil proponer y probar conjeturas. De manera mas especifica, estas conjeturas
“pueden surgir de la coordinacion entre las propiedades que se utilizan en la construccion y las
propiedades destacadas como invariantes por el modo arrastre” (Mariotti, 2006, p. 191). En
relacion con el modo arrastre, Mariotti (2006) destaca las diferentes modalidades de uso de esta
herramienta (definidas por autores como Arzarello y Olivero) que pueden interpretarse como
argumentos instrumentados de apoyo a una conjetura producida en la exploracion y que se
pueden comparar con los argumentos formales que se utilizan en la constitucién de una
demostracion matematica. De acuerdo con esta autora, esta hipdtesis provee nuevas direcciones
en la investigacion, dentro de las cuales se puede estudiar si es posible fomentar la continuidad
cognitiva® en el desempefio de los estudiantes, cuando el profesor les suministra los modos de
arrastre como mediadores. Consideramos que el presente trabajo puede aportarle a esta
direccion investigativa, al analizar la potencialidad que tienen dichas modalidades de arrastre en
la produccién de conjeturas por parte de los alumnos y en los argumentos que ellos construyen

para apoyar estas conjeturas.

Por ultimo, es importante sefialar que muchos de los trabajos que se han realizado alrededor de los
procesos de conjeturacion y argumentacion en geometria hacen referencia a estos como resultado
de la interaccion de un grupo de estudiantes y el docente. En contraposicion a esta perspectiva
sociocultural y por nuestro interés en elaborar material digital que sea una alternativa al libro de
texto, nuestra propuesta pretende analizar estos procesos desde la actividad individual del
estudiante que trabaja con las tareas digitales. En ese sentido, entendemos la argumentacién como

el conjunto de justificaciones que conducen al auto convencimiento y la persuasion individual

¥ La continuidad cognitiva hace referencia a la correspondencia que se puede presentar entre los argumentos que se
elaboran para rechazar o apoyar una conjetura y los que se organizan en una cadena l6gica para su demostracion. A
esta correspondencia también se le denomina Unidad Cognitiva (Boero, Garuti y Mariotti, citados por Mariotti,
2006).



respecto a la validacion de una conjetura, lo cual coincide con una de las funciones que le otorgan
Harel y Sowder (1998) a este proceso. De esta forma, se busca dar respuesta a lo que plantean C.
Flores, Gomez y Flores (2010), quienes presentan los resultados de una investigacion en la que se
pretendia determinar qué esquemas de argumentacion se usan al resolver actividades en un
ambiente de geometria dindmica y, dado que realizan un trabajo desde lo colectivo, plantean la
posibilidad de que en futuras investigaciones se estudien dichos esquemas desde el trabajo

individual, en un estudio de casos.

2.3. Objetivos

De acuerdo con lo expuesto, la propuesta a desarrollar tiene los siguientes objetivos:
Objetivo general

» Sugerir un conjunto de caracteristicas que podrian considerarse en el disefio de tareas
digitales de geometria para grado séptimo para promover el desarrollo de conjeturas y la
argumentacion.

Objetivos especificos

1. Realizar una revision bibliogréfica para fundamentar el disefio y la evaluacion de tareas
digitales, en términos de promover el desarrollo de conjeturas y la argumentacion.

2. Disefiar un conjunto de tareas digitales de geometria para grado séptimo, haciendo uso del
software Geogebra, de manera que en ellas se use el dinamismo y la interactividad para
promover el desarrollo de conjeturas y la argumentacion.

3. Implementar las tareas digitales con un grupo de estudiantes de grado séptimo, y evaluar si
promueven el desarrollo de conjeturas y la argumentacion.

4. Establecer las caracteristicas de las tareas digitales de geometria aplicadas a los estudiantes
de grado séptimo que promovieron el desarrollo de conjeturas y la argumentacion.



3. ANTECEDENTES

En este apartado se presenta una breve descripcion de algunos trabajos previos que se relacionan
con nuestra investigacion y que nos aportan elementos conceptuales y herramientas
metodolGgicas para el desarrollo de la misma. Para tal efecto, hemos organizado estos trabajos en
dos grupos. En el primer grupo, se describen aquellos trabajos que estan relacionados con el uso
de las TIC en la clase de geometria, especificamente, los Sistemas de Geometria Dinamica (SGD)
y los Ambientes Virtuales de Aprendizaje (AVA); destacando, en el caso de los SGD, el uso de la
herramienta arrastre y su potencialidad para promover la conjeturacion y la argumentacion. En el
segundo grupo, se hace referencia a los trabajos en los que se ha estudiado la argumentacion en el
contexto de los SGD, particularmente, tomando como referencia los esquemas de argumentacion
definidos por Harel y Sowder (1998).

3.1. TICen laclase de geometria
Desde hace unas décadas, el avance de la tecnologia ha permeado la Educacion Matematica, en
particular, la clase de geometria. A finales de la década de los 80, se presentd un gran interés en
los aspectos pedagdgicos inmersos en el uso de software para la ensefianza de las matematicas.
Esta situacion demando que el software fuera de facil uso, de manera que permitiera centrarse
en el contenido, en lugar de la tecnologia misma. Como respuesta a este interés, se desarrollo el
primer Sistema de Geometria Dinamica, Cabri-Géometre y el sistema de algebra
computacional, Derive (Preiner, citado por Garcia, 2011). Con el paso de los afios, estos
software han evolucionado y, adicionalmente, se han desarrollado otros tipos de software que

abarcan diferentes aspectos del contenido matematico.

Garcia (2011) clasifica las herramientas tecnoldgicas utilizadas para la Educacion Matematica
en: sistema de geometria dindmica (SGD), sistema algebraico computacional (CAS), hojas de
calculo y software de matematica dinamica (SMD). Un SGD permite crear construcciones
geomeétricas y modificarlas de manera dinamica, de manera que las propiedades y las relaciones
entre los objetos de la construccion se mantengan. Un CAS posibilita transformar expresiones
simbdlicas del algebra, la geometria analitica y el calculo y realizar representaciones graficas a

partir de ecuaciones. Una hoja de calculo permite organizar textos alfanuméricos o valores



numéricos en tablas o usar férmulas para calcular valores. Por dltimo, un SMD es el que
combina algunas caracteristicas de los SGD, los CAS vy las hojas de calculo. En ese sentido,
GeoGebra puede ser considerado un SMD o un SGD. En el presente trabajo, nos centramos en
este programa desde su perspectiva como SGD, ya que hacemos énfasis en su componente de

geometria dindmica.

Diversos trabajos han analizado los efectos de la implementacion de los SGD en la clase de
geometria. Como se verd a continuacion, algunos de estos trabajos han destacado las
posibilidades que ofrecen estos sistemas para promover la conjeturacion y la argumentacion,

procesos en los que estamos interesados.

Baccaglini-Frank y Mariotti (2010) se interesan por investigar a fondo los procesos cognitivos
que ocurren durante la fase de generacion de conjeturas en la solucion de problemas abiertos en
un SGD. De acuerdo con estas autoras, tales procesos cognitivos estdn asociados con usos
especificos de la herramienta arrastre, es decir, con las diferentes modalidades de arrastre
planteadas inicialmente por Arzarello y otros autores (ver Arzarello, Olivero, Paola y Robuitti,
2002; Olivero, 2002 para mayor informacion). El marco tedrico considerado para esta
investigacion comprendid tres conceptos fundamentales: lo que es un Sistema de Geometria
Dindmica (SGD), la nocion de problema abierto en un SGD vy la herramienta arrastre en un
SGD. En relacion con estos conceptos es importante sefialar que, para estas autoras, los
problemas abiertos son aquellos en los que se da una declaracion corta, que no sugiere la
solucién o ningun método de solucién. En particular, en este trabajo se plantean problemas
abiertos que se caracterizan por la descripcion de una secuencia de pasos de construccion que
deben seguir los estudiantes, produciendo una figura dinamica, seguida de una pregunta abierta
en la que se pide explicitamente una conjetura; a este tipo de problemas las autoras los
denominan problemas de construccién paso a paso. En lo que respecta a la herramienta arrastre,
se destacan las posibilidades que ofrece esta herramienta para hacer evidente la dependencia en
el movimiento y transformarla en una dependencia légica clave en la construccion de
conjeturas. Especificamente, a partir de la literatura revisada (Arzarello, Olivero, Paola y
Robutti; Mariotti; Leung; Lopez-Real y Leung; Olivero; Rabardel, citados por Baccaglini-Frank

y Mariotti, 2010), las autoras definen las siguientes modalidades adicionales de arrastre: arrastre
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errético, arrastre mantenido, arrastre con traza activada y arrastre test*. Tomando como base
estas modalidades, las autoras plantean su modelo de generacion de conjeturas, al que
denominan modelo de conjeturacién MD® o modelo de conjeturacién del arrastre mantenido.
El estudio realizado por las autoras comprendié varias fases. En la primera fase, concibieron el
modelo de generacion de conjeturas, a partir de literatura que revisaron previamente y de los
datos preliminares recolectados en un estudio piloto. En la segunda fase, recopilaron los datos
de tres grupos de estudiantes entre los 16 y 17 afios, de diferentes escuelas secundarias italianas,
en la resolucion de problemas de construccion paso a paso con Cabri y pusieron a prueba el
modelo como una herramienta de analisis. En este punto nos parece importante destacar que,
antes de que los estudiantes se involucraran en los problemas mencionados, las autoras
realizaron un trabajo para familiarizar a los participantes en la construccién paso a paso en
Cabri, en las dependencias que se derivan de dichas construcciones y en las diferentes
modalidades de arrastre que se pueden usar para explorarlas. Rescatamos este ultimo hecho
porque nos sugiere que el uso de estas modalidades no es espontaneo, sino que requiere de la
guia del docente y del disefio de tareas que lo promuevan.

Como resultado del trabajo realizado con los estudiantes, las autoras concluyen que el modelo
de conjeturacion MD parece describir y predecir adecuadamente el comportamiento de los
estudiantes en la resolucién de problemas abiertos de construccion paso a paso, en los casos en
que se han apropiado de las modalidades de arrastre. Adicionalmente, de este trabajo se
desprenden dos conceptos: la nocion de camino (path) y la concepcion de argumento

instrumentado (instrumented argument):

e El camino hace referencia al lugar que debe recorrer un punto al ser arrastrado para que
suceda un invariante inducido intencionalmente o propiedad. Este camino evoluciona a lo
largo de la exploracion del problema. En un principio, el estudiante debe identificar que es
posible arrastrar el punto para mantener la propiedad; luego, se centra en la busqueda de una

descripcién geométrica de la trayectoria; a continuacion, construye dicha trayectoria como

* Las modalidades de arrastre corresponden a las diferentes formas en las que un estudiante puede usar esta
herramienta, con diferentes propdsitos, durante la resolucion de un problema. Una profundizacién de estas
modalidades se encuentra en el Marco teorico del presente trabajo, en el apartado 4.1.2.

® Las siglas MD hacen referencia a la modalidad de arrastre que plantean las autoras: arrastre mantenido
(mantaining dragging).
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una figura geométrica en el software y usa el arrastre sobre esta figura (moviendo el punto
de manera aproximada sobre la figura o vinculandolo a ella) para probar la conjetura.

e Un argumento instrumentado es aquel en el que el garante es producido a través del uso de
algunas herramientas propias de los SGD, por ejemplo, la herramienta arrastre. Asi como
cualquier argumento, en este tipo de argumentos el objetivo es convencerse a si mismo o a
otros, cambiando su estado epistémico, pero en este caso la persuasion esta basada en las
herramientas del software. Un ejemplo de argumento instrumentado es el que se observa
cuando un estudiante construye la figura que parece representar el camino que recorre un
punto para que una configuracion cumpla una determinada propiedad. ElI argumento
instrumentado consiste en demostrar que cuando el punto pertenece a dicha figura, la
configuracién mantiene la propiedad descubierta a través del arrastre.

Estos conceptos resultan importantes para nuestros intereses dado que nos proporcionan ideas

en relacion con el proceso que podria seguir un alumno para producir conjeturas relacionadas

con el lugar geométrico que componen los puntos que cumplen una determinada propiedad. El
lugar geométrico seria concebido como un “camino”. Adicionalmente, nos indica el tipo de
argumentos que podrian surgir en actividades que estén orientadas al estudio de estos

“caminos”.

Leung, Baccaglini-Frank y Mariotti (2013) consideran que identificar invariantes es una
actividad importante en el pensamiento matematico. Sin embargo, solo aquellos que tienen un
sentido matematico agudo, especialmente en el dominio de la geometria, pueden hacer esto a
través de una simulacién mental. Los SGD permiten realizan una variacion, a través del
arrastre, que ayuda a visualizar tal simulacion mental. Es asi como los autores se plantean las
siguientes preguntas: ;,como se les puede dar un sentido geomeétrico a los fendmenos de arrastre
en un SGD? ¢;cdmo puede el arrastre conducir a la identificacion de invariantes que
potencialmente corresponden a propiedades geométricas? ¢cOmo esta involucrada la
percepcion en el uso de formas particulares de arrastre durante exploraciones en un SGD? y

¢como se identifican y se interpretan geométricamente las invariantes y sus relaciones?

Para responder estas preguntas, los autores proponen un modelo cognitivo que se deriva de la

combinacién de dos lentes cognitivos: algunos elementos de la Teoria de la Variacion (Leung,
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2008) y el modelo del arrastre mantenido (Baccaglini-Frank y Mariotti, 2010). Dicho modelo
describe la transicion del discernimiento® de invariantes del nivel 1 al nivel 2, los cuales se

describen asi:

e El discernimiento de los invariantes de nivel 1 en un SGD es la conciencia de los aspectos
invariantes de una figura dinamica, percibidos bajo el arrastre, a través del contraste, la
separacion y la generalizacion’.

e El discernimiento de los invariantes de nivel 2 en un SGD es la conciencia de diferentes
tipos de control® sobre los invariantes de nivel 1 y cémo estos tipos de control se fusionan
para implicar relaciones l6gicas entre los invariantes de nivel 1. El uso del arrastre
mantenido permite una experiencia de arrastre particular donde este proceso se hace
posible.

Para poner a prueba su modelo, los autores retoman algunos episodios de la investigacion

realizada por Baccaglini y Mariotti sobre el modelo de conjeturacion MD, los cuales

correspondian a estudiantes de grado décimo en Italia. Recordemos que estos alumnos habian
trabajado previamente con diferentes modalidades de arrastre en la resolucion de problemas

abiertos de construccion en los cuales se les solicitaba elaborar conjeturas. Basicamente, a

través de la resolucién de la tarea, los estudiantes experimentan la evolucién del camino (path)

descrito en el trabajo de Baccaglini-Frank y Mariotti (2010).

Dentro de las conclusiones de este trabajo, se destaca el impacto que tiene el uso de los SGD y
la herramienta arrastre para la ensefianza de la geometria. Una caracteristica fundamental del
disefio de la mayoria de los SGD, es que todos los elementos de una figura dinamica que
dependen de un punto de base dado, se mueven cuando se arrastra ese punto base, de tal
manera que las propiedades definidas por la construccion se mantienen. Esta caracteristica

® El discernimiento es uno de los conceptos centrales de la Teoria de la Variacion, en el cual se profundiza en la
seccion 4.2.1. del presente trabajo.

" Los conceptos de contraste, separacion y generalizacion hacen parte de la Teorifa de la Variacion y se describen en
el Marco Tedrico del presente trabajo, en el apartado 4.2.2.

® Los diferentes tipos de control hacen referencia al control directo y el control indirecto que se tiene sobre los
elementos de una configuracion cuando se realiza el arrastre. Esto es, cuando el estudiante realiza el arrastre de un
punto a lo largo de un camino preconcebido este arrastre es directo. Si, de manera simultanea, el estudiante observa
como se arrastra una figura que depende del punto, manteniendo un invariante en su forma, este arrastre es
indirecto.
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bésica del disefio hace que el arrastre se convierta en una poderosa herramienta epistémica que
apoya el razonamiento geométrico y, especificamente, se convierta en una herramienta capaz
de producir conjeturas geométricas. Particularmente, el modelo planteado por los autores revela
que, en la resolucion de problemas geométricos en un SGD, se presenta una transicion desde la
elaboracién de conjeturas, a partir de la exploracion de fenémenos en el software, hasta el

reconocimiento de una relacion condicional en la geometria euclidiana.

Cabe sefialar que los programas especializados en matematicas no son el Unico tipo software
que se han involucrado en la ensefianza de esta ciencia. Algunos trabajos en los que se han
aplicado TIC en la ensefianza de las matematicas han implementado diferentes Ambientes
Virtuales de Aprendizaje (AVA), los cuales son plataformas que permiten la gestion de cursos
en internet. En particular, dado que en el presente trabajo planteamos una propuesta a partir del
uso del AVA Moodle y del SGD GeoGebra, nos interesan los trabajos que han involucrado

estas dos herramientas, de los cuales se describen algunos a continuacion.

Garcia (2011) implementa GeoGebra y Moodle en su tesis de Doctorado en Investigacion
Didactica. El interés de su trabajo radica en tres focos fundamentales: el uso de TIC en la
ensefianza-aprendizaje de las matematicas en Secundaria, la mejora de las actitudes
relacionadas con las matematicas por parte de los estudiantes y el desarrollo de sus
competencias matematicas. Con base en estos focos, la autora se plantea la siguiente conjetura

de investigacion:

Se puede disefiar, poner en préactica y evaluar una secuencia de ensefianza basada en el
uso de Geogebra que promueva una transformacion positiva de las actitudes
relacionadas con las matematicas y un desarrollo de las competencias matematicas de
los estudiantes de secundaria. ElI uso de Geogebra potenciard en mayor grado
determinadas actitudes y competencias. Ciertas caracteristicas y atributos del software
guardaran relaciéon directa con las transformaciones provocadas en determinadas

actitudes y competencias de los estudiantes (Garcia, 2011, p. 15).

Para abordar esta conjetura, la autora plantea una secuencia de ensefianza-aprendizaje alrededor

de los mosaicos, basada en el uso de software Geogebra y las plataformas Helvia y Moodle.
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GeoGebra es usado para realizar los mosaicos y Helvia y Moodle para compartir los archivos
de GeoGebra con los estudiantes o disefiar cuestionarios, chats o foros.

El marco tedrico de este trabajo tiene tres elementos principales: el uso de las TIC en la
ensefianza-aprendizaje de las matematicas, el concepto de actitud en este mismo contexto y el
aprendizaje matematico basado en competencias. En relacion con la metodologia, la autora
adopta el paradigma de Investigacion-Accion, el cual es desarrollado por profesores con el
objetivo de mejorar su propia practica, a través de la implementacion y mejoramiento de una
intervencion a partir de un protocolo ciclico. Asi mismo, el disefio de la investigacion es un
experimento de disefio basado en una conjetura, es decir, un experimento que se guia por una

conjetura que es revisada y elaborada a lo largo de la investigacion.

De los resultados de este trabajo se desprenden diversas conclusiones, dentro de las cuales
destacamos que el uso del software tuvo efectos positivos en las actitudes de los alumnos en las
tres componentes analizadas (cognitiva, afectiva y comportamental). Especialmente, se
evidencid que los estudiantes manifestaron mayor gusto, agrado, interés e implicacion en la
actividad matemética durante el desarrollo las tareas con GeoGebra. En relacion con el
desarrollo de competencias, se concluyé que GeoGebra resultd ser mas potente para promover
competencias relacionadas con la visualizacion, la modelacién y el planteamiento y resolucion

de problemas.

Alvarez-Nifio y Arias-Ortiz (2014) plantean que en el mundo digital que se vive hoy, las TIC
proveen un estilo nuevo para abordar los procesos cognitivos. Estos autores realizan un trabajo
en el Colegio Nuestra Sefiora de la Salud (Santander), en el que han detectado grandes
dificultades en el area de matematicas a partir de los resultados de las pruebas Saber en los afios
2009 y 2012. Para abordar esta problematica, se plantean desarrollar un proyecto que articule la
pedagogia, la tecnologia y la comunicacion, a través del disefio e implementacion de un AVA,
bajo la modalidad de B-Learning. La pregunta de investigacion que orientd el trabajo
mencionado fue la siguiente: ¢De qué manera desde la préactica pedagogica se pueden disefiar
ambientes virtuales que faciliten el proceso de ensefianza y aprendizaje de la Geometria

Analitica, temética perteneciente al contenido de matematicas para el grado 10° en el Colegio

15



Nuestra Sefiora de la Salud para favorecer el desarrollo de habilidades de pensamiento en este

campo?

El marco teorico en el que se fundamenta este trabajo, hace referencia a las ventajas de basar el
aprendizaje de las matemaéticas en el uso de las TIC. En general, los autores sefialan que este
tipo de herramientas presentan caracteristicas interesantes como la gran capacidad para
organizar y almacenar informacion y tener acceso a ella, la posibilidad de representar modelos
y simular fenémenos y construcciones dificiles de observar en la realidad y la posibilidad de
interactuar con estas simulaciones o construcciones para obtener respuestas rapidamente o
explorar situaciones que facilitan la comprension de conceptos y propiedades (Bracho y Maz,

citados por Alvarez-Nifio y Arias-Ortiz, 2014).

La metodologia de esta investigacion fue un enfoque cualitativo de Investigacion - Accion
Educativa (IAE) que se desarrollé en dos etapas. En la primera de ellas, se realiz6 una
recoleccion de informacion que contempld una entrevista al docente y una encuesta a los
estudiantes que pretendia conocer su percepcion de las TIC y su integracion en el aula, asi
como la observacion de algunas clases. En la segunda etapa, se analiz6 la informacion
recolectada y se planted un plan de trabajo para integrar las TIC a las clases de geometria
analitica, bajo un enfoque constructivista y un modelo B-Learning. En la experiencia
participaron 48 alumnos de grado décimo, con edades entre los 16 y 18 afios, y su docente de
matematicas. Para el desarrollo de la propuesta se selecciond Moodle como plataforma base y
GeoGebra como herramienta para crear applets interactivos. En la plataforma, los estudiantes
tenian la posibilidad de compartir sus ideas en relacion con las exploraciones de algunas

secciones conicas que podian realizar en GeoGebra.

A partir del trabajo realizado, los autores concluyen que la aplicacion de AVA en el aula resulta
ser un mecanismo de motivacion y un medio de ensefianza que permite la asimilacién mas
rapida, clara y precisa. Particularmente, sefialan que la modalidad B-Learning integra el
enfoque tradicional con formas novedosas en las que el individuo se apropia de su aprendizaje.
Adicionalmente, afirman que el docente que participd de la experiencia, reconocio en el
proyecto una oportunidad para renovar sus practicas y abrir nuevas formas de comunicarse con

sus estudiantes. Por altimo, plantean la posibilidad de que se implementen AVA en otras areas
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en la institucion, a través del apoyo entre los mismos docentes y el uso adecuado de los

recursos con los que cuentan.

3.2. Esquemas de argumentaciony SGD

Flores (2007) presenta los resultados de un estudio que tenia como intencién indagar si los
profesores mexicanos de bachillerato utilizan la demostracion matematica y el pensamiento
deductivo en sus practicas argumentativas. Para lograr esto, el autor se planted la siguiente
pregunta: ¢cuales son las caracteristicas de las précticas argumentativas de los profesores frente
a un proceso de validacion matematica? El estudio se basa en analizar las actuaciones de un
grupo de docentes cuando se enfrentan a actividades geométricas de construccion y validacion

en un ambiente de geometria dinamica.

Como marco tedrico se usa el trabajo de Harel y Sowder (1998), quienes afirman que un
esquema de prueba o demostracion es aquello que conforma el autoconvencimiento y la
persuasion para una persona; estos autores identifican tres esquemas de demostracion: de
conviccion externa, empiricos y analiticos. A su vez, cada uno de estos esquemas tiene las

subcategorias que se observan en la figura 2.

CONVICION EXTERNA

Ritual Autoritario Simbdlico

EMPIRICOS

Inductivo Perceptivo

ANALITICO

De transformacion Axiomatico

Internalizado

Interiorizado

Figura 1. Esquemas de argumentacién de Harel y Sowder (1998).
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Flores (2007) realiza una adaptacion de esta propuesta. De acuerdo con este autor, la practica
argumentativa es “el conjunto de acciones y razonamientos que un individuo pone en juego
para justificar o explicar un resultado o para validar una conjetura nacida durante el proceso de
resolucion de un problema” (Flores, 2007, p.71) y un esquema de argumentacion es “la manera
en que el individuo utiliza sus razonamientos durante una practica argumentativa” (Flores,
2007, p.71). Segun Flores (2007) los esquemas de argumentacion se pueden clasificar en
autoritarios, simbélicos, de recuento factico, empiricos o analiticos®.

La metodologia elegida para el estudio fue un experimento de ensefianza que consistio en un
curso de 48 horas, dividido en dos sesiones semanales de 4 horas. El curso comprendi6 un
cuestionario diagnostico, actividades de construccion, discusiones grupales y reflexiones
criticas de cada sesion. Las actividades propuestas mayormente fueron de resolucion de
problemas. El curso fue impartido a 14 profesores de matematica de bachillerato tecnolégico y
se titul6 “La geometria euclidiana en un ambiente de geometria dindmica”.

A partir de los datos recopilados y de las respuestas a las actividades propuestas, el autor
concluye que los esquemas de argumentacion que utilizaron los profesores asistentes al curso
son fundamentalmente facticos y empiricos, aunque con la practica, la discusion y la reflexion
provocada por esta tienden a volverse analiticos. Por otra parte, el experimento de ensefianza
mostrd que es “posible lograr un cambio en los esquemas de argumentacion de los profesores y
que las actividades disefiadas en un ambiente de geometria dinamica ayudan en este cambio”
(Flores, 2007, p 93). El trabajo realizado por Flores, y asi lo sefiala en su articulo, es un primer
intento por determinar las practicas argumentativas de los profesores de bachillerato, por lo que
se hace necesario disefiar nuevos y mas especificos experimentos de ensefianza que permitan
recabar informacion nueva sobre las practicas argumentativas.

Siguiendo la linea del trabajo anterior, C. Flores et al. (2010) presentan los resultados de un
estudio que tenia como objetivo determinar qué esquemas de argumentacion se usan al resolver
actividades en un ambiente de geometria dindmica. Para tal efecto, se busco respuesta a las

siguientes preguntas: ¢Es posible pasar del uso de esquemas de argumentacion no analiticos al

% Las descripciones de estos esquemas se presentan en el Marco Tedrico del presente documento, en la seccién
43.2.
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uso de esquemas analiticos? De ser asi, ¢cOmo seria esta transicion? ¢Los esquemas analiticos
llevan a una demostracién matematica? ¢ De qué manera?

Como marco de referencia los autores usan los esquemas de argumentacion propuestos por
Flores (2007). La metodologia elegida para el estudio fue un experimento de ensefianza que
consistia en el desarrollo de un taller a lo largo de tres sesiones de hora y media, cada una. El
taller lo integraron 16 estudiantes de licenciatura y profesores de matemaéticas en ejercicio. Las
actividades eran problemas de geometria en las que se pedia realizar construcciones de figuras
planas, bajo ciertas condiciones. Las mismas fueron resueltas usando el software The
Geometer’s Skecthpad, en grupos de tres o cuatro personas.

Los autores parten de la hipotesis de que el uso de algin software de Geometria, en especial de
la herramienta arrastre, estad relacionado con los esquemas de argumentacién que usa el
individuo. Por ejemplo, un estudiante que recurre con frecuencia a esquemas empiricos,
posiblemente use el software para comprobar sus resultados, tomando medidas y usando el
arrastre para mostrar hechos; mientras que uno que habitualmente emplea esquemas analiticos,
probablemente use el arrastre para buscar regularidades o patrones que justifiquen su conjetura
(Flores, citado por C. Flores et al., 2010) o aplique la denominada prueba del arrastre, que
consiste en mover elementos de la construccion de manera que se conserven sus caracteristicas
esenciales, para evidenciar hechos que permitan formar o validar una conjetura.

A partir de estos planteamientos y de las respuestas a las actividades propuestas por parte de los
estudiantes, los autores concluyen que es viable promover el uso de esquemas analiticos y, en
consecuencia, el desarrollo del razonamiento deductivo, si se disefian secuencias de actividades
abiertas en las que se pida a los estudiantes justificar los resultados obtenidos. Ademas,
establecen que es posible propiciar la transicion desde el uso de esquemas no analiticos al uso
de esquemas analiticos, a traves del trabajo con esquemas empiricos con ayuda del Sistema de
Geometria Dindmica y de la posterior justificacion de los resultados fuera del software. Asi
mismo, afirman que los esquemas analiticos se pueden asociar a una demostracion matematica,
si se desarrollan actividades de exploracion y construccion de conjeturas con ayuda del
software en las que las premisas de los esquemas analiticos sean verdaderas, lo cual conducira a

conclusiones validas y, por ende, a la demostracion matematica.
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Finalmente, dado que el estudio realizado corresponde al trabajo en colectivo, los autores
plantean la posibilidad de que en un futuro se indague por esquemas de argumentacion de
personas en un estudio de casos. Adicionalmente, proponen que, en futuras investigaciones, se
analicen estos esquemas en estudiantes y profesores, no solo en geometria, sino en otras ramas

de la matematica o contextos no matematicos.

4. MARCO TEORICO

El presente trabajo tiene como objetivo principal el desarrollo de tareas digitales de geometria
que promuevan la conjeturacion y la argumentacion. Por esta razén, consideramos importante
enfocarnos en articulos e investigaciones que nos aporten elementos tedricos en relacion con el
uso de las TIC (Tecnologias de la Informacién y la Comunicacion) en la clase de geometria, en
particular, lo relacionado con los AVA y los SGD. Adicionalmente, vemos pertinente
apoyarnos en la Teoria de la Variacion, propuesta para la educacion matematica por Leung
(2003, 2008), pues, como veremos, esta nos brinda elementos para concebir tareas digitales que
promuevan la conjeturacion y la argumentacion. Por ultimo, centraremos la atencién en la
Actividad Demostrativa, aproximacion metodoldgica que promueve procesos de conjeturacion
y argumentacion y en la que los SGD son relevantes como recurso para la resolucion de
problemas. Respecto a la Actividad Demostrativa, nos basaremos en dos referentes tedricos: la
concepcion planteada por el grupo de Aprendizaje y Ensefanza de la Geometria -G de la
Universidad Pedagdgica Nacional (Colombia) y la propuesta teérica que plantean Harel y

Sowder (1998) en relacion con la argumentacion.

4.1. Las TICen laclase de geometria
En este apartado se presentan algunos elementos tedricos relacionados con el uso de las TIC en

la clase de geometria, que fueron tenidos en cuenta para el desarrollo de la propuesta, estos son:
los AVA 'y los SGD.

4.1.1. Ambientes virtuales de aprendizaje y sistemas de argumentacion
De los multiples entornos que se pueden elegir para gestionar un proyecto escolar a través de

las TIC, el presente trabajo se centra en la plataforma Moodle, la cual es un AVA. Un AVA es
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un espacio en el que se da un proceso pedagdgico mediado por las tecnologias. En estos
sistemas se encuentran recopiladas las didacticas, herramientas y recursos que usan los
docentes con los estudiantes, bien sea de manera virtual o presencial. Especificamente, Moodle
se enmarca en una subcategoria de los AVA denominada Sistemas de Gestién de Aprendizaje.
Esta clase de ambientes contiene una gran cantidad de herramientas y servicios cuyo objetivo
principal es administrar, distribuir y controlar los cursos que alli se alojen (Osorio, 2012).

Osorio (2012) describe diferentes elementos de este tipo de entornos, dentro de los cuales se
destacan las modalidades y los Objetos Virtuales de Aprendizaje que se manejan en un AVA.
De acuerdo con este autor, las modalidades més utilizadas en la actualidad para emprender un

programa mediado por las TIC son:

e Laformacion presencial con apoyo de las tecnologias en el aula.
e La formacion combinada, un porcentaje de caracter presencial, y el restante en modalidad
virtual (B-learning).

e Laformacion 100% virtual y a distancia (E-learning).

Por otra parte, un Objeto Virtual de Aprendizaje (OVA) es un recurso digital propio de un
AVA. Algunos ejemplos de OVA son los simuladores, aplicativos, multimedia, tutoriales,
animaciones, videos, documentos interactivos, imagenes o cualquier otro elemento creado por
el profesor para cumplir con una meta de aprendizaje y que presente un contenido. Los OVA

deben cumplir con los siguientes criterios:

e Atemporalidad: no deben perder vigencia en el tiempo ni en los contextos utilizados.

e Didéctica: deben responder a qué, para qué, con qué y quién aprende.

e Navegabilidad: deben ser de uso intuitivo para los estudiantes.

e Interaccidn: deben motivar a los estudiantes a manifestar sus inquietudes y seleccionar su
propia ruta de aprendizaje.

e Retroalimentacion: deben incluir un componente evaluativo, en el cual se realice una
retroalimentacion automatica (interactiva) al estudiante o se le presenten propuestas de

practicas dentro del material.
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Ademas de los elementos anteriores, es importante poner en consideracion algunos aspectos
tedricos relacionados concretamente con el software desarrollado tanto para apoyar como para
ensefiar a argumentar. Scheuer, Loll, Pinkwart y McLaren (2010) realizan una extensa revision
de este tipo de software, al cual denominan Sistema de argumentacion. Segun estos autores, en

este tipo de herramientas se reconocen dos formas de argumentacion: colaborativa o individual.

La argumentacion colaborativa, que se presenta en los sistemas de aprendizaje colaborativo
apoyado por computadora (CSCL, por sus siglas en inglés), se concibe como una estrategia que
promueve el desarrollo del pensamiento critico y el razonamiento por parte de los estudiantes
(Andriessen, citado por Scheuer et al., 2010). Este modelo de argumentacién no esta dirigido a
que el alumno haga prevalecer sus ideas sobre otros, sino que propende por el establecimiento
de acuerdos entre los integrantes del grupo. Por lo tanto, la argumentacion colaborativa es
sustancialmente distinta de la argumentacion tipo debate. Por su parte, la argumentacion
individual, propia de los sistemas uno a uno (humano — computadora), usualmente se usa para
para presentar a los estudiantes las reglas de argumentacion en un dominio particular y darles la
oportunidad de practicar. De esta forma, mientras que las herramientas de argumentacion de un
solo usuario apoyan la construccion del conocimiento y el aprendizaje de estructuras
argumentativas por parte del estudiante, los sistemas colaborativos le permiten estar al tanto de
las opiniones, puntos de vista y conocimientos de otros estudiantes. No obstante, las
caracteristicas y los servicios de los sistemas de un solo usuario son potencialmente Utiles en los
entornos colaborativos si, por ejemplo, varios estudiantes trabajan en una sola computadora. En
consecuencia, este tipo de sistemas deben considerarse por los disefiadores de sistemas

colaborativos.

4.1.2. Sistemas de Geometria Dinamica y la herramienta arrastre
Gran parte de los trabajos realizados en el campo del aprendizaje y la ensefianza de la
geometria mediado por la tecnologia, hacen referencia al uso de los SGD. Este tipo de software
se caracteriza por tres herramientas fundamentales: el modo arrastre, la funcion lugar
geomeétrico y la capacidad de construir macros (Hattermann, 2010). De estas herramientas, el
modo arrastre es la caracteristica mas importante que suministran estos sistemas, ya que

permite introducir el movimiento en la geometria euclidiana estatica (StraRer, citado por
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Hattermann, 2009). Ahora bien, como nuestro interés al desarrollar esta propuesta es promover
la conjeturacion y argumentacion a través de tareas digitales, vemos necesario enfocar el uso de
la herramienta arrastre hacia estos procesos. Una respuesta de como esto puede lograrse se
encuentra en el trabajo de Arzarello et al. (2002). De acuerdo con estos autores, la herramienta
arrastre promueve la produccion de conjeturas, ya que, al explorar figuras a partir del
movimiento, es posible identificar qué cambia y qué no cambia en ellas para reconocer sus
propiedades invariantes. Ademas, las practicas realizadas con esta herramienta se pueden

enmarcar en dos tipologias cognitivas:

e Procesos ascendentes: El estudiante parte de las representaciones para realizar
exploraciones sobre ellas, usando el arrastre, en busca de regularidades o invariantes.
e Procesos descendentes: El estudiante usa el arrastre para verificar propiedades, validar

conjeturas o refutarlas.

En consecuencia, los procesos ascendentes van desde la representacion hacia lo teorico,
mientras que los procesos descendentes van desde lo tedrico hacia la representacion. Asi
mismo, las practicas que involucran estos procesos revelan lo que los estudiantes conciben
como dado en un problema y lo que para ellos debe hallarse. Cabe destacar que, en el proceso
de resolucion de un problema abierto usando un SGD, los estudiantes usan diferentes tipos de
arrastre, de acuerdo con diferentes propositos. A dichas tipologias, Arzarello et al. (2002) las
denominan modalidades de arrastre. Estos autores proponen las siguientes modalidades:

e Arrastre erratico: Mover los puntos base™ de una construccién de manera aleatoria, sin un
plan predefinido, para descubrir configuraciones interesantes o regularidades en las
figuras.

e Arrastre limitado: Mover un punto “semi-arrastrable”, es decir, un punto que se encuentra
enlazado a un objeto. Dicho punto solo se puede mover sobre el objeto al que pertenece.

e Arrastre guiado: Mover los puntos de una figura con el fin de darle una forma particular.

19 Un punto base es un punto libre 0 un punto que esta sobre un objeto, que es susceptible de ser arrastrado a
cualquier lugar de la pantalla (Baccaglini-Frank y Mariotti, 2010). Desde nuestra interpretacion, en una
construccién en un SGD, hay puntos que se pueden arrastrar (independientes) y puntos que no se pueden arrastrar
(dependientes). Los primeros son los denominados puntos base, mientras que los segundos dependen de la
construccidn realizada y la posicion de otros elementos.
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e Arrastre de lugar mudo: Mover un punto base para que la figura mantenga una propiedad
descubierta. EI punto que se mueve sigue un camino, incluso si el estudiante no se da cuenta
de esto. El lugar no es visible para el estudiante, que no siempre se da cuenta de que esta
realizando el arrastre a lo largo de un lugar. Este camino describe lo que los autores
denominan “lugar mudo”.

e Arrastre en linea: Mover un punto y representar con nuevos puntos, a lo largo de una linea,
las posiciones de dicho punto en las que se mantiene la regularidad de la figura.

¢ Arrastre vinculado: Enlazar un punto a un objeto y moverlo sobre ese objeto.

e Arrastre de test: Mover puntos arrastrables o semi-arrastrables para comprobar si la figura
mantiene las propiedades iniciales. Si es asi, entonces se considera que la figura pasa la
prueba. Si no, esto indica que la figura no fue construida segun las caracteristicas iniciales

que el estudiante queria que tuviera.
Para ilustrar mejor estas modalidades, Arzarello et al. (2002) plantean el siguiente problema:

Dado un tridngulo ABC, considere un punto P en AB vy los triangulos APC y PCB
determinados por este. Elabore una hipotesis acerca de las propiedades que debe tener el
triangulo ABC para que los triangulos APC y PBC sean isosceles (en el caso que esto se

cumpla, el triangulo ABC se denomina “separable”).

Para empezar, existen dos configuraciones que cumplen con la condicién solicitada y son las

que se muestran a continuacion.

Cc

Figura 2. Primera configuracion para resolver el Figura 3. Segunda configuracién para resolver el
problema de los triangulos “separables”. AP = problema de los triangulos “separables”. AP =
PC =CB. PC =PB.

En ambos casos, los triangulos APC y PBC son isosceles. Al estudiar la situacion, se pueden

ejecutar las diferentes modalidades de arrastre que se ejemplifican en la Tabla 3. Algunos de
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estos ejemplos son los propuestos por los autores y otros, los que hemos desarrollado desde
nuestra interpretacion de su trabajo.
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Tabla 3. Ejemplos de las modalidades de arrastre propuestas por Arzarello et al. (2002).

Tipo de arrastre: descripcion

Gréfico

Arrastre limitado: Se construye el triangulo ABC y
se crea el punto P sobre AB . Este punto sera “semi-
arrastrable”, ya que se mueve sobre este segmento.
Al realizar el arrastre de P, se busca que el tridngulo
ABC sea “separable”.

Arrastre erratico. Se determina P como el punto
medio del AB (configuracion 2). Luego, se arrastra
aleatoriamente el punto C, sin algun tipo de plan,
mas que lograr que el triangulo ABC sea
“separable”. Este tipo de arrastre permite encontrar
varios tridngulos que cumplen la propiedad, de
manera que es evidente que el problema tiene varias
soluciones.

Arrastre guiado: Se mueven los puntos de la
construccion buscando darle una forma particular al
triangulo ABC. Por ejemplo, algunos tridngulos
isosceles son “separables”.

Arrastre de lugar mudo: Se mueve el punto C,
tratando de mantener la propiedad AP = PC. El
camino que sigue el punto C, describe un lugar
geomeétrico que aun no es visible para los alumnos.

Arrastre lineal: Se marcan los puntos
correspondientes a la posicién correcta que debe
tener C para que el triangulo ABC sea “separable”.
Se observa que dichos puntos pertenecen a una
circunferencia de radio PA y centro P. Entonces, el
lugar mudo se vuelve explicito.
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Arrastre vinculado: Con el fin de validar la
conclusion obtenida mediante el arrastre lineal, se S
representa la circunferencia de centro P y radio PA.
Luego, se vincula el vértice C a dicha circunferencia.
Al arrastrar el punto C sobre la circunferencia, se A .
observa que todos los triangulos ABC son
“separables”. Es decir, los triangulos "separables”
son aquellos cuyo vértice C pertenece a una
circunferencia con centro P y con radio PA. Esta
condicion equivale al hecho de que el triangulo ABC
es rectangulo.

Arrastre test: Se construye un triangulo rectangulo
ABC, se ubica el punto medio P de AB y se
representa el segmento PC. Luego, se usa el arrastre
para mover los puntos de esta figura y verificar que
mantiene la propiedad de ser “separable”. De esta
forma, se verifica la conjetura de que todo triangulo
rectangulo es “separable”.

Del andlisis de los ejemplos anteriores, se desprenden algunas observaciones realizadas por los

autores. En primer lugar, que existe una “jerarquia genética” al usar las modalidades de arrastre,

cuando en el proceso de solucion de un problema se ejecutan varias de estas modalidades.

Dicho de otra forma, parece que hay una secuencia en el uso de ellas. No obstante, esta

jerarquia no es prescriptiva, ya que no todos los estudiantes aplican las modalidades atendiendo

a dicha secuencia. El paso de lo perceptivo a lo tedrico, a través de las modalidades ascendentes

y descendentes, no ocurre de manera automatica. En realidad, se requiere de un cuidadoso

disefio didactico que apoye a los estudiantes en este proceso en SGD.

En segundo lugar, Arzarello et al. (2002) observa que los estudiantes aprovechan las diferentes

modalidades para alcanzar objetivos variados:

e Las modalidades de arrastre errético, limitado y guiado, se usan para investigar o explorar
una tarea, por tal razon, se consideran parte del proceso ascendente.

e El arrastre de lugar mudo deja ver que el estudiante ha encontrado el camino que debe
seguir el arrastre. Es decir, estd comenzando a ver una relacién, propiedad o invariancia y
trata de darle sentido a esta, en términos logicos. Esta modalidad revela el comienzo de la

transicion del proceso ascendente al descendente, lo cual corresponde a una abduccion.
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El arrastre en linea es el que le sigue al arrastre de lugar mudo, ya que hace que dicho
lugar geométrico sea explicito y visible en pantalla. También se considera parte del cambio
hacia el proceso descendente.

El arrastre vinculado le permite al estudiante comprobar su conjetura. Si el lugar
geométrico descubierto puede ser representado en el software, el estudiante puede vincular
el punto a ese lugar y comprobar si la propiedad establecida se mantiene al mover el punto
sobre el lugar. Por lo tanto, este tipo de arrastre evidencia el comienzo del proceso
descendente. Sin embargo, el arrastre vinculado también puede aprovecharse en el proceso
de exploracién, por ejemplo, si lo que se quiere es disminuir los parametros libres de la
situacion inicial.

El arrastre test se usa como un medio para validar una conjetura. En especial, si la
conjetura tiene origen en la visualizacion o en la construccion. En consecuencia, también

forma parte del proceso descendente.

La Figura 4 representa las relaciones que los autores plantean entre las diferentes modalidades

de arrastre, atendiendo a los procesos ascendentes y descendentes descritos antes.

i -

Arrasfre limitado l
Arrastre del lugar
mudo ABDUCCION:
Cambio del:control
ascendente al control
descendéente
Arrastre test Arrastre vinculado DESCENDENTE

Figura 4. Jerarquia entre las modalidades de arrastre (Arzarello et al., 2002a).

Retomando el trabajo de Arzarello etal. (2002), otros autores han planteado nuevas

modalidades de arrastre que relacionamos a continuacion:

Arrastre mantenido: Mover un punto base para que la figura mantenga una determinada

propiedad. Este tipo de arrastre implica el reconocimiento de una configuracién particular
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interesante o propiedad, y el intento por inducir dicha propiedad para convertirla en un
invariante a través del arrastre (Baccaglini-Frank y Mariotti, 2010). Las autoras que
proponen esta modalidad, resaltan que difiere de la modalidad de arrastre del lugar mudo
porque este arrastre no necesariamente se realiza a lo largo de un camino preconcebido.

e Arrastre con traza activa: Mover un punto base con la opcion trazo activada (Baccaglini-
Frank y Mariotti, 2010). En el caso de GeoGebra, esta opcién se denomina Rastro y
permite visualizar el camino que recorre un punto a través del arrastre. Cuando dicho
arrastre se realiza manteniendo una propiedad, el rastro del punto permite observar la
forma del lugar geométrico que recorre el punto.

Para ejemplificar estas dos modalidades, consideremos el siguiente problema abierto de

construccion paso a paso, propuesto por Baccaglini-Frank y Mariotti (2010) para ser resuelto en

Cabri:

- Representar un punto P.

- Construir una linea r que contenga a P.

- Construir la linea perpendicular a r, a través de P.

- Ubicar un punto C sobre la recta perpendicular.

- Construir un punto simétrico a C con respecto a P y llamarlo A.

- En el semiplano identificado por r que contiene A, dibujar un punto D.

- Construir una linea a través de los puntos D y P.

- Construir un circulo con centro en C y radio CP.

- Nombrar B al segundo punto de intersecciéon del circulo con la linea que
contiene a los puntos P y D.

- Considerar el cuadrilatero ABCD.

Hacer conjeturas sobre los tipos de cuadrilateros que puede llegar a ser ABCD,
describiendo las posibles formas en que puede convertirse en un cierto
cuadrilatero. Escribe tus conjeturas y luego pruébalas.

Al seguir los pasos, se obtiene una construccion como la que se muestra en la Figura 5. Segun
estas autoras, al realizar el arrastre del punto D, el estudiante puede descubrir que el
cuadrilatero ABCD puede ser un paralelogramo (Figura 6). Entonces, el alumno puede aplicar
el arrastre mantenido del punto D tratando de que la figura sea un paralelogramo, mientras
dicho punto se mueve. De esta forma, el invariante inducido intencionalmente (l11) es la forma

de una figura geométrica que se quiere mantener a través del arrastre.
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Figura 5. Problema abierto de construccion Figura 6. Ejemplo de arrastre mantenido.
paso a paso de Baccaglini-Frank y Mariotti
(2010)

Ahora bien, ademas de realizar el arrastre mantenido induciendo el invariante de la forma de
paralelogramo en la figura, el estudiante podria realizar el arrastre con traza activa de dicho
punto para visualizar el camino que sigue el punto y que favorece el Il (Figura 7). En este caso,
el estudiante descubre que el punto D parece pertenecer a una circunferencia. Esta propiedad es

el invariante observado durante el arrastre (10D).

Figura 7. Ejemplo de arrastre con traza activa.

e Arrastre para ajustar: Mover un punto base de una figura de manera que se complete una
accion o una construccion para darle solucion a un problema (Lopez-Real y Leung, 2006).
En realidad, para estos autores, mas que una modalidad, esta tipologia es una estrategia de
caracter exploratorio que se usa para resolver problemas geométricos de construccion.
Basicamente, esta estrategia consiste en realizar una construccion blanda y arrastrar sus

puntos de manera que la construccion cumpla con las condiciones solicitadas.

Para ejemplificar este tipo de arrastre, consideremos el siguiente problema de construccion

planteado por Lopez-Real y Leung (2006):
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Dibuje cualquier segmento AB. Disefie una construccion que triseque al segmento AB.

Una posible solucién a este problema consiste en construir el segmento AB y hacer dos
circunferencias. La primera de ellas con centro en un punto C del segmento y que contenga al
punto A. La segunda con centro en el punto D (interseccion de la primera circunferencia con el
segmento AB) y que contenga al punto C. Luego, se determina el punto de interseccion de la
segunda circunferencia con el segmento y se nombra como P (Figura 8). Finalmente, se realiza
el arrastre del punto C, hasta que P coincida con B (Figura 9). De esta forma, se ha trisecado el

segmento.

LY AN
NV, \/

Figura 8. Construccién del problema propuesto

oor Lopez-Real y Leung (2006). Figura 9. Ejemplo de arrastre para ajustar.

4.2. LaTeoriade la Variacion
La Teoria de la Variacion es una teoria de aprendizaje que explica cdmo un aprendiz podria
ver, entender o experimentar un fenémeno que se presenta de cierta forma. De acuerdo con esta
teoria, un fendbmeno posee ciertos aspectos criticos, que el aprendiz debe notar y que debe ser
capaz de enfocar de manera simultanea para experimentar dicho fendmeno de una manera
particular (Orgill, 2012).

Orgill (2012) realiza una descripcién de la Teoria de la Variacion, dentro de la cual deja ver lo
que significa aprender y el papel que tiene la educacion, a la luz de esta teoria. De acuerdo con
esta autora, en todo fendmeno se puede reconocer una gran cantidad de informacién. Sin
embargo, nuestras limitaciones para procesar informacion no nos permiten considerar todos los
aspectos de un fenémeno al mismo tiempo. En consecuencia, solo algunos aspectos entran en
nuestra “conciencia focal”, mientras que otros se desvanecen en el fondo. En el marco de la
teoria de la variacion, aprender consiste en cambiar la estructura de la conciencia que un
alumno tiene respecto a un fendmeno. Es decir, ayudarle al estudiante a discernir un fenémeno

de maneras nuevas 0 mas complejas. Un fendmeno se puede experimentar o entender de
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multiples maneras y algunas de estas son més poderosas que otras para lograr un cierto
propdsito. Por lo tanto, una de las principales metas de la educacion es ayudar a los estudiantes
a experimentar los fendbmenos de maneras poderosas. Ahora bien, dado que el aprendizaje no
existe sin un objeto de aprendizaje, es importante sefialar que, bajo esta teoria, un objeto de
aprendizaje es una idea perspicaz, una habilidad o una capacidad especifica que se espera que
los estudiantes desarrollen (Marton y Peng, citados por Orgill, 2012).

Por otro lado, en todo fendmeno es posible identificar ciertas caracteristicas criticas especificas,
las cuales son aspectos necesarios para que el estudiante produzca un significado y desarrolle
entendimientos y capacidades relativas a este (Orgill, 2012). De esta idea se desprenden los
conceptos centrales de la Teoria de la Variacion que permiten interpretar el aprendizaje vy el
conocimiento, estos son: el discernimiento, la variacion y la simultaneidad. Para entender lo
que estos conceptos significan, haremos referencia al trabajo de Leung (2003, 2008) y Leung y
Yip-Cheung (2006), en donde se presenta una discusion acerca de los significados de los
conceptos relacionados con la Teoria de la Variacion en el contexto de los Sistemas de
Geometria Dindmica (SGD), en particular, en relacion con el uso de la herramienta arrastre
incluida en estos sistemas. El objetivo de Leung es evidenciar el potencial que tiene asociar
dicha teoria con el uso de esta herramienta en el proceso de descubrimiento del conocimiento

matematico.

Leung y Yip-Cheung (2006) plantean que los SGD son un medio potente para concebir tareas
que se puedan caracterizar desde el enfoque de la Teoria de la Variacion ya que, a través de la
construccion inteligente y el arrastre, permiten visualizar de diferentes formas un fenémeno
geomeétrico en accion. Por lo tanto, la variacion es una caracteristica importante de los SGD,
pues en estos sistemas los conceptos matematicos pueden tomar formas dindmicas visuales,

sujetas a nuestras acciones, que pueden ser 0 no poderosas.

Ahora bien, como se menciono lineas atras, los conceptos centrales de la Teoria de la Variacion
son: el discernimiento, la variacion y la simultaneidad. A su vez, dentro de la variacion, se
pueden identificar patrones o funciones, las cuales son: el contraste, la generalizacion, la
separacion y la fusion. Ademas, Leung (2003, 2008) define dos tipos de simultaneidad:

sincronica (diferentes aspectos coexistentes en el espacio) y diacrénica (un mismo aspecto
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visto en diferentes momentos temporales). La Figura 10 ilustra las relaciones entre estos

conceptos, de acuerdo con nuestra interpretacion del autor.

Conceptos centrales de la
Teoria de la Variacion

Discernimiento Variacion Simultaneidad
Patrones o fungiones de la
varasion — Sincronica
Contraste Generalizacion
= — — Diacronica
Separacion Fusion

Figura 10. Conceptos de la Teoria de la VVariacion.

A continuacidn, se presentaran los significados de cada uno de estos conceptos, en el contexto
del uso de la herramienta arrastre en un SGD, a través de algunos ejemplos de problemas
geomeétricos sugeridos por Leung (2003) y otros propuestos por nosotros desde la interpretacion
de este autor. Adicionalmente, se vera como las modalidades de arrastre de Arzarello etal.

(2002) se enmarcan dentro de esta teoria, de acuerdo con la propuesta de Leung (2008).

4.2.1. Discernimiento
Para poder ver algo en cierta forma, una persona debe discernir ciertas caracteristicas de ese
algo (Marton, Runesson y Tsui, citados por Leung, 2003). El discernimiento tiene lugar cuando
el individuo se concentra en las partes (caracteristicas) y, temporalmente, las resalta de la
totalidad (fondo). Los SGD permiten hacer discernimiento en términos de la existencia de
caracteristicas criticas invariantes bajo una variacion continua de ciertos componentes de una

configuracion.

En el ejemplo presentado por Leung (2003) para comprender este concepto, se estudia un
triangulo ABC, construido en un SGD, en el que se miden los angulos interiores y se calcula la
suma de ellos (Figura 11). Luego, el vértice C es arrastrado de manera que el triangulo ABC

sufre una accién continua; de esta manera se genera una doble variacion: varia la forma del
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tridngulo y los valores de los &ngulos internos, mientras lo que parece invariante es la suma de
las medidas de los angulos internos. Entonces, es evidente que la igualdad mz£ABC +
m«£BCA + m«CAB =180° se mantiene constante, a pesar de las variaciones. En consecuencia,
se obtiene el discernimiento de una caracteristica fundamental de un tridngulo cualquiera: la

suma de los &ngulos interiores de cualquier tridngulo es igual a 180°.

m<ABC=40.19° m<+ABC=80.33°

m<+BCA=76.1° m<+BCA=67.37°
m<CAB=63.71° m<CAB=32.3°
m<ABC+m<¥BCA+m<«CAB=180° m<+ABC+m4BCA+m<CAB=180°

Figura 11. Ejemplo de discernimiento.

4.2.2. Variacion

La variacion les permite a los estudiantes experimentar las caracteristicas que son
fundamentales para un determinado aprendizaje, asi como para el desarrollo de ciertas
capacidades. En otras palabras, estas caracteristicas se deben experimentar como dimensiones
de variacion (Marton, Runesson y Tsuli, citados por Leung, 2003). Una dimension de variacion
s un aspecto de un conjunto que puede ser sometido a variar. En los SGD es posible visualizar

diferentes dimensiones de variacion de una situacion geométrica.

Para ilustrar esto, Leung (2003) propone el siguiente ejemplo: dados dos puntos A y B
cualesquiera, construir un circulo que pase por Ay B. La clave de esta construccion es localizar
el centro del circulo. En consecuencia, la primera solucion posible es en la que se consideran A
y B como extremos de un didmetro de dicho circulo. Por lo tanto, el centro C del circulo
corresponde al punto medio entre A y B (Figura 12). De esta forma, cuando varian las
posiciones de A y B, varia también la posicion de C.

Sin embargo, esta estrategia es una solucion particular al problema. Leung plantea que, en lugar
de considerar A 'y B como extremos de un diametro, estos pueden ser puntos arbitrarios del

circulo. Entonces, para localizar el centro del circulo se debe pensar en radios y no en el
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didmetro. Por lo tanto, la estrategia alternativa consiste en representar un punto arbitrario C y
los segmentos AC y BC. Luego, medir dichos segmentos y arrastrar C a una posicion en la que
las longitudes de estos segmentos sea la misma (Figura 13). Al realizar la exploracion, se
encuentra que la posicion de C que cumple esta condicion no es Unica. Es decir, existe mas de
un circulo que contiene a los puntos A y B. En este caso, el punto C es el aspecto del conjunto
que ha sido sometido a variar para explorar el problema; mientras que A y B se han dejado

como fijos.

.....

Figura 12. Ejemplo de variacion 1.

2.48 269 2.64
1.91 283 Q ¢

B B B

Figura 13. Ejemplo de variacion 2.

En esta situacion es posible reconocer los diferentes patrones o funciones de la variacion:

e Contraste. Para experimentar algo, una persona debe experimentar algo mas con lo que
pueda compararlo (Marton, Runesson y Tsui, citados por Leung, 2003). En el ejemplo que
se esta desarrollando, las posiciones de C que dan o no lugar al circulo, proporcionan una
experiencia de contraste. Siguiendo a Leung (2008), es posible identificar dos tipos de
arrastre que se pueden ejecutar para realizar contraste: arrastre erratico y arrastre guiado.

o Arrastre erratico. El estudiante arrastra el punto C de manera aleatoria, sin un plan
predefinido, para buscar posiciones de este en las que los segmentos AC y BC tengan la
misma longitud. De esta manera, él logra contrastar posiciones en las que se cumple la

propiedad y aquellas en las que no.
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o Arrastre guiado. El estudiante arrastra el punto buscando mantener una forma favorable
en la configuracion. En este caso, aquella en la que las longitudes de los segmentos AC y
BC son iguales. Asi contrasta posiciones en las que la igualdad se mantiene y aquellas en
las que no lo hace.

e Separacion: Para experimentar un cierto aspecto de algo, y con el fin de separar este aspecto
de otros aspectos, este se debe variar mi