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OBJETIVO GENERAL

Reconocer el modelo de la Geometria esférica de Riemann y algunas relaciones entre sus
elementos, mediante el uso del programa de geometria dindmica Cabri II y una

representacion analitica (plano complejo).

OBJETIVOS ESPECIFICOS

v’ Utilizar la herramienta tecnoldgica Cabri Geometre II, para visualizar y aproximarse a

la comprension de las relaciones entre los elementos de la geometria de Riemann.

v' Identificar el tipo de curvas del plano estereografico que generan los distintos tipos de

rectas en la geometria esférica.
v Reconocer elementos de la geometria esférica de Riemann tales como rectas, angulos,
triangulos y construcciones andlogas a la euclidiana a partir de la comparacion entre

estas dos geometrias que da origen a su representacion en el plano estereografico.

v Reconocer la proyeccion estereografica como una inversion en el plano estereografico.
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DESCRIPCION: El presente trabajo se desarrolla con el fin de optar al titulo de
Licenciado en Matemadticas y surge gracias a respuestas que nacen de
reflexiones personales acerca de: ;Como utilizar un software bidimensional de
geometria dindmica para explorar propiedades de la geometria esférica de
Riemann?. Realizadas en el marco del espacio académico de Geometrias no
Euclidianas, ofrecido por la Universidad Pedagogica Nacional en el VII
semestre de Licenciatura en matematicas.

La idea principal contenida en el presente trabajo se inscribe en el campo de las
Geometrias No Euclidianas, mas precisamente, en la Geometria de Riemann,
donde Bernhard Riemann (1826-1866) expone sus ideas acerca del concepto de
espacio. La tematica que se desarrolla es el resultado de algunos analisis
realizados en torno a preguntas que surgen al abordar el estudio de conceptos
basicos de las Geometrias No Euclidianas.

En 1989, el National Council of Teachers of Mathematics (NCTM) planteo,
como una de sus principales metas, reformar el estudio de la geometria, tanto a
nivel medio como a nivel medio superior. Concretamente plantearon como uno
de sus principales objetivos el desarrollar una forma de entender un sistema
axiomatico investigando y comparando la geometria Euclidiana con la no
Euclidiana.



Siendo este uno de los objetivos, el presente trabajo muestra algunas
propiedades de la geometria esférica de Riemann comparada con la
axiomatizacion de la geometria euclidiana, valiéndose de la herramienta
tecnoldgica Cabri, la cual ofrece un medio que puede favorecer el acceso y
desarrollo de recursos matematicos para la construcciéon de estos modelos
(Devlin, 1997).

Se hace insistencia en la actividad docente y en el afianzamiento respecto a la
introduccion de herramientas tecnoldgicas en el aula de clase, pues se considera
que son pertinentes, asi como el estudio de un sistema axiomatico a través de la
investigacion y comparacion de las geometrias Euclidianas y No Euclidianas en
donde se llegue a resultados como: La Geometria de No-Euclidiana estd
poniéndose en aumento importante en su papel en la ciencia moderna y
tecnologia - En estudio de la Geometria no-Euclidiana hace claro que esa
geometria no es algo que se completd hace 3000 anos en Grecia. Es una
corriente y un campo activo de investigacion.

FUENTES: Se obtuvo informacién de 8 fuentes, a saber: CEDERBERG, J.N. A Course in
Modern Geometries. Undergraduate Texts in Mathematics. Springer-Verlag.
New York. 1989; COXETER, H.S.M., Fundamentos de Geometria. Ed.
Limusa-Wiley, S.A., México, 1971, Projective Geometry. Springer-Verlag,
New York; AMMANA, C., & VILLIANI, V., Perspectives on the Teaching of
Geometry for the 21 st. Century. An ICMI study, Kluwer Acad. Pub., New
ICMI Study Series, vol. 5, Netherlands, 1997; RAMIREZ-GALARZA, AL, &
SIENRA-LOERA, G., Invitacion a las geometrias no Euclidianas. Coordinacién
de Servicio Editoriales, Fac. de Ciencias, UNAM, 2000; REES, ELMER G.
Notes on geometry. Springer Undergraduate texts in Mathematics. Berlin, 1983;
SINGER, D.A., Geometry: Plane and Nancy. Undergradute texts in
Mathematics, Springer, New York, 1997; Education.ti.Innovaciones
Educativas. url:http://math.rice.edu/~pcmi/sphere/sphere.html; Devlin, K.
(1997). The logical structure of computer-aided mathematical reasoning y 7The
American Mathematical Monthly, 104, 7, pp. 632-646

CONTENIDOS: El presente trabajo esta dividido en 4 partes. En las 2 primeras se realiza
una aproximacion a la Geometria de Riemann partiendo de una comparacion
con la geometria euclidiana, en la 3 se introduce la geometria esférica como un
ejemplo particular de la geometria Riemanniana, expresada en 2 dimensiones
(plana) en donde no existen las rectas paralelas y se representa la esfera en un
plano bidimensional mediante proyeccion estereografica. Y Finalmente, en la 4°
parte se muestran algunos de los resultados obtenidos en las 3 primeras partes y
se abordan algunas construcciones analogas al trabajo en el plano euclidiano,
identificando los elementos de la geometria esférica de Riemann mediante el



programa Cabri II, abordando preguntas tales como: ;Qué elementos de é€sta
nueva geometria se conservan o permanecen invariantes mediante una
proyeccion estereografica?; y finalmente, se exponen algunas conclusiones y
reflexiones acerca de las actividades propuestas y de los resultados obtenidos a
partir del trabajo realizado.

CONCLUSIONES: En 1989, el National Council of Teachers of Mathematics (NCTM)
plante6, como una de sus principales metas, reformar el estudio de la geometria,
tanto a nivel medio como a nivel medio superior. Concretamente plantearon
como uno de sus principales objetivos el desarrollar una forma de entender un
sistema axiomadtico investigando y comparando la geometria Euclidiana con la
no Euclidiana. Este trabajo se presenta como un paso en el camino hacia este
fin.

Para entender la importancia del estudio de la axiomatica de la geometria
Euclidiana se hace necesario considerar alternativas de geometrias en las cuales
resultados andlogos a los obtenidos tengan un significado distinto, para hacer
una comparacion y asi dar sentido a su axiomatica.

Es necesario entender que la palabra "definicion" adquiere un significado muy
preciso en geometria que es bastante diferente a su significado en el idioma
comun, pués la confusion acerca de dicho concepto es la fuente de muchas
dificultades en los procesos de demostraciones geométricas.

El estudio de otras geometrias alternativas permiten que el estudiante
comprenda mejor los resultados de la geometria euclidiana y ademds acceda a
reconocer que:

B La Geometria No-Euclidiana estd teniendo un aumento importante en su
papel en la ciencia moderna y tecnologia.

B La Geometria Euclidiana no es una rama de la matematica completa desde
hace 3000 afios en Grecia, sino una corriente y un campo activo de
investigacion.

Al utilizar la tecnologia, en particular CABRI GEOMETRE para resolver
situaciones problema en forma rapida y precisa, se explora y avanza en
problemas madés interesantes, esta representacion de relaciones en forma
dindmica permite realizar exploraciones que frecuentemente conllevan a la
identificacion y formulacion de conjeturas permitiendo abordar algunos
problemas relacionados con dicha geometria.
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INTRODUCCION.

El presente trabajo se desarrolla gracias a respuestas que surgen de reflexiones personales
acerca de: ;Como utilizar un software bidimensional de geometria dindmica para explorar
propiedades de la geometria esférica de Riemann? realizadas en el marco del espacio
académico de Geometrias no Euclidianas, ofrecido por la Universidad Pedagogica Nacional

en el VII semestre de Licenciatura en matematicas.

Con este fin se exponen algunos resultados en los que se hace uso de la herramienta
tecnologica Cabri II (programa de geometria interactiva) que permite obtener una
aproximacion a la comprension de los principales resultados de la Geometria esférica,
dichos resultados son consecuencia del trabajo en el plano bidimensional mediante una
transformacion (proyeccion estereografica) como representacion del espacio, en donde se
utilizan elementos de la geometria euclidiana, para identificar posteriormente algunos

elementos de la geometria de Riemann interpretados en la esfera, tales como:

Representacion de “rectas” en el plano bidimensional, y algunas construcciones andlogas

a la geometria euclidiana, a saber:

" Dada una circunferencia mdaxima y un punto en ella, construir la circunferencia

maxima que es perpendicular a ella y que pasa por el punto dado.

®  Dada una circunferencia maxima y un punto en la esfera fuera de ella, construir la

circunferencia maxima que es perpendicular a ella y que pasa por el punto dado.

En 1989, el National Council of Teachers of Mathematics (NCTM) planted, como una de
sus principales metas, reformar el estudio de la geometria, tanto a nivel medio como a nivel

medio superior. Concretamente plantearon como uno de sus principales objetivos el
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desarrollar una forma de entender un sistema axiomatico investigando y comparando la

geometria Euclidiana con la no Euclidiana.

Siendo este uno de los objetivos, el presente trabajo muestra algunas propiedades de la
geometria esférica de Riemann comparada con la axiomatizacion de la geometria
euclidiana, valiéndose de la herramienta tecnologica Cabri, la cual ofrece un medio que
puede favorecer el acceso y desarrollo de recursos matematicos para la construccion de

estos modelos (Devlin, 1997).

En particular, la representacion de relaciones en forma dindmica permite realizar
exploraciones que frecuentemente conllevan a la identificacion y formulacion de
conjeturas permitiendo abordar algunos problemas relacionados con dicha geometria. El
empleo del software dindmico no solo permite explorar relaciones, sino también construir

su propio repertorio de resultados matematicos (Santos & Espinosa, 2002).
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PRELIMINARES.

La idea principal contenida en el presente trabajo se inscribe en el campo de las Geometrias
No Euclidianas, mas precisamente, en la Geometria de Riemann, donde Bernhard Riemann
(1826-1866)" expone sus ideas acerca del concepto de espacio’. La tematica que se
desarrolla es el resultado de algunos analisis realizados en torno a preguntas que surgen al

abordar el estudio de conceptos basicos de las Geometrias No Euclidianas.

Las Geometrias No Euclidianas fueron la mayor contribucién en el campo de las
matematicas durante el siglo XIX, tiempo en el cual se profundizé en la comprension de las
propiedades geométricas, pasandose de la geometria métrica clasica a las geometrias afin y
proyectiva®. Posteriormente, dichas geometrias se consolidan como las ramas mas
caracteristicas de las matematicas del siglo XX, gracias al desarrollo de la topologia que da

paso a geometrias tales como la algebraica, la diferencial y la proyectiva.

El principal tema de trabajo desde principios de siglo fue el estudio de la Geometria
proyectiva, que sirvid como gran campo de innovacion y experimentacion; y llevé a los
primeros esfuerzos ‘modernos’ de fundamentacidon axiomatica rigurosa, que posteriormente

aportaria para la comprension de la naturaleza de la matematica.

Puede decirse que las geometrias no euclidianas surgen como el resultado de intentar
probar el quinto postulado o postulado de las paralelas de Euclides®, al ser considerado
mucho més complejo, e incluso de caricter distinto a los restantes. Algunos gedmetras

tales como Wallis intentaron deducirlo de los cuatro primeros postulados y otros como

! Matematico y fisico aleman, alumno de Gauss el cual dio los primeros pasos para iniciar la geometria
diferencial y la topologia.

% Las hipétesis sobre las que se funda la geometria.

3 Espacios proyectivos, variedades Riemannianas con curvatura de Riemann nula, G. E. Martin, “The
foundations of geometry and the non-euclidean plane”, Springer, UTM, 1998.

* Ya que el significado de su enunciado tiende a ser una proposicion que podria ser demostrada a partir de
los otros postulados y axiomas.
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Saccheri, Legendre y Lambert trataron de demostrarlo utilizando una de sus negaciones

buscando llegar a una contradiccion.

Luego de 2.000 anos de intentos infructuosos de demostrar dicho postulado, se llegd a
sospechar que no era posible deducirlo de postulados mas simples, y que incluso, era
logicamente viable desarrollar geometrias basadas en axiomas contrarios, dandose paso a

geometrias alternativas en un espacio posible.

Hasta aquel momento, se pensaba que habia plena identidad entre el espacio real y el
espacio euclideo. Se creia que la geometria de Euclides era la inica posibilidad conceptual
para la mente humana y que ademas ese espacio conceptualmente necesario y evidente era
idéntico al espacio real. Ahora, al constatarse la posibilidad l6gica de toda una gama de
geometrias, se plantea la posibilidad de que el espacio real fisico sea no euclideo.

Lobachevski, Bolyai, Gauss y Riemann consideraron en su momento esta posibilidad.

Lobachevski y Bolyai fueron los primeros en establecer rigurosamente una geometria
basada en un axioma no euclideo de la cual surgen toda una serie de resultados poco
familiares, como: “los angulos de un triangulo suman menos de dos rectos”, “no ha
b b
triangulos semejantes de area distinta”, “la medida absoluta de longitud es la altura maxima
b
de un triangulo rectangulo isdsceles” y “existen rectas asintdticas, es decir, rectas que se

acercan cada vez mas sin cortarse nunca’.

Gauss veia una relacion clara entre su articulo sobre superficies curvas® y la geometria no
euclidea; el estudio de este articulo confirmaba la idea que el espacio real pudiera ser no
euclideo. Gauss en sus trabajos mostraba resultados acerca de la suma angular en triangulos
formados por geodésicas®, que estaban ligados a resultados tipicos de las geometrias no

euclideas, es decir, Gauss encontrd resultados analogos a la geometria no euclidiana a

> Disquisitiones generales circa superficies curvas.
% Geodesicas: Curvas de menor longitud sobre una superficie curva se les da el nombre de «geodésicasy.
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través del estudio de las superficies, confirmando la posibilidad de que el espacio fisico

tuviera alguna medida de curvatura.

Riemann menciona en su trabajo “las hipotesis sobre las que se funda la geometria” que
para analizar con detalle las relaciones internas entre los principios basicos de la geometria
hay que desarrollar un concepto general que abarque la idea de espacio. En otros términos,
si queremos comprender mejor las suposiciones que esconde la idea habitual de espacio

euclideo, hace falta contemplarla desde un punto de vista mas abstracto.

Para Riemann abarcar el concepto abstracto de espacio requiere introducir el concepto de
variedad n-dimensional’, no solo para comprender mejor las ideas basicas de la geometria,
sino también para hacer posibles nuevos planteamientos geométricos en la exploracion
fisica del universo. Por tales razones, Riemann titula su trabajo las hipotesis en las que se

funda la geometria.

A continuacién se hara una interpretacion de la geometria de Riemann en una superficie
esférica, ya que ésta es una superficie de curvatura constate y es una variedad 2-
dimensional o plano Riemanniano. Se estudiaran las propiedades geométricas de la esfera,
sus elementos y algunas relaciones entre ellos, partiendo de una comparacion con los
postulados de Euclides para llegar a determinar el porqué la geometria esférica es un

ejemplo de geometria no euclidiana.

Aunque la geometria de Riemann se puede interpretar en la superficie de una esfera; las
relaciones entre sus elementos son un poco dificiles de visualizar, por tal razon haremos

uso de la herramienta tecnologica Cabri Geométre II. Adicionalmente, al utilizar esta

7 Concepto esencialmente topologico: El espacio euclideo resultara ser una variedad tridimensional a la que
se ha impuesto una métrica muy particular. Las variedades Riemannianas son variedades n-dimensionales
dotadas de una métrica euclidea a nivel local. Pero Riemann destaca, empleando geometria diferencial
inspirada en Gauss, que una misma variedad riemanniana puede dar lugar a muy diversas métricas Globales.
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herramienta tecnologica se hace necesaria la proyeccion estereografica que permita
relacionar los puntos de la esfera con los puntos del plano euclideo, y asi establecer las

propiedades que se mantienen invariantes bajo dichas proyecciones.

Por otra parte la proyeccion estereografica se trabajard de forma analitica con el fin de

obtener algunos resultados en el plano complejo.

15



1. BREVES NOCIONES SOBRE LA GEOMETRIA DE RIEMANN.

A continuacion se presentan algunas consideraciones acerca de la Geometria de Riemann,
asi como de sus elementos, los avances hacia la construccion de la geometria no Euclidiana

y su avance en la Geometria moderna.

1.1 INTRODUCCION A LAS GEOMETRIAS NO EUCLIDIANAS

El periodo mas fecundo de la geometria en Grecia es el siglo III A.C. con Euclides,
Apolonio y Arquimedes, siendo el libro Los Elementos de Euclides el primer tratado formal
y sistematico de la geometria elemental que fue completado posteriormente por
Arquimedes quién extendid los problemas de la geometria plana a la geometria de los

solidos o geometria tridimensional.

Recordemos los postulados de Euclides:

(1) Dos puntos distintos determinan una unica linea recta.

(1) Una segmento de linea recta puede extenderse sin limitaciones.

(111) Dado un punto y una distancia, es posible trazar una circunferencia que tenga a ese
punto como centro, y a esa distancia como radio.

(1V) Todos los angulos rectos son iguales.

(V) Si una recta que corta a otras dos forma, del mismo lado, dngulos interiores que suman
menos de dos angulos rectos, al prolongar indefinidamente las dos rectas, éstas se cortan

’ . . ’ 8
del lado en que los angulos interiores suman menos de dos angulos rectos.

%Esta version del quinto postulado de Euclides se le atribuye a John Playfair (1748-1819), aunque Proclo
(410-485 D.C) lo enuncid en el siglo V de nuestra era.

16



Este postulado, que en su version mas conocida, se denomina el postulado de Playfair:
"Dad . : .
ado un punto exterior a una recta, es posible trazar una, y solo una recta paralela a la

recta dada.

Euclides defini6 como paralelas a dos lineas rectas que no se cortan, y en virtud del quinto
postulado, la suma de los angulos interiores que dichas rectas forman con una linea

transversal debe ser, tanto de un lado como del otro, igual a dos angulos rectos.

Figura 1. Postulado de las paralelas.

“El lector estara de acuerdo en que el Postulado V tiene una forma bastante mds
complicada que los cuatro primeros. Hay que aclarar, a favor de Euclides, que si bien
existen formas mas sencillas de este postulado, la redaccion que él propone corresponde a
la version que permite utilizar el postulado para derivar, utilizando la logica y resultados

ya demostrados, nuevos resultados, lo cual era su propdsito.”[R.S., pg. 12]

El postulado V ha sido sin duda el mas discutido, debido quizd a que las primeras
veintiocho proposiciones del libro de los Elementos no hacen uso de dicho postulado, lo
cual durante mucho tiempo hizo pensar a los estudiosos del tema que éste podia deducirse
de los cuatro postulados anteriores, ddndose lugar a una gran cantidad de investigaciones en

matematicas que, en particular dan origen a la creacion de las geometrias no Euclidianas.



Hay que notar que ésta segunda forma de enunciar el quinto postulado resalta dos de las

cualidades que caracterizan el concepto Euclidiano de lineas paralelas:

La existencia de una recta paralela a una recta dada por un punto exterior a ésta, y el

hecho de que dicha paralela sea Unica.

Debido a esto, al negar el postulado de Playfair, y por ende, el quinto postulado de
Euclides, se tiene dos opciones: negar la unicidad de la paralela, o bien, negar su existencia,

lo cual se expresa mediante los siguientes enunciados:

e Por un punto exterior a una recta, hay al menos dos paralelas a ella.

e Por un punto exterior a una recta, no existe paralela alguna.

El primero de estos enunciados, da origen a la geometria hiperbolica desarrollada por
Lobachevski-Bolyai el cual no sera discutido en el presente trabajo, mientras que el
segundo da origen a la geometria eliptica cuya representacion mas simple es
geométricamente similar a la geometria de la esfera, la cual interpretada adecuadamente

menciona resultados relacionados con la geometria de Riemann.

1.2 LA GEOMETRIA DE RIEMANN INTERPRETADA EN UNA SUPERFICIE
ESFERICA.

La geometria esférica o geometria de la superficie 2-dimensional de una esfera es la mas
sencilla representacion de la geometria eliptica, que es denominada geometria de Riemann
para una generalizacion extensa. Esta geometria esférica es un ejemplo de una geometria

no-Euclidiana y es la que se describe a lo largo del trabajo.
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La geometria eliptica es una geometria no-Euclidiana, en la cual, dada una linea / y un
punto P exterior a ella, ninguna linea es paralela a / que pasa por P. El modelo méas simple
de la geometria eliptica es la geometria esférica, donde los puntos estan en la esfera, y las
lineas rectas son grandes circulos que pasan a través de esos puntos. En la esfera, tal como
la superficie de la tierra, es facil dar un ejemplo de un triangulo en donde la suma de sus

angulos puede ser 270°, que seria imposible en geometria euclidiana.

En geometria plana los conceptos basicos son el de punto y recta; en la esfera, los puntos
se definen en el sentido general y los equivalentes de rectas no se definen en el sentido
usual de "linea recta" sino en el sentido "de las trayectoria mas corta entre los puntos"
denominada geodésica. En la esfera las “rectas” corresponden a la geodésica que son los
grandes circulos, los otros conceptos geométricos se definen como en geometria plana pero
con las rectas sustituidas por geodésicas. Asi, en geometria esférica los angulos se definen
entre las geodésicas, dando paso a una trigonometria esférica que se diferencia de la
trigonometria ordinaria en muchos aspectos, por ejemplo en, la suma de los angulos

interiores de un triangulo (puede exceder los180 grados).

Como se citd anteriormente la geometria esférica es el modelo mas simple de la geometria
eliptica, en el cual una recta no tiene alguna paralela a través de un punto dado, y se
cumplen algunas otras caracteristicas que posteriormente se describen para luego construir
el plano de Riemann modelado por la esfera o también denominado el plano descriptivo
verdadero’; que es obtenido identificando los puntos antipodales'®. Localmente, este plano
descriptivo tiene todas las caracteristicas de la geometria esférica y diversas caracteristicas

globales.

Naturalmente una superficie posee dos dimensiones y es facil de visualizar cuando es

curva; pero algunos matematicos, como el ruso Nikolai Lobachevski y el aleman Georg

? En el desarrollo del trabajo haremos mencién a dicho plano.
'% Pares de puntos diametralmente opuestos en la esfera.
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Friedrich Bernhard Riemann en el siglo XIX se preguntaron si este concepto podria
extenderse a los espacios «curvos» de tres dimensiones, teniendo en cuenta que en tales
espacios los postulados bésicos de la geometria cldsica no se cumplen, por ejemplo las
rectas podrian cruzarse en mas de un punto, las paralelas no mantendrian entre si la misma
distancia, etc. En particular, Riemann tuvo la idea de definir un espacio curvo con cualquier
nimero de dimensiones donde cada punto de un espacio de n dimensiones (z es un nimero

entero positivo cualesquiera) se localiza por medio de un conjunto de » coordenadas.

En su trabajo, Riemann demostrd que las propiedades basicas de un espacio curvo estan
determinadas exclusivamente por la formula para medir «distancias». En cada forma de ds’,
es decir la métrica definida localmente en un cierto espacio riemanniano, las lineas rectas

son sustituidas por curvas geodésicas cuya longitud —medida seglin ds>— es minima.

Una superficie es un espacio de dos dimensiones que podemos “ver” (de lo que se ocupa
este trabajo); sin embargo, los espacios curvos de tres o0 mas dimensiones son dificiles o
simplemente no se pueden visualizar. No obstante, es posible definirlos y manejarlos
matematicamente sin ninguna dificultad formal, por ejemplo el concepto de espacios
riemannianos son un excelente ejemplo que sélo se puede describir en el lenguaje

matematico.

Teniendo en cuenta esta dificultad de visualizacion se estudian las propiedades de la esfera
y ademas se establecen algunas analogias con la geometria de Euclides en donde se muestra

el comportamiento de los elementos en este nuevo “plano”.

1.2.1. La esfera como una superficie de curvatura constante. Pensemos en una esfera
como la generalizacion de una circunferencia, pues mientras una circunferencia es el lugar
geométrico de los puntos en el plano que equidistan de un punto fijo llamado centro, una

esfera es el lugar geométrico de todos los puntos en el espacio que equidista de dicho
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punto; al igual que en el caso de la circunferencia, la distancia que hay del centro a uno de

los puntos de la esfera se denomina radio.

Por otra parte pensemos en una esfera como una superficie curva en donde lo descrito
anteriormente sobre lineas rectas y curvas servira para la apreciacion intuitiva de la
curvatura. Una linea que tiene su curvatura constante es un circulo y esta directamente
relacionada a su radio como se muestra en la figura 2.a en donde se puede observar que a
menor radio la curvatura es mayor y a menor curvatura mayor es el radio. Esto lo podemos
apreciar si tomamos dos circunferencias tangentes en un punto con distintos radios en
donde la de radio menor este contenida en la de radio mayor como se muestra en la Figura
2b concluyendo asi que el circulo méas pequefio muestra una mayor curvatura. Esta
caracteristica relacionada con el inverso del radio, que determina que la curvatura de un
circulo es proporcional al inverso del cuadrado del radio, 1 / 2. Se puede considerar que

una recta es un circulo de radio infinito cuya curvatura, es nula. (el inverso de infinito).

ff ry Mlarvor curvatura ' .
) menar radio / " \
" aN i
— 'll o L )
/ b\ \ |
' .!-_J.- \ |1 1
| - I & mayor radio JCurvatura ~ —
'.l\ ! menos curvaturs \, R
N - ,/ -
a) b)

Figura 2. a) Circunferencias: trazado lineal de curvatura constante.
b) La circunferencia de menor radio tiene mayor curvatura que una con radio mayor.

Cuando percibimos una linea que no es recta, ello implica que tiene distintas curvaturas a lo
largo de sus puntos, lo que, de alguna manera, representa cuanto se va curvando. Podriamos
suponer que esa curvatura podria medirse simplemente por el radio de un circulo tangente

en cada punto; pero ello no es asi y es ligeramente mas complicado, porque usualmente
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existen muchos circulos tangentes alli. Por ejemplo, en un punto de una recta hay infinitos

circulos tangentes (Figura 3a).

Visto de otro modo, la tangente a todos esos circulos es siempre la misma recta; entonces,
hay que elegir entre ellos el que se ajusta mejor a la curva del caso, lo que requiere que el
circulo no solo sea tangente, sino que se aproxime tanto como sea posible a la curva. Este
circulo se llama osculante, en el cual no solo la tangente es comuin con la curva, sino
también el valor de su variacion interpretado como la igualdad entre la primera y segunda

derivadas.

a Y

T

Figura 3. a) Un gran nimero de circunferencias son tangentes con respecto a cada punto de una linea''.

Lo anterior, geométricamente, puede construirse considerando dos cuerdas vecinas al
punto, y determinando el centro del circulo'” en la interseccién de las normales en sus

puntos medios, en el limite que ambas cuerdas tiendan a cero en el punto (Fig 3b) %

En el ejemplo de la recta, ambas normales son siempre paralelas y se cortan en el infinito.
Luego, la curvatura de una linea en un punto queda medida por el inverso del cuadrado del

radio del circulo osculante a ella en ese punto (Fig. 3¢)'%.

" "En este trabajo se ha usado una recta como ejemplo.- se describen tres circunferencias tangentes, de un
sinnimero que podrian darse desde un mismo punto. b) El centro del circulo osculante, cuyo radio mide la
curvatura, es determinado por la interseccion de las normales en el centro de dos cuerdas vecinas. c¢) En los
distintos puntos de una linea curva arbitraria se pueden dar diferentes curvaturas. La medicion de ellas se da
por el inverso del cuadrado del radio del circulo osculante que se encuentre presente (que comporta una
segunda derivada igual a la de la curva).

'> Construccion tipica en la geometria euclidiana en la cual se dan tres puntos arbitrarios y se debe encontrar
una circunferencia que pase por los tres puntos.
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1.3. LOS ELEMENTOS Y LAS RELACIONES DE LA GEOMETRIA DE
RIEMANN EN LA ESFERA

En la seccionl.1 se hizo referencia al origen y algunos aspectos diversos de la geometria no
euclidiana, a partir de esta secciéon se hablard de un sistema geométrico que en varias
relaciones es similar a la geometria esférica, pero en el cual una de las premisas bésicas de
la geometria elemental tiene lugar; haciéndose énfasis en una diferencia muy importante

existente entre la geometria esférica y las de Lobachevski y Euclides.

1.3.1. Puntos y rectas en la esfera. Si tomamos una linea arbitraria y una esfera en el

espacio pueden suceder varias cosas que se enumeran a continuacion:

e Que lalinea y la esfera no se intersequen.
e Que la linea toque a la esfera en un solo punto, y de manera similar al caso de la
circunferencia, que sea tangente a la esfera; y finalmente

e Que la linea toque a la esfera precisamente en dos puntos.

En esta ultima hay un interés particular cuando la linea pasa justo por el centro de la esfera,
determinando los “antipodas”, ya que presenta una gran similitud con los polos norte y sur

en nuestro planeta.

Una pregunta natural que surge en nuestro nuevo “plano” (esfera) es la siguiente:

/Quiénes juegan el papel de lineas rectas?

Es evidente que no se puede trazar una linea recta en el sentido tradicional sobre una esfera;
sin embargo, si recordamos que la linea recta es la trayectoria de menor longitud entre dos
puntos dados, podemos generalizar el concepto y definir una curva de longitud minima

sobre una superficie curva, esa curva es una porcion de arco (Fig.4).
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Figura 4.”Rectas” en la geometria esférica.

Sobre un plano, las geodésicas son las lineas mas rectas posibles que satisfacen toda una
serie de condiciones como: que dos rectas que se cruzan en un punto no vuelven a cruzarse
con otro y un par de rectas paralelas nunca se cruzan entre otras. Sin embargo, estas
condiciones no son cumplidas por las geodésicas en general, ya que sobre la superficie de
una esfera, dos geodésicas se cruzan en dos puntos, un par de geodésicas aparentemente

paralelas se cruzan, etc. Como lo muestra la figura 5.

/

Figura 5. Dos geodésicas se cortan en dos puntos diametralmente opuestos.

Ahora bien, una curvatura tiene similar sentido tanto para un espacio bidimensional como
para uno unidimensional, asi, la superficie de una esfera tiene una curvatura constante.
También en ese tipo de superficie se pueden trazar las lineas mds cortas posibles,
(13 4 2 b

segmentos de circulos mayores”, los que contienen el centro de la esfera, como los

segmentos de la figura 5.
Por otra parte, no deja de ser intuitivo el hecho de que una esfera esté ligada a su radio,

como en el caso del circulo. Asi la esfera tiene un valor unico de curvatura igual en todas

las direcciones para cada punto y sobre la superficie entera.
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Si imaginamos una esfera de radio gigantesco, su superficie es casi plana y su curvatura
tiende a ser nula, ademas dicha curvatura esta relacionada inversamente con su radio, y mas
precisamente corresponde al inverso de su cuadrado, es decir a 1/r?, como ya se habia
mencionado. Esta curvatura llega a ser cero porque es el limite de una esfera de radio
infinito. Pensemos, por ejemplo, en el caso de un mundo sobre la superficie de una esfera;
si esta superficie es muy grande y los entes bidimensionales son pequefos, el mundo para
ellos es casi plano “exactamente como sucede en la Tierra”, que al ser una esfera muy
grande con respecto al tamafio del hombre, la vida normal en ella es plana para los fines

practicos, como la mayoria de las cosas que componen nuestro entorno.

Para hacer una analogia con el plano Euclidiano en donde las rectas son el camino mas
corto entre dos puntos, escogemos dos puntos arbitrarios y el centro de la esfera y los
unimos mediante un arco, luego se prolonga este arco obteniéndose una circunferencia; por
lo tanto se puede afirmar que las rectas en las esferas son las circunferencias maximas, las

cuales llamaremos E-lineas.

Otra forma de determinar éstas circunferencias maximas es cortar la esfera con un plano
que pasa justo por el centro de ésta, como se muestra en la figura 6; volviendo a la
comparacion con nuestro planeta los meridianos y el ecuador juegan este papel, no como

los otros paralelos, los cuales tienen longitud menor.

Circunferencias
mdiximas, también
denominadas

E-lineas.

Figura 6. Plano que pasa por el centro de la esfera
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1.4. GEOMETRIA EUCLIDIANA vs. GEOMETRIA ESFERICA.

Mientras en la geometria Euclidiana tenemos puntos y rectas, en la esfera nuevamente
tenemos puntos, que llamaremos E-puntos, para enfatizar que los pensamos como puntos en

la esfera, y las circunferencias maximas denominadas E-lineas.

En este momento, ya que practicamente vivimos en una esfera, resulta natural preguntarse:
(Qué tipo de geometria es ésta? y ;Qué propiedades tiene? Trataremos de dar respuesta a

¢éstas preguntas partiendo de los postulados de Euclides.

Iniciando con el primer postulado de Euclides el cual dice que “dos puntos distintos
determinan una unica linea recta”; podemos ver que si tomamos dos puntos P y Q,
distintos sobre la esfera, junto con su centro C, entonces P, Q y C determinan tres puntos

distintos. Que pueden ser:

e No colineales. esto es, P y Q no son antipodas, determinando un unico plano. Por
construccion, este plano pasa por el centro, por lo que, al intersecarlo con la esfera nos

determina una E-linea.

e Colineales. Esto es esto es P y Q son antipodas, hay muchos planos que contienen a los
tres, por lo que la E-linea que pasa por ellos no es unica. Por ejemplo, si P es el polo
norte y Q es el polo sur, todos los meridianos son E-lineas que pasan por estos puntos.

Es decir:

No se cumple la unicidad en el primer postulado de Euclides.

Resumiendo, la primera relacion de la incidencia para la esfera es:

v' Si A y B son dos puntos que no son antipodales, entonces existe una E-Linea que los

contiene. Si A y B son antipodales, existen muchas E-Lineas que los contienen.

26



Ahora continuamos con el segundo postulado el cual dice que “un segmento de linea recta
puede extenderse sin limitaciones”, para ello tomemos dos puntos P y Q distintos en la
esfera y el arco de circunferencia que los une. Si prolongamos uno de los extremos, por
ejemplo Q, se llegara al punto P y posteriormente a Q, por lo cual la E-linea se "prolonga

arbitrariamente" pero los puntos se cuentan varias veces. Por tanto:

Se cumple el segundo Postulado de Euclides.

Similarmente, supongamos que tenemos dos E-Lineas; Cada una de éstas determinan la
interseccion de los planos que las contienen, que por supuesto intersecan a la esfera en dos

puntos antipodales. Asi la segunda relacion de la incidencia es:
v' Dos E-LINEAS distintos se encuentran en exactamente dos puntos antipodales.

Por otra parte, el tercer postulado dice que “dado un punto y una distancia, es posible
trazar una circunferencia que tenga a ese punto como centro, y a esa distancia como
radio”. En este momento cabe preguntarnos: Dados dos puntos distintos P y Q sobre la

esfera, ;como medimos la distancia entre ellos?

Sobre la esfera unimos los puntos por medio de arcos de circunferencia, asi para dar
respuesta a la pregunta anterior basta recordar como medimos un arco de circunferencia en
el plano. Para esto, tenemos en cuenta que una circunferencia contiene 2n radianes, es decir

360 grados, luegol radian = (180/ w) grados, por lo tanto 1 grado = (7 /180) radianes.
Si C es una circunferencia de radio R con centro en C, dados dos puntos distintos P y Q
sobre C, si a es el angulo PCQ medido en radianes (0 < a < 1), entonces la distancia entre P

y Q esta dada por:

D®P,Q) = R.«a
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y si medimos este angulo en grados tenemos:

D(P,Q) = R.a.(n/180°)

Ahora que sabemos cémo medir la distancia entre dos puntos, procedamos como sigue:
Consideremos una esfera con centro en C y de radio R unidades; tomemos un punto S sobre
la esfera y cualquier E-linea que pase por ¢él, luego sobre esta E-Linea tomemos un punto P
que diste p unidades del punto S. Este punto queda caracterizado por la condicion de que
el angulo PCS medido en radianes es igual a p / R, donde R es el radio de la esfera. Ya

que esta E-linea es arbitraria, tenemos nuestra E-circunferencia (ver figura 7).

p

Figura 7. Distancia entre dos puntos en la esfera.

En consecuencia:

Se cumple el tercer postulado de Euclides.

Para determinar si el cuarto postulado el cual nos dice que todos los dngulos rectos son
iguales se cumple o no debemos definir la manera de medir el angulo entre dos E-lineas L1

y L2.

Antes de pasar a definir esta medida en una superficie esférica detengdmonos un poco en
una relacion, de gran importancia en el trabajo que sigue: En el plano euclidiano el
poligono mas simple es el triangulo, en dicho plano no existe un poligono con s6lo dos

lados; ésta caracteristica no se cumple en la esfera, ya que cualesquiera dos E-Lineas se
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encuentra en dos puntos antipodales y dividen la esfera en cuatro regiones que llamaremos

biangulos, cada una de los cuales tiene dos lados que son segmentos de E-Lineas.

Figura 8. Representacion de un Biangulo.

Hay dos cosas que debemos saber acerca de estos poligonos de dos lados “biangulos”. Sus

vértices son puntos antipodales, y sus dos angulos son siempre iguales.

Ahora definiremos la medida del angulo entre dos E- Lineas como la medida del angulo
entre sus lineas tangentes, por lo cual, la forma de medir los angulos entre E-lineas

coincide con la Euclidiana. En consecuencia,

Se cumple el cuarto postulado de Euclides

Finalmente, abordaremos el quinto postulado a la manera Playfair. Como ya se habia
mencionado todas las E-Lineas se intersecan en dos puntos antipodales, por lo tanto no hay

E-Lineas paralelas, es decir:

No se cumple el quinto postulado de Euclides.

Dicho de otra forma en ésta "geometria" dado un punto exterior a una recta no es posible

trazar una paralela a la recta dada.
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2. LA GEOMETRIA DE RIEMANN.

En los siguientes apartados mostraremos las propiedades y las relaciones de la geometria de

Riemann a partir de algunas modificaciones de la geometria esférica.

En el plano de Euclides, al igual que en el de Lobachevski, dos rectas pueden tener no mas
de un punto en comun; por el contrario en la geometria sobre la esfera, dos E -Lineas
siempre se cortan en dos puntos diametralmente opuestos de la esfera. Asi, en la geometria
esférica no se cumple una de las premisas bésicas de las geometrias de Euclides y

Lobachevski: “Por dos puntos diferentes pasa una Unica recta”

El sistema geométrico que en varias relaciones es similar a la geometria esférica, para el
cual, la citada premisa se cumple se denomina Geometria de Riemann, la cual es un
complemento necesario de las Geometrias de Euclides y Lobachevski para dar solucion

completa de uno de los problemas geométricos principales del siglo XIX."

El hecho de que dos puntos no determinen una Unica recta es una propiedad que a los
gedmetras no agrada mucho, por lo cual, para obtener una "geometria agradable",
necesitamos identificar los puntos antipodales, que en la geometria de Riemann se definen
como un conjunto de parejas de puntos; ésta geometria satisface los cuatro primeros
postulados de Euclides, pero no el quinto, pues al igual que en la geometria esférica no
existen lineas paralelas, ya que dos lineas en dicha geometria siempre se intersecan en

exactamente un punto antipodal.

" Principios de la teoria de grupos en la Geometria.
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2.1. LOS ELEMENTOS DE LA GEOMETRIA DE RIEMANN.

Situemos en el espacio euclidiano una esfera arbitraria £k y empecemos a identificar sus
elementos; para ello, consideraremos cada par de puntos diametralmente opuestos de k
como un objeto Unico que se llamara “punto” de la geometria de Riemann. Tendremos en
cuenta como en la geometria esférica en llamar “recta” a cada circunferencia maxima de la

circunferencia k. Como se ilustra en la figura 9.

Figura 9. Los puntos y las rectas en la geometria de Riemann

En la figura podemos identificar un “punto” como la pareja {P,Q} o {S,R} y una “recta”
como la circunferencia con centro en O y que pasa por punto {P,Q} o {A,B}. Luego,

evidentemente podemos deducir que:

1. Por dos “puntos” pasa una “recta”.
. ;. 14
2. Por cada dos “puntos” diferentes pasa una unica “recta” .
3. En cada “recta” hay al menos dos “puntos”, a veces incluso una cantidad infinita de
13 2 4 b . 13 2 4 b
puntos” y ademas, se pueden indicar tres “puntos” que no estén sobre una misma

“recta”.

'4 Cada “punto” A es un par no ordenado ( es decir un conjunto) { x, x’} de puntos diametralmente opuestos.
Por ello, los “puntos” { x’, x} y{ X, x’} coinciden, de modo que por ellos pasen una cantidad infinita de
“rectas” no contradice el numeral 2.
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Asi, para el conjunto considerado de “puntos” y “rectas” se cumplen los 3 anteriores
axiomas de incidencia de la geometria euclidiana. Por el contrario, los axiomas de orden, en
la forma que fueron enunciados para la geometria elemental, no son aqui aplicables; ya que
en estos axiomas se caracteriza el concepto de posicion de un punto entre otros dos puntos
sobre una recta de la manera tradicional y en la geometria de Riemann para dos “puntos”

sobre una “recta”, el concepto “entre” carece de sentido.

En efecto, al considerar tres “puntos” 4, B, C arbitrarios en una “recta” no podemos
distinguir la posicion relativa de alguno de ellos con respecto a los otros como lo muestra la

figuralO.

Figura 10. Posicion de tres puntos.

Para estudiar el orden de “puntos” sobre una “recta”, se tomaran cuatro “puntos” 4, B, C, D
de alguna “recta” y considerando su orden de escritura (independientemente de la posicion
sobre la “recta”), siendo posibles dos casos esencialmente diferentes en la posicion de los

“puntos” 4, B, C, D, con respecto a su numeracion:

1. Los dos primeros “puntos” A y B separan los dos ultimos C y D, por lo tanto C y D

separan a Ay B, como lo muestra la Figura 1la.

2. Los dos primeros “puntos” Ay B no separan los ultimos Cy D, por lo tanto, Cy D

tampoco separan A y B, como se observa en la figura 11b.
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Andlogamente si a, b, ¢, d son cuatro “rectas” que pasan por un mismo “punto” y

conservan el orden de escritura, son posibles dos casos en su posicion relativa:

1. Las “rectas” a, b separan las ¢ y d, por lo tanto c,d separan a a, b, como lo

muestra la Figura 12a, y

2. Las “rectas” a, b no separan c, d, por lo tanto c, d tampoco separan a a, b, como lo

muestra la figura 12b.

Figura 12a. a y b separanacy d Figura 12b. a y b no separanacy d.

Adoptaremos este concepto de separacion de “puntos” y “rectas” como basico; reduciendo
los demas conceptos referentes al orden de posicion de “puntos” en una “recta” y “rectas”

que pasan por un “punto” a dicho concepto.
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Sean A y B dos “puntos” arbitrarios de alguna “recta” u; entonces todos los “puntos” de la
“recta” u, a excepcion de A y B, pueden ser separados de manera unica de acuerdo a los dos
casos anteriormente mencionados de tal forma que no separen a A y B. De acuerdo a esta
posibilidad, convendremos en decir que los “puntos” A, B determinan sobre la “recta” u
dos “segmentos” y consideraremos puntos interiores de este segmento, a los “puntos” del

otro caso en las figuras.

Teniendo en cuenta la figura anterior, uno de los dos segmentos determinados por los
“puntos” A, B se representa por dos arcos en linea gruesa; en la figura a, C es un punto
interior de este “segmento”, mientras que D es “punto” interior del otro “segmento”; en la

figura b, tanto C como D son “puntos” interiores de un mismo “segmento’.

Con respecto a “rectas” que pasan por un “punto”, pueden ser enunciados conceptos
analogos. Precisamente, si a y b son dos “rectas” que pasan por algin “punto” U, todas las
“rectas” que pasan por U, exceptuando a y b, pueden ser divididas de manera Unica en dos
clases, de manera que dos “rectas” cualesquiera de una misma clase no separan a y b,
mientras que dos “rectas” arbitrarias de clases diferentes separan a y b. De acuerdo con
esto, convendremos en decir que las “rectas” a y b determinan DOS “angulos™ con vértice
U. Consideraremos “rectas” interiores de uno de los “4ngulos” a las “rectas” de una de las

dos clases antedichas, y “rectas” interiores del otro, a las “rectas” de la otra clase.

Luego de esto se definen de manera natural: el triangulo y sus dngulos internos, el dominio
interior de un tridngulo, el de un poligono y el de un poligono simple sin
autointersecciones, ademads, los angulos internos de un poligono simple y toda una serie de

conceptos utilizados en la geometria elemental.

Convendremos por ultimo en llamar a dos “segmentos” congruentes, si existe un

movimiento en la esfera K sobre si misma o bien una reflexién especular de ésta con
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respecto a uno de sus planos diametrales, que superpone uno de estos “segmentos” al

15 , . , . .16
otro ~. Analogamente se define la congruencia de “angulos” y de figuras arbitrarias .

Resumiendo en esta seccion consideramos: 1. relaciones de incidencia de “puntos” y
“rectas”, 2. relaciones de orden de “puntos” sobre una “recta” arbitraria y de “rectas” que
29 ¢¢

pasan por un “punto” arbitrario y 3. Relaciones de congruencia de “segmentos”, “angulos”

y otras figuras.

El sistema de teoremas que se refiere a estas relaciones se llama geometria de Riemann; el
conjunto de “puntos” y “rectas”, segun las denominaciones que se hallen en las relaciones
indicadas, se denomina plano de Riemann. Todos los teoremas de la geometria de
Riemann representan teoremas de la geometria euclidiana, interpretados adecuadamente,

por cuanto los “puntos” y las “rectas” del plano de Riemann son objetos euclidianos.

2.2.  ALGUNAS PROPOSICIONES DE LA GEOMETRIA DE RIEMANN

Como se dijo anteriormente, esta geometria cumple los tres axiomas de incidencia de la
planimetria euclidiana; en particular, el cual dice que “dos diferentes puntos cualesquiera
determinan una recta y solo una que pasa por ellos”. Por otra parte, en la geometria de
Riemann tiene lugar una proposicion que no existe, ni en la de Euclides, ni en la de
Lobachevski, y es, precisamente que: cada dos rectas diferentes tienen un tnico punto'’ en

comun. Dicho de otro modo, en el plano Riemanniano no hay rectas paralelas.

> Los puntos extremos e interiores de un segmento se superponen a los puntos extremos e interiores,
respectivamente, del otro.

' Una figura M, como conjunto de “puntos” y “rectas” se considera congruente a otra figura M, si entre los
“puntos” de éstas, asi, como también entre sus “rectas”, se puede establecer una correspondencia Biyectiva de
manera como resultado de algin movimiento de la esfera K sobre si misma, o de una reflexion especular con
respecto a algun plano diametral, todos los “puntos” y “rectas” de la figura M se superpongan a los “puntos” y
“rectas” correspondientes de M.

' Cada dos rectas (circunferencias maximas) de la esfera tienen un par de puntos diametralmente opuestos de
interseccion.
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Asi, mientras en la geometria euclidiana tiene lugar el postulado sobre la unicidad de la
recta que pasa por un punto dado y no corta a una recta dada y en la de Lobachevski se
adopta una de las premisas que niega este postulado asumiéndose que existe una cantidad
infinita de estas rectas, en la geometria de Riemann se da lugar a la otra premisa que lo

niega, a saber: En esta geometria toda recta corta a cualquier otra.

Esta disposicion de las rectas en el plano de Riemann difiere radicalmente de la disposicion
de rectas en el plano de Euclides o en el de Lobachevski, por un motivo mas, ya que en la
geometria de Riemann “Una recta no divide al plano en dos partes”. Esto significa que
cualesquiera que sean la “recta” a y los dos “puntos” A y B que no pertenezcan a ella,

siempre se pueden unir A y B con un segmento que no corte a la recta.

o o o e e e e -

Fig. 83

Figura 13. Interpretacion del plano de Riemann.

En la geometria de Riemann se define de manera natural la comparacion de segmentos y de
angulos entre si, asi como sus mediciones. De lo cual surge la posibilidad de enunciar y
demostrar teoremas concernientes a las relaciones entre las magnitudes geométricas,
analogos en una u otra forma a los conocidos teoremas de las geometrias de Euclides y

Lobachevski.

36



También, resulta importante resaltar la diferencia existente entre las geometrias de
Euclides, Lobachevski y Riemann en cuanto a la proposicion referida a la suma de los
angulos internos de un triangulo. En la de Euclides esta suma es igual a la de dos angulos
rectos, en la de Lobachevski es menor a la de dos angulos rectos y en la de Riemann es

mayor que dos rectos.

Para verificar el hecho de que en el plano de Riemann la suma de los 4ngulos internos de un
tridngulo sea mayor que dos rectos, basta observar que las rectas del plano riemanniano son
circunferencias méaximas de alguna esfera y como un tridngulo esférico tiene suma de
angulos internos mayor que dos rectos entonces un tridngulo en el plano de Riemann tendra

la misma propiedad.

Digamos por ultimo que las relaciones métricas en la geometria de Riemann se expresan
por formulas de la geometria esférica, adecuadamente interpretadas'®. Por ejemplo, en el
plano de Riemann un lado @ de un tridngulo sobre una esfera de radio R, se expresa en

funcioén de los otros dos lados b, ¢ y el angulo opuesto a, mediante la formula:
a b c b c
COS — = COS— COS— + Sen—sen—cosa
R R R R R

Se sobreentiende que el plano riemanniano fue obtenido identificando los puntos
diametralmente opuestos de esta misma esfera de radio R. Asi, es facil comprender que R

tenga que aparecer en otras formulas métricas, que se refieren al plano riemanniano.

'8 Lo cual es comprensible, ya que cada figura M del plano de Riemann representa un par de figuras M1y M2
de alguna esfera, situadas simétricamente con respecto al centro de ésta, y cada par de puntos diametralmente
opuestos de las figuras M1 y M2 se considera como un punto de la figura M; por esto cada relacion métrica
entre los elementos de M coincide con una relacion métrica entre los elementos correspondientes de la figura
M1, o bien de la figura M2.
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Este R (en escala prefijada) caracteriza al plano riemanniano, al igual que a la esfera
determinada para definir este plano; haciéndose evidente que cuanto mayor sea R en
comparacion con las dimensiones de alguna porcion del plano riemanniano, tanto menos se
distinguiran por sus propiedades las figuras que se encuentran en esa porcion de las figuras
euclidianas. Por tal razon, R puede considerarse como la “medida de no euclidianidad” del
9

. . . 1
plano riemanniano, en donde, un segmento de longitud R que se encuentre en el plano

lleva el nombre de radio de curvatura.

Como se menciond anteriormente, “todos los teoremas de la geometria de Riemann
representan teoremas de la geometria euclidiana, interpretados adecuadamente, por esto los
teoremas de la geometria riemanniana se deducen de los axiomas de la euclidiana. Por
supuesto, no todos los teoremas de ésta ultima admiten una interpretacion como teoremas
de la geometria de Riemann; la mayoria de dichos teoremas no guardan relacion alguna con
los objetos que se han llamado puntos y rectas del plano riemanniano™®. Asi, entonces,
para obtener los teoremas de la geometria de Riemann a partir de los axiomas de Euclides,

deben hacerse algunas deducciones particulares de estos axiomas.

Es posible, sin embargo, basar la geometria de Riemann en un sistema particular de
axiomas, es decir, en una serie de proposiciones referentes a los conceptos de incidencia,
orden y congruencia de los objetos del plano riemanniano, de los cuales puedan deducirse,
de manera légica, todas las demas proposiciones de dicha geometria, de manera que cada

deduccion conduzca a algin otro teorema.

Es este caso, al demostrar los teoremas de la geometria de Riemann se hacen indiferentes
todas las propiedades de sus objetos, con excepcion de las que se mencionan en los

axiomas. Esta fundamentacion axiomadtica de la geometria de Riemann la transforma en un

' Un segmento entendido en el sentido de la geometria de Riemann.
? Geometria Superior. N.V, Efimov editorial MIR Moscu.
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sistema geométrico abstracto, donde entendiendo por “punto” y “recta’ a objetos arbitrarios
y por “estan en”, “separan”, “congruentes” a relaciones arbitrarias entre ellos que satisfagan
los axiomas, obtendremos diversos “modelos” concretos de la geometria abstracta de

Riemann.

Cada conjunto de objetos que satisfaga las relaciones existentes antes mencionadas con los
axiomas de incidencia de la geometria euclidiana, se llamara plano riemanniano. Asi, la
esfera con los puntos antipodales identificados viene a ser uno de los diferentes planos

de Riemann.
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3. OTRA INTERPRETACION DE LA GEOMETRIA DE RIEMANN: LA
PROYECCION ESTEREOGRAFICA.

El objetivo de este aparte apunta a identificar las distintas representaciones de las “rectas”
de la geometria esférica de Riemann en el plano bidimensional representadas mediante la
proyeccion estereografica. Se mostrara otra manera de representar la geometria de
Riemann, construyendo un nuevo modelo de ésta en el cual los objetos se encontraran en
correspondencia determinada con los del modelo de la esfera, que ya conocemos, quedando

claro sin remitirnos a los axiomas que ambos modelos realizan una misma geometria.

Para construir nuestro modelo utilizaremos de nuevo el espacio euclidiano, en dicha
construccidon seguiremos los siguientes pasos: Primero, daremos una idea de lo que es una
proyeccion estereografica y segundo completaremos el conjunto del espacio euclideo con

un nuevo elemento.

Una proyeccion estereografica es una forma de proyectar los puntos de una superficie
esférica sobre un plano, dichas proyecciones se utilizan comunmente en la cartografia para
elaborar mapas del modelo esférico de la tierra, en donde por medio de la geometria se
representa en una superficie plana tal como un papel o la pantalla de un computador;
cualquier intento de trasladar los puntos de una esfera sobre un plano precisa alguna
distorsion, las proyecciones estereograficas no son la excepcion y de hecho no se

constituyen un acercamiento real, ya que la distorsion es mayor.

Un ejemplo real de la representacion de una proyeccion estereografica estd en imaginar
una esfera transparente apoyada en un plano. Si llamamos polo sur al punto en el cual la
esfera toca al plano, polo norte a su punto diametralmente opuesto y luego ponemos una
fuente de luz en el Polo Norte; cada rayo de luz que pasa a través de un punto en la esfera y

después toca el plano, es la proyeccion del punto de la esfera en el plano.
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Figura 15: Proyeccion estereografica

Completaremos el conjunto de elementos del plano euclideo con un elemento nuevo, que
llamaremos punto del infinito. La naturaleza de éste nuevo elemento serd para nosotros
indiferente, pero, al introducirlo, supondremos que se encuentra en correspondencia
determinada con elementos dados inicialmente. El plano que se completa con este nuevo

elemento se denomina plano estereografico.

Consideraremos como elementos del nuevo modelo a los puntos y rectas de algun plano
. 21 i 6 . » o , .
estereografico a” . El término “un punto estd sobre una recta” se interpretard en el sentido

habitual, entonces:

1. Se observan los tres axiomas de incidencia de la planimetria euclidea.

2. Dos rectas cualesquiera se cortan (posiblemente en un punto del infinito).

En consecuencia para los puntos y rectas del nuevo modelo las relaciones de incidencia
satisfacen las mismas condiciones bdsicas que tienen lugar en la geometria esférica,
consideradas anteriormente. Ahora definiremos en nuestro modelo estereografico las

relaciones de orden y congruencia; con este fin, tomamos alguna esfera k para describir mas

*! Entre ellos, sus puntos del infinito y la recta del infinito.
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detalladamente en que consiste la proyeccion estereografica y sus principales
caracteristicas. En este momento lo importante es la seleccion del punto N de la proyeccion,
el cual debe estar en la esfera y ser diametralmente opuesto al punto de tangencia del plano

y la esfera.

En la figura 15 observamos la esfera que es tangente al plano en el punto S (polo sur), de

centro O, y punto fijo de la proyeccion N (Polo Norte).

En la figura 16 observamos una representacion bidimensional de la proyeccion
estereografica, en donde a cada punto de la circunferencia le asociamos un punto en la recta
tangente que pasa por el polo sur, Uniendo mediante una recta al polo norte de la
circunferencia con el punto que queremos representar mediante proyeccion estereografica
en la recta m, es decir al punto P le hacemos corresponder el punto P". A cada punto de la
circunferencia le hacemos corresponder uno y solo un punto de la recta, pero en el cual al
punto N del polo Norte le hacemos corresponder al punto del infinito Euclidiano, en el
plano euclidiano ordinario al punto del infinito c se trata por separado mientras que en la

esfera puede ser interpretado como el punto del polo Norte.

T
L |
L]
T
L |

FIGURA 16. Representacion de la proyeccion estereografica plana.

Un punto A en la circunferencia corresponde a un punto B en la tangente cuando los tres

puntos N, A, y B son colineales. El tnico punto en la circunferencia que no corresponde a
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un punto en el plano es el punto N de la proyeccion, al que le corresponde al punto en el
infinito o=. Asi, tenemos una correspondencia entre la recta con un punto del infinito con la

circunferencia.

Generalizando, pondremos en el mismo orden a la circunferencia con la esfera y a la recta
con el plano euclidiano con el fin de obtener que: un punto 4 en la esfera corresponda a un
punto B en el plano tangente cuando los tres puntos N, A, y B son colineales. El tinico
punto en la esfera que no corresponde a un punto en el plano es el punto N, polo norte y le
corresponde al punto en el infinito ==. Asi, tenemos una correspondencia entre el plano con

un punto del infinito con la esfera.

31. LAS “RECTAS” EN LA GEOMETRIA ESFERICA CON CABRI
MEDIANTE PROYECCION ESTEREOGRAFICA.

Es conveniente mencionar que definimos plano estereografico al conjunto de puntos del
plano que son representaciones de puntos de la esfera proyectados e identificaremos la
representacion de cada uno de los elementos de la geometria esférica de Riemann en el

plano estereografico.

3.1.1. Identificacion de las “rectas” de la geometria esférica de Riemann en el plano
estereografico.

Recordemos que las rectas en la geometria de Riemann son circunferencias maximas, en

donde se pueden distinguir tres tipos de acuerdo a la orientacion que tengan en la esfera:

1. El ecuador de la esfera.
2. Los meridianos.

3. Circunferencias oblicuas?.

2 . - . .
Circunferencias Méaximas generadas por cortes con planos que pasan por el centro de la circunferencia y
que son oblicuos con respecto al ecuador y los meridianos
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A continuacion describimos cada una de ellas y su representaciéon en el plano

estereografico.

1. El ecuador de la esfera: Es bastante facil poder determinar porque la proyeccion
estereografica del ecuador de una esfera de radio unidad es una circunferencia de radio 2 en
el plano estereografico la figura 17 nos ayuda a identificar este caso y su representacion en
el plano estereografico con sus puntos correspondientes mediante la proyeccion

estereografica figura 18.

Podemos mostrar mediante tridngulos, que dicha conica en el plano estereografico es una
circunferencia, como lo muestra el esquema de la figura 19.

Figura 17. Proyeccion estereografica del ecuador.

B

Figura 18. El ecuador en el plano estereografico
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DEMOSTRACION:

F

Figura 19. Demostracion en el plano estereografico.

1.CO = OF Por ser Radios de la esfera.

2. NO = NO Propiedad reflexiva.

3. ZNOC=z= £NOE Dado.

4. ANOE= ANOC Criterio LAL entre 1 -3 —2.

5. ZCNO = ZENO Partes correspondientes de tridngulos congruentes.
6. ZNSD = /NSF Rectas tangentes a la esfera.

7.NS = NS Propiedad reflexiva

8. ANSF = ANSD Criterio ALA entre 5-7-6

9.DS = SF Partes correspondientes de tridngulos congruentes.

Queda demostrado asi que DS Y SF son radios de la circunferencia; analogamente
desarrollamos el mismo procedimiento con los demas puntos proyectados en el plano

estereografico. En este caso no es dificil identificar dicha coénica: una circunferencia

centrada en el polo sur.

2. Los meridianos. Los meridianos o circunferencias maximas que pasan por el polo
norte y polo sur de la esfera representan rectas que pasan por el origen en el plano
estereografico, como el meridiano que pasa por los puntos A y C de la esfera, cuya

proyeccién estereografica corresponde a los puntos D y B en el plano estereografico como
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lo muestra la figura 20; ademas el punto D puede variar para estar “entre” el polo sur S y el

punto B, ya que esta relacion puede también ser inversa (figura 21).

Figura 20. Los meridianos bajo proyeccion estereografica

N

5 D B
Figura 21. La proyeccion de los puntos A y C en el plano estereografico.
CASO ESPECIAL: Otra forma de obtener rectas en el plano estereografico es partiendo de
circunferencias no maximas de la esfera, es decir de aquellas que no son “rectas”; que
mediante proyeccion estereografica son representan en el plano estereografico como rectas
que no pasan por el origen (ver figura 22). En este caso no nos detendremos ni haremos

explicitas sus relaciones ya que no es de nuestro interés para el presente trabajo.

Figura 22. Otras proyeccion que generan rectas en el plano estereografico.
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Resumiendo los dos casos anteriores se tiene que dichas “rectas” de la geometria esférica
de Riemann pueden ser representadas en el plano estereografico por: Circunferencias con
centro el polo sur y por rectas que pasan por el origen de acuerdo como se muestra en la

figura 23 en donde se representa el ecuador y un meridiano.

eridiano

cuador

Figura 23. Representacion de “rectas” en el plano estereografico.

3. Circunferencias oblicuas. Este es el caso mas complicado de representar en el
plano estereografico, para identificar el tipo de conica que se genera al realizar la
proyeccion nos apoyaremos en el Programa Cabri Geometre II. A continuacién damos un
ejemplo de la proyeccion buscada para dichas “rectas” oblicuas que permita dar una idea
del tipo de proyeccion estereografica en este tipo de “rectas”, obteniendo que su
representacion son también circunferencias en el plano estereografico cuyo centro es

distinto al polo sur (figura 24).

Figura 24. Representacion de la proyeccion estereografica de “rectas” oblicuas.
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Para lograr la anterior identificacion en el plano estereografico debemos partir de algunas
caracteristicas que se pueden encontrar entre dichas “rectas” y otras ya conocidas en la

esfera; ademas es necesario que el lector reconozca o tenga presente que una manera de

13 99

ver” o interpretar la proyeccion estercografica es reconocerla como inversion en una

esfera. Las inversiones en una esfera son analogas tridimensionales de inversiones en un
circulo®, las cuales seran utilizadas para la identificacion de algunos puntos de la esfera

proyectados en el plano estereografico.

De acuerdo a lo anterior, consideremos dos puntos A, E diametralmente opuestos en la
esfera y diferentes al polo norte, al polo sur o un punto sobre el ecuador. Podemos suponer
que dichos puntos son los puntos mas alto y mas bajo respectivamente con relacion a la
esfera, todo con el fin de poderlos identificar en la conica que queremos construir en el
plano estereografico. Asi entonces tomemos por ejemplo al punto mas bajo y llamémosle E
y al mas alto A y los puntos correspondientes mediante la proyecciéon en el plano

estereografico los puntos F y B respectivamente como lo ilustra la figura 24.

Si utilizamos algunos resultados de la Geometria proyectiva tal como que la proyeccion de
una circunferencia en un plano desde un punto fijo es una elipse, (figura 25) sabemos de
antemano que la representacion en el plano estereografico de dicha recta es una elipse en la
cual, para nuestro caso el punto fijo de la proyeccion es N y los vértices seran F y B,
ademas que su centro es el punto medio entre ambos. Es decir que la elipse o conica que

buscamos debe pasar por los puntos F y B; y su centro esta en el punto medio de ambos.

Figura 25. Proyeccion de una circunferencia en un plano desde un punto fijo

3 VER ANEXO 1.



Por otra parte se tiene que en la barra de herramientas de Cabri Geometre II se encuentran

el elemento Cdnica en donde a partir de cinco puntos dibuja la conica que pasa por ellos.

Es decir, que para dibujar una conica se debe encontrar cinco puntos que pasen por ella, de
acuerdo a las consideraciones antes mencionadas, el trabajo a realizar en lo que sigue es
encontrar éstos cinco puntos y determinar la conica en el plano estereografico que pasa por

ellos.

Veamos primero algunas caracteristicas de dichos puntos y apartir de ellos construyamos la
conica. Inicialmente determinemos la posicion de B conociendo F, en otras palabras vamos
a determinar la posicion de un punto en el plano estereografico conociendo o dado uno

inicialmente.
Observemos que:

1. Existe un meridiano que pasa por los puntos A, E, Ny S. LIamémosle m;. (Por dos

puntos pasa una Gnica recta)?*

2. El Z ENA es recto.

Figura 26. Demostracion 2.

** En el sentido de la geometria de Riemann se cumplen los axiomas de incidencia verificados anteriormente,
los puntos {A, E} y {N, S} son puntos diametralmente opuestos, es decir que por estos dos puntos pasa una
unica que recta que es un meridiano ya que pasa por el polo norte y polo sur de la esfera.
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DEMOSTRACION:

1.NO = OA = OE Por ser radios de la esfera.

2. AAON,ANOE Son isosceles por 1.

3.a y b forman un par lineal. Dado.

4. Za+ £Zb=180 Definicion de par lineal.

502=/3 y/Z4=/A Angulos de la base de un triangulo is6sceles

son congruentes .1
6. L2+ /3+/Za=180y L1+ 24+ /b=180 Suma de los angulos interiores de un

triangulo suman 180.

7.23)+£a=180y2/(4)+ £b =180 Sustitucion de 6 en 7.
8.2/(3)+24(4)+ La+ £b =360 Suma de igualdades en 7.
9.2/3)+24£(4)+180 =360 Sustitucién de 4 en 8.

10. Z3+£4=90 Aritmética.

De acuerdo a lo anterior la suma de los angulos 3 y 4 es 90°, en otras palabras el

ZENA es de 90 grados, es decir recto.

Es necesario recordar la proyeccion estereografica de dichas rectas oblicuas, en las cuales

se haran algunas consideraciones importantes y asi mismo seran demostradas.

Figura27 a. Representacion de la proyeccion estereografica de “rectas” oblicuas.
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3. Los puntos B, Fy S son colineales y S esta entre ellos. (definicién de colinealidad).

4. AFSN ~ ANSB.

S

Figura 27 b. Demostracién 3.

DEMOSTRACION:

1. NS L FB Cualquier recta que pasa por el punto de tangencia
es perpendicular al radio.
2. Z/NSB, Z/NSB Son rectos por defincion de recta perpendicular en 1.
3.ZFNB ES RECTO. Resultados anteriores en el numeral 2.
4. AFNB Es rectangulo. Definicién de tridngulo rectangulo y 3.

5. AFSN =~ ANSB =~ AFNB  En un tridngulo rectangulo la altura correspondiente
a la hipotenusa divide al tridngulo en otros dos que son

semejantes entre si.

Por las consideraciones anteriores una forma de trazar B a partir de F es la siguiente:

. . . , . 2
Se construye la circunferencia de radio 2 en el plano estereografico, obtenemos el inverso”
F" de F con respecto a dicha circunferencia y después el simétrico de F* con respecto al

origen. El punto asi obtenido serd B (ver figura 28).

* El punto generado por inversion de dicho punto con la circunferencia de radio 2.
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FIGURA 28. Obtencion de un punto diametralmente opuesto de la esfera en el plano estereografico

Con lo anteriormente realizado resta tinicamente determinar 3 puntos de la conica buscada

en el plano estereografico para completar la construccion.

Ahora tenemos que:

1. La circunferencia méaxima oblicua inicial interseca al ecuador en dos puntos.

Llamémoslos Q y P.

FIGURA 29. Caracteristicas de las rectas.

2. Los puntos de interseccion anteriores se encuentran sobre la mediatriz del segmento

EA.

FIGURA 30.
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3. El meridiano que forma un angulo recto con respecto al meridiano m; contiene a la

mediatriz anterior. Llamémosle m,.

FIGURA 31

4. La recta que pasa por el origen del plano estereografico y que es perpendicular al

segmento FB es la proyeccion del meridiano my,.

Por las consideraciones anteriores una forma de generar otros dos puntos nuevos de la
conica buscada es entonces trazar la perpendicular al segmento FB que pase por el centro
de la circunferencia de radio 2. Dichos puntos W, Y respectivamente estan en
correspondencia con los puntos de interseccion Q y P entre la circunferencia méaxima

oblicua y ecuador.

M
L}

FIGURA 32.0Obtencion de la proyeccion de los puntos Py Q de la esfera.
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Abhora solo falta determinar un punto de la cénica que se esta buscando para completar la
definicion de la conica pedida en el plano. Sea M el punto medio entre FB; ya que como se
dijo inicialmente F y B son los vértices de la elipse. M es entonces el centro de la conica.
Tomemos indistintamente W o Y y encontremos el punto T simétrico del punto elegido
con respecto a M, que también se encontrara en la conica y con esto el conjunto de cinco

puntos esta completo.

T

FIGURA 33. Determinacion del quinto punto del conjunto de la conica buscada en el plano estereografico.
Finalmente utilizamos el comando de conicas para trazar la elipse requerida, una sorpresa
muy grata nos espera en el plano estereografico: la complicada elipse toma la forma de

una simple y amable circunferencia (ver figura 34)

Este elipse circular

T
FIGURA 34. Coénica que pasa por los puntos W, F,BY e T.
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Este descubrimiento hace que el trazo anterior pueda facilitarse, simplificandolo
espectacularmente: una vez que se ha conocido B a partir de F, se traza el punto medio M y

entonces se dibuja la circunferencia con centro en M y radio el segmento de M a F.

3.2. ALGUNAS CONSTRUCCIONES EN EL PLANO ESTEREOGRAFICO.

Teniendo en cuenta que la proyeccion estereografica representa algunos elementos de la
geometria esférica de Riemann de una forma no muy usual y ademds que en el plano
estereografico se puede trabajar de manera andloga a la geometria euclidiana. En lo que
sigue nos ocuparemos de dos construcciones que se realizan en dicha geometria y
determinar finalmente que la proyeccion estereografica es un mapeo conforme, es decir,

conserva angulos.

3.2.1 Dada una circunferencia maxima y un punto en ella, construir la
circunferencia maxima que es perpendicular a ella y que pasa por el punto dado:

Sean C la circunferencia méaxima en la esfera de Riemann y C* la circunferencia asociada
en el plano estereografico. La construccion se comienza por C* y un punto D sobre ella.
Bajo proyeccion esterecografica se generan C y C respectivamente en la esfera. (ver figura

35).

Figura 35.”Recta” en la esfera y un punto en ella.
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Ya que D pertenece tanto a la circunferencia C* como a la circunferencia buscada, en este

punto de interseccion el radio de C* es tangente para la circunferencia buscada y viceversa.

Circunferencia C* en el
plano estereografico ¥ un

C‘l‘
punto D sobre ella.

Figura 36. Representacion en el plano estereografico de la construccion 3.2.1.

Por otra parte si C es un punto de C, también lo es el punto diametralmente opuesto a €I, el
cual llamaremos Y; sea X el punto correspondiente en el plano estereografico. Ya que X es
también punto de interseccion entre la circunferencia C* y la circunferencia buscada, para
encontrar el centro de esta circunferencia basta trazar tangentes a C* que pasen por dichos
puntos de tal manera que el punto de interseccion de éstas es M. El radio es, por supuesto la

distancia desde dicho punto hasta cualquiera de los puntos C o X.

| v s son tangentes de los puntos C y X,

M es el punto de corte de las dos tangentes y
centro de la circunferencia que es perpendicular
a la circunferencia dada.

Figura 37. Circunferencia perpendicular buscada.
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Advierta que si los puntos D y X son diametralmente opuestos en el plano estereografico,
las rectas tangentes seran paralelas y el centro de la conica buscada no se puede determinar,
luego este caso sucedera cuando la “recta” en la esfera es el ecuador, en donde la “recta”

perpendicular es un meridiano que pase por cualquier punto de éste (figura 38)

Figura 38. Perpendicular buscada cuando la recta es el ecuador.

3.2.2. Dada una circunferencia maxima C* y un punto en la esfera fuera de ella, construir

la circunferencia maxima que es perpendicular a ella y que pasa por el punto dado.

Sean C la circunferencia maxima en la esfera de Riemann y C* la circunferencia asociada
en el plano estereografico. El trazo comienza por C* y un punto n” que no pertenezca a ella.
Bajo proyeccion estereografica se generan la circunferencia C y el punto n correspondiente
en la esfera. Para generar una circunferencia perpendicular a C* que pase por n’ se necesita
una circunferencia ortogonal a C* que pase por n’, la cual pasard también por el punto n”’

inverso de n con respecto a la circunferencia C*.
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Figura 39. Perpendicular de una recta por un punto fuera de ella.

Ademas, en la esfera los puntos correspondientes a n y el diametralmente opuesto,
perteneceran a la misma circunferencia C. Por esto, el punto en la esfera correspondiente a
n’ en el plano estereografico, asi como el correspondiente a su inverso con respecto a la
circunferencia C*, son dos puntos de la circunferencia maxima perpendicular buscada. El
centro O de la circunferencia buscada en el plano estereografico es la interseccion de las

mediatrices entre los pares de puntos (n,n’) y (n, n’’).
@ C*
E

Figura 40.Construccion de perpendicular en el plano estereografico

58



4. LA PROYECCION ESTEREOGRAFICA DE FORMA ANALITICA.

Aunque hemos hablado poco de esferas hasta ahora, los hechos que necesitamos sobre ellas
son todos elementales y requieren poco mas que el teorema de Pitdgoras. Comencemos con

la definicion.

Definicion 11.1 Una esfera de centro un punto O y radio » > 0 en un espacio tridimensional

euclideo £ es el conjunto de todos los puntos de £ cuya distancia a O es igual a r.

Si fijamos un sistema de referencia con origen en O, es claro que la esfera esta formada por

los puntos cuyas coordenadas cumplen la ecuacion.

2+ + A=

Si 7 es un plano, la distancia de O a « se define como la distancia de O al punto donde la
perpendicular a 7 por O corta a 7. Es facil ver que es la menor distancia posible entre O 'y
un punto de z. Se comprueba sin dificultad que si S es la esfera de centro O y radio r y si la

distancia de O a 7 es d, entonces S N 7 es vacia si d > r, un punto si d = r 0 una

circunferencia de radio /r? —d?si d < r. Reciprocamente, toda circunferencia contenida

en S es la interseccion con S del plano que la contiene.

Es muy practico referirse a una esfera con el vocabulario propio de la geografia. Fijado un
sistema de referencia con origen en su centro, el punto (0, 0, r) es el polo norte, el punto
(0, 0,7) es el polo sur, la circunferencia z = 0 es el ecuador, las circunferencias que pasan
por ambos polos son los meridianos y las circunferencias determinadas por planos paralelos

al ecuador son los paralelos.
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Ahora podemos definir la proyeccion estereografica de una esfera S en su plano ecuatorial
7 como la aplicacion que a un punto P de S que no sea el polo norte N le hace corresponder
el punto P’ donde la recta NP corta a 7. Observar que las rectas que pasan por N y son
paralelas a 7 forman un plano que dista » del centro de la esfera, luego ninguna de ellas
corta a S en otro punto P, luego la proyeccion esta bien definida y es facil ver que biyecta
S/ {N} con z.

N

S

Figura 41. Proyeccion estereografica en el plano .

Conviene calcular su expresion en coordenadas. Por simplicidad supondremos que la esfera
tiene radio 1. Dado uno de sus puntos P = (x, y, z) que no sea el polo norte, la recta que lo

une con N es:
(0,0, 1)+ A(x, y, z- 1), AeR.

El valor de 4 que hace que este punto est¢ en 7 es el que cumple 1+i(z-1) = 0,

osea, 4 =1/1-z). El punto de corte es:

Asi pues, si tomamos como sistema de referencia en x el formado por O y los dos primeros
vectores de la base del sistema de referencia de E, la expresion en coordenadas de la

proyeccion estereografica es:

X Y
f(x’y’Z)_(l—z,l—Zj
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También es facil obtener una expresion para la inversa. Dado un punto P’ = (@, b) en «, la

recta que pasa por N y P’ es:
(0,0, 1)+ Aa, b,.1), A€R,

y los puntos de esta forma que estan en la esfera son los que cumplen:

(Aa)* + (AbY* + (1- 1) =1,

lo que implica que o bien A = 0 (que corresponde al polo norte) o bien:

2
A=
a“+b" +1
que corresponde al punto
2a 2b a’+b* -1
g(a7b)= 2 2 b 2 2 b 2 2
a“+b°+1 a“+b"+1 a“+b" +1

La situacion que encontramos no es completamente analoga al caso bidimensional. Al
proyectar una conica en una recta podiamos asignar también una imagen al centro de la
proyeccion de modo que toda la conica se correspondia con toda la recta proyectiva. En
cambio, si tratamos de extender la proyeccion estereografica a la complecion proyectiva de
7 nos encontramos con que hay infinitos puntos infinitos a los que tenemos que asignar una

antiimagen mientras que sélo nos queda un punto en la esfera al que asignar una imagen.

Por lo tanto, tenemos que los puntos de la esfera no se corresponden con los del plano
proyectivo, sino con los del plano completado con un tnico punto infinito. Llegados aqui la
teoria encaja con otra parte de la geometria proyectiva. Podemos identificar los puntos del
plano afin real con los de la recta afin compleja, con la diferencia de que la complecion

proyectiva de la recta compleja se obtiene adjuntando un solo punto.
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Asi pues, resulta que los puntos de la esfera se corresponden de forma natural con los de la
recta proyectiva compleja. Fijado un sistema de referencia en el espacio de la esfera y otro

en la recta compleja, una biyeccion entre esfera y recta es la dada por:

rora=( )

1-z

Entendiendo que f(0, 0, 1) = «. Alternativamente, f'(x, y, z) = (x + yi, 1- z).

Aunque desde un punto de vista estricto la recta proyectiva compleja es toda ella una recta,
sin mas distincion, lo cierto es que fijando en ella un sistema de referencia proyectivo,

podemos pensar en ella como R* U{oo} v hablar de rectas y circunferencias reales.

Enseguida veremos que conviene adoptar lo siguiente:

Consideraremos que el punto infinito pertenece a todas las rectas de

2 . . . .
R*, de modo que es colineal con cualquier par de puntos infinitos.
Por ejemplo, con este convenio podemos enunciar:

Teorema La proyeccion estereogrdfica biyecta las circunferencias de la esfera con las

rectas y las circunferencias de R* U{oo}

Demostracion: Una circunferencia en la esfera S estd formada por los puntos que cumplen
la ecuacion de un plano: Ax + By + Cz + D = 0. La expresion g (a,b) nos da entonces que

las coordenadas (a, b) de sus imagenes han de cumplir
24a+ aBb + C(a* + b*- 1)+ D(a@* + b* + 1) =0,

o equivalentemente,

(C+ D)(a* + b*) + 24a + 2Bb + (D -C) = 0.
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Reciprocamente, todos los puntos que cumplen la anterior expresion provienen de puntos
en la circunferencia dada. Ahora bien, esta Ultima ecuacion corresponde a una
circunferencia si C # "D y a una recta si C = -D. Notemos que esto sucede si y solo si el
polo norte (0, 0, 1) esta en la circunferencia de partida, luego las circunferencias que pasan
por el polo norte son las que se transforman en rectas, las cuales contienen, por convenio, la

imagen del polo norte.

Por otra parte es claro que ajustando 4, B, C 'y D se puede hacer que los coeficientes de esta
expresion tomen cualquier conjunto de valores, luego todas las circunferencias y todas las

rectas del plano son imagenes de circunferencias de la esfera.
41. TRANSFORMACIONES CIRCULARES

En esta seccion describiremos las homografias de la recta proyectiva compleja
P!(#) = R2U{oo} desde el punto de vista de la geometria euclidea de R*. En la seccion

siguiente las relacionaremos con la esfera a través de la proyeccion estereografica.
Sabemos que las homografias de la recta compleja son las aplicaciones de la forma

az+2j conad —bc %0

f(Z)=(

cz +

Si ¢ = 0 tenemos simplemente una aplicacion de la forma f{z) = az + b. Si ¢ # 0 podemos

expresarla como

a b_%
O
¢ cz+d
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Con lo que en cualquier caso f se expresa como composicion de aplicaciones de la forma
z — az + b con la inversion z — 1/z. Vamos a estudiar por separado cada una de estas

aplicaciones. Comencemos por la ultima.

La aplicacion z — 1/z transforma 0 en el punto infinito. Si z # 0 entonces admite una
expresion en coordenadas polares como z = |z|s, y entonces su inverso es |z|” g,.1.
Ahora bien, el punto |z|” 4, es el inverso de z respecto a la circunferencia de centro 0 y radio
1 en el sentido de la definicion® luego z— z”' es la composicion de esta inversion con la
reflexion respecto al eje real.

Figura 42.

Figura 42. Representacion en el plano polar.

Consideremos ahora las aplicaciones de la forma z — az + b. Podemos descomponerlas
como composicion de un producto z— az y una suma z—> b+z. La suma es
geométricamente una traslacion, luego se expresa como producto de dos reflexiones. El

producto se descompone a su vez en los productos.

zZ 2 y z = HaHz
a

26 . . . . .
Diremos que dos puntos Q y R son mutuamente inversos respecto a la circunferencia de centro O y radio r

. . . . . 2 .
si ambos se encuentran sobre la misma semirrecta de origen O y ademas HOQHHORH = r~ Convenimos en

que O es el inverso de todos los puntos infinitos. En estos términos, la polar de un punto Q respecto a una
circunferencia de centro O es la perpendicular a OP que pasa por el inverso de P.
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El primero es un giro, luego también es un producto de dos reflexiones. El segundo es una
homotecia de centro 0. Veamos que puede expresarse como composicion de dos
inversiones respecto a dos circunferencias de centro 0. En efecto, la inversion respecto a la
circunferencia unitaria transforma cada nimero z de argumento 6 |z|” 4, y si ahora

aplicamos la inversién respecto a la circunferencia de radio r obtenemos r?|z|s.

Sir= «/lal es |alz.

Con esto tenemos probada la mitad del teorema siguiente:

Teorema: Las homografias de P'( ¢ ) son las aplicaciones expresables como composicion

de un numero par de reflexiones respecto de rectas e inversiones respecto de

circunferencias.

Demostracion: Hay que probar que un producto de dos reflexiones / inversiones es una
homografia. Observar que las inversiones respecto a circunferencias no son biyectivas en el
plano proyectivo euclideo, pues hacen corresponder el centro de la circunferencia con todos
los puntos infinitos, pero si lo son en P'( %) si convenimos que intercambian el centro con
el tnico punto infinito. Del mismo modo podemos considerar a las biyecciones afines de

R? como biyecciones en P'( %) si convenimos que todas ellas oo .

El producto de dos reflexiones es un giro o una traslacion. Las traslaciones son de la forma
z =z + a, luego son homografias. Si f'es un giro de centro O, entonces z — f{ z+0 ) es un
giro de centro O, luego existe un nimero complejo a de modulo 1 tal que f(z +O)- O = az,

luego f(z) = a(z — O )+0O, luego es una homografia.
Consideremos ahora una reflexion f'y una inversion g. Supongamos primero que el eje de f°

pasa por el centro de la circunferencia fijada por g. Consideremos una traslacion que lleve

dicho centro al punto 0, seguida de un giro de centro 0 que transforme el trasladado del eje
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de f'en el eje real, seguido de una homotecia de centro 0 que transforme la traslacion de la
circunferencia de g en la circunferencia unidad. Si llamamos % a esta composicion, es claro
que 4 es una homografia. Mas aln, es una semejanza del plano euclideo. Es facil ver que
W' f h es la reflexion respecto al eje real y que & g & es la inversion respecto de la
circunferencia unidad. Por consiguiente 7 fhh g hy h''g h k"' £ h son ambos iguales a la

homografia z — 1/z, luego f'g y g f también son homografias.

Supongamos ahora que el eje de f no pasa por el centro de la circunferencia de g. Sea
/ “una reflexion respecto a una recta que pase por dicho centro. Entonces fg =f" " f g es el

producto de dos homografias, luego es una homografia, e igualmente se prueba que gflo es.

Si tenemos una composiciéon de dos inversiones fy g, tomamos como / la reflexion
respecto a la recta que pasa por los centros de sus circunferencias (una cualquiera si ambos
coinciden). Entonces fg = fhhg es un producto de dos homografias, luego es una

homografia, y lo mismo vale para gf.

Definicién: Llamaremos transformaciones circulares a las biyecciones de P'( %) en si

mismo que se expresan como producto de reflexiones e inversiones.

Una transformacién circular es directa si se expresa como producto de un nimero par de
reflexiones e inversiones. En caso contrario es inversa. Llamaremos grupo circular al

grupo de todas las transformaciones circulares.

Hemos probado que las homografias en R son las transformaciones circulares directas. Una
transformacion circular no puede ser a la vez directa e inversa, pues en tal caso podriamos
expresar una reflexion o una inversion como producto de un numero par de ellas, luego
seria una homografia, pero esto es imposible, pues las reflexiones y las inversiones fijan a

infinitos puntos.
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Es claro que las homografias que fijan a coson las de la forma z — az +b y hemos visto que
¢éstas se descomponen en producto de un nimero par de reflexiones (sin que aparezcan
inversiones). Mdas en general, si f es una transformacion circular que fija a o, o bien es una
homografia y estamos en el caso anterior, o bien es inversa, y entonces podemos tomar
cualquier reflexion g y tenemos que /# = fg es una homografia que fija a o, luego /= hg es
también producto de reflexiones. Puesto que las composiciones de reflexiones son las

semejanzas de R%, hemos probado lo siguiente:

Teorema Las transformaciones circulares que fijan a C son exactamente las semejanzas

de R,

Si una transformacion circular f es directa y deja fijos a tres puntos (finitos o no) entonces
es la identidad, porque es una homografia. Si f'es inversa esto ya no es cierto, pero solo hay
dos posibilidades. En efecto, sea g la reflexion respecto de la recta que pasa por los tres
puntos fijos si son colineales o la inversion respecto de la circunferencia que pasa por ellos
si no lo son. Entonces fg es una homografia que fija a los tres puntos, luego es la identidad,

luego f = g. Hemos probado el teorema siguiente:

Teorema Si una transformacion circular fija a tres puntos (finitos o no), entonces es la

identidad, una reflexion o una inversion.
De aqui podemos deducir muchas consecuencias interesantes:

Teorema Si f es una transformacion circular y g es una reflexion o una inversion,

] ., . .,
entonces [~ g f es una reflexion o una inversion.
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Demostraciéon: Sean A, B, C tres puntos fijados por g. Entonces f g/ fija a f(4), f(B) y
AO), luego por el teorema anterior es la identidad, una reflexion o una inversion. Como es

una transformacion inversa no puede ser la identidad.

Teorema Las transformaciones circulares transforman cada circunferencia y cada recta

en una circunferencia o una recta.

Demostracion: Sea funa transformacion circular. Dada una recta o circunferencia C, sea g
la reflexién o inversiéon que fija a sus puntos. Entonces f g f es también una reflexion o
una inversion, y fija exactamente a los puntos de f [C ], luego /[ C ] es una recta o una

circunferencia.

Teorema Si Cy C’ son dos rectas / circunferencias, existe una transformacion circular

que transforma una en otra.

Demostracion: Tomemos tres puntos P, O, R en C'y tres puntos P’, O, R’ en C’y sea f'la
homografia POR y. P’Q’R’. La imagen de C por f contiene tres puntos de C’, luego ha de
ser C’, pues por tres puntos pasa una tnica recta / circunferencia.

En vista de los teoremas anteriores resulta razonable introducir los convenios siguientes:
TP . . l/ e . .
Definicion: Llamaremos circunferencias de P'( %) a las rectas y a las circunferencias.
Llamaremos inversiones tanto a las reflexiones como a las inversiones (respecto a

circunferencias).

En estos términos las transformaciones circulares transforman circunferencias en

circunferencias, y cualquier par de circunferencias estan conectadas por una transformacion
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circular. Por tres puntos cualesquiera pasa una unica circunferencia. El teorema

fundamental de la geometria afin nos permite caracterizar las transformaciones circulares:

Teorema Una biyeccion de P'( @) en si mismo es una transformacion circular si y sélo si

transforma circunferencias en circunferencias.

Demostracion: Sea f'una biyeccion que transforme circunferencias en circunferencias. Sea
f(c0) = P. Sea g cualquier transformacion circular que cumpla g(P) = « Entonces f g
transforma circunferencias en circunferencias y deja fijo a o, luego vista como aplicacion

en iRz transforma rectas en rectas.

Por el teorema fundamental de la geometria afin se trata de una biyeccion afin, luego se
extiende a una homografia en R”. Como transforma circunferencias en circunferencias es

una semejanza, luego es una transformacion circular y f* también.

4.2. HOMOGRAFIAS EN LA ESFERA

Los resultados de la seccion anterior muestran que la geometria circular no distingue las
rectas de las circunferencias. Esto resulta completamente natural cuando se relaciona con la

geometria de la esfera.
Definicidon Sea S una esfera en un espacio tridimensional euclideo E. Una homografia en S
es una biyeccion f: § — S inducida por restriccion a partir de una homografia en £ que fije

as.

Vamos a probar que la proyeccion estereografica hace corresponder las homografias de una

esfera con las transformaciones circulares de la recta compleja.
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Las homografias de E transforman planos en planos, luego las homografias de una esfera S
transforman circunferencias en circunferencias. Cuando componemos una homografia f en
S con la proyeccion estereografica p obtenemos una biyeccion p”’ fp de la recta compleja
en si misma que claramente transforma circunferencias en circunferencias, luego es una
transformacion circular. Hemos de probar que toda transformacion circular puede obtenerse
de este modo. De hecho basta probar que todas las reflexiones de la recta compleja
provienen de homografias en la esfera, ahora bien, dada una inversion f, la antiimagen en S
del conjunto de puntos fijados por f es una circunferencia en S, luego si probamos que
existe una homografia que fija a dicha circunferencia, su correspondiente en P'( %) sera
una transformacion circular que fija a la misma circunferencia que f, luego serd f. En
resumen, basta probar que para cada circunferencia C en § existe una homografia en S que

no es la identidad pero fija a todos los puntos de C.

Sea 7 el plano de C, sea r la perpendicular a 7 que pasa por el centro O de S, sean Ny M
los puntos donde r corta a S, sea n’ cualquier plano que contenga a r, sea C la
circunferencia en que 7’ corta a S, sea s =7 M x’, que es una recta perpendicular a . Sean 4
y B los puntos donde s corta a r, sea Q el polo de s. El punto Q es el conjugado armonico de
O respecto a M y N, luego no depende de la eleccion de 7. La involuciéon en C de centro O

cumple ABMN y ABNM.

Consideremos ahora la homologia f'de centro Q y eje = que envia M a N. Su restriccion a
cada plano 7’ cumple ABM ABN, luego es de hecho la involucion anterior, luego en
particular fija a S » #’, luego f fija a S, con lo que induce una homografia en S que

ciertamente fija a cada punto de C.
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M

Figura 43. Conjugado armoénico.

Con esto tenemos demostrado el teorema que perseguiamos:

Teorema La proyeccion estereogrdfica induce un isomorfismo entre el grupo de
homografias de una esfera y el grupo de transformaciones circulares de la recta proyectiva

compleja.

Este teorema nos permite traducir a términos de homografias en esferas los resultados que
ya conocemos sobre transformaciones circulares. Por ejemplo, dada una circunferencia C
en una esfera S, existe una unica homografia en S distinta de la identidad que fija a todos
sus puntos, a la cual llamaremos inversion respecto a C. Toda homografia en una esfera es
producto de reflexiones. Si una homografia fija a tres puntos es la identidad o la inversion

respecto a la circunferencia que los contiene.

A su vez, el teorema anterior nos aporta un dato importante sobre las transformaciones

circulares:
Teorema La restriccion de una transformacion circular a una circunferencia es una

transformacion circular. Mds aun, cada homografia entre dos circunferencias se extiende a

una unica transformacion circular directa.
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Demostracion: La restriccion de una transformacion circular a una circunferencia C puede
descomponerse en producto de tres homografias: primero la inversa de la proyeccion
estereografica, que es una proyeccion perspectiva que transforma C en una circunferencia
C’ en S, luego la homografia que induce en la esfera la homografia correspondiente a la
transformacion dada, que transforma C’ en otra circunferencia C’’ y por ultimo la
restriccion a C’’ de la proyeccion estereografica, que es de nuevo una proyeccion

perspectiva.

Dada una homografia entre dos circunferencias, tomamos tres puntos de la primera y
consideramos la transformacion circular directa que coincide sobre ellos con la homografia
dada. Obviamente ambas han de coincidir sobre toda la circunferencia y la unicidad es

clara.

4.3. CONSERVACION DE ANGULOS

Vamos a definir el angulo entre dos circunferencias secantes y probaremos que las
transformaciones circulares conservan angulos. Antes conviene aclarar las posiciones

relativas entre dos circunferencias cualesquiera:

Teorema Dos circunferencias distintas tienen cero, uno o dos puntos en comun. Segun el
caso se llaman disjuntas, tangentes o secantes. Dado un punto A en una circunferencia Cy

un punto B que no esté en C, existe una unica circunferencia C’ que pasa por By toca a C

en A.
Demostracion: Aplicando una transformacion circular si es preciso, podemos suponer que

una de las circunferencias pasa por « y la otra no, con lo que tenemos una recta y una

circunferencia (en el sentido usual), luego efectivamente se cortan en a lo sumo dos puntos.
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Respecto a la segunda parte, aplicando una transformacion circular podemos suponer que 4
es el punto infinito, con lo que el resultado equivale a que por un punto exterior a una recta

pasa una Unica paralela.

En lo sucesivo convendremos que la tangente a una circunferencia por dos de sus puntos es
ella misma. De este modo, si P es un punto de una circunferencia C y Q es otro punto
cualquiera (en C o fuera de C), existe una Unica circunferencia tangente a C que pasa por P
y Q. En estos términos la recta tangente a una circunferencia por uno de sus puntos es la

circunferencia tangente por dicho punto y poreo.

Dos rectas secantes forman dos pares de angulos opuestos por el vértice. Llamaremos
angulo entre ambas a la medida del menor de ellos. El dngulo entre una circunferencia y
una recta secante es el angulo entre la recta y la recta tangente por cualquiera de los puntos
de corte. No importa la tangente que se escoja, pues la reflexion respecto a la perpendicular
a la recta por el punto medio de los puntos de corte deja invariante a la recta y transforma
una tangente en otra. El dngulo entre dos circunferencias (usuales) secantes es el angulo
entre sus tangentes por los puntos de corte. También es claro que no importa el punto de

corte elegido.

Con esto tenemos definido el angulo entre dos circunferencias secantes cualesquiera. La
definicion puede resumirse asi: el dngulo entre dos circunferencias es el angulo entre sus
rectas tangentes por ooy uno de los puntos de corte.

Teorema Las transformaciones circulares conservan los angulos entre circunferencias.

Demostracion: Sean C; y C, dos circunferencias secantes y sea P un punto de corte

(podemos suponerlo finito). Sea ¢ la tangente a C; por P o bien ¢, = C; si C; es una recta.
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Entonces el angulo entre C; y C; es por definicion el angulo entre ¢ y #,. Una inversion
respecto de una circunferencia (usual) de centro P deja invariantes a ¢, y £, y transforma
cada circunferencia C; en una recta sin mas punto en comun con , que < (o bien t; = C;). En
cualquier caso transforma a Ci en una recta paralela a #, de modo que estas rectas forman

entre si el mismo angulo que las circunferencias de partida.

Sean ahora C’i las imagenes de cada Ci por una transformacidn circular arbitraria. Del
mismo modo podemos transformarlas en dos rectas que forman el mismo angulo que ellas.
El teorema se reduce, pues, a probar que si una transformacion circular hace corresponder

dos pares de rectas secantes, entonces el angulo que forman es el mismo.

Sea f'una transformacion circular que haga corresponder dos rectas secantes 7; y r; con dos
rectas secantes ' y 2. Sea O el punto de corte de las primeras y O’ el punto de corte de
las segundas. Entonces o bien (O )= 0"y f(c0) = o0 o bienf(0)=c0 y f(c0)=0". Enel
segundo caso podemos componer f con una inversion respecto a una circunferencia de
centro O’, lo cual deja inalteradas a ’; y r’, pero hace que « quede fijo. Por lo tanto los
dos pares de rectas se corresponden por una semejanza, y las semejanzas conservan los

angulos.

Los teoremas anteriores ilustran una potente técnica para obtener resultados sobre

circunferencias: reducirlos mediante inversiones a resultados sobre rectas.
Teorema Sean C,y C, dos circunferencias secantes. Sea P un punto de corte y Q un punto

cualquiera. Sea C’y la tangente a Ci por Py Q. Entonces el angulo entre C, y C, es el

mismo que entre C’'1y C’,.
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Demostracion: Basta aplicar una transformacion circular f que convierta Q en oo, Basta
probar que f[C] y f [C:] forman el mismo angulo que f[C’;] y f[C",], pero esto es cierto

por definicioén de angulo entre circunferencias.

Teorema Sean P, O, R y S cuatro puntos colineales y sea C una circunferencia que tenga
a PQ por diametro. Entonces H(P,Q; R, S) si y solo si toda circunferencia que pasa por R y

S es ortogonal a C.

Demostracion: Supongamos H(P,Q; R, S). Aplicando una inversiéon podemos suponer que
P es el punto infinito. Entonces Q es el punto medio de R y Sy la circunferencia C es la
recta perpendicular a RS por Q. En estas condiciones es facil ver que toda circunferencia

que pasa por Ry S es ortogonal a C.

Supongamos ahora que se cumple esta propiedad. Tomemos una circunferencia C’
cualquiera que pase por R y S. Por hipotesis corta ortogonalmente a C en dos puntos 4 y B.
Consideremos ahora la circunferencia C"’que pasa por 4, R y el conjugado armoénico de R
respecto de P y Q. Por la parte anterior C’ también es ortogonal a C, ahora bien, por dos
puntos 4 y R pasa una Unica circunferencia ortogonal a C, luego C’ = C’’, de donde S ha de

ser el conjugado armodnico de R respecto de Py Q.

Ahora vamos a definir el 4ngulo entre dos circunferencias en una esfera y probaremos que

la proyeccion estereografica conserva los angulos.

Definicion Si dos circunferencias en una esfera S se cortan en un punto P, definimos el

angulo que forman como el angulo entre sus rectas tangentes por P.

El teorema siguiente prueba en particular que el angulo entre dos circunferencias secantes

en una esfera no depende de cudl de los dos puntos de corte se toma para calcularlo.
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Teorema La proyeccion estereogrdfica conserva angulos.

Demostracion: Observemos en primer lugar que si C es una circunferencia en una esfera §
y C’ es una circunferencia tangente a C por un punto P, entonces ambas tienen la misma
recta tangente por P, concretamente, la interseccion de los planos de C'y C’. Por lo tanto, si
tenemos dos circunferencias C; y C, y C’;, C’; son sus tangentes por Py por otro punto Q,
el angulo entre C; y C,. es el mismo que el angulo entre C’;y C’,. Por el teorema 11.17, lo
mismo vale para las proyecciones, luego basta probar el teorema para circunferencias que

se corten en un par de puntos antipodas Py Q.

Sean p; y p» las proyecciones estereograficas de una esfera en dos planos 7 y m.
Sea f: m — m una isometria entre ellos. Entonces p,” pf es una biyeccion de 7, en si
mismo que transforma circunferencias en circunferencias, luego es una transformacion

. y -1 .7 4
circular, luego conserva angulos, luego p,~ p; también conserva angulos.

Esto implica que al proyectar dos circunferencias de una esfera en un plano obtenemos dos
circunferencias que forman el mismo angulo independientemente del plano sobre el que
proyectemos. En particular, podemos utilizar la proyeccion respecto al plano perpendicular
a la recta PQ.

En estas condiciones es facil ver que las rectas tangentes a C; y C; tanto por P como por QO

son paralelas a las proyecciones de C; y C,, luego los angulos son los mismos.
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5. CONCLUSIONES.

La experiencia obtenida del presente trabajo fue productiva tanto en la parte académica
como en la pedagbgica, ya que el hecho de iniciar un estudio de las geometria no euclidiana
y mas precisamente la geometria esférica es un buen comienzo para establecer un nuevo
paradigma en la ensefanza de la geometria que permita romper con la idea que la geometria
plana o euclidiana en la cual se inicia al estudiante en sus primeros afios de estudio y luego
se profundizada hacia su axiomatica en la secundaria, y en donde se observa la apatia por
los estudiantes ya que los resultados obtenidos en esta geometria carecen de sentido y pasan
a ser simplemente “obvios” y evidentes por si mismos, se hace necesario considerar
alternativas de geometrias en las cuales resultados analogos a los que se obtienen en la
geometria plana tuvieran un significado distinto, para luego ser comparado con la
geometria euclidiana y dar sentido finalmente a su axiomadtica. Se consider6 trabajar la
geometria esférica ya que practicamente vivimos en una esfera y los elementos de esta

geometria son faciles de distinguir asi como de los resultados obtenidos.

Al comienzo del trabajo se planeo desarrollar una serie de actividades que permitieran al
estudiante identificar algunos elementos de esta geometria alternativa pero se desistio ya
que las actividades no estaban plenamente disefiadas y se necesitaba de una muestra a la
cual se requeriria aplicarlas, razon por la cual se decidié con la asesoria del profesor
Alberto Donado al cual expreso mis mas sinceros agradecimientos por sus muy sabios
aportes y direccionamiento que se realizara un marco tedrico para que sirviera como futuro

referente en la construccion de dichas actividades.

En el desarrollo del presente referente se hace uso de CABRI el cual crea un ambiente
interactivo y novedoso para aprender sobre y explorar la geometria plana, y mas
precisamente esta “nueva” geometria que es en donde se quiere enfatizar para encontrar

patrones, relaciones y similitudes con la geometria familiar para los estudiantes: la plana.
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Todo mediante una transformacion como la proyeccion estereografica. El paquete del
software incluye explicaciones, actividades, y estrategias por incorporar la geometria

Euclidiana y la no-Euclidiana en el plan de estudios de la escuela secundaria.

En conclusion, el estudio de otras geometrias alternativas permiten que el estudiante
comprenda mejor los resultados de la geometria euclidiana y ademas acceda a reconocer

que:

o La Geometria de No-Euclidiana estd poniéndose en aumento importante en su papel

en la ciencia moderna y tecnologia.

o La palabra "definicion" tiene un significado muy preciso en geometria que es
bastante diferente de su significado en el idioma comun. La confusién en este
concepto es la fuente de muchas dificultades entendiendo los procesos de pruebas

geométricas.

o Un estudio de la Geometria no-Euclidiana hace claro que esa geometria no es algo
que se completd hace 3000 afios en Grecia. Es una corriente y un campo activo de

investigacion.

Finalmente, como sugerencia, considero importante que los profesores siempre que les sea
posible motiven el uso de programas como CABRI-GEOMETRE 11 ya sea en clase como
material de ayuda didactica para el estudiante durante el desarrollo de la asignatura, o como
un ejercicio extra clase; pues al utilizar la tecnologia para resolver situaciones problema en
forma répida y precisa, se podria avanzar en otros problemas mas interesantes. Todo esto
siempre y cuando se logre superar el problema sobre el uso de la tecnologia en el aula, ya
que es considerado por algunos mas un problema que una solucion, en el sentido en que el
estudiante necesitard una previa induccion, que de no ser en una forma clara y precisa de

seguro acarreara inconvenientes en el futuro.
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ANEXO I. RESUMEN DE INVERSIONES.

Para estudiar la proyeccion estereografica como una inversion de puntos en una esfera, se
comienza primero por mostrar las inversiones de puntos en circunferencias y para esto no
se necesitan todas las propiedades de éstas en un circulo, s6lo algunas de ellas. Por

supuesto que se necesita una definicion.

Se toma un circulo con centro O y radio OA =r, en donde a cada punto P distinto del centro
O, el inverso del punto P en el circulo O es el punto P' en la linea OP para que la
proporcién OP / R = R / OP' se cumpla. Una condicién equivalente es que OP’/ OP' = R’
Ver figura 1.

Figura 1. Inverso de un punto.

Se observa que cuando P es el centro O del circulo, se hace corresponder un punto en el
plano inusual para completar la correspondencia y este punto es oo, para el cual diremos que

O es su inverso.

Se convendra en usar la anotacion PVC para indicar el punto inverso P'. Lea "PVC" como
"P a través de C." Mas generalmente, cuando B es cualquier figura geométrica plana (el
punto, linea, el circulo, etc.) y C es un circulo, usaremos la anotacion BVC para el resultado

de invertir B en el circulo C. también se usara esta anotacion para reflejar una linea recta.
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Asi, si B es cualquier figura geométrica llana, y L es una linea recta, entonces BVL es la

figura que es el resultado de reflejar B por medio de L.

Se advierte ademas que la inversion en un circulo es una involucion. Es decir, una
aplicacion de inversion en el mismo circulo en una segunda aplicacion deshace la primera.
Por otra parte, esta es una operacion que cuando la hacemos dos veces obtenemos lo
operacion idéntica, es decir. Algebraicamente, esta observacion es la identidad

(BVC)VC = B donde B es cualquier figura plana.

Advierta ademas que un punto P es su propio inverso, es decir, PVC = P, si y solo si este

punto esta sobre la circunferencia del circulo. En particular, CVC = C.

Una Construccion Normal Para La Inversion

En la construccidon normal para invertir un punto en un circulo se usa el compas y una recta
perpendicular. S6lo necesitamos considerar los puntos P que estan fuera del circulo, o los
que estén dentro del circulo distintos del centro y los puntos que estdn sobre la

circunferencia.

Sea C un circulo con centro O y radio OA =1, y P un punto. Para invertir P en el circulo,
primero dibuje la linea OP. Ahora, si P es un punto fuera del circulo, entonces dibuje las
tangentes PB y PC al circulo, entonces dibuje la linea BC. En donde se cortan estas dos
lineas sera el punto inverso P'. Ya que los dos tridngulos AOBP y ABP'P son semejantes,

por consiguiente la proporcion OP /r=r/ OP".
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Figura 2. Inversion de un punto exterior.

Pero si P es un punto dentro del circulo (excepto el centro), entonces se traza la linea BC
perpendicular a OP, y sea B y C los puntos de interseccion de esa linea con el circulo.
Entonces trace las tangentes al circulo a B y C. En este caso, el punto inverso P' es la
interseccion de las dos lineas tangentes. Tengamos en cuenta que los dos triangulos

semejantes se siguen de nuevo que los segmentos de la proporcion son idénticos.

Pf

Figura 3. Inverso de un punto ubicado fuera del circulo.

Un tercer caso ocurre cuando P queda sobre la circunferencia, y en este caso el punto

inverso P’ esté igual que el propio P.

El cuarto caso ocurre cuando P es el centro O del circulo, y como arriba expresado, O y o

son inversos.

82



Invirtiendo lineas en un circulo.

Solo se necesita saber algunas propiedades de inversion. El primero es que cuando invierte
una linea recta en un circulo, el resultado es un circulo. También, cuando usted invierte un

circulo en otro, entonces el resultado es un circulo (o en un caso especial, una linea recta).
Nosotros invertiremos lineas y circulos en nuestro circulo con el centro O y radio OA =r.

Primero, considere una linea BC qué no pasa por el centro O que Nosotros mostraremos
que su lo inverso es un circulo con el mismo centro del circulo. Sea D el pie de la
perpendicular dibujada de O con la linea BC. Sea D’ el inverso del punto D. Dibujemos el
circulo con didmetro OD’. Sea E un punto arbitrario en la linea BC, y sea E’ donde el rayo
OE se encuentra el circulo con el didmetro OD’. Entonces el triangulo OE’D’ es un

triangulo rectangulo, y es semejante a la ODE del tridngulo rectangulo. Figura 4.

& = e £

A

&
Figura 4. Inversion de una recta.
De lo anterior tenemos la proporcion: OE /OD = OD'/ OE'. Por consiguiente:

OE OE' = OD OD' = r’. Concluimos que E' es el inverso a E. Como E era un punto

arbitrario en la recta, podemos concluir que el circulo con el didmetro OD' es el inverso a la

linea BC.
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Invirtiendo los circulos en un circulo.

Luego, invertiremos un circulo BCD en el circulo con centro O y radio OA = r. hay dos
casos a considerar—Cuando O esta fuera del circulo BCD, y cuando queda dentro de ese
circulo. (EIl tercer caso es cuando O queda en el circulo, pero eso se tiene el cuidado de

anterior, y el inverso de BCD es una linea recta.)

Empezaremos con el caso donde O queda fuera del circulo BCD. Sea E cualquier punto en
el circulo BCD, y F otro punto donde la linea OE corta el circulo BCD. Sea OT una linea
de la tangente de O al circulo BCD al punto T, y ademas a t denotar la longitud OT. (Ver

figura 5) entonces por la proposicion de Euclides I11.35, OE OF = .

Figura 5. Inversion de un circulo.

Estamos buscando un punto E' en la linea OE tal que OE OE' = r*. Dividiendo esta ecuacion

por OE OF = t%, lo que nosotros necesitamos es un punto E' para que OE'/ OF = t*/ 1.

Por consiguiente, OE' es un factor constante OF. Esto significa que cuando nosotros

aplicamos una escala al plano por un factor de t*/ r* con el punto fijo plano O, entonces los
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puntos en el circulo BCD se invertira a los puntos en el circulo en escala. Note que el

original y el de escala los circulos tienen las mismas lineas tangentes del punto O.

El otro caso ocurre cuando O queda dentro del circulo BCD. Puede parecer que no hay
ninguna tangente de O al circulo BCD que nosotros nos hemos encontrado con problemas
serios. Pero nosotros no usamos las lineas tangentes realmente en el primer caso; todo lo
que nosotros necesitamos saber es que el producto OE OF es una constante. En este caso, es

también una constante.

Sea E cualquier punto en el circulo BCD, y F otro punto donde la linea OE corta el circulo
BCD. (Este decir, F esta en el otro lado de O.) entonces por la proposicion de Euclides

I11.36, el producto OE OF es una constante, dendtese por k.

&

F

Figura 6. Inversion de un circulo con centro en el interior.

Nosotros todavia estamos buscando un punto E' en la linea OE tal que OE OE' = r’.

Dividiendo esta ecuacion por OE OF = k, necesitamos es un punto E' para que:

OE'/OF =K/ %
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Por consiguiente, OE' es un factor constante de OF. Esto significa que cuando nosotros
aplicamos una aplicacion al plano por un factor de k / 1* con el punto fijo del plano O,

entonces los puntos en el circulo BCD se invertird a los puntos en el circulo aplicado.
Se concluye que cuando un circulo es invertido en otro, y el centro del otro no esta en la

circunferencia del primero, entonces el resultado es un circulo. Pero si el centro del otro

esta en el exterior de la circunferencia del primero, entonces el resultado es una linea recta.
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