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2.Descripcion

En este trabajo se hace un breve recorrido histérico del Teorema
Fundamental de la Aritmética, iniciando desde el afio 300 A.C., hasta el afio
1801., teniendo en cuenta diferentes personajes que aportaron al tema. Para
la realizacion de este estudio se tuvieron en cuenta diferentes articulos de
autores que ya se han interesado en el estudio histérico del TFA y la revision
de algunas fuentes originales.

3.Fuentes

Para la realizacion de este trabajo, se tiene como base principal el
documento publicado por Agargiin & Ozkan (2001) en la revista Historia
Mathematica titulado A Historical Survey of the Fundamental Theorem of
Aritmetic. Teniendo en cuenta los diferentes personajes referenciados en la
obra citada, se hizo la revision de otros escritos, para el caso de Euclides,
se tuvo en cuenta la obra de Tomas Heath (1908); para el caso de al-Farisi,
un articulo de Agargin & Fletcher (1994); para Jean Prestet, se utilizé un
articulo de Goldstein (1992) estos dos ultimos publicado en la revista Historia
Mathematica; para el estudio de los aportes de Leonerd Euler, se reviso el
documento Elementos de Algebra, del mismo Euler (1770) cuya traduccion




al inglés fue hecha por Jhon Hewlett (1840) y por ultimo, para los aportes de
Carl F. Gauss, se tuvo en cuenta la traduccion al espafiol de la obra
Disquisitiones Arithmeticae hecha por Barrantes, H., Josephy, M. & Ruiz, A
(2008).

4.Contenidos

Este trabajo se inicia con una somera biografia de los personajes que estan
relacionados con el desarrollo del Teorema Fundamental de la Aritmética,
seguido de esto, lo que se puede considerar fueron los aportes de Euclides
(300 A.C), al-Farisi, Jean Prestet (1689), Leonerd Euler (1770), Legendre
(1798) y Carl Friederich Gauss (1801) al planteamiento y demostracién del
Teorema Fundamental de la Aritmética. Posterior a esto, se presentan las
conclusiones que deja este estudio.

5.Metodologia

Para la realizacion de este trabajo de grado, se inicia con la traduccion, al
espanol, del articulo “A Historical Survey of the Fundamental Theorem of
Arithmetic” (Agargiin, A. G y Ozkan, E. 2001), luego se procede a estudiar
detalladamente tal documento. En el articulo se presentan diferentes
momentos histéricos en los que el Teorema Fundamental de la Aritmética
(TFA) se encuentra implicita o explicitamente; para el caso de Euclides, se
consulté la obra de Heat (1908), una traduccion al inglés de la obra Los
Elementos, se estudiaron las proposiciones y las definiciones relacionadas
en el texto principal; del texto principal se tuvo en cuenta la bibliografia
empleada por Agargiin y Ozkan, asi que se buscaron los documentos
originales de Goldstein (1992), On a Seventeenth Century Version of The
Fundamental Theorem of Arithmetic, Agargin y Fletcher (1994), al-Farisi and
the Fundamental Theorem of Arthmetic,luego se hizo la traduccion de los
documentos y se estudiaron.

6.Conclusiones

En el marco de este trabajo de grado, se encuentra que el teorema
fundamental de la aritmética ha estado presente por mas de 2000 afios,
antes de que Gauss en 1801 lo enunciara y demostrara, esto puede ser
debido a la intencionalidad de las épocas, el hecho de demostrar no era algo
gue fuera considerado de vital importancia, lo importante era la utilizacion de




lo que se conocia para el descubrimiento de nuevas teorias.

Durante el proceso de formalizacion del Teorema Fundamental de la
Aritmética, se ve que varios personajes estan implicados con su uso y que
no todos corresponden a la misma época, es decir que el TFA es de vital
importancia para el desarrollo de los aportes de los diferentes autores
mencionados en este trabajo.

El estudio de la historia de las mateméticas es un tema que permite el
desarrollo de habilidades referentes a las competencias profesionales del
profesor de matematicas; la busqueda de fuentes originales o que estdn mas
cerca de la verdad histérica del tema o del autor que se estudia, permite que
el profesional tenga una perspectiva propia del tema o del autor.

La historia del Teorema Fundamental de la Aritmética, tiene su inicio en el
afio 300a.c, e involucra a diferentes matematicos reconocidos, lo que resalta
su importancia; en el caso de la teoria de numeros se evidencia este hecho.

La importancia de un tema o de un teorema, depende del interés del
investigador; para algunos autores el Teorema Fundamental de la Aritmética,
no era tan importante como para enunciarlo o demostrarlo, sin embargo si
era necesario tenerlo en cuenta y para el desarrollo de sus obras. Se puede
pensar que ellos creian que no habia necesidad de exponer algo que, se
suponia, ya se conocia.
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Introduccion

El Teorema Fundamental de la Aritmética estd ligado a las
propiedades de la divisibilidad de los enteros, lo que promueve el
desarrollo de diferentes temas relacionados, como el de Maximo
Comun Divisor o Minimo Comun Mdltiplo, es decir que tiene un
papel relevante en el desarrollo de las propiedades de los nimeros
naturales; la importancia del tema y el interés historico de las
matematicas fueron los que motivaron el inicio de este trabajo.

Para la elaboracion de este trabajo, se tom6 como documento
principal “A Historical Survey of the Fundamental Theorem of
Arithmetic”, publicado en la revista Historia Matematica en el afio
2001 y cuyos autores son Agargun y Ozkan, la traduccion de este
documento se presenta como anexo.

La idea principal de este documento es presentar la evolucion
histérica del Teorema Fundamental de la Aritmética y los principales
autores que participaron en dicha evolucion, entre los que se
encuentran Euclides, al-Farisi, Jean Prestet, Euler, Legendre y
Gauss; presentando inicialmente una breve biografia de cada uno,
luego se expone el trabajo y los aportes de cada uno con respecto al
tema.

En el dltimo apartado de este trabajo se presentaran las
conclusiones que deja la realizacion de este trabajo de grado,
relacionado con el estudio histérico del Teorema Fundamental de la
Aritmética.

1. PRELIMINARES

1.1 Objetivos

Este trabajo pretende presentar una vision sobre la evolucion del
Teorema Fundamental de la Aritmética, teniendo en cuenta los
personajes involucrados, sus formulaciones, aportes y propuestas de
demostracion o demostraciones.

1.2. Objetivos especificos

¢ Identificar los aportes de Euclides, en su obra Los Elementos,
gue le permite a Gauss enunciar el Teorema Fundamental de



la Aritmética.

e Exponer el trabajo mas destacado de diferentes autores entre
el afio 300 A.C. y 1800 acerca del Teorema Fundamental de
la Aritmética.

1.3. Justificacion

El estudio de la historia de las matematicas juega un papel
importante en la formacion docente ya que ayuda tomar conciencia
de lo que son realmente las matematicas, de los cambios que se dan
y de la forma de construccion de las mismas.

Esta informacion histérica de las matematicas puede contribuir a los
profesores (Guacaneme, 2007) a:

Comprender por qué un cierto concepto es dificil para algunos
estudiantes y desarrollar alguna estrategia que permita superar la
falla detectada.

e Promover un estilo consciente de ensefianza. En la busqueda
histérica de algun tema especifico se encuentran diferentes
métodos, ya que se encuentran diferentes autores, ciudades
y/o comunidades, que estan relacionadas con lo busqueda, lo
que debe permitir al docente una mejor aprensién y/o
comprensién del tema estudiado.

En esta misma direccion, en los Lineamientos curriculares de
Mateméticas(MEN, 1998) se hace hincapié en la importancia de
hacer un estudio histérico de temas matematicos:

“El conocimiento de la historia proporciona ademas una vision
dindmica de las matematicas y permite apreciar cOmo sus
desarrollos han estado relacionados con las circunstancias
sociales y culturales e interconectados con los avances de
otras disciplinas, lo que trae consigo importantes
implicaciones didacticas: posibilidad de conjeturar acerca de
desarrollos futuros, reflexion sobre imitaciones y alcances en
el pasado, apreciacion de las dificultades para la construccion
de nuevos conocimientos” (p. 14)

Basado entonces en la necesidad del conocimiento histérico-
matematico en la formacién docente, este trabajo se enmarca en
este campo, con el cual se pretende hacer un recorrido histérico del
Teorema Fundamental de la Aritmética desde Euclides (300 A.C)
hasta Gauss (1800) y realizar una recopilacion escrita sobre la
informacion hallada alrededor del tema.

El TFA esta relacionado con la factorizacion prima de un namero, en
este concepto se habla acerca de divisibilidad y es un tema que se



considera fundamental en la ensefianza del sistema de los numeros
naturales(Rico, L. Marin, A. Lupiafiez, J. Gomez, P, 2008); algunos
contenidos del sistema de los nimeros naturales se presentan en el
nivel basico como destrezas para adquirir o afianzar (es el caso del
uso del paréntesis y la jerarquia de operaciones o los algoritmos del
producto y la division), esto resalta la importancia del estudio del
TFAen la educacion inicial ya que esta relacionado con el algoritmo
de la division, que se considera una base, para el estudio de los
sistemas numericos.
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2. PRESENTACION GENERAL DEL TEOREMA
FUNDAMENTAL DE LA ARITMETICA

“La factorizacion prima de cualquier entero positivo n > 1 es Unica,
excepto por el orden en que aparecen los factores
primos’(Pettofrezzo & Byrkit, 1972)

Es el enunciado conocido como Teorema Fundamental de la
Aritmética (TFA) y como se observa, esta relacionado con el
concepto de factorizacion uUnica. La factorizacion Unica se refiere a
dos propiedades particulares de un numero: la existencia y la
unicidad. La existencia hace referencia a la posibilidad de que un
ndmero compuesto mayor que 1 pueda ser representado como un
producto finito de ndmeros primos y la unicidad significa que esta
representacion es Unica, sin importar el orden. Segun Agargin y
Ozkan (2001), la factorizacion Unica aparecid por primera vez como
una propiedad de los numeros naturales.

Son varios los personajes en la historia de las matematicas que han
aportado a la formulacion del TFA, en este trabajo se presentan las
elaboraciones de algunos de los méas destacados, segun Agargin y
Ozkan (2001); éstos, en orden cronoldgico, son:

e Euclides* (330 a.C. -275a.C))

Matematico griego. Poco se conoce a ciencia
cierta de la biografia de Euclides, pese a ser el
matematico mas famoso de la antigliedad.

Es probable que Euclides se educara en
Atenas, lo que explicaria su buen conocimiento
de la geometria elaborada en la escuela de
Platén. Ensefid en Alejandria, donde alcanzé
un gran prestigio en el ejercicio de su
magisterio.

N
llustracion 1:

Euclides

Tomada de: Euclides fue autor de diversos tratados, pero su
http://es.wikipedia.org/wi . ..

Ki/Euclides nombre se asocia principalmente a uno de ellos,

Los Elementos, que rivaliza por su difusién con
las obras mas famosas de la literatura universal, como la Biblia o
el Quijote. Se trata, en esencia, de una compilacion de obras de

! Euclides recuperado de http://es.wikipedia.org/wiki/Euclides el 11 de Noviembre
de 2012
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autores anteriores (entre quienes se destaca HipoOcrates de Quios),
que las supero6 de inmediato por su plan general y la magnitud de su
proposito?.

e Kamal al-DinAbul Hasan MuhammadAl-Farisi (1260-1320)

Fue un destacado matematico y fisico persa. Sus contribuciones a
la matematica son en ¢ptica y teoria de numeros.

Nacié en Tabriz (Iran). Al-Farisi fue discipulo
del gran astronomo y matematico Qutb al-Din
al-Shirazi. Su trabajo sobre la éptica fue
incitado por una pregunta sobre la refraccion
de la luz.

Al-Farisi hizo un numero de contribuciones
importantes a la teoria de numeros. La teoria
mas impresionante de su trabajo es
llustracién 2: al-Farisi sobre nimeros amigos®. En el libro Tadhkira
o ebablogspotcom| 8l-@NDAD fi bayanal-tahabb (Memorandum para
égﬁ?ﬁ/sliiﬁm'-a'-din-a'-fafisi- la prueba de amigabilidad) introdujo un

acercamiento importante a un area entera de
la teoria de nudmeros, introduciendo ideas referentes

la factorizacion y a métodos combinatorios.

e Jean Prestet (1468 - 1690)

Nacié en Chalon-sur-Saone (Francia). Pertenecié al circulo Nicolas
Malebranche, primero como su siervo, después como su alumno,
desde 1670 hasta la publicacién de la primera edicién de la Elemens
de Mathématiques en 1675. Los Elemens se difundieron
ampliamente. Desde 1675 a 1680, Prestet fue preparado para el
sacerdocio en el Oratorio y enviado a diferentes pueblos para
ensefiar matematicas. Murié unos meses después de la publicacion
de su Nouveaux Elemens(una segunda edicibn de Elemens de
Mathématiques), el 8 de junio de 1690.

Al igual que la primera edicidn, la segunda se ocupa principalmente

*Tomada de http://www.biografiasyvidas.com/biografia/e/euclides.htm, recuperada
el 11 de noviembre de 2012

® Dos ntmeros n y m se dice que son amigos, si n es la suma de los divisores
propios de m y si, al mismo tiempo, m es la suma de los divisores propios de n.
(Hogendijk, J.P., 1975, pag. 269).
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de la aritmética y el algebra, pero es mucho mas larga incluyendo
material nuevo, como las propiedades extendidas de combinaciones
y divisores; también, en el segundo volumen, los problemas
diofanticos son tratados por un uso sistemético del algebra
cartesiana.

La primera version de la obra de Prestet habia sido criticada por
varios matematicos, entre ellos Leibniz, y el desarrollo de la
combinatoria en la segunda version puede reflejar la respuesta de
Prestet a la insistencia de Leibniz acerca de un nivel mas profundo
de la aritmética -lo simbdlico-. La segunda versién de Prestet no
contiene algun resultado nuevo sobre los temas que escribio,
ndameros amigos o perfectos. A veces se le acredita como el
descubridor del octavo nimero perfecto®, pero esto ya era conocido
antes de él.

e Leonhard Paul Euler (1707-1783).

Fue un matemaéticoy fisico suizo.  Segun
varios historiadores, Euler es el principal
matematico del siglo XVIlly uno de los mas
grandes y prolificos de todos los tiempos.

Vivié en Rusia y Alemania la mayor parte de
Su vida y realizo importantes
descubrimientos en areas tan diversas como
elcalculoo lateoria de grafos. También
introdujo gran parte de la moderna
llustracion 3: Leonhard Paul terminologia Yy notacion matemética,
E:r:fa'da do particularmente para el area delanalisis
http://fr.wikipedia.org/wiki/Fichie| matematico, como por ejemplo la nocion
riteonhard_Euler2Jpg de funcion matematica. Asimismo se e
conoce por sus trabajos en los campos de

la mecanica, Optica y astronomia.

Euler ha sido uno de los matematicos con mas produccion escrita;
se calcula que sus obras completas reunidas podrian ocupar entre
60 y 80 volumenes

En la teoria de nimeros, Euler demostré:

4230 231 _ 1 =2.305.843.008.139.952.128
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* Que la suma de los reciprocos de todos los numeros primos

diverge, lo que equivale a decir que = ( p) - p€eP.

» Las identidades de Newton, las cuales estan relacionadas con las
dos diferentes maneras de escribir la raiz de un polinomio.

» EIl Pequefio teorema de Fermat, uno de los teoremas clasicos de
teoria de numeros relacionado con la divisibilidad.

» Elteorema de Fermat sobre la suma de dos cuadrados, el cual
establece la relacion que hay entre los numeros primos
representables como suma de dos cuadrados.

= Definio la funcién ¢ de Euler.

= En el afio 1772, que 23! —1 = 2.147.483.647 es un ndmero
primo de Mersenne”.

= En el afio de 1770 publicé su famosa Introduccion al Algebra,
ésta fue la primera obra que escribié después de haber quedado
totalmente ciego. En esta obra Euler, en la primera parte,
encontramos un trabajo que relaciona los numeros reales y
algunas operaciones (sumas, restas, proporciones, razones,
entre otras); en la segunda parte, expone su trabajo relacionado
con la soluciéon de ecuaciones de primer grado, sistemas de
ecuaciones con de primer grado, sistemas de ecuaciones lineales
con mas de una cantidad desconocida y soluciones de las
ecuaciones de segundo grado.

Euler, también realizd trabajos pioneros en la distribucién de los
nameros primos y en la aplicacion del andlisis a la teoria de
nameros. Su conjetura, en 1796, del teorema de los nimeros primos
fue probada cierta por Hadamard y de la Vallée-Poussin en 1898.

e Adrien-Marie Legendre (1752 - 1833)

Fue un matematico francés. Hizo importantes
contribuciones a la estadistica, la teoria de
nameros, el algebra abstracta y el analisis
matematico.

llustracion 41 En teoria de numeros, conjeturé y presentd una
Adrien-Marie L . .
Legendre demostracion incompleta de la ley de reciprocidad
Tomada de:
http://www.nndb.com/pe
ople/891/000093612/

®> Un ntmero primo de Mersenne es de la forma 27 — 1, donde p también es un
namero primo,
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cuadratica probada posteriormente por Gauss,

En el articulo de Ledn (2009) previo al enunciado de esta ley, el
autor menciona la siguiente definicion:

Si existe un x tal que x* = a (modq), se dice que a es un residuo o
resto cuadratico de g (0 médulo q). Si no existe tal x, se dice que
ano es un resto cuadrético de q.

Y la ley de reciprocidad cuadrética afirma que, dados p y q dos
primos impares distintos:

Si p 0 g son de la forma 4k + 1, entonces pes un resto cuadratico de
qsi y solo si ges un resto cuadratico de p. Si ambos, p y gson de la
forma 4k + 3, entonces pes un resto cuadratico de gsi y sélo si gno
es un resto cuadrético de p.

Y en términos de Legendre lo anterior se expresa de la siguiente
manera:

e Johann Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855)

Matematico, astronomo, geodésico y fisico
aleman que contribuyé significativamente en
muchos campos, incluida la teoria de
nameros, el andlisis matematico, la geometria
diferencial, la estadistica, el algebra, la
geodesia, el magnetismo y la Optica.
Considerado «el principe de las matematicas»
y «el matematico méas grande desde la

~ .Y antigledad», Gauss ha tenido una influencia
llustracién 5: Johann Carl notable en muchos campos de la matematica
Friederich Gauss y de la ciencia. Fue de los primeros en
omada de: o
http://www.nndb.com/people/8 | extender el concepto de divisibilidad a otros
91/000093612/ .

conjuntos.

Gauss fue un nifio prodigio, de quien existen muchas anécdotas
acerca de su asombrosa precocidad. Hizo sus primeros grandes
descubrimientos mientras era apenas un adolescente y complet6 su
magnum opus, Disquisitiones Arithmeticae a los veintiln afios
(1798), aunque no seria publicado hasta 1801. Fue un trabajo
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fundamental para que se consolidara la teoria de los nimeros.

Estos son entonces los matematicos mas sobresalientes en la
historia del TFA, en los capitulos siguientes se mostraran en detalle
cuales fueron sus principales aportes en relacion con tal teorema.

3. EL APORTE DE EUCLIDES

3.1 La obra Los Elementos
Los Elementos es la obra més representativa de Euclides, esti
dividida en trece libros. Cada libro inicia presentando las definiciones
y contindia con la presentacion y demostracion de las proposiciones.
Los contenidos que tratan cada libro®son:

e Libro | Los fundamentos de la Geometria Teoria de los
triangulos, paralelas y el area.

e Libro Il Algebra geométrica

e Libro Ill Teoria de la circunferencia

e Libro IV Figuras inscritas y circunscritas

e Libro V Teoria de las proporciones abstractas

e Libro VI Figuras geométricas semejantes y proporcionales

e Libro VIl Fundamentos de la teoria de los nimeros

e Libro VIII Continuacion de proporciones a la teoria de
nameros

e Libro IX Teoria de los nUmeros

e Libro X Clasificacion de los inconmensurables

e Libro Xl Geometria de los sélidos

e Libro Xl Medicion de figuras

e Libro Xlll Sélidos regulares

Esta obra es considerada por algunos, como la mejor obra de texto
escrita, resaltando su antigiiedad (300 A.C.), lo que mas se destaca
es el rigor légico y aunque se pueden pensar en trabajos de
matematicos anteriores con un rigor del mismo estilo, la desventaja
es que no se conoce ningun fragmento.(Duran, 2002)

3.2. Los Elementos y el TFA
Aunque en Los Elementos Euclides no hace una mencion directa del
TFA, los libros VIl (Fundamentos de la teoria de los nimeros) y IX
(Teoria de los nuameros) incluyen algunas proposiciones que se

6Joyce, D.E. (1997). Tomado de
http://www.euclides.org/menu/elements_esp/indiceeuclides.htm, recuperado el 11
de noviembre de 2012.
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hallan directamente relacionadas con el tema.

El libro VII, que consta de 22 definiciones y 39 proposiciones,
contiene un par de proposiciones, la 30 y la 31, asociadas al TFA.

El libro IX, que consta de 36 proposiciones, contiene una
proposicion, la 14, asociadas al TFA.

En relacién con las definiciones relacionadas con el TFA, vale la
pena mencionar que Euclides incluye la de numero primo y la de
namero compuesto; asi:

D.12’.Un nimero primo es aquél que sélo es medido por la unidad.
D.14.NUmero compuesto es el medido por algtin nimero®.

Euclides con la palabra mide hace referencia a una relacion que
existe entre dos numeros, las definiciones que da, son estas:

e D.3: “Un numero es parte de un numero, el menor del mayor,
cuando mide al mayor”
e D.4: “Pero partes cuando no lo mide”

Utilizando algunos términos actuales, de D.3 y D.4, podemos
concluir que la palabra “mide” hace referencia a “divide” y la
expresion “un numero es parte de un niumero” se usaria cuando la
divisibn es exacta y la expresion “un numero es partes de un
namero” cuando la division tiene un residuo. Estas observaciones,
también, las hace Heath en su obra

Con base en esto, se presenta la proposicion 30:

Proposicion VI1.30% “Si dos numeros, al multiplicarse entre
si, hacen algun namero y algin namero primo mide a su
producto, tambiéen medira a uno de los numeros iniciales”

La cual puede reescribirse de la siguiente manera:

" En adelante se notaran las definiciones con la letra D y el nimero de la definicion
Eropuesta por Euclides, asi “D.1” indicaria la definicién 1 del libro VII.

Euclides en D.2, establece que “Un numero es una pluralidad compuesta de
unidades”, lo que deja por fuera que la unidad sea un nimero.
° Esta notacion se adoptara durante este escrito e indica el nimero del libro
seguido del nimero de la proposicion.
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Proposicién VII.30: “Si el producto de dos nimeros es medido por
algun namero primo, este numero también medira a alguno de los
numeros iniciales”

A continuacion se presenta el siguiente gréfico, que relaciona las
proposiciones que intervienen en la demostracion que presenta
Euclides en su obra. El origen de la flecha indica la proposicion que
se utilizan y el final de la flecha indica la proposicién en la que se
aplica para hacer la demostracion; las flechas en las definiciones
cumplen el mismo papel.

Proposiciones y definiciones relacionadas en la demostracion de la proposicion VII1.30

I VIL.29 I

llustracion 6: Proposiciones y definiciones relacionadas en la demostracién de la
proposicion VIL.30

Para darle significado a la llustracion 6, se presenta la demostracién
del teorema. Se iran relacionando las proposiciones, como
justificacion a las afirmaciones que se van haciendo en el proceso.

La demostracion presentada por Heath (1908), difiere con la que se
presenta a continuacion; se han modificado, en algunos casos, su
escritura por un lenguaje moderno para facilitar su comprension.

Demostracion:

En el enunciado se plantea que se toman dos nimeros
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cualesquiera, sean estos numeros a y b1,
Ahora, estos numeros se multiplican entre si, lo cual se hace
segun D.15 (“Se dice que un numero multiplica a un numero
cuando el multiplicado se afiade a si mismo tantas veces como
unidades hay en el otro y resulta un numero...”), obteniendo
entonces:
axXxb=c
Se tiene también otra hipétesis:“...algtiin nimero primo mide a su
producto...”; esto es, existe algun nimero d que cumple dos
condiciones, la primera es que es un numero primo y la segunda
es que mide al producto de los niumero dados, es decir que d,
mide a c.
Lo que hay que demostrar es que dmide a ao a b, para lo cual
se supone que d no mide a a.
De la anterior afirmacién y basados en la proposicién VII.29'*
Y como des primo y no mide a a, d es primo respecto*?aq.
De otro lado, dado que d mide a ¢, entonces podemos decir que:
dXe=c
Por lo anterior y como a X b = ¢, entonces se tiene que:
axXxb=dxe
Lo cual podemos reescribirla de la siguiente manera, esto
teniendo en cuenta la proposicién VI1.193;
d b
a e
Ya habiamos concluido, que d y a, son niumero primos entre si
ademés dado el paso anterior y laproposicién VII.21'*, decimos,
entonces, que dya son los menores de los que guardan la
misma razon.
De lo anterior y la proposicién VI1.20", tenemos que:
d

b

'%Vale la pena aclarar que estos niimeros son niimeros naturales.
“Enuncia: Todo nimero primo, es primo respecto a todo nimero al que no mide.
2 En la D.13, se tiene que NUmeros primos entre si son los medidos por la sola
unidad como medida comun
'3 Esta proposicién die que: Si cuatro nimeros son proporcionales, el producto del
primero y el cuarto sera igual al del segundo y el tercero; y si el producto del
primero y el cuarto es igual al producto del segundo y el tercero, los cuatro
nameros seran proporcionales.
' Que enuncia: Los ntimeros gue son primos entre si son los menores de aquellos
%ue guardan Ia_misma_ razon que ellos.

Esta proposicion die que: Los nimeros menores de aquellos que guardan la
misma razon que ellos, miden a los que guardan la misma razén el mismo namero
de veces, el mayor al mayor y el menor al menor.
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Y esto quiere decir que si d no mide a a, entonces mide a b y
similarmente si partimos de que d no mide a b, llegaremos a que d
mide a a. Con lo cual queda demostrado que si d, primo, mide al
producto de a y b, entonces mide aa o a b.

Otra de las proposiciones planteadas por Euclides, que se refiere al
TEA, como ya se menciond, es la proposiciéon 31, que se enuncia

COmo sigue:

Proposicién VII.31: “Todo numero compuesto es medido por
algiin namero primo”

Para esta demostracion, presentada en la traduccion hecha por
Heath (1908) de los Elementos, Euclides solo utiliza la definicion de
ndamero compuesto.

Demostracion:

Sea aun ndmero compuesto, algin numero lo medira.
Digamos que es b, sib es primo, la demostracion habra
terminado; pero si es compuesto, algin nimero medira a b.
Digamos que un numero lo mide y digamos que éste es c;
entonces, ¢ mide a b yb medira a a, entonces c también
medira a ay si ces primo, entonces habriamos terminado,
pero si es compuesto, algin numero medira a c, este
procedimiento lo repetiremos hasta que encontremos el
namero que estamos buscando, el nimero primo que mida al
compuesto y el cual también medird a a, pero, si no es
encontrado -el ndmero primo-, una sucesion infinita de
ndameros compuestos mediran al nimero a, cada uno de ellos
es menor al anterior lo cual es un imposible en un nimero™®.
Entonces algin namero primo sera encontrado el cual medira
a alguno de los anteriores nimeros que se encuentran en la
sucesion de numeros compuesto que dividen a a, el cual
también medirA aa.En este sentido, cualquier namero
compuesto serd medido por algin niamero primo.

Es evidente la conexion de las anteriores proposiciones con el TFA,
si lo vemos de cerca, este enunciado solo menciona que un numero

'® En otras palabras, si se tiene que a, y a, son factores de a y no son primos,
entonces a, < ay a, < a, ahora si az y a, son factores de a, y a, respectivamente
y si se continua hallando factores compuestos de a; y a,, sucesivamente,
tendremos que a > a, > a; > -+ > ay, pero a;, debe ser mayor que 1 porque a,;, es
compuesto y es imposible que haya infinitos nUmeros mayores que 1 y menores
que a, en esto radica la imposibilidad de la sucesién infinita de nuameros
compuestos que midan a a.
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compuesto puede ser medido por un ndamero primo, pero en
consecuencia se puede ver gque si el procedimiento se hace hasta
que no tengamos numeros compuestos restantes después de
encontrar un numero primo que divida al inicial, se habria
establecido desde ya el TFA.

En el libro IX que habla sobre la Teoria de los numeros, también
existe una proposicion que esta relacionada con el TFA, para la
demostracion de esta proposicion Euclides tiene en cuenta la
definicion de numeros primo, nimero compuesto y la proposicion
VII.30 (que ya se ha demostrado), ésta es:

Proposiciéon IX.14: “Si un numero es el menor medido por
nameros primos, no sera medido por ningdn otro numero
primo fuera de los que le median desde un principio.”

Esta proposicion se puede considerar como una demostracion
parcial de la condicién de unicidad para el TFA.

Demostracion:

Sea a el nimero menor medido por los numeros primos
b,c,d;decimos que a no puede ser medido por ningun otro
ndmero primo, excepto b, c,d.Pero, si fuera posible, es decir,
gue sea medido por el niamero primo etal que e no es el
mismo que cualquiera de los numeros b,c,d,si e mide a
a,f X e = a.Pero si dos niumeros son multiplicados y hacen
otro numero, y cualquier nimero primo mide a su producto,
éste también es medido por alguno de los nimeros originales.
Entonces b,c,d medird a alguno de los numeros e, f.Pero
ninguno de ellos mide a e ya que e es primo, entonces uno de
los numeros b, c, f, medird a f, el cual es menor que a, pero
esto es imposible ya que por hipétesis a es el menor nimero
medido por b, c,d; entonces ningdn namero primo medira a a
excepto b, c, d.

El TFA esta parcialmente en la proposicién IX.14 puesto que, como
dice Agargiin y Ozkan (2001),en esta proposicién Euclides soélo
considera los niumeros compuestos que se pueden escribir como
producto de nimeros primos diferentes, al incluir la expresion “es el
menor medido por numeros primos”, asi, por ejemplo, en términos
modernos, 6 (=3 x 2), al ser el menor nimero medido por los
nameros primos 3 y 2, no sera medido por ningan otro numero primo
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distintos a los ya mencionados; pero no se dice algo respecto a los
ndameros compuestos que poseen factores repetidos, como por
ejemplo el 12 cuya descomposicién es 2 X 2 X 3, nimero que estaria
fuera del teorema ya que no es el menor numero medido por los
nameros primos 2y 3, que son sus factores.

Si analizamos detenidamente las proposiciones presentadas, se
puede pensar que Euclides veia la necesidad de tener en cuenta, en
el estudio de la teoria de numeros, la descomposicion en factores de
cualquier nimero para hallar sus divisores'’ y por la misma razén se
debe pensar en la unicidad de la descomposicion, ya que si la
descomposicion no fuera dnica, se deberian buscar todas las
expresiones que representan un mismo numero en forma de
producto de factores para poder hallar todos los divisores del
namero.

Como se ve, Euclides, hace un gran aporte a lo que actualmente se
conoce como el TFA ya que las tres proposiciones presentadas, en
conjunto, estadn relacionadas con aquel, ya que las tres hacen
referencia a la division de un nimero compuesto por un namero
primo.

7 Esto teniendo en cuenta la proposicién 1X.36 que esta relacionada con nimeros
perfectos, que son aquellos que cumplen, que la suma de sus divisores menos el
divisor propio es igual al mismo.
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4. EL APORTE DE AL-FARISI

El mayor aporte de al-Farisia la teoria de nimeros esté relacionado
con los nimeros amigos y como al trabajar con €stos son necesarios
sus divisores, al-Farisi inicia un estudio para poder encontrar
divisores de numeros dados utilizando la descomposicion en
factores de los niumeros y es aqui donde se halla su relacién con el
TFA.

En su obra se encuentran seis definiciones y nueve proposiciones
asociadas al TFA; enseguida se presentan tales definiciones y
proposiciones con sus correspondientes demostraciones, en
términos del mismo al-Farisi (Brentjes, 1990, citado por Agargin &
Fletcher, 1994, pp. 164-170, traduccion libre).

Definiciones:

1. Cada numero®® hecho por la multiplicacién de un nimero con
otro numero, yo lo llamo un namero doble. Y si éste es hecho
multiplicando un ndmero con otro niUmero y con un tercero, yo
lo llamo un triple. Y si éste es hecho al multiplicar un triple con
un cuarto, yo lo llamo cuadruple, etcétera.

2. Y los factores de cada [nimero] compuesto™® o son iguales o
no. Yo llamo a los del primer tipo de factores iguales; el
segundo tipo de factores diferentes, ya sea que la totalidad de
sus factores sean diferentes, como en el [niUmero] compuesto
de a, b, c, 0 algunos de sus factores son diferentes como en el
namero compuesto de a, b, b.

3. Y si el numero de factores de dos nimeros compuestos son
los mismos, y llamo a estos dos [nUmeros compuestos]
correspondientes en factores, o si no [yo los llamo] diferentes
en ellos.

4. Dos numeros compuestos los cuales tienen la misma
descomposicion en factores son aquellos que tienen igual
correspondencia en factores, donde cada factor repetido en
uno de ellos es repetido el mismo namero [de veces] en el
otro.

% se puede interpretar que al-Farisi hacia referencia a los que hoy llamamos
ndmeros naturales.

¥ Tengamos en cuenta que al-Farisi, no ha dado una definicion de nimero
compuesto. Posiblemente se basa en lo propuesto por Euclides, pues al-Farisi se
basa en aquel.
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5. Las potencias (the genera) de un nimero es su cuadrado y su
cubo y asi indefinidamente.

6. La cadena de numeros es la serie de nimeros que inicia con
el mismo nuamero, y el segundo su cuadrado, entonces su
cubo, y asi para el resto de las potencias (genera). El nimero
y su potencia (genera) son los términos de esta cadena.

Al-Farisi no es riguroso en la escritura de sus proposiciones, muchas
veces, como se vera, omite la expresion “primos” utilizando solo la
palabra “factores”, no obstante, en las demostraciones si tiene en
cuenta que tales factores deben ser primos. Similarmente utiliza sin
distincion, “mide a” y “divide a”, posiblemente porque, asi como
nosotros entendemos actualmente la similitud entre estas
expresiones (la primera utilizada por Euclides), al-Farisi también la
reconocia.

Proposicién 1. “Cada numero compuesto puede necesariamente
ser descompuesto en un numero finito de factores primos de los
cuales éste es el producto”

Demostracion.

Sea a un numero compuesto; ya que €ste es un ndamero
compuesto, es necesariamente medido por un primo (por
VII.31 de los Elementos). Sea éste [primo]b que mide a a con
c. Sic es primo entonces esto muestra que a es el resultado
de multiplicar el namero primo b y el nUmero primo c. Si c es
compuesto entonces éste es medido por un primo
d according®® al nimero e [esto es c= de]. Si e es primo es
claro que a estd hecho por la multiplicacién de los nimeros
primos a,d y e. Por otro lado podemos escribir de forma tal
gue el factor compuesto esté finalmente descompuesto en
dos factores primos. Entonces a estd hecho de todos los
primos anteriores. Si éstos nunca pueden ser descompuestos
en dos factores primos, entonces esto podria,
necesariamente, sugerir que un producto finito puede ser un
de un producto infinito de numeros, lo cual es absurdo. Y esto
es lo que buscamos.

Segun Agargin & Fletcher (1994), esta demostracion es la primera
prueba de la existencia de la descomposicion prima de un nimero

%0 Esta palabra indica que los nimeros d y e miden a c; pero se decide escribir en
inglés por cuanto o hallamos una traduccién acorde en lengua castellana.
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compuesto dado.

Proposicién 2. “Si hay tres nimeros a, b, c, la razén! del primero y
el tercero se compone de la razon del primero y el segundo y de la
razén del segundo y el tercero”

La demostracion de esta proposicion, también la presenta Agargin &
Fletcher (1994).

Demostracion.

Digamos que el cuadrado de bes h, y el producto de b con a
es d, y con c es z. Como d es compuesto —sus factores son
a, b—y z es compuesto —sus factores son b, c— la razén de d a
z es hecha por la razones de a a b y de b a ¢ de acuerdo con
VII1.5%%. Pero como b fue multiplicado por si mismo y por a
para obtener h y d respectivamente, entonces la razén de a a
b es igual a la razén de d a h de acuerdo con VII.18%, en

, . a d .. -
términos actualeszz >y similarmente, la razén de b a c es
. P . b h b
igual a la razén de h a z, es decir - = Entonces, de %x -=

d h . . . ‘g
PRl haciendo las operaciones, simplificar obtenemos la

igualdad, la razén de a a c es igual a la razon de d a z, el cual
es hecho por las otras dos razones. Y esto era lo que
buscédbamos.

En suma lo que plantea al-Farisi, en lenguaje moderno, es que

b .z . ..
%z%x;. Relacion que no se encuentra en Euclides (Agargin &

Fletcher, 1994, p165).

Proposicién 3. “La razén de la unidad a cualquier nimero
compuesto esta hecho por la razon de cada uno de sus factores
primos”

Demostracion.

L Al-Farisi no ha dado una definicién acerca de lo gue es una razon.

*? Esta proposicién enuncia que: Los nimeros planos (D.17. Cuando dos ndmeros,
al multiplicarse entre si, hacen algin nimero, el resultado se llama namero plano y
sus lados son los ndmeros que se han multiplicado) guardan entre si la razon
compuesta de las razones de sus lados.

*Esta proposicién enuncia que: Si dos numeros, al multiplicar a un ndmero
cualquiera, hacen ciertos nimeros, los resultantes guardaran la misma razén que
los multiplicados.
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Digamos que el numero compuesto es a y dejemos que sus
factores primos sean los que siguen. Digamos que son dos
factores primos b,c; luego decimos que como b fue
multiplicado por ¢ para obtener a la razén de b a a es igual a
la razon de la unidad a c. Y la razon de la unidad a a es hecha
por la razon de la unidad a b y de b a a. Asi la razon de la
unidad a a esta hecha por sus razones de b y c.

Digamos que sus factores [primos] son mas de dos,
llamémoslos b, c,d, y que el nimero formado por by ces h. La
razén de la unidad a h estahecha por su razén a sus dos
factores, refiriéndonos a b y ¢. Y como a estd hecho por hy d,
la razén de la unidad a a estd hecho por su razén a h y d.
Entonces la razon de la unidad a a esta hecho por sus
razones a b y c y d. Y manera similar podemos probar si los
factores son mas de tres. Y esto era lo que queriamos
demostrar.

Agargun y Fletcher (1994), muestran la demostracion anterior de la
siguiente manera, usando la proposicién 2, que ya se ha presentado:

Si b y ¢ son primos tales quea = bc entonces por la

b b 1
824_=E=Z' Con esto ya tenemos tres

nameros — 1, b,a — y con la proposicién 2 se tiene que

proposicion VII.1

S| =
QT

1
a
Y si se reemplaza, se tiene lo que se queria demostrar

1
c

S| =

a
Proposicion 4. “Cualesquiera dos niumeros compuestos los cuales
tienen la misma descomposicién en factores son correspondientes®”

Demostracion.

Sean a y b, cada uno de los cuales esta compuesto por los
factores c, d, e?6.La causa es que la razon de la unidad a cada

** Enuncia que: Si dos numeros, al multiplicar a un nimero cualquiera, hacen
ciertos (numeros), los resultantes guardaran la misma razon que los multiplicados.

*® Esta palabra hace referencia a igualdad.

*® para gue lo que sigue sea posible ¢,d y e deben ser primos, pero al-Farisi no lo
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uno de ellos est4 hecho por las razones de cada uno dec, d, e,
entonces la razon de la unidad a los dos de ellos son iguales.
Por lo tanto ellos son correspondientes. Esto es lo que
buscéabamos.

En otras palabras:

Como a =cde y b = cdede la proposicion 3, se tiene que

1 1 1 1 1 1 1 1 . 1 1

-= - = = -= - = =, de ahi que ===y el paso
a c d e b c d e a b

final, llegar a que a = b.

Pero esta ultima parte es omitida por al-Farisi, segun Agargin &
Fletcher (1994, p. 167, traduccion libre) “esto supone que podia ser
un paso obvio y que no habia necesidad de hacer énfasis en él”.

Una parte importante es que al-Farisi usa la proposicion 3 para
demostrar la proposicion 4, nétese, como se indicé antes, que al-
Farisi no tiene cuidado de enunciar que los factores c,d,e son
primos, algo que si es importante en el enunciado de la proposicion
3.

Proposicién 5. “Cualesquiera dos numeros compuestos diferentes
no tienen la misma descomposicion en factores”

Demostracion.

Pero es necesario que los factores primos de uno de ellos sea
diferente de los factores primos del otro, o bien algunos de
esos factores son diferentes si ellos son diferentes en
factores, o ellos son diferentes en el nimero de repeticiones
de alguno de éstos si ellos tienen factores iguales; si no,
entonces ellos tienen la misma descomposicién en factores y
por lo tanto son correspondientes [esto es, idénticos], pero
fueron supuestos distintos. Esto es una contradiccion. Asi que
se obtiene lo que deseamos demostrar.

Proposicién 6. “Para cada numero compuesto el cual es
descompuesto en sus factores primos, los nUmeros compuestos de
esos factores, dobles o triples y asi, hasta el producto de acuerdo
con el nimero de factores menos uno, todos esos son parte?’ de

enuncia.
" seguramente al-Farisi utiliza esta expresion teniendo en cuenta las definiciones
planteadas por Euclides, en donde dice que un nimero es parte de un namero, el
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éste”
Demostracion.

Digamos que el nimero compuesto es a y su descomposicion
en factores primos son los ndmeros b,c,d,e. Entonces
decimos que el numero hecho por b y ¢ mide a a, porque Si
estos son multiplicados con el nimero hecho por d vy e,
entonces el resultado es a. Y similarmente para el resto de
[los numeros]dobles y triples. Pero tampoco el producto
mencionado (b X ¢ X d X e) correspondiente al niumero de los
factores es un divisor de éste [i.e., el nUmero dado] porque el
producto de todos los factores no es menor que el numero
inicial y el producto de todos los factores por otro factor
tampoco es divisor del namero inicial, ya que esto no es
posible debido a la ausencia de un factor adicional. Y asi lo
gue nosotros preguntdbamos ha sido establecido. Esto es lo
gue buscabamos.

Al-Farisi deja claro en esta proposicibn que el producto de la
descomposicion en factores de un nimero no es divisor del nimero
dado, lo que afirma que su intenciéon era encontrar los divisores
propios de un numero dado, lo que si estaba encaminado a su
trabajo posterior (el estudio de los numeros perfectos).

Proposicién 7. “Si un nimero no es medido por otro numero,
entonces tampoco su cuadrado ni cualquiera de sus potencias
medira el producto de éste. Y tampoco su cubo ni cualquiera de sus
potencias medira el producto de su cuadrado”

Demostracion.

Digamos que a no mide a b. Sea c el cuadrado de a, e es su
cubo, h es su cuarta potencia, d el producto de b y a, z el
productode by ¢,y t el producto de by e. Digo que ni c ni las
potencias de a miden a d, tampoco e ni las potencias de a
miden a z, y tampoco h ni las potencias de a miden a t. La
razon es que si a es multiplicado por si mismo y por b para
obtener c y d respectivamente, la razén de ¢ a des igual a la
razon de a a b, de acuerdo con VII.18, pero a no mide a b,
asic no mide a d. Similar para e y h y las otras potencias de a,
porque si uno de estos mide a d, y ¢ mide su potencia,

menor del mayor, cuando mide al mayor.
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entonces ¢ mide a d, y esto es una contradiccion.
Similarmente, ¢ fue multiplicado por a y b para obtener e y z
respectivamente, entonces las razon entre e y z es igual a la
razon de a a b. Asi e no puede medir a z, similarmente para h
y las potencias de a. De la misma manera mostramos que h y
las potencias de a no pueden medir a t. Y era lo que se
buscaba.

En lenguaje moderno, la proposicidon anterior, enuncia que si atb
entonces

a’?tab, a3tab,..
a3t a?b, a* t a®b, ...
a*t a3b, a® ta3p,..

2
Al-Farisi establece ¢ =a? d=ab; asi §=Z—b=% esto por la
3
proposicién VII.18, y ¢t d. Luego §=;—b=2. Por lo tanto si e|d
entonces elad 0 e|z. Pero se tendria quec|d lo que es una

contradiccion.

Proposicién 8. “Si un nimero compuesto es descompuesto en sus
factores primos y un namero de ellos no se repite, entonces este
ndmero compuesto no serd medido por el cuadrado de este numero
primo ni por una de sus potencias. Y si este factor primo se repite
una sola vez entonces entre sus potencias su cuadrado solamente lo
medira, pero no las potencias restantes. Y similarmente si este se
repite solo dos veces entonces su cuadrado y cubo solamente lo

<
|

mediran pero no las potencias restantes y asi.
Demostracion.

Digamos que el numero compuesto es a. Este es
descompuesto en sus factores primos b,c yd, entonces
decimos que b, por ejemplo, ya que no se repite, su cuadrado
b?, no medird a a. Esto porque b es primo relativo a c y d, asi
gue también es primo relativo del producto de c y d, por
VI1.24%8. El nimero b ha sido multiplicado por si mismo y por
el producto de ¢ y d, para obtener b? y a respectivamente,

*®Esta proposicién enuncia que: Si dos nimeros son primos respecto a otro
namero, también el producto sera nimero primo respecto al mismo niamero
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entonces el cuadrado no medira a a por VII.25%°, entonces es
claro que sus potencias [las de b] no mediran a a.

Digamos que b se repite entre los factores primos de a, y los
factores son b, b, c,d. Es evidente que su cuadrado el cual es
uno de sus productos dobles lo medira. Pero decimos que su
cubo no lo medira, como b no mide al producto de c y d como
se probo anteriormente, y el cuadrado de b es multiplicado por
si mismo y porc y d el resultado es b3 y a respectivamente,
los cuales tienen la misma razon. Asi que el cubo no medira a
a y claramente las demés potencias tampoco pueden medirlo.

Si b se repite dos veces, como por ejemplo,b,b,b,c,d,
entonces el cuadrado de b y el cubo de b mide a a, pero no
las demas potencias, porque b no mide el productode cy d, y
su cubo es multiplicado por si mismo y por ellos, para obtener
Su cuarta potencia y a respectivamente, los cuales tienen la
misma razon, asi su cuarta potencia no mide a a.
Similarmente para el resto de sus potencias, y es lo que se
buscaba.

Agargin & Fletcher (1994) enuncian la anterior proposicion de la
siguiente manera, utilizando un lenguaje moderno:

Si a = bcd, una descomposicion prima, entonces b? t a, b3 t a, ...
Si a = b?cd, una descomposiciéon prima, entonces b3 t a, b* t a, ...
Si a = b3cd, una descomposicion prima, entonces b*  a, b° t a, ...
Y asi.

Proposicién 9. “Cada [nUmero]compuesto, descompuesto en sus
factores primos no tiene otras partes [divisores] excepto la unidad y
sus factores primos y también los [nUmeros] dobles hechos de [dos]
sus factores y si hay mas de dos, y también los [nameros] triples si

hay mas de tres y asi hasta terminar el producto de nimeros de
acuerdo al numero de factores menos uno”

Demostracion.

Digamos que a es un nUumero compuesto Yy sSu
descomposicion en factores primo es b, c,d,e. Decimos que
no tiene divisores excepto la unidad y b, c,d, e, y los niumeros

# Establece que: Si dos niimeros son niimeros primos entre si, el producto de uno
de ellos multiplicado por si mismo sera nimero primo respecto del que queda.
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dobles hechosde byc,byd,bye,cyd,cye,dye,ysus
nameros triples hechosde bycyd,bycye,bydye,cyd
y e y sus productos de acuerdo al numero de factores menos
uno.

La razon es que si fuera posible que tenga una parte (un
divisor) que no sea alguna de las que ya se han mencionado
entonces, sea ésta z, que es primo o compuesto. Si éste es
primo y mide a a [el cual es] hecho por b,c,d veces e, por
VI1.30, éste necesariamente mide a uno de sus dos factores
(bcd 0 €), y [este] no puede medir al primo e, luego éste tiene
gue medir el niumero hecho de b,c,d. Pero como éste mide
este producto el cual estad hecho del producto de b y cveces el
primo d, como en el argumento anterior, éste debe medir el
[nimero] hecho de b,c y ya que éste mide al producto
entonces medira a alguno de estos dos factores primos, o es
uno de ellos, en ambos casos es imposible.

Si z es un [numero] compuesto, y éste es distinto de los
productos anteriormente mencionados, entonces
necesariamente sus factores primos no pueden ser idénticos
con los factores de dichos productos. Por lo tanto o bien
existe, entre los factores primos de z, uno de los cuales no
aparece entre los factores de a, 0 no. Si no existe, o hay entre
ellos un factor de z [el cual] que se repite un numero [de
veces], pero no se repite [tantas veces] entre los factores de
a, 0 uno de los factores de a [el cual] se repite un nimero [de
veces] pero no es repetido [tantas veces] entre los factores de
z. Y esos con los tres casos.

Para el primer caso, sea éste [factor] primo distinto de todos
los factores de a,h, entonces h es primo y se cumple la
contradiccion mencionada cuando se supuso z primo.

Para el segundo caso, uno de los factores de z, sea éste b, es
repetido [digamos] una vez [en z], y b no se repite en los
factores de a. Asi el [nUmero] hecho de b y él mismo mide a z,
y[asi] éste mide a a y [a pesar de que] éste no esta repetido
en los factores de a, lo cual es imposible. Y similarmente
podemos probar una contradiccion si éste [i.e., b] es repetido
dos 0 mas veces. Y sea b repetido dos veces en los factores
de z y una vez en los factores de a, asi [el cubo de b]
necesariamente mide a z y mide a a, pero éste no se repite
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mas de una vez en sus [i.e., en los de a] factores, y esto es
una contradiccion. Y similarmente la contradiccion ocurre
cuando el numero de veces que se repite b en los factores de
Z es mas que el numero de veces que se repite b en los
factores de a. Si es el tercer caso, me refiero a que alguno de
los factores de a es repetido el nUmero de veces en éste pero
no se repite tantas veces en los factores de z, luego es claro
gue en este caso, z llega a ser uno de las partes del producto
[ya mencionado]. Por lo tanto, el teorema es establecido. Esto
es lo que buscabamos.

Las anteriores proposiciones se pueden relacionar de la siguiente
manera, como se muestra en esta figura®:

7 1 2
P | - —
A - P
o ¢ - e

llustracion 7: Diagrama de las proposiciones utilizadas para demostrar la proposicion
9

No cabe duda que al-Farisi se basa en el trabajo de Euclides, los
Elementos, ya que utiliza algunas de sus proposiciones para
demostrar las suyas. Por otro lado se ve que la intencion final de al-
Farisi era demostrar la proposicion 9, en donde asume la existencia
de la factorizacion prima y la consiguiente determinacion de todos
los divisores.

La proposicion 9 se puede considerar como una parte de la
demostracion del TFA ya que esta relacionada con la existencia de
la descomposicibn en factores primos de cualquier numero
compuesto, pero, como enuncia Rashed (1983, citado por Agargin,
1994), al-Farisi se queda corto porque no enuncia ni demuestra la

®agargiin, A. (1994). Al-Farisi and the Fundamental Theorem of
Arithmetic.HistoriaMathematica, 21, 162-173. Pag 171
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unicidad. Agargun y Fletcher (1994) hacen referencia a la misma
observacion, concluyendo que al-Farisi no tenia intencion de
demostrar la unicidad del TFA y en consecuencia no la enuncia, y
por lo mismo, no le interesaba su demostracion. Agargun & Fletcher
también expone que al-Farisi pudo pensar que esto era obvio y en
consecuencia no era necesario hacerlo.

Otro de los aspectos criticados en la obra de al-Farisi es la falta de
rigor debida por ejemplo, al uso ambiguo de palabras como factor
haciendo referencia a factores primos, argumento en el que se basa
Rashed (1983) para dudar de su trabajo como matematico.

Una gran diferencia del trabajo de Euclides contrastado con el de al-
Farisi es el lenguaje que utiliza, es un poco mas simbdlico y se
puede interpretar con un grado mayor de facilidad, respecto a lo que
se halla en Euclides.
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5. EL APORTE DE JEAN PRESTET

Los resultados de interés de la obra de Prestet, relacionados con el
TFA, se encuentran en el sexto capitulo ("Livre") del primer volumen
de Nouveaux Elemens (1689). Este capitulo se dedica a la
divisiongeneral de magnitudes.

Goldstein (1992) afirma que el autor da varias definiciones analogas
a algunas presenten en el libro VIl de los Elementos de Euclides
tales como divisor, divisor comun, simple o nimero primo, ndmero
compuesto, etc., luego presenta algunos corolarios. Goldstein
relaciona el siguiente teorema y los colorarios con el aporte de Jean
Prestet al TFA:

Teorema: “Si dos nimeros®'byc son primos relativos, su producto bc
es el menor niumero que cada uno de ellos puede dividir
exactamente y sin resto”

Como corolario de este teorema, se encuentran:

Corolario lll: “Si d mide exactamente un producto bc de dos
nameros b & ¢ y si ¢y d son primos relativos; el nUmero d es un
divisor del nimero b. Como ¢ & d son primos relativos y cada uno de
ellos mide exactamente el producto bc, su producto cdque es el
menor nimero que cada uno de ellos puede medir exactamente es
un divisor de bc. Si entonces e es el exponente integral [i.e., el
cociente] de la division de bc por cd, el nUmero bc sera igual al
producto del divisor cd por el exponente integrale. Y si se divide cada
uno de ellos por c, el exponentes de b & de son iguales o0 son unoy
el mismo namero. Pero si se divide de por d, uno tendra el
exponente integral e. Y asi d es un divisor del nUmero de o de b.”

Lo anterior se puede resumir en este ejemplo:

d bc b c cd e
4 84 12 7 28 3
cde de

% Se supone que estos nimeros son naturales, aunque Prestet no lo enuncia.
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Goldstein (1992) enuncia que este resultado es seguido por una
sucesién de corolarios cuyo objeto es exponer todos los divisores de
un nimero expresado como un producto de factores primos.

Corolario IV: “Si los dos numeros diferentes a & b son simples, cada
divisor de su plano, o su productoab, es 1, 0 a, 0 b 0 ab. Para llamar
z un divisor del niamero plano ab, si los nimeros a yz son primos
relativos, el nUmeroz sera un divisor del numero simple b, es decir 1
0 b, que son los unicos divisores del nimero simple b”

1 2 3 6 1 2 3 6
1 a b ab 1 a b ab
VA VA

Y si los nimeros a y z son relativamente compuestos®, el simple a
sera un divisor de z. Y llamando y el exponente integral del divisor
de z por a, el producto ay es igual al nUmero z y también medira a
ab, del cualz es un divisor. Y llamando x entonces el exponente
integrante de la division del nimero de ab por ayo z, el producto ayx
es igual al numero ab. Y dividiendo ayx y ab por a, los exponentes
xy & b son iguales o son uno y el mismo numero. Y, en
consecuencia 1 & b, que son los divisores de b, son también los
anicos divisores del nimero yx. Y asi, el divisor y, que es integral,
es necesariamente 1 o b, & ay, 0 z su equivalente, es el nimero
simple 1a, o el nUmero plano ab. Asi que si dos nimeros a y b son
simples, cada divisor de su plano ab es uno de los cuatro, 1, a, b, ab.

1 2 3 6 1 2 3 6

1 a b ab 1 a b ab

y z x ayx X y z
yx VX

s Aungue en Goldstein no se encuentra definicion de este término, suponemos
gue significa que éste significa que a|z.
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En los corolarios V y VI, Prestet presenta enunciados analogos para
el producto de tres numeros simples diferentes ("sélida") y de cuatro
nameros simples ("super-solido™), luego cinco, y asi sucesivamente,
como él dice, infinitamente. Retoma todo esto en el siguiente
corolario:

Corolario VII: “El plano de dos numeros simples, o el solido de tres,
o0 el supersdlido de cuatro, o el producto de varios, no puede tener
ningan divisor simple, excepto la unidad, o uno de los dos, o uno de
los tres, o de los cuatro simples, etc., de los que se supone que es el
producto”

En los primeros casos, Prestet da la lista completa de los divisores,
se da cuenta de que corresponden a las diferentes combinaciones
posibles de los factores simples, uno por uno, de dos en dos, etc. Se
vuelve entonces a las potencias del mismo nimero primo

Corolario VIII: “Si el nUmero aes un simple, los divisores de su
cuadrado aa es uno de los tres, 1, a, aa. Y cada divisor de su cubo
a3 una de las cuatro,1,a,a? a3 (...). Y asi con los otros hasta el
infinito”

Y concluye con el siguiente corolario:

Corolario IX: “Si los numeros a y b son simples, todos los divisores
[de]aabes uno de los tres,1, a, aa, 0 uno de los diferentes productos
de estos tres por b; es decir, uno de los
seis,1 a, aa, 1b, ab, aab.Porque que todos los planos alternativos [es
decir, obtenidas por multiplicar los diferentes factores de dos en
dos] de los simples a, a, b son aa&ab. [Enunciados analogos para
aabb; aabbb; aab3cc; aab3ccd]. Y asi, con los otros”

Se puede interpretar, con lo anterior, que Prestet estaba interesado
en responder a la pregunta de cuantos y cuales son los divisores de
un nimero dado, se puede inferir que le interesaba saber la cantidad
ya que en los corolarios IV, VII, VIII y IX trata de numerarlos y
caracterizarlos.

Prestet utiliza estos resultados en el resto del capitulo para
solucionar diferentes problemas, tales como la busqueda de todos
los divisores de un numero entero dado, calcular el nimero de
divisores de un numero dado, o la determinacion de la medida
comun de dos numeros. También explica la nocion de un namero
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perfecto®.y demuestra la construccion de Euclides para estos
nameros(Goldstein, 1992).

*n es un nimero perfecto si la suma de sus divisores propios es igual a él mismo.
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6. EL APORTE DE EULER

La obra de Euler que esté relacionada con el TFA es la que publico
en el afio de 1770, Introduccién al Algebra, obra que escribié
después de quedar ciego, esto fue posible gracias a la ayuda de su
hijo Juan Alberto Euler. Esta obra consta de dos volumenes. El tomo
| considerado como la primera tentativa para establecer las
operaciones fundamentales sobre bases racionales, trata las
operaciones aritméticas con numeros enteros, racionales e
irracionales, positivos y negativos, realiza calculos utilizando
logaritmos. El segundo volumen esta destinado al analisis diofantico;
se encuentran resueltas algunas proposiciones debidas a Fermat.
También se encuentra el estudio de las ecuaciones determinadas e
indeterminadas, es decir, aquellas que tienen un numero finito de
soluciones y las que por el contrario tienen infinitas
soluciones(Chadid, 1996).

Agargiin y Ozkan (2001) afirman que Euler en su obra Introduccion
al Algebra, enuncia parte de la existencia del TFA sin demostrarla, y
también da un enunciado parcial de la unicidad analogo a la
proposicién 9 de al-Farisi y al corolario 9 de Prestet. No obstante
consideramos que, como ya se menciond, en la proposicién 9 de al-
Farisi no se establece unicidad para la factorizacién prima, solo se
asume la existencia de tal factorizacion.

Los enunciados relacionados con el aporte de Euler al TFA estan en
el articulo 41 del capitulo IV de la seccién 1 de la parte 1, pero antes
de enunciarlos, revisando un poco lo anterior a estos enunciados, se
encontrd, en la obra de Euler (1770), que él da las definiciones de
ndmeros primos y ndmeros compuestos; asi que presentaremos
tales definiciones en articulos, como él lo hace.

Capitulo IV

“Articulo 37. Nosotros hemos observado que un producto es
generado por la multiplicacion de dos 0 mas nameros juntos, y
que estos numeros son llamados factores. Entonces, los
namerosa, b, ¢, d, son los factores del productoabcd.

Articulo 38.Si, por lo tanto, nosotros consideramos todos los
nameros enteros como producto de dos o mas numeros
multiplicados juntos, nosotros pronto encontraremos que
algunos de ellos no resultan de una multiplicacién, y en
consecuencia no tienen factores; mientras otros pueden ser el
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producto de dos o mas numeros multiplicados juntos, y en
consecuencia tenemos dos o mas factores. Asi 4 es producido
por 2x 2; 6 por2x3;8por2x2x2;27 por3x3x3;y10 por
2 X 5, etc.

Articulo  39.Pero por otro lado, los  nudmeros
2,3,5,7,11,13,17,etc, no pueden ser representados de la
misma manera como factores, a menos que para este
propésito nosotros hagamos uso de la unidad, y representemos
2, como, 2 x 1. Pero los nimeros que son multiplicados por 1
terminan siendo el mismo, esto no es propio para reconocer la
unidad como factor. Todos los ndmeros, asi, como
2,3,5,7,11,13,17, etc., los cuales no pueden ser representados
como factores, son llamados simples, o nameros primos;
mientras que los otros, como 4,6,8,9,10,12,14,15,16, 18, etc.,
los cuales pueden ser representados como factores, son
llamados nimeros compuestos.

Articulo 40. Los numeros simples o primos por lo tanto
merecen una atencion particular, por lo que no son el resultado
de la multiplicacibn de dos o0 mas numeros. Esto es
particularmente digno de observacion, ya que si escribimos
estos numeros en sucesion como ellos siguen este orden, asi,
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47, etc., nosotros no
podemos trazar un orden regular de la secuencia; este
incrementa algunas veces mucho, algunas veces poco; Yy
hasta ahora nadie ha podido establecer o descubrir si ellos
siguen alguna ley o no” (p.10)

Hasta ahora podemos establecer ciertas diferencias de la
presentacion de las ideas de Euler con las presentadas por los
demas autores, ya que a Euler parece que le interesa establecer un
la diferencia que existe entre un nimero simple y uno compuesto,
por lo que inicia dando la definicibn de factores de un ndamero,
ademas, enuncia que todo numero compuesto puede ser escrito
como producto de sus factores. Ademas advierte que la unidad no
es considerada como un factor, ya que al multiplicar cualquier
namero por la unidad sigue siendo el mismo nimero, enunciado que
diferencia a los niumeros simples de los compuestos.

Articulo 41.Todos los nimeros compuestos, los cuales pueden
ser representados como factores, resultan de los numeros
primos antes mencionados; es decir, todos sus factores son
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nameros primos, estos siempre pueden ser descompuestos y
representados por dos 0 mas numeros primos. Cuando
tenemos representado, por ejemplo, el nimero 30 como 5 X 6,
es evidente que 6 no es un numero primo, pero usando el
producto de 2 x 3, podemos tener la representacion de 30
como 5x2x3 0 como 2x3Xx5; es decir, como factores,de
los cuales todos son niumeros primos.

El anterior enunciado se puede considerar como el correspondiente
a la existencia del TFA, ya que establece que todo numero
compuesto puede ser representado como producto de factores
primos, sin embargo en el capitulo IV, no se establece una
demostracion formal de este enunciado, por otro lado parece que a
Euler si le interesaba dejar claro lo que decia y por ello el uso de
ejemplos.

En el articulo 42 Euler sélo enuncia la diferencia que se puede
encontrar entre los nimeros compuestos, ya que en algunos casos
con numeros mayores, €stos tienen menos factores primos que
ndmeros compuestos menores.

En el articulo 43 Euler enuncia un método, a través de un ejemplo,
para representar un ndmero compuesto como producto de sus
factores primos, el método lo ejemplifica con el nUmero 360, Euler
(1770) enuncia que:

“El primer paso consiste en escribir 360 como 2 x 180, ahora
180 esiguala 2 x90y

90 es lo mismo que 2 X 45
45 es lo mismo que 3x15
15 es lo mismo que 3x5

Por ultimo so6lo debemos representar el numero 360 como el
productode 2 X 2 X 2 x 3 x 3 X 5.7(p.12)

Resumiendo el método, debemos hacer la division del numero
inicial, digamos x, con el nUmero primo mas pequefio, si la division
es exacta, lo representamos como 2 X a (siendo a el resultado de la
division), sia, es simple, el procedimiento habrd acabado, pero si es
compuesto, continuamos de nuevo con el nimero primo 2, si éste no
lo divide, procedemos con el siguiente numero primo, es decir 3, si la
divisién es exacta representamos a como 3 X ¢ (siendo c el resultado
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de la division) y la representacion, hasta el momento, seria 2 x 3 X c,
si ¢ es simple, habremos terminado, de lo contrario debemos volver
a revisar si el numero primo 3 divide a ¢, de lo contrario
continuaremos con el siguiente nimero primo, y asi hasta terminar.

Agargiin y Fletcher (2001) también mencionan una relacién del TFA
con el articulo 65 del capitulo VI de la seccion 1 de la parte 1 de la
misma obra de Euler, que enuncia:

Articulo 65.Cuando, por lo tanto, hemos representado a cualquier
namero asumidos por placer, por sus factores simples, sera muy
facil para exhibir todos los nimeros por los que es divisible. Sélo
tenemos, en primer lugar, que tomar los factores simples uno por

uno, para luego multiplicarlos juntos de dos en dos, de tres en tres,

de cuatro en cuatro, y asi hasta que llegamos al nimero propuesto.

Dos interpretaciones diferentes, logradas en el marco de este trabajo
de grado, de porqué Agargtin y Fletcher (2001) consideran que este
enunciado esté relacionado con la unicidad del TFA son:

1.

El articulo 65 enuncia que podemos encontrar todos los
divisores de un ndmero con su escritura como producto de
factores simples, sin embargo al tratar de demostrar esto,
suponemos que no los encuentro todos esto quiere decir que
existen divisores que provienen de otra factorizacién prima del
mismo numero, esto es contradictorio porque se supone que
la factorizacion es Unica.

Se puede suponer que Euler partié del supuesto de que la
factorizacién prima de un nimero es Unica y por lo tanto es
posible afirmar que puedo encontrar todos los divisores a
partir de su representacibn como producto de factores
simples.

De alguna manera podemos ver que Euler, al igual que al-Farisi y
Prestet, s6lo estaba interesado en encontrar todos los divisores de
un nimero dado.
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7. EL APORTE DE LEGENDRE

La obra de Legendre relacionada con el TFA es Théorie des Nombre
(Teoria de Numeros), la cual fue publicada en 1798; esta obra trata
temas relacionados con la teoria de numeros y es aqui donde
Legendre establece el primer caso de aplicacion de la ley de
reciprocidad cuadratica®*.

Agargiin y Ozkan (2001) presentan el enunciado y la demostracion
del enunciado de Legendre, asi:

Cualquier nimero no primo*°N puede ser representado por un
producto de varios nimeros primos «, 3, y, etc., cada uno elevado a
alguna potencia, por lo que uno supone que N =x™ B™yP etc.

Su demostracion es la siguiente

El método a seguir para realizar esta descomposicidn, consiste en
tratar de dividir N por cada uno de los nameros primos 2,3,5,7,11,
etc., a partir del mas pequefio. Cuando la division tiene éxito con uno
de estos numerosc, se repite tantas veces como es posible, por
ejemplo, m veces, y llama P al ultimo cociente, asi tenemos

N =™ P

El nGmero P no puede ser dividido por «, y es inutil tratar de dividir P
por un namero primo menor que «, pero si P fuera divisible por 6,
donde 6 es menor que «, esta claro que N también seria divisible

por 68, en contra de la hipotesis. Por tanto, debemos tratar de dividir
P por nimeros primos mayores que «, por lo que vamos a obtener

en la sucesion

P =B"Q, Q = yPR,etc.,
Por lo que tenemos que N =x™ B™yP, etc.

Con este método podemos encontrar la descomposicion en factores
primos de cualquier numero, este método es similar al presentado
por Euler en la seccion anterior, sin embargo Legendre usa
expresiones generales (contrario a Euler) para representar este

*Esta ley permite la determinacion de la solvencia de cualquier ecuacion de
segundo grado en la aritmética modular.

% El documento estudiado no presenta una definicién para este palabra segin
Legendre.
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meétodo, de alguna forma la manera de escribir Legendre es mas
“‘matematica”, ya que en la demostracion del enunciado Legendre
trata de generalizar, que cualquier nUmero se puede escribir de esta
manera.

Agargiin y Ozkan (2001), aseguran que en el articulo X, de la misma
obra de Legendre, él establece una manera de encontrar los
divisores de un numero, partiendo del nimero dado escrito de la
forma factorizada, sin embargo la demostracion para este enunciado
no es presentada por estos autores:

Un namero N se expresa en la forma «™ g"yP, etc, cada divisor de
N también seréa de la forma «<* g2y ™, etc, donde los exponentes
U, o, T, etc, No son mayores [uno a uno] que m, n, p, etc.

Es evidente que Legendre intenta, con este enunciado, mencionar
todos los divisores de un numero dado; al respecto, Agargin &
Fletcher mencionan que al mismo tiempo trata de hallar la suma de
los divisores encontrados, lo que esta relacionado con el trabajo de
varios autores que se han mencionado en este trabajo, es decir esta
relacionado con los nimeros perfectos.
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8. EL APORTE DE GAUSS

La obra maxima de Gauss, Disquisitiones Arithmeticae, fue escrita
en el afio 1798 pero publicada en 1801. Gauss en esta obra,
ademas de enunciar y demostrar el TFA, también enuncia que:

e Todo numero entero es suma de, a lo sumo, tres niumeros
triangulares y de cuatro cuadrados.

e Existe una relacion entre los poligonos regulares y su
construccion usando regla y compas.

En esta obra también se incluye una nueva teoria, la Aritmética
Modular, que consiste en un conjunto de métodos para resolver
problemas con numeros enteros a partir de un conjunto de
operaciones aritméticas basadas en la relacion de congruencia entre
nameros, Pettofrezzo y Byrkit (1972) definen la relacion de
congruencia de la siguiente manera:

Seamun entero positivo. Sia y bson dos enteros tales que
m|(a — b), entonces se dice que aes congruente con
bmodulom; esto serd denotado por

a = b (mbéd m)

Si mt (a—b), entonces se dice que a es incongruente
conbmédulomy sera denotado por

a £ b(méd m). (p.87)

Hernandez (2006) hace una breve descripcion de la obra de Gauss,
donde menciona la cantidad de secciones y qué contiene cada una:

Las Disquisitiones Arithmeticae tratan sobre numeros
enteros y excluye amenudo a los fraccionarios y siempre a
los irracionales. El libro se organiza en siete secciones:

NUmeros congruentes en general

Las congruencias de primer grado

Residuos de potencias

Congruencias de segundo grado

Formas y ecuaciones indeterminadas de segundo
grado

Aplicaciones de las nociones anteriores

7. Ecuaciones de las secciones de un circulo. (p.4)

a LR

o
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Hernandez establece que en las Secciones | y I, Gauss introduce
por primera vez la notacion aritmética en congruencias; en las
secciones Il y IV aborda los residuos cuadraticos y de potencias
superiores. Demuestra entre otras cosas el Pequefio Teorema de
Fermat y el teorema de Wilson®®; las dltimas secciones, V, VI y VI
trata de las formas cuadréticas y sus aplicaciones y ocupan mas de
la mitad de la obra de Gauss.

El enunciado y demostracién del TFA se encuentra, en el articulo 16,
en la segunda seccion titulada, “Las congruencias del primer grado”.

Los teoremas previos al TFA son enunciados y demostrados por
Gauss (1801, p.1, Seccioén Il), asi:

13. Teorema. El producto de dos numeros positivos, mas pequefios
gue un namero primo dado, no puede dividirse por este nimero
primo.

En otras palabras: p primo, y a positivo y a <p:
entonces no puede encontrarse ningin namero positivo
b menor que p talque ab =0 mod.p

Si se niega el teorema, tendremos numeros b, c,d, etc.,
todos < p, tales que ab = 0, ac = 0, ad = 0, etc,,
(mod.p). Sea b el menor de todos estos, tal que ningun
namero menor que b tenga esta propiedad. Es evidente
que b > 1: pues si b = 1, entonces ab = a < p (por
hipotesis) y por lo tanto no es divisible por p. Ahora,
como p es primo, no puede dividirse por b pero esta
comprendido entre dos multiplos sucesivos de b, mb y
(m + 1)b. Sea p — mb = b’; asib’ serd un numero
positivo y < b. Ahora, como suponemos que ab
0 (mod.p), también tenemos mab = 0 (por art. 7%'),
restando éste de ap = Oresultaa(p — mb) = ab’
0;esto es: b'tiene que ser uno de los ndmeros
b,c,d, etc., aunque resulta menor que el menor de tales
numeros, b. Q. E. A.

N <

% «g| producto de todos los ndmeros menores que un numero primo dado,
aumentado en una unidad es siempre divisible por dicho nimero”
¥Si A = a, entonces, tambiénk4 = ka.
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14. Si ni a ni b pueden dividirse por un namero primo p,
tampoco el producto ab puede dividirse por p.

Sean a y B los menores residuos positivos de los nimeros a y
b, respectivamente, segun el mdédulo p. Ninguno de ellos es
cero (por hipétesis). Ahora, si ab = 0 (mod.p), entonces
af = 0, puesto que ab = aff. Pero esto contradice el
teorema anterior.

15. Si ninguno de los ndmeros a, b, ¢, d, etc., puede dividirse
por un nimero primo p, tampoco puede dividirse por p el
producto abcd etc.

Segun el articulo anterior,ab no puede dividirse por p; por lo
tanto, tampoco abc, ni tampocoabcd, etc.

16. Teorema. Cualquier nUmero compuesto puede resolverse
en factores primos de una manera Unica.

Demostracion. Que cualquier namero compuesto pueda
resolverse en factores primos, resulta de consideraciones
elementales, pero esta supuesto tacitamente, y en general sin
demostracion, que no puede hacerse de muchas maneras
diferentes. Supongamos que algin nimero compuesto 4, que
es = a®bPcY etc., donde a, b, c, etc. denotan nimeros primos
diferentes, es resoluble en factores primos de otra manera.
Primero, es claro que no puede aparecer en este segundo
sistema de factores ningun otro primo mas que a,b,c, etc.
puesto que ningun otro primo puede dividir a A, el cual esta
compuesto de estos primos. De forma semejante, ninguno de
los primos a,b,c, etc. puede estar ausente del segundo
sistema de primos, puesto que si no, no podria dividir a A
(articulo anterior). Asi, estas dos resoluciones en factores
pueden ser diferentes solamente si un primo aparece mas
veces en una resolucion que en la otra. Sea p un tal primo
que aparece m veces en una resolucién, y n veces en la otra,
y tal que m > n. Al disminuir en n el nUmero de factores p en
cada sistema quedaran m — n factores p en un sistema
mientras que no quedara ninguno en el otro.

. , A
Esto es, tenemos dos resoluciones en factores del nimero et

El que una de ellas no contenga al factor pmientras que la

otra lo contenga m — n veces contradice lo que acabamos de
demostrar. (pp.13-15)
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Se puede interpretar, de la demostracion presentada por Gauss, que
solo le interesaba demostrar la unicidad de la factorizacion prima de
un numero, ya que la existencia de la factorizacion prima lo
considera como elemental, puede ser por el trabajo de los autores
previos a él, quienes ya se habian encargado de esta parte.
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9. CONCLUSIONES

La investigacidon realizada durante este trabajo, permitié exponer
diferentes autores que estan relacionados con el TFA, pero muy
seguramente se quedaron varios por mencionar, quiza algunos nos
son tan nombrados o posiblemente al igual que con otros
matematicos, simplemente, no han dejado rastro de su trabajo.

Indudablemente, el trabajo de Euclides se puede considerar como
pionero, en relacion con el TFA. A través de los diferentes articulos
estudiados, se pudo observar que la mayoria de los autores
mencionados, trabajaban de manera similar (hablando de la
estructura de su trabajo), iniciando con definiciones, continuando con
los teoremas sustentados en definiciones o teoremas previos (bien
sean propios o de otros); la importancia del trabajo de Euclides, se
hace mas evidente en el trabajo de al-Farisi, quien en sus
demostraciones enuncia algunas de las proposiciones presentadas
en los Elementos.

En algunos casos, los autores que se relacionaron en este trabajo,
tienen enunciados similares, sin embargo que sea similar respecto al
enunciado, no implica similitud en sus métodos para demostrar o en
su notacién o en su lenguaje; en el caso de al-Farisi, el lenguaje era
un poco complicado y por ello fue necesario modificar el texto y
reescribirlo utilizando un lenguaje moderno que permite mejorar la
compresion de la obra original, sin querer decir con esto, que
utilizando tal lenguaje la comprension sea sencilla, solo “menos
dificil”.

El estudio de la historia del TFA, en principio, fue complicado, a
pesar de estar familiarizado el lenguaje de Euclides, el tiempo que
se dedicdé para entender sus demostraciones fue mucho mas,
comparado con los otros autores.

Respecto a la rigurosidad, en escritura, se destacan
indudablemente, Legendre y Gauss, quienes usan una notacién
simbdlica para generalizar sus ideas y la descomposicion en factores
primos de nimero compuestos, a diferencia Euler, quien solo daba
ejemplos concretos para enunciar algo.

Relacionando la rigurosidad en las demostraciones, dejando de lado
a Prestet ya que no se encontraron evidencias de sus
demostraciones, aunque la mayoria de estos autores son
reconocidos, algunos nos pueden dejar sorprendidos; cuando vemos
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sus trabajos, por lo menos en este aspecto (El TFA) logra asombrar
ver que la demostracion es un ejemplo concreto, en el caso de Euler
para el articulo 41, del capitulo V; claro que esta visibn puede
depender de la idea de rigurosidad matematica de la época.

El estudio de la Historia de las Mateméticas, no es sencillo, la
bdsqueda de textos originales o que estdn mas relacionado con el
autor que se esta estudiando, a veces es complicado, como es el
caso de Jean Prestet, no fue sencillo hallar articulos que
mencionaran todo respecto a él, biografia, obras y por supuesto lo
relacionado con el TFA; por otra parte los documentos que se
encontraron, en su mayoria estan escritos en otro idioma, lo que
dificulta y demora un poco la comprensién de lo que intenta decir
cada autor estudiado, sin embargo este ejercicio ratifica lo
mencionado por Guacaneme (2011), respecto a los tres artefactos a
los que alli se hace alusidn, se pueden identificar los componentes
que se desarrollaron a partir del inicio de la elaboracion de este
trabajo:

e Visiones de la actividad matemética: Este trabajo expone la
importancia del TFA con problemas internos de la
matematica, ya que éste estaba relacionado con el trabajo
posterior de varios autores en relacion con los ndameros
perfectos.

e Visiones de los objetos matematicos: Se evidencid en
algunos casos, nuestras representaciones simbdlicas difieren
con algunos autores y que el concepto rigor matematico, para
el caso de la escritura y de la presentacion de las
demostraciones, es diferente, en algunos casos, confusa y en
otros insuficientes.

e Competencias profesionales: En este aspecto y como ya se
habia mencionado, la elaboracion de este trabajo exigio
habitos de lectura (en espafiol e inglés), escritura, escucha y
busqueda de fuentes originales.
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Anexo No.1

UN ESTUDIO HISTORICO DEL TEOREMA FUNDAMENTAL DE
LA ARITMETICA?S®

El proposito de este articulo es un estudio comprensivo de la historia
del Teorema Fundamental de la Aritmética. Para este objetivo
investigamos los pasos mas importantes durante el periodo de
Euclides a Gauss.

INTRODUCCION

El concepto de factorizacién Unica esté relacionado con la aritmética griega
y aun tiene un papel importante en la moderna teoria de anillos
conmutativa. Basicamente, la factorizacion Unica consiste de dos
propiedades: existencia y unicidad. La existencia significa que un elemento
es representado como un producto finito de irreducibles, y la unicidad
significa que esta representacion es Unica en cierto sentido. La
factorizacion Unica aparecid por primera vez como una propiedad de los
nameros naturales. Esta propiedad es llamada el Teorema Fundamental
de la Aritmética (TFA).

La historia del TFA es extrafiamente oscura. Formulamos el TFA como lo
siguiente. Cualquier nimero natural mayor que 1 puede ser representado
como un producto de primos de una y solamente una forma (sin importar el
orden). Como hemos iniciado, esto no aparece en los Elementos de
Euclides [Heath, 1908]. Sin embargo, Euclides jugé un papel importante en
la historia del TFA. Especificamente, los libros VII y IX contienen
proposiciones que estan relacionadas con el TFA.

En su Tadhkirat al-Ahbabfibayan al-tahabb [Rashed, 1982] al-Farisi,
prueba la existencia de una descomposicién prima, y después da todo lo
gue es necesario para probar su unicidad. Su proposicion 9 determina
todos los divisores de un nimero dado desde su factorizacién prima. Un
resultado analogo puede ser encontrado en Nouveaux Elemns de
Mathématiques de Prestet.

Siguiendo a Prestet podemos también mencionar a Euler. En su libro
Vollstandige Einleitungzur Algebra [Euler 1770] Euler asumié la
propiedad de la existencia del TFA y declard un resultado similar al de al-

38Agarg(]n, A. G.,0zkan, E. M. (2001) A Historical Survey of the Fundamental Theorem
of Arithmetic. Historia Mathematica 28 (2001). 20 7-214.

Traduccion libre realizada por Wilson Alejandro Triana Cordero en el marco del
trabajo de grado UNA VISION HISTORICA DEL TEOREMA FUNDAMENTAL DE
LA ARITMETICA
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Farisi y Prestet para encontrar todos los divisores. Mas tarde Legendre
prueba la parte de la existencia del TFA en su libro Théories des nombres
[Legendre 1798] y asume la unicidad cuando lista los factores de un
nimero dado pero él no declara el TFA explicitamente. El primer
enunciado claro y prueba del TFA parece ser dado por Gauss in su
Disquisitiones Arithmeticae[Gaus 1801]. Después de Gauss, muchos
matematicos propusieron diferentes demostraciones del TFA en sus
trabajos [Agargin & Fletcher 1997].

2. EUCLIDES Y EL TFA

Los Elementos de Euclides [Health 1908] consisten de 13 libros. Los
libros de aritmética, VII al IX, contienen resultados basicos de la
teoria de numeros. Aunque el TFA no aparece en los Elementos,
hay dos proposiciones muy significativas, VI1.30 y VII.31, las cuales
estan conectadas con el TFA. Hay una tercera proposicion, 1X.14,
gue es un teorema de unicidad. De hecho, el TFA se desprende de
las proposiciones VII.30 y VII.31.

VII. 30. Si dos numeros, al multiplicarse entre si, hacen algin ndmero y algiin nimero primo
mide a su producto, también medira a uno de los nimeros iniciales. [i.e., si un ndmero
primo ¢ mide ab, entonces ¢ mide a 0 a b, donde “medir” puede ser escrito como “dividir”,
sin embargo repetir seria mas cercano al espiritu de la palabra griega]

VII.31. Cualquier nimero compuesto es medido por algiin nimero primo.

Facilmente, obtenemos la existencia (cualquier nimero mayor que 1
puede ser representado como un producto de primos) por VII.31, y la
unicidad (i.e., esta representacion es unica sin importar el orden) por
VII.30. Hoy en dia, muchos matematicos podrian demostrar el TFA
usando estas proposiciones. Para la unicidad suponemos p; ...p, =
q: -9, SOn dos descomposiciones primos de algin namero entero

positivo. Entonces, por VII.30 tenemos que p; | q:1- Similar podemos
tener la misma cosa para todos los p; ...p,Y ¢'s y de aqui n = m. Sin
embargo, Euclides no establece el TFA siguiendo las proposiciones
en el libro VII.

En el libro IX encontramos la proposicion 14 la cual establece que “si
un numero es menor que su medido por un numero primo este no
puede ser medido por ningun otro ndmero primo excepto por lo
originales”

Hay muchas similitudes entre el TFA y 1X.14. La proposicion 1X.14 es
una clase de teorema de unicidad. Esta es una demostracion parcial
de la condicion de unicidad para el TFA, pero es claro que IX.14 no
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cubre el caso de numeros que poseen factores cuadrados. Por esta
razon algunos autores (e.g,. [Hendy 1975, Mullin 1965]) han
examinado IX.14, y han determinado que los resultados (1X.14 y el
TFA) no son técnicamente equivalentes.

Ademéas, tenemos que notar que sin tener en cuenta la
descomposicion prima 1X.14 inicia con la coleccién de primos
mientras que el TFA inicia con un entero. Los puntos de partida de
los dos teoremas son completamente diferentes.

Hoy en dia, los libros de texto comunmente toman el TFA como un
teorema fundamental. Ellos inician con la definicion de numeros
primos y prueban la unicidad de la factorizacion con los primos. Esto
esta seguido por las propiedades de los primos relativos enteros y
maximo comun divisor. Este enfoque parece tener origenes con
Gauss. Enteoria de los numeros de Euclides se organizan las
cosas justo en el orden inverso. Euclides inicia con el algoritmo de la
division para encontrar el maximo comun divisor de enteros, y
entonces el obtiene una definicién operativa de los primos enteros
relativos. De la investigacion del inicio de los primos relativos, el
eventualmente encuentra resultados sobre los numeros primos,
incluyendo en particular una proposiciéon importante VII.30, y a
continuacion el afirma la proposicion VII.31 (véase arriba) en el
orden inverso. En la teoria de Euclides el TFA podria perder mucha
de este significado. Lejos de ser fundamental, IX.14 es puesto al
final de la teoria de la aritmética de Euclides. No se puede
considerar la culminacion de cualquier parte importante de la
teoria, ni se utiliza en cualquier resultado posterior.

3. AL-FARISI'Y EL TFA

Kamal al-Din al-Farisi, quien muri6 en 1320 AC, fue un gran
matematico persa, fisico y astronomo, el trabajé representando el
paso mas representativo hacia el TFA hecho después por el
matematico Guass. Su resultado aparecio Tadhkirat al-Ahbabfibayan
al-tahabb(el cual significa “Memorias para un amigo explicando la
prueba de amabilidad”. Su asunto fundamental fue los numeros
amigos, y su objetivo fue probar por un método diferente el teorema
de lbn Qurra que dice “si tres nimero p = 3.2"1—1,q=3.2"-1,y
r =9.22""1 — 1 son primos y si p,q > 2, entonces el par 2"pq y 2"r
son amigos” [Hogendijk 1985]. Ibn Qurra (836 — 901) trabaj6
ligeramente en la descomposicidbn de enteros y los métodos de
combinatoria. Al-Farisi fue llevado a desarrollar nuevas ideas en la
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teoria de numeros y el investigd la descomposicion de enteros mas
detalladamente que Ibn Qurra. Después él pudo introducir los
métodos de combinatoria esto fue necesario para considerar la
existencia de la factorizacion de un entero como producto de
nameros primos y el uso de la propiedad unitaria para determinar los
divisores.

En [Agargin & Fletcher 1994] hicimos una traduccion en inglés de
Sus primeras nueva proposiciones y proporcionan un comentario de
los métodos de Al-Farisi. El papel principal de estas nueve
proposiciones es conocer y buscar los divisores de un nimero dado
y por lo tanto es una preparacion para el trabajo con los nimeros
amigos.

Uno puede decir que Euclides tomo el primer paso en la via para la
existencia de la factorizacion prima, y Al-Farisi tomo el paso final
para la actual existencia de la demostracion de la factorizacion prima
finita en su primera proposicion.

Proposicion 1. Cada nimero compuesto puede ser descompuesto en un numero finito de
factores primos de los cuales estos son el producto.

Suponga que a > 1 es una composicion entera. Por lo tanto, para
Euclides VII.31 este posee un numero divisor primo b. Luego para
1<c<a.

a = bc

Si ¢ es primo, entonces la proposicion estd demostrada. De lo
contrarioc tiene un divisor primo d y por 1<e <c nosotros
escribimos

c =de

Si e es primo entonces la proposicibn estd demostrada luego
a = bde. De lo contrario nosotros repetimos el proceso un nimero
finito de veces y al final descomponemos un factor compuesto en
dos factores primos desde un numero finito que no puede ser mayor
de un producto finito de numeros. Entonces escribimos para k primo

a=bd-k

Esta proposicion es la primera declaracion conocida y prueba de la
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existencia de una factorizacibn prima para cualquier numero
compuesto. Después al-Farisi, Prestet no expone esto, pero lo uso
para determinar todos los divisores de un entero dado. Euler expuso
y uso esto para encontrar divisores. Eventualmente Legendre
expuso y probg esto.

Las proposiciones de al-Farisi de las 2 a la 5 son las siguientes:

Proposicion 2. Cuando tres nimeros a, b, ¢, se dan, la relacion de la primera a la tercera se
compone de la relacién de la primera a la segunda y de la relacion de la segunda a la
tercera.

Proposicion 3. La relacion de 1 a cualquier nimero compuesto se compone de su relacion a
cada uno de los factores primos.

Proposicion 4. Cualquiera de los dos nimeros compuestos que tienen la misma
descomposicion en factores son idénticos.

Proposicion 5. Cualquiera de los dos numeros compuestos distintos no tienen la misma
descomposicién en factores.

Después dela Proposicion 5 al-Farsidio el primer paso para
determinar todos los divisores de un entero.

El no considerd el entero propio como un divisor. Alli, al igual que
con Prestet 'y Euler,el principal puntode partida fue
la descomposicién de primos.

Proposicion 6. Si un nimero compuesto a se descompone en un ndmeros

primos b, c,d, e, -+, k, entonces de dos en dos, ab, bd, be, -+, etc, de tres en tres bcd, bce, -+
etc, todos ellos son divisores de a.

Entonces, al-Farsi demostré la  Proposicion 7, que se utiliza para
demostrar la Proposicién 8.

Proposicion 7. Si a t b, entonces para n = 3,4---,a% { ba; y a™ t ba; a® t ba® y a™* t ba?;
a* t ba® y n™*? } ba® y asi sucesivamente.

Aqui tenemos la Proposicibn 8, que se utiizaen la
proposicion siguiente.

Proposicion 8. Aqui, si un nimero compuesto a es descompuesto en sus factores primos
como a = bcd ...k, entonces si uno de ellos, digamos b, no se repite entonces b? t a y para
n=34,..,b" b a. Y si b se repite una sola vez entonces b? / a pero b™ } a. Y si b se repite
Gnicamente dos veces entonces b?|a, b3|a, pero b™*! ¢ a.

Para determinar todos los divisores de unentero compuesto
dado , al-Farsi demostré la Proposicion 9. En esta proposicion se
observa que todas las proposiciones anteriores se utilizan directa o
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indirectamente. Vemos un resultado similar en Prestet y Euler, pero
por supuesto la Proposicion 9 se presentdé mucho antes,y por lo
que sabemos que este esel primer resultado conocido para
determinar todos los divisores de un numero compuesto. Una vez
mas el punto de partida principal fue la descomposicion prima.

Proposicion 9. Si un nimero compuesto a es descompuesto en sus factores primos como
a = bcdh -+ kl, entonces a no tiene divisores excepto 1y b,c,d,h,...,k,1 y de dos en dos
bc,bd, ..., etc., y de tres en tres bcd, beh, ..., etc., ..., y los productos de todos los factores
excepto uno: cdh ---kl,bdh --- kl, ..., bcdh --- k.

Obviamente 1,b,c,d ...,k,l son divisores de a. Los otros son
inmediatamente divisores de la Proposicion 6. Suponer que a tiene
otro divisor z el cual es o primo o compuesto. Si z es un primo
entonces consideramos a a como b (cdh---1) y z|b(cd---1) implica
z|cdh---1 de Euclides VII.30. Similarmente z|c(dh---1) implica
z|dh -+ . por lo tanto, por el mismo proceso tenemos z|kl. Por tanto
z|lk 0 z|l y esto implica z=k o0 z=1. Esta es la contradiccion.
Suponer ahora que z es un nimero compuesto y este es distinto de
los divisores antes dichos. Por tanto, de la proposicion 5 existe uno
entre los factores primos de z el cual no aparece entre los factores
de a, o0 si este uno factor no existe, entonces hay un factor de z el
cual no se repite el mismo nimero de veces en z y a. Asi tenemos
tres casos posibles: (i) z tiene un factor primo el cual no aparece
entre los factores de a, o0 si z no tiene ningun factor entonces (ii) un
factor de z tiene mas repeticiones que un factor de a, o (iii) un factor
de a se repite a si mismo mas que un factor de z.

Si se trata de la primera y h es un nimero primo distinto de todos los
factores de a, entonces esto es una contradiccion del caso previo,
donde z es asumido para ser un namero primo.

Si se trata del segundo, que es un factor de z, decimos p, repetir n
Veces en z pero menos n veces en a, entonces p"*1|z y p™*t|a, lo
que es imposible, por la proposicion 8.

Y si es el tercero, que es, todos los factores de z no se repiten mas
veces que en los factores de a, entonces z llega a ser divisor de a, lo
cual ha sido mencionado, y esto es una contradiccion.

Vemos que al-Farisi hace un avance importante hacia el TFA,
aunqgue él no decirlo. Dijo, y demostré la existencia de una parte del
TFA,pero no lo hizodel estado yno tenia la intencion de
demostrar la singularidad de la factorizacion en numeros
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primos desde que el TFA no era importante para él. Esto no quiere
decirque no sabiade la singularidad. Si  Al-Farisi habia
querido expresar 'y probarla unicidad, habria sido capaz
de hacerlo. Al-Farisi sabia que la singularidad muy bien como se
puede vertanto de ladeclaracion yla prueba desu
proposicién 9. De hecho, demostré la Proposicion 9 con el fin de
determinar todos los divisores de un niumero compuesto, y lo utiliza
para daruna nueva demostracion del teorema  deibn
Qurra en numeros amigos. Sin  embargo, mostré todo lo que
se necesita para probar la unicidad. Por lo tanto podemos considerar
que la Proposicion 9 que es equivalente ala parte de unicidad del
TFA.

4. EL RESULTADO DE PRESTET

En esta seccibn nosotros presentamos algunos resultados
publicados por Jean Prestet en sus 1689 Nouveaux Elemens de
Mathématiques [Goldstein 1992]. Ellos confirman que antes de
tiempos modernos una factorizacion prima no era algo de interés en
su propio derecho, pero como un medio de encontrar los divisores.

Prestet tampoco declaré la existencia ni la unicidad del TFA. El fue
influenciado por Euclides y se preocupaba por los divisores. Como
al-Farisi y Euler él dio a los resultados principales para encontrar
todos los divisores de un nimero dado. En particular su Corolario IX
tiene un papel importante. Este resultado nos hace creer que Prestet
conoci6 el TFA. Nosotros pensamos que él pudo haberlo
demostrarlo, pero él no se preocupaba por esto.

En Capitulo 6 de su primer volumen, nosotros nos encontramos el
siguiente teorema.

TEOREMA. Si dos nimeros b y ¢ son primos relativos, su producto bc es el menor nimero
que cada uno de ellos puede dividir exactamente y sin residuo.

Como un corolario de este teorema Prestet declaro:

COROLARIO llI. Si d mide exactamente al producto bc de dos nimeros by cy sicy d son
primos relativos; el niUmero d es un divisor del otro nimero b.

El objeto del siguiente corolario fue determinar todos los divisores de
un nimero expresado como producto de factores primos.

COROLARIO 1V. Si dos numeros diferentes a y b son simples, cada divisor del plano, o
producto ab, es 1,0 a, 0 b, 0 ab.
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Prestet continla con los corolarios V y VI usando el mismo
argumento para un producto de tres nameros primos diferentes
(sélidos) y cuatro numeros primos (supersolidos), entonces cinco, y
asi indefinidamente.

En el siguiente corolario él estudid los poderes de algin numero
primo.

COROLARIO VIII. Si el numero a es simple, cada divisor de este cuadrado aa es una de
estos tres 1,a,aa. y cada divisor de este cubo a® uno de los cuatro 1,a,a? a3 (...). Y asi
con los otros infinitamente.

Finalmente, el da

COROLARIO IX. Si los numeros a y b son simples, cada divisor de aab de los tres a,a, b es
uno de los tres 1, a, aa 0 uno de los diferentes productos de esos tres por b; es decir, uno de
los seis 1,a,aa,1b,ab,aab. Porque todos planos alternativos [i.e., obtenidos por la
multiplicacion de diferentes factores dos a dos] de la simple a, a, b son aa y ab. [Declaracion
analoga para aabb; aabb; aab3cc; aab3ccd]. Y asi con los otros.

Esta claro que Prestet no declara el FTA en su trabajo porque su
objetivo era hacer explicito la relacion entre cualquier factorizacion
de un numero dado en primos y todos los posibles divisores. Sin
embargo, los resultados de Prestet son cercanos al FTA, y en el
sentido de implicando su corolario IX pueden ser considerados como
el equivalente a la unicidad de la factorizacion prima.

5. DECLARACIONES DE EULER

En su Vollstandige Einleitungzur Algebra [Euler 1770] Leonard Euler
afirmd la existencia de una parte del TFA sin probarlo propiamente, y
también hizo una declaracion para la parte de unicidad analogo a la
Proposicion 9 de al-Farisi y al Corolario 9 de Prestet.

En el articulo 41 del capitulo IV de la seccion | de la parte | Euler
afirmo la existencia de la factorizacién prima y nos proporcioné una
prueba parcial de la misma. Pero su prueba omite algunos detalles.

41. Todos los nimeros compuestos, los cuales pueden ser representados como factores,
resulta de los ndmeros primos antes mencionados; es decir, todos sus factores son
nameros primos, estos siempre pueden ser descompuestos y representados por dos o mas
nameros primos. Cuando tenemos representado, por ejemplo, el nimero 30 como 5 X 6, es
evidente que 6 no es un numero primo, pero usando el producto de 2 x 3, nosotros
podemos tener la representacion de 30 como 5x 2 x 3 o como 2 x 3 X 5; es decir, como
factores los cuales todos son nimeros primos

En el articulo 43, por ejemplo, Euler da un método para encontrar la
descomposicion de cualquier numero en sus factores primos:
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43. Por lo tanto, es facil de encontrar un método para el analisis de cualquier niimero, o su
solucién en sus factores simples. Que se propone, por ejemplo, el nimero 360; que la
representara primero por 2 x 180. Ahora 180 es igual a 2 x 90, y

90 Es lo mismo que 2x45
45
Es lo mismo que 3x15
Y por ultimo
15 Es lo mismo que 3x5

de modo que el numero 360 puede ser representado por los factores simples 2 x 2 x 2 x 3 X
3 x 5, ya que todos estos numeros multiplicados juntos producir 360.

Euler no declaré la unicidad de la factorizacion en niameros primos,
pero él hizo una declaracion relacionada sin prueba en el articulo 65
del Cap. VI de la Secc. 1 de la Parte 1 de Euler [1770].

65.Cuando, por lo tanto, hemos representado a cualquier nimero asumidos por placer, por
sus factores simples, serd muy facil para exhibir todos los nUmeros por los que es divisible.
So6lo tenemos, en primer lugar, tomar los factores simples uno por uno, para luego
multiplicarlos juntos de dos en dos, de tres en tres, cuatro por cuatro, y asi hasta que
llegamos al nimero propuesto.

Observamos que Euler solo estaba interesado en la busqueda de
todos los divisores de un nimero y que estaba siguiendo la tradicion
de al-Farsi y Prestet. En el articulo 65, Euler nos dice que todos los
divisores de un namero se obtienen a partir de los factores primos
que aparecen en la representacion del nUmero como un producto de
ndameros primos y esta es la Unica manera de tener todos los
divisores de la serie. Por lo tanto, esto puede ser considerado como
la unicidad de la factorizacion en primos. Euler también dio un
ejemplo al final del articulo 64: Se deduce que 60, 0 2x2x3 x5,
pueden dividirse no sélo por estos numeros simples, también por
aquellos que estan compuestos de dos cualesquiera de ellos; que es
decir, por 4,6,10 y 15, y también por aquellos que estan compuestos
de cualquiera de tres de sus factores simples, es decir, por
12,20, 30, y por ultimo también, por si mismo 60.

6. LEGENDRE

Aqui le tenemos el enunciado de Legendre que se puede encontrar
en [Legendre 1798, art. VIII]:

Cualquier nimero no primo N puede ser representado por un producto de varios numeros
primos «,B,y, etc, cada uno elevado a alguna potencia, por lo que uno supone que
N =™ g™yP etc
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Entonces su prueba inmediatamente sigue asi:

El método a seguir para realizar esta descomposicion, consiste en tratar de dividir N por
cada uno de los numeros primos 2, 3, 5, 7, 11, etc., a partir de la mas pequefia. Cuando la
division tiene éxito con uno de estos nimeros«, se repite tantas veces como es posible, por
ejemplo, m veces, y llamar P al (ltimo cociente, tenemos

N =x™ P

El nimero P no puede ser dividido por o, y es inutil tratar de dividir P por un ndmero primo
menos que «, pero si P fuera divisible por 6, donde 6 es menor que «, esta claro que N
también seria divisible por 8, en contra de la hipétesis. Por tanto, debemos tratar de dividir
P por niUmeros primos mayores que «, por lo que vamos a obtener en la sucesion

P = p"Q. Q = yPR, etc.,
Por lo que tenemos que N =x™ p"y?, etc.

Como vemos en esta prueba, para cualquier nimero siempre tenemos la misma
descomposicion en factores primos de acuerdo al método de Legendre. Es evidente que no
podemos suponer que esto es equivalente a la parte de la unicidad de la TFA. Sin embargo,
una declaracion relacionada con la unicidad se da en el articulo X:

Un nimero N se expresa en la forma «™ p"yP, etc, cada divisor de N también sera de la
forma ot B°y™, etc, donde los exponentes u,o,7, etc, no son mayores [uno a unoj
quem,n,p, etc.

En este articulo, de hecho, Legendre se propone a encontrar el
ndamero de todos los divisores de un nimero, y al mismo tiempo la
suma de estos divisores. De esta afirmacion se puede demostrar la
unicidad.

7. GAUSS

Gauss dio la propiedad de factorizaciébn Unica para los enteros
positivos en el articulo 16 de su Arithmeticae Disquisitiones [Gauss
1801]. En la seccion 1l se abre con el siguiente articulo.

13. Teorema. El producto de dos nimeros positivos, mas pequefios que un namero primo
dado, no puede dividirse por este nimero primo.

Entonces Gauss reproduce el Teorema VII.32 de los Elementos de
Euclides y su generalizacion.

14. si ni a ni b pueden dividirse por un niamero primo p, tampoco el producto ab puede
dividirse por p.

15. Si ninguno de los numeros a,b,c,d, etc., puede dividirse por un nimero primo p,
tampoco puede dividirse por p elproducto abcd etc.

Aqui tenemos su articulo 16.
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16. Teorema. Cualquier nimero compuesto puede resolverse en factores primos de una
manera unica

Gauss mismo no especificd una prueba de la existencia de parte del
TFA. Afirmé que es claro de las consideraciones elementales, lo cual
es correcto. Comenz6 su demostracion al afirmar que "es evidente a
partir de consideraciones elementales que cualquier numero
compuesto se puede descomponer en factores primos, pero se
supone tacitamente y por lo general sin pruebas de que esto no se
puede hacer de muchas maneras diferentes”. Luego él considera un
namero compuesto A == a®bPc¥ etc., cona,b,c, etc niumeros
primos desiguales y mostré que A no puede ser resuelto en factores
primos de otra manera con otros primos excepto a, b, c, etc., 0 que
tiene unos ndmeros primos que aparecen en una descomposicion
mas frecuencia que en la otra.

Por lo tanto, la primera declaracion clara y prueba del TFA parece
haber sido dada por Gauss en su Disquisitiones Arithmeticae. Desde
entonces muchas pruebas diferentes se han dado. En [Agargin &
Fletcher 1997], hemos investigado diferentes pruebas del TFA y las
clasificamos.
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