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2.Descripcion

El presente trabajo de grado surge desde el interés de las autoras y dentro del proceso de formacion
profesional, con el fin de construir un sistema teérico solido de las funciones trigonométricas, sus
derivadas e integrales en la métrica del taxista y de este modo proveer a los estudiantes una serie de
actividades, las cuales les permitan fortalecer procesos de visualizacién, exploracién y conceptualizacion,
teniendo en cuenta que generalmente los trabajos realizados en trigonometria se realizan con la métrica
usual, lo que restringe el proceso de aprendizaje de los estudiantes. Ademas, se disefié un trabajo en el
entorno GeoGebra® para facilitar y apoyar los procesos mencionados anteriormente.

3. Fuentes

Para la elaboracién del trabajo de grado se consultaron diversas fuentes, trabajos de grado, libros de
texto, documentos de divulgacion y proyectos de investigacion, en los cuales sobresalen los trabajos de
Thompson, K. y Dray. De otra parte, las fuentes existentes en métrica del taxista y, en particular, de las
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4.Contenidos

El presente documento se estructura bajo seis apartados; en el primero de ellos se describen los
documentos consultados previamente al establecimiento de los objetivos a desarrollar en el mismo tanto
desde el contexto matemético, tecnoldgico como didactico. En el segundo apartado se abordan algunos
aspectos generales de la métrica del taxista como definicion, propiedades e historia, entre otros; también
se incluyen las construcciones de funciones trigonométricas, sus derivadas e integrales en la métrica del
taxista con sus respectivas representaciones graficas. En el tercero se presentan algunas caracteristicas
del recurso tecnolégico a usar en el desarrollo del trabajo y una descripcién de los procesos de
visualizacion, exploraciéon y conceptualizacion que se buscan fortalecer con el trabajo orientado en un
entorno mediado por dicho recurso; en el cuarto apartado se consolida la propuesta didactica para la
implementacion de las actividades, y en con ello se construye y analiza cada uno de los items a proponer
en las mismas; en el quinto, se presentan los resultados obtenidos luego de la implementacion de las
actividades en relacién con lo propuesto en el apartado anterior. Finalmente se presentan las conclusiones
obtenidas a lo largo del desarrollo del documento en cuanto al marco matemético, uso del recurso
tecnolégico, propuesta didactica y la implementacion de las actividades.

5.Metodologia

Para el desarrollo del presente trabajo, lo primero que se realiz6 fue una busqueda bibliografica en
cuanto a estudios realizados de la métrica del taxista, con base en esto, se construyeron las definiciones
de las funciones trigonométricas, sus derivadas e integrales con el apoyo de las representaciones graficas
generadas por el recurso tecnolégico implementado (GeoGebra®). En seguida se disefiaron las
actividades que se implementaron en el curso de la linea de Geometria del programa de formacion inicial
de profesores denominado Geometria Analitica del proyecto curricular de Licenciatura en Matemaéticas de
la Universidad Pedagodgica Nacional. Finalmente se analizaron los resultados obtenidos de dicha
implementacion.

En este sentido la metodologia puede ser caracterizado en una metodologia del disefio interaccion —
accion.
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http://www.scielo.org.mx/pdf/ed/v23n2/v23n2a4.pdf

6. Conclusiones

A continuacion, se presentan las principales conclusiones generadas luego del desarrollo del presente

trabajo, las mismas fueron estructuradas en relacién con los tres marcos de accién propuestos desde el
disefio del trabajo, es decir desde los marcos matematico, tecnolégico y didactico. Igualmente se
presentan algunas conclusiones tanto desde la implementaciéon de la propuesta de actividades como
desde lo que el trabajo aport6 a la formacion profesional de las autoras.
En el marco matematico se caracterizan las construcciones de las funciones trigonomeétricas, sin cambiar
las definiciones conocidas, pero si la métrica, donde se observd un cambio drastico en las
representaciones graficas, en tanto los objetos que se conceptualizan tienen representaciones restringidas
en la mayoria de casos.

En las construcciones de las funciones derivada e integral de las funciones trigonometrias en la métrica
del taxista, se identifico que la representacion grafica y las ecuaciones de estas funciones cambian aunque
se trabajo con los conceptos y las definiciones sin alterarlos, y en este cambio se destaca que las
funciones obtenidas no se relacionan con la métrica euclidiana.

El software GeoGebra® jugé un papel muy importante en el desarrollo del trabajo pues permitié
comprobar los procesos que se estaban llevando acabo por medio de las representaciones graficas, las
cuales servian como medio para verificar si los procesos realizados eran coherentes con lo que se estaba
construyendo.

En cuanto al disefio e implementacién de archivos en el software GeoGebra®, para la
conceptualizacion de las funciones trigonométricas sus derivadas e integrales, fue posible evidenciar que
estos resultaron ser, en su disefio, una herramienta bastante provechosa en el proceso de ensefianza y
aprendizaje de las mismas, puesto que efectivamente contribuyeron al desarrollo de los procesos
propuestos en el marco tecnolégico.

Con respecto al marco didactico, establecido para el desarrollo de las actividades es posible considerar
que resulté ser una buena alternativa para potenciar en los estudiantes procesos de conceptualizacién, ya
que a partir de la visualizacion y exploracién se logré que algunos estudiantes identificardn elementos y
caracteristicas tanto de las representaciones algebraica como grafica de los archivos de GeoGebra®, lo
cual no solo mejora los procesos de razonamiento en los estudiantes sino que también favorece
habilidades para la construccion y el descubrimiento de definiciones y relaciones entre los objetos
matematicos. Sin embargo aunque dicha metodologia sea relativamente innovadora y se haga uso de
herramientas no usadas comunmente en la clase; no es posible alcanzar por completo lo esperado en
cuanto al proceso de conceptualizar autbnomamente, puesto que los estudiantes presentan cierto apego a
los conocimiento ya establecidos con anterioridad y les cuesta bastante trabajo desaprender estos y
trabajar en la construccidn de nuevos conocimientos y a esto se suma que las practicas educativas hacen
que ellos estén mas habituados a que se les indique “que tienen que hacer’ que a un proceso donde
deban dar cuenta de lo que hacen o de porqué aparecen ciertos resultados.

El desarrollo de las actividades favoreci6 el trabajo con diversos sistemas de representacién y permitié
que varios estudiantes rompieran con paradigmas establecidos con anterioridad, en cuanto a las funciones
trigonométricas, sus derivadas e integrales; por medio de la construccion secuencial de los mismos.

Elaborado por: Cepeda Carvajal, Yenifer Paola; Arévalo Rojas, Sindy Natalia

Revisado por: Aya Corredor, Orlando
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INTRODUCCION

El presente documento tiene como fin describir el anélisis realizado a lo largo del desarrollo
del trabajo de grado con respecto a las funciones trigonométricas, sus derivadas e integrales en la
métrica del taxista, que surgié como un interés de las autoras a lo largo de los diferentes
seminarios de su proceso de formacion como licenciadas en matematicas, ya que encontraron en
esta tematica un eje articulador de diferentes campos de las matematicas y una oportunidad para
proponer una serie de actividades que permitieran conceptualizar, generalizar y visualizar
algunos objetos matematicos en relacion con funciones trigonomeétricas construidas en la métrica

del taxista.

Si bien se han realizado a nivel mundial varios estudios sobre la métrica del taxista desde la
década de los 70°s del siglo pasado, muy pocos se han llevado a cabo en relacion con objetos
propios del analisis matematico como las derivadas y las integrales de funciones y

particularmente de las funciones trigonométricas.

De otra parte, y como ya se indicd, en el presente trabajo se pretende no sélo hacer un
analisis de los objetos particulares de la matematica sino a la vez hacer una propuesta para la
ensefianza de los mismos, dentro de un programa de formacién inicial de profesores de
matematicas, que les permita dar un sentido mas amplio a los objetos matematicos que circulan
en el aula, algunos de manera explicita como son las funciones, las derivadas y las integrales y

algunos de manera implicita como la métrica y la distancia.

En este sentido, el documento presentara al lector tres marcos; en el primero se encontraran
algunas generalidades de la métrica del taxista junto algunas nociones importantes y las
construcciones de las funciones trigonométricas, sus derivadas e integrales en la métrica del
taxista, con base en un andlisis de las representaciones de dichas funciones en esta métrica y las
caracteristicas de las funciones en la métrica usual (métrica euclidiana). En el segundo se
encontrara la descripcion de un recurso tecnoldgico y los procesos de visualizacion, exploracion
y conceptualizacidn, que se pretende fortalecer con el uso del mismo; luego en el tercer marco,
se construira y realizara el andlisis de unas actividades a implementar en relacion con el tema a
trabajar, con las cuales se pretende promover los procesos antes mencionados en la ensefianza y

aprendizaje de las funciones trigonométricas en la métrica del taxista.



Por ultimo, se presentan las conclusiones que se lograron deducir del desarrollo del presente

documento y de la implementacion de la actividad propuesta.



Justificacion

La conceptualizacion de los objetos estd vinculada a sus diferentes representaciones y
también a la forma en como estan definidos (Oviedo, Kanashiro, Bnzaquen y Gorrochategui,
2012), sin embargo, estos dos aspectos esenciales en ocasiones quedan ocultos en los procesos de
ensefianza y aprendizaje tanto en la educacion bésica y media como en la superior.
Particularmente en la trigonometria, la mayor parte de los trabajos se realizan con la métrica
usual, donde los objetos que se conceptualizan tienen representaciones restringidas, lo que limita
el alcance que se pueda tener sobre los conceptos en si. Algunos intentos por superar estas
restricciones se han realizado en cursos especificos de programas profesionales, como en la
Licenciatura en Matematicas de la Universidad Pedag6gica Nacional, en los espacios académicos
de Geometria Analitica y Geometrias no Euclidianas.

Una de las actividades que permite ver la diferencia entre la definicion y la representacion es
precisamente el cambio de métrica, una alternativa que se puede dar de manera explicita y sin
demasiados requerimientos de tiempo y de formalizacion es el cambio de la métrica usual por la
“métrica del taxista” o “métrica Manhattan”. Sin embargo, y paraddjicamente, una de las
dificultades es que existen pocas referencias bibliograficas frente a cdmo llevar el trabajo con
esta métrica a las aulas.

De este modo surge desde el interés profesional de las autoras y dentro del proceso de
formacion como licenciadas en matematicas, realizar una ampliacion y recopilacién sobre la
conceptualizacién de algunos objetos en esta métrica, en especial de las funciones
trigonométricas, sus derivadas e integrales y proporcionar una serie de actividades que permitan
al estudiante obtener una perspectiva diferente de los objetos ya mencionados.

Es precisamente en el contexto de las representaciones y de la construccion de objetos
geométricos donde el uso de las tecnologias de la Informacion y la Comunicacion (TIC) puede
apoyar procesos que fortalecen la conceptualizacion de los objetos: como los procesos de
visualizacion, conjeturacion, generalizacion y la propia conceptualizacion de los objetos. Por lo
tanto, se disefiara un contexto de ensefianza y aprendizaje en GeoGebra® que facilite y apoye los
procesos antes mencionados en el entorno de geometria dinamica, favoreciendo asi de manera

especifica el proceso de aprendizaje. (Alfaro, Campos, llabaca, Ulloa y Moncada, 2014).



Asi se espera que el presente documento aporte un campo de trabajo de interés para los
profesionales de la educacion matematica y sirva de insumo para nuevos trabajos que inviten a

repensar las formas en que los objetos y procesos matematicos son abordados en las aulas.



Objetivos

En relacién a la temética a tratar en el trabajo de grado, como objetivo general se plantea:

Estudiar las funciones trigonométricas, sus derivadas e integrales en la métrica del taxista,

por medio de la trasformacion y simulacion de estas, usando las definiciones usuales.
De acuerdo a lo anterior, se presentan los siguientes objetivos especificos:

Explorar, visualizar y conceptualizar los comportamientos de las funciones trigonométricas
en la métrica del taxista apoyadas en un entorno de geometria dinamica.

Conocer y analizar los comportamientos de las derivadas e integrales de las funciones
trigonométricas en la métrica del taxista a través de las definiciones.

Disefiar actividades en un entorno de geometria dindmica que involucre los temas a tratar,
para estudiantes de geometria analitica de la Licenciatura en Matematicas de la Universidad
Pedagdgica Nacional, con el fin de ampliar sus conocimientos sobre esta métrica en

particular con los estudios de las funciones trigonométricas.



1. Marco de Antecedentes

En pro de enriquecer la presente propuesta, se realizé una indagacion teorica en diferentes
marcos que aporten al mismo. En éste sentido se proponen tres marcos basicos, uno matematico,

otro tecnoldgico y finalmente uno didactico.

Para el desarrollo del marco matematico se encontraron algunos documentos en relacion al
trabajo a realizar, uno de estos fue “Definiciéon y descripcion de una funcidon asociada a la
métrica del taxista” elaborado por Cendales y Hernandez (2016), quienes trabajaron con una
funcién llamada lejania la cual estd determinada por distancias definidas en la métrica del
taxista. En este documento por medio de un analisis de las propiedades de la funcién y la métrica
ya nombradas, se queria saber si esta funcion cumple con las caracteristicas de un espacio
métrico. Dentro de las conclusiones de este trabajo se logro establecer que la funcion lejania no
cumple con la desigualdad triangular en algunos puntos del plano. Paralelo a esto, se hace
algunas generalidades respecto a esta desigualdad por tramos, aunque la funcién lejania no se
define como una métrica, si se analiza las nociones topoldgicas de esta funcion. De este trabajo
se destaca las propiedades de la métrica del taxista y la forma de abordarlas como lo es la

desigualdad triangular y las formas de caracterizar una funcion.

Otra fuente de investigacion fue el documento “Estudio de la métrica de Manhattan.
Segmentos, rectas, rayos, circunferencias y algunos lugares geométricos en la geometria del
taxista.” elaborado por Céardenas y Parra (2013), que buscaba representar algunos objetos
geomeétricos (angulo, segmento, circunferencia, punto medio, colinealidad, rayos, entre otros) en
la métrica de taxista con base en las definiciones que se dan de estos objetos en los cursos de la
linea de Geometria del programa de formacion inicial de profesores de la Licenciatura en
Matematicas de la Universidad Pedag6gica Nacional. Las representaciones de los objetos desde
su definicion se realizd en un entorno de Geometria Dinamica, particularmente en Cabri
Geometry II® ya que resultaba importante, dada a la animacidén y manipulacion de objetos, como
medio de validacion de algunos teoremas (distancia entre dos puntos, existencia del punto medio,
localizacion de puntos), postulados ( recta, medida de angulo, puntos en el plano, adiccion de
medida de segmento...) y nociones en relacion a los objetos geométricos mencionados

(colinealidad entre puntos, paralelismo y perpendicularidad, entre otros). También se realizé la



demostracion de la métrica del taxista como espacio métrico, donde se caracterizan sus
propiedades, para analizar algunos objetos geométricos como lo es segmentos a partir de la

definicion de “interestancia entre puntos para la métrica del taxista™

, y las diferentes
representaciones que surgen del objeto desde dicha definicion.

De este documento se destaca que a partir de la interestancia entre puntos y su relacion con la
definicion de distancia, los objetos que pertenecen a una recta como son los segmentos, rayos y
los relacionados con estos, cambian de representacion o tienen varias representaciones que
dependen de su ubicacion en el plano. Dado lo anterior, se hace un anélisis de los teoremas y
postulados de tal forma que, partiendo de un antecedente y dado un analisis desde sus
definiciones, contrastan sus consecuentes. De este trabajo se concluyen algunos aspectos
relevantes al presente trabajo de grado, en particular es la no existencia de los angulos y la
imposibilidad de estudiar alguna relacion entre la nocidon de este y de tridngulos, dado que
ninguno de ellos existe en esta geometria si Se toman como base las definiciones® y
construcciones realizadas.

Un ultimo documento que se quiere destacar para el marco matematico, dado que presenta un
contraste con el presente trabajo y la posibilidad de trabajar con medida de angulos y algunas
nociones importantes, es “Taxicab angles and trigonometry” elaborado por Thompson y Dray
(2012), el cual caracteriza la nocion de medida de angulo en la métrica del taxista y presenta
algunos conceptos y definiciones de las funciones trigonométricas en esta métrica, junto con
algunas representaciones y propiedades de las mismas. En el marco matematico se haran
explicitos los elementos y objetos que se retoman en la construccion de la propuesta desarrollada
en este trabajo.

Con respecto al marco tecnoldgico, se hallaron diversas fuentes con informacién valiosa. Una
de ellas es la de Gonzélez y Maestre (2012), titulada ““;Pantografo o Cabri? Artefactos para la
conceptualizacion”, donde proponen una secuencia de cuatro actividades con el fin de construir y
formalizar el concepto de semejanza, a partir de procesos de visualizacion, conceptualizacion e

instrumentalizacion haciendo uso de software Cabri Geometry 1I® y del pantdgrafo. La

! Definicion de interestancia entre puntos para la métrica del taxista: el punto B esté entre A y C si se cumple la
siguiente condicion: d(4, B) + d(B,C) = d(4,C). (Cardenas y Parra, 2013)

2 Definicién de angulo: Es la figura geométrica formada por dos rayos que no son colineales y tiene el mismo
origen. (Cardenas y Parra, 2013)

Definicién de tridngulo: Dados tres puntos no colineales, es la union de los tres segmentos que conectan los puntos.
(Céardenas y Parra, 2013)



implementacion de las mismas permitié a las autoras reconocer la pertinencia del uso de estas
herramientas para la construccion del concepto matematico antes mencionado, ya que de una u
otra manera estos aportan a la construccion de los mismos. Este trabajo reforzo el supuesto de las
autoras para desarrollar una secuencia de actividades en un entorno de geometria dindmica que
sea medio para que, a partir de procesos de visualizacion y exploracion, se logren conceptualizar

los objetos matematicos.

Por su parte Garcia y Rojas (2012), en su trabajo denominado “Relacion entre la solucion de
problemas de optimizacion y la variacion en la pendiente de la recta tangente a una funcion a
partir de la visualizacion en geometria dindmica”, centran su atencion en el proceso especifico de
visualizacion por medio del uso de software, para esto proponen dos problemas, los cuales se
modelan en el software GeoGebra®. Estas modelaciones contienen informacion sobre el
problema y los elementos que se desea que los estudiantes observen para que, a partir de la
percepcidn de su variacion, los estudiantes lleguen a visualizar las relaciones existentes con el fin
de generalizar comportamientos y situaciones. De manera simultanea con el disefio de
actividades en GeoGebra® se generen aplicativos en Google Docs (uno por cada actividad) con
el fin de guiar a los estudiantes en el entorno de GeoGebra® y cuestionarlos acerca de los objetos
observados y la situacion problema. Dada la implementacion de la actividad les fue posible
reconocer la pertinencia del proceso para afianzar la visualizacion que a su vez permitiera
establecer relaciones entre los diferentes elementos de un determinado problema o situacion.
Dentro de las conclusiones, las autoras mencionan que es necesario el acompafiamiento
permanente del docente para apoyar el proceso de visualizacion, ya que lo relevante no es la
solucién del problema en si, sino que mas bien el proceso en la solucion es el pretexto para se
logren establecer una serie de estrategias generales (heuristicas) y que se fortalezcan sus
habilidades para los procesos de generalizacion. De acuerdo con esto se considerd la importancia
del proceso de visualizacion para el desarrollo de las actividades que se propondran en el

presente trabajo.

Otro referente relevante en el desarrollo del presente trabajo fue “Un Estudio Descriptivo
sobre las Estrategias de Solucién que emplean Algunos Estudiantes de Grado Décimo, Usando
GeoGebra: Caso Area Bajo la Curva.” de Angel y Mayor (2012), quienes propusieron una serie

de problemas en los cuales intervenia el concepto de area bajo la curva, para la solucion de estos



se hacia uso del software de GeoGebra®. Luego de la implementacion de las de actividades
propuestas, se obtuvieron lo que los autores denominan “buenos resultados”, ya que se logré que
los estudiantes tuvieran una mayor comprension del concepto en mencion, haciendo uso del
software con el fin de no s6lo encontrar solucion a los problemas propuestos, sino para
conjeturar, verificar y aproximar el proceso de resolucién. Los autores resaltan que en el entorno
de Geometria Dindmica se desarrolla el interés y la creatividad del estudiante. Con base en esto
se vio a la necesidad de hacer uso de un software como GeoGebra®, a la hora de proponer las
distintas actividades que se planeaban realizar como propuesta del presente trabajo.

En cuando al marco didéactico se emplea como documento orientador: “Los procesos de
construccion, visualizacion y razonamiento en el desarrollo del pensamiento geométrico: un
experimento de ensefianza” de Bahamon y Bonelo (2015). En su trabajo los autores, buscan
caracterizar las actividades que promueven en los estudiantes procesos de conceptualizacion,
visualizacién y razonamiento, para lo cual, propusieron una serie de actividades las cuales tenian
como fin promover los procesos mencionados anteriormente. La implementacion de las
actividades propuestas no solo les permitié a los autores corroborar la pertinencia de las mismas
para fortalecer los procesos de conceptualizacion, ya que estas requerian de algunas formas de
razonamiento que aportan resultados significativos en el proceso de aprendizaje; si no que
también les permiti6 reconocer la importancia del uso del lenguaje en los procesos de ensefianza
y aprendizaje, puesto que el hecho de preguntar con algin tipo de intencién exige que los
estudiante puedan expresar lo ven por medio de enunciados, ejemplos o situaciones. Sin
embargo, esto resulta ser una dificultad para los estudiantes, ya que les cuesta trabajo expresar
todo lo que visualizan en un lenguaje adecuado y con algun grado de rigor matematico que esté
mas alla de la informalidad o del lenguaje corriente.

Teniendo en cuenta los resultados obtenidos, luego de la implementacién de las actividades, y
para superar la dificultad mencionada en el parrafo anterior, se propuso desarrollar una serie de
actividades que fortalecieran los procesos de conceptualizacion, visualizacion y razonamiento,
los cuales estaban enmarcados por el enfoque de Duval (citado en Marmolejo y Vega, 2012) en
su obra “Semiosis y pensamiento humano. Registros semidticos y aprendizajes intelectuales”,
que se convirtio en la base necesaria para el proceso de ensefianza de las funciones

trigonométricas en la métrica del taxista.
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2. Marco Matematico

En este apartado se hace una breve presentacion de las generalidades de la métrica del taxista,
la definicion de distancia y las propiedades de ésta. Se describird la definicion de circunferencia
unitaria y su perimetro para luego definir medida de angulo.

Una vez definida la medida de un angulo en esta métrica, se abordaran las funciones
trigonométricas para cualquier &ngulo a través de la circunferencia unitaria, para posteriormente
analizar las representaciones gréficas y algebraicas de las mismas. Finalmente, haciendo uso de
las definiciones basicas de derivada e integral y las construcciones realizadas de las funciones
trigonométricas, se planteara de forma algebraica y grafica las derivadas e integrales de las
funciones trigonométricas en esta métrica.

2.1 Generalidades de la métrica del taxista

A continuacién, se hablara de algunos aspectos generales en relacion con la métrica del
taxista, también conocida como métrica de Manhattan, se presentard una breve referencia
historica de esta métrica, junto con algunas definiciones y propiedades necesarias para el

desarrollo del presente documento.

2.1.1 Historia de la métrica del taxista.

La geometria del taxista, fue considerada por primera vez por Hermann Minkowski en el siglo
XIX, al cambiar la distancia euclidiana entre dos puntos en el plano por la distancia en una nueva
métrica que posteriormente recibiria el nombre de la métrica del taxista 0 métrica Manhattan
(también denominada en la literatura como “Taxicab Metric”). Fue precisamente en 1952 cuando
Menger, propuso el nombre de “métrica del taxista”, en alusion a la manera como un automévil
recorre las calles y avenidas de una ciudad, considerada esta como distribuida perfectamente en
calles y carreras, como ocurria en ciertos sectores de la ciudad de Manhattan.

A finales de la década de los 70°s y comienzos de los 80°s, se retomaron las investigaciones
de esta métrica, particularmente en el libro de Krause de 1975 y en algunos articulos de “The Pi
Mu Epsilon” Journal. Asi, la métrica del taxista se volvié un tema de estudio recurrente en los
programas de matematicas e incluso de formacidn de profesores de matematicas. Sin embargo, el
verdadero desarrollo de la Geometria del Taxista en los contextos de la educacion matematica y
la importancia que tenia el estudio para la comprension conceptual de la métrica se dio en el afio

1997, gracias a los trabajos Riustem Kaya en Turquia, lo cuales obtuvieron divulgacion desde
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dicho afio y hasta 2010, y por lo que es considerado, hoy dia, el autor méas prolifico en este
campo (Bonilla, Parraguez y Solanilla, 2014).

2.1.2 Definicion de distancia entre dos puntos en la métrica del taxista.

Se define la distancia entre los puntos A = (x;,y;) E RXR Y B = (x,,y,) € R X Rcomo
dr(A,B) = |x; — x2| + |y1 — y2| (Cérdenas y Parra, 2013).

A partir de ahora, cuando se hable de distancia entre dos puntos en la métrica del taxista la

denotaremos d(4, B) donde 4, B son puntos que pertenecen a R2.

2.1.3 Propiedades de la distancia entre dos puntos en la métrica del taxista.

En esta métrica se satisfacen las propiedades de la definicion de espacio métrico, a saber:

> dp(4,4) =0 VA€ R?

» dr(A,B)>0 SiA+B

» dr(A,B) =dy(B,A)

» dr(A,C) <d;(A B)+d:(B,C)

Estas propiedades seran utilizadas de forma directa e indirecta en el desarrollo de las ideas

presentadas en el presente documento.

2.1.4 Definicién de circunferencia en la métrica del taxista.

Tomando la definicion general de circunferencia como el conjunto de puntos de un plano que
se encuentra a la misma distancia de un punto fijo llamado centro, la cual es independiente de la
métrica, se puede realizar la representacion grafica del objeto caracterizado en la definicion, en la
Figura 1 se puede observar la representacion grafica, en un plano en la métrica del taxista, de la

circunferencia con radio 1, con centro en el origen, o también Ilamada circunferencia unitaria.

Figura 1. Circunferencia unitaria. Elaboracion propia.
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2.1.5 Perimetro de la circunferencia unitaria en la métrica del taxista.
El perimetro de la circunferencia unitaria en esta métrica es 8, ya que se considera el
perimetro de una figura como la suma de la medida de los lados. De acuerdo con esto se hallara

la medida de uno de los lados de la circunferencia unitaria.

Figura 2. Representacion del perimetro de la circunferencia unitaria en la métrica del taxista.
Elaboracidn propia usando software Geogebra®.

Para hallar dicha medida, se hara uso de la definicion de distancia en la métrica del taxista. En
primer lugar se toma un par de coordenadas (las de los puntos A y B), para este caso se trabaja
con las coordenadas del lado sefialado (lado de color azul) de la Figura 2, en tanto se tiene como
coordenadas A(1,0) y B(0,1), aplicando la definicién.

dr(4,B) = |x; — x3| + |y1 — y2l
dr(A,B) =11—0] +|0—1]
dr(4,B) = 1]+ |-1]
dr(A4,B) =2
Y como los lados son congruentes se tiene,
Pr = 4(2)
Pr=8

Asi la representacion de m en esta métrica, m Serd 4 ya que para la circunferencia deberia

cumplirse que Pr = 2mpr y al ser la circunferencia unitaria se tendria que 8 = 2w, de donde se

tiene que ; = 4.
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2.2 Definicion de unidad de medida de angulo

Dado que la definicion de angulo usual®, en esta métrica no esta definida de acuerdo a lo
mencionado en Cardenas y Parra (2013); pero se considerara la definicién de medida de angulo,
la cual tiene como unidad de medida t-radian de Thompson y Dray (2012) que afirman: “Un t-
radian es un angulo cuyo Vértice es el centro de una circunferencia unitaria e intercepta un arco
de unidad de longitud 17, estos definidos en la métrica del taxista. Con el fin para hacerla
analoga a la definicion del radian en la métrica usual, esto es un angulo que subtiende un arco de
la misma medida que el radio. Por lo tanto, se puede afirmar que un t-radianes es la longitud del
arco de circunferencia subtendida por el &ngulo cuando el arco de circunferencia es igual a uno,

como muestra en la Figura 3:

Figura 3. Circunferencia unitaria donde se ilustra un rad. Elaboracién propia usando software
Geogebra®

Se toma la definicion de Thompson y Dray (2012) de t-radian, pero se realiza una adaptacion
sobre la notacion por cuestiones de claridad, asi se toma la definicion y se denotara como rady.

De este modo una circunferencia en la métrica del taxista subtiende 8 rad; *.

2.3 Definicidn de las razones trigonométricas en la métrica del taxista

Siguiendo el documento de Thompson y Dray (2012) y Stewart, Redlin y Watson (2007), se
deducen las siguientes razones trigonométricas en la métrica del taxista.

2.3.1 Seno en la métrica del taxista.

El seno es el valor que cae sobre la recta real del eje de las ordenadas al determinar el punto
de interseccion entre la circunferencia unitaria y el angulo, como se observa en la Figura 4, para

evitar confusiones se llamara Seno; y se denotara por Sen; 6.

® Definicion de angulo: Es la figura geométrica formada por dos rayos que no son colineales y tiene el mismo
origen. (Céardenas y Parra, 2013)
* Se realiza el cambio de notacion para evitar que se lea a t como una variable o un parametro.
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Figura 4. Circunferencia unitaria donde se ilustra el punto de interseccion entre la circunferencia
unitaria y el angulo y valor que cae de esta interseccion en el eje de las ordenadas. Elaboracion propia
usando software Geogebra®.

Para determinar Sen;6; se trabajara por los cuadrantes que determina el plano cartesiano.
Como se vio en el apartado donde se definié medida angulo:
e Enel cuadrante I, el &ngulo 6, variade 0 a 2 radr.

Para este primer cuadrante se escogen dos puntos que determinan a Sen; 0y, si (6, Senr67),

entonces se tiene a (0,0) y (2,1), acorde a lo ya trabajado, se puede decir que m = %y b =0,

por tanto Sen;0; = %GT enelintervalo 0 < 6; < 2.

e Enel cuadrante Il, el angulo 6, variade 2 a 4 rad.

En el segundo cuadrante se escogen los puntos (2,1) y (4,0), se sigue que (8, Sen;67), por
tantom = —%y b = 2, asi se determina Sen;6; = 2 — éeT en el intervalo2 < 6, < 4.

e Enel cuadrante Ill, el angulo 6, variade 4 a 6 radr.

Para este cuadrante se escogen dos puntos acordes a (8, Sen;01) segun lo trabajado, por
tanto se toman los puntos (4,0) y (6,—1), de donde se obtiene que m = —% y b =2, por
tanto Sen,6; = 2 — %HT enelintervalo 4 < 6, < 6.

e En el cuadrante VI, el &ngulo 6, variade 6 a 8 rady.
En el cuarto cuadrante se escogen dos puntos (6, —1) y (8,0), donde se obtiene que m = % y
b = —4, por tanto Sen;0; = §6T — 4 enelintervalo 6 < 6; < 8.

Asi, se pude definir Sen 6 de la siguiente manera:
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(1
s0r  0<6p<2
1
Sen7~97~=< Z—EHT 2SOT<6
1

Para los extremos de cada intervalo se colocara a conveniencia ya que no se altera los

resultados, siempre y cuando se garantice la continuidad de la misma en el intervalo 0 < 6, < 8.

2.3.2 Gréfica de la funcién Senor.

Figura 5. Gréfica en el plano cartesiano de la funcién Seno;.Elaboracion propia usando software
Geogebra®

De la Figura 5, se infiere las siguientes caracteristicas respecto a la funcién Senor:
e Dominio: R

e Rango: [-1,1] € R.

e Periodo: 8 rady.

e Intersecaconelejexenx =4nconn € Zyaleje yenO.

e Creciente: (—2+8n,2 +8n)conn € Z

e Decrece: (2+4+8n,6+8n)conn €Z

e Puntos maximos: ((8n + 2),1) conn € Z

e Puntos minimos: ((8n — 10),—1) conn € Z.

e Es una funcion impar.

2.3.3 Coseno en la métrica del taxista.

El coseno es el valor que cae en el eje de las abscisas al determinar el punto de interseccion

entre la circunferencia unitaria y el angulo, como se observa en la Figura 6.
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Figura 6. Circunferencia unitaria donde se ilustra el punto de interseccidn entre la circunferencia

unitaria y el &ngulo, y el valor de dicha interseccion que cae en el eje de las abscisas. Elaboracion
propia usando software Geogebra®.

Por medio de esta se analizara el comportamiento en la métrica del taxista, para no
confundirla con el Coseno usual, en esta métrica se llamard Coseno;, y se simbolizara
Cosy; mas especificamente Cos;6;.

Haciendo la relacion para los correspondientes cuadrantes y analogo a Senor, se define

como Cosy81 de la siguiente manera:

1
1-56r 0< 6, <4
COSTHT = 1

Para los extremos de cada intervalo se colocara a conveniencia ya que no se altera los
resultados con las mismas consideraciones mencionadas para la funcion Sen;6; y que de aqui

en adelante no se mencionard mas.

2.3.4 Gréfica de la funcién Cosenoy.

, J(0r) = Cosp(0r)

Figura 7. Gréfica en el plano cartesiano de la funcién Cosenor. Elaboracién propia usando software
Geogebra®.
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De la Figura 7, se pueden deducir las siguientes caracteristicas en cuanto a la funcion
Cosenor:

e Dominio: R

e Rango: [-1,1] € R.

e Periodo: 8 rad;

e Intersecaconelejexenx =2(2n—1)conn e Zyalejeyenl.

e Creciente: (—4 + 8n,8n)conn € Z

e Decrece: (8n,4 + 8n)conn € Z

e Puntos maximos: (8n,1) conn € Z

e Puntos minimos: ((8n — 4),—1) conn € Z.

e Esuna funcion par.

2.3.5 Tangente en la métrica del taxista.

. Ly Sen@ . P . .
La tangente se define en la métrica usual como Tan6 = CZ: 5 siendo asi, se considerara la
o . . Seny6 : - :
definicion anéloga y se notara como Tan;0; = C?:T gT , para trabajar en la métrica del taxista.
TYT

Para determinar los valores de Tangente; Se analiza por intervalos para los diferentes
cuadrantes.

i)Si0<6; <2, elvalorde Tan;0;:

1

_9 A 9
Tan;0; = 21—  queequivalea Tan;6; = —L
1-26r 2-0r
i) Enelintervalo 2 < 6; < 4
1
2-19 o 4-6
Tan; 0, = —2— Simplificable a Tan;8; = —~
1—59’[' 2-0r
lii) Cuando 4 < 67 < 6
1
2—=0r . 4-0
Tan;0p = —2 reduciblea  Tangf; = —=
TOr _3+%9T 91 = T i,
iv) Si 6 < 67 < 8,
1
—4+50 . -8+0
Tan;0; = —2— equivalente a TanpO; = ——T

_3+59T —6+0T



18

Por tanto, se define Tangente como:

( Or

0<6, <2
2_9'1" - T
4 —0r

2< 0, <4
2— 0,

TanT9T=<

40 4<0, <6
—6 + O =0T
—8+ 06y 6<0,<8
\—6 + 0, T=

La determinacion final de los intervalos, en relacién con el comportamiento en los extremos
de los mismos se hace dependiendo de si la funcion queda o no definida en dicho valor extremo.
2.3.6 Gréfica de la funcién Tangenter.

8_

fltr) = Tany(fr)

e

—

-G

Figura 8. Grafica en el plano cartesiano de la funcion Tangenter.Elaboracion propia usando
software Geogebra®.
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De la Figura 8, se pueden inferir las siguientes caracteristicas con respecto a la funcion
Tangenter:

e Dominio: R excepto {4n — 2} conn € Z.

e Rango: R

e Periodo: 4 rady.

e Intersecaconelejexenx =4nconn € Zy al eje y en el origen.

e Escreciente.

e Esuna funcién impar.

2.3.7 Cotangente en la métrica del taxista.

. - Cosf S .
La cotangente se define en la métrica usual como Ctgf = 5;‘:9 , en la métrica del taxista se
: - N . : Cost0
considerara dicha definicion de forma anéloga, es decir Ctgr6 = S:ZTGT
TYT

Para determinar los valores de Cotangente; se analiza por intervalos para los diferentes
cuadrantes.

i)Si0<0r<2,elvalorde Ctgrbr:
17%9T H 2—-0r
Ctgrbr = — que equivale a CtgrOr =
20T or

i) Enelintervalo 2 < 6; < 4

1

1--6 _
Ctgrbr = —— Simplificable a Ctgp 6y = 2=
2—01 4—07
iif) Cuando 4 < 07 < 6
3+l _ )
Ctgrfr = —2~  reduciblea  CtgpOy = 2o
Z_EBT 4—67
iv) Si6 < 0; < 8,
_ +%6T H —6+0T
Ctgrbr = —7— equivalentea Ctgr6r =

_4+56T —8+0T1
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Por tanto, se define Cotangenter como:

2-0
(2 0<06; <2
Or
2_9'1"
2<0, <4
ctgo, ={ ¥ 0r
R 4<6,<6
4—0; r=
6+ 0y 6<0,<8
\—8 + 07 =0T

La determinacion final de los intervalos, en relacién con el comportamiento en los extremos

de los mismos se hace dependiendo de si la funcion queda o no definida en dicho valor extremo.

2.3.8 Gréfica de la funcién Cotangenter.

f(0r) = Ctgr(0r)

-4

Figura 9. Grafica en el plano cartesiano de la funcion Cotagente;.Elaboracién propia usando software

Geogebra®.
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De la Figura 9, se pueden deducir las siguientes caracteristicas con respecto a la funcion
Cotangenter:

e Dominio: R excepto {4n} conn € Z.

e Rango: R

e Periodo: 4 rad,

e Intersecaconelejexenx =2+ 4nconn € Zy no interseca al eje y.

e Esdecreciente.

e Esuna funcién impar.
2.3.9 Secante en la métrica del taxista.

. sy . 1 sy .
La secante se define en la métrica usual como SecO = g N la métrica del taxista se

. , ey P . 1
consideraré la definicién de manera analoga, es decir Sec;6; = o

TYT

Para determinar los valores de Secante; se analiza por intervalos para los diferentes
cuadrantes.

i) Si 0 < 64 < 4, el valor de Sec6y:

2
2-0r

1 .
SecrOp = —=— que equivale a Sec;0; =
2

i) Cuando 4 < 6 < 8

1 . 2
Secr0y = —— reduciblea  Sec;0; = ——
_3+56T —6+07

Por tanto, se define Secante; como:

0<6,<4V O #2
2 —'BT
SeCTHT =
—— 4<60; <8V Or#6
"6'+ HT T T
La determinacion final de los intervalos, en relacién con el comportamiento en los extremos

de los mismos se hace dependiendo de si la funcion queda o no definida en dicho valor extremo.
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2.3.10 Gréfica de la funcion Secantey.

5
4
2
2]
" f(0r) = Secr(fr)
1 0 1 2 3 A z z T T
1]
2]
]
4]

Figura 10. Gréfica en el plano cartesiano de la funcion secante;.Elaboracion propia usando software
Geogebra®.

De la Figura 10, se pueden deducir las siguientes caracteristicas en cuanto a la funcion
Secanter:

e Dominio: R excepto {2 + 4n} conn € Z.

e Rango: R.

e Periodo: 8 rady.

e Nointerseca al eje x y al eje y lo interseca en 1.

e Creciente: (8n,8n + 4)conn € Z.

e Decrece: (8n + 4,8 + 8n)conn € Z.

e Esuna funcion par.
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2.3.11 Cosecante en la métrica del taxista.

. syn 1 L4 -
La cosecante se define en la métrica usual como Cscf = sorp s €N la métrica del taxista, se

1

considerara definicion de forma anéloga, es decir Csc;0; = o
TY9T

Para determinar los valores de Cosecante; se analiza por intervalos para los diferentes
cuadrantes.

i)Si0 < 67 < 2,elvalorde Cscr6y:

1 ) 5
Cscrbr = v equivalea Cscrbr = o
2

ii)Enelintervalo 2 < 8; <6

Cscrbr = — Simplificable a Cscr 6y = —— 67 # 4
2—01 4—07
iv)Si6<6r <8,
1 . 2
CscrOr = “iion equivalente a Cscr0; = v

VT

Por tanto, se define Cosecante; como:

( 2
Or
CSCTHT:< 2<9TS6VOT¢4
4— 0,
2 6<8;<8
\ —8+06, T

La determinacion final de los intervalos, en relacién con el comportamiento en los extremos

de los mismos se hace dependiendo de si la funcion queda o no definida en dicho valor extremo.
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2.3.12 Gréfica de la funcion Cosecantey.

N f(0r) = Cscr(07)

Figura 11. Gréfica en el plano cartesiano de la funcion Cosecantey.Elaboracion propia usando
software Geogebra®.

De la Figura 11, se pueden inferir las siguientes caracteristicas con respecto a la funcion

Cosecanter:

Dominio: R excepto {4n} conn € Z.
Rango: R el intervalo abierto (—1,1).
Periodo: 8rad.

No interseca al eje x ni al eje y.
Creciente: (8n+2,8n+ 6)conn € Z .
Decrece: (8n — 2,2 + 8n)conn € Z.

Es una funcion impar.
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El anterior andlisis, permite deducir algunas relaciones basicas como:
Senr(=0r) = —=Senr(6r)
Cosp(=6r) = Cosr(6r)
Seny (67 — 4) = —Sen;(07)
Cosp (0 —4) = —Cosy(67)
Seny (67 + 8k) = Senr(07),k € Z
Cosy (07 + 8k) = Cosr(07),k EZ
2.4 Derivada desde la definicion
La derivada de una funcién f en cualquier nimero x, se indica mediante f'(x),

vy o JOx+h)—f(x)
f'(x) = lim Ih

Si el limite existe (Stewart, 2008).
Por otro lado, se tiene que:
lim,_, f(x) =Lsiysolosilimy_,- f(x) =L ylim,_,+ f(x) =L

Una funcién f es derivable en x = a si f'(a) existe. Es derivable sobre un intervalo abierto
(a,b)[o (a,)o (—,a)o (—o, )] si es derivable en todo ndmero del intervalo (Stewart,
2008).

2.5 Construccion de las derivadas de las funciones trigonométricas

A partir de la definicion de derivada mencionada anteriormente, se construiran las derivadas

de las funciones trigonométricas en la métrica del taxista.

2.5.1 Derivada de la funcion Senoy.
Para construir la derivada de la funcion Senor, se trabajara por intervalos, asi:

Si 0 < 08f < 2, entonces Seny 0 = %0T, se elige un h, lo suficientemente pequefio de modo

que
, . g(@r +h) —g(6r)
9 (HT)—}Il_I;f(l) A
1 1
oy 2O = (36r)
g'( T)—hl_r>r(1) A
1
(07 = lim 2 fim & = ]
g'( T)_hl—r%T “ 22

Por consiguiente g(6) es derivable en cualquier punto del intervalo 0 < 6, < 2
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Anélogamente, para 2 < 6y < 6 se tiene que Seny 6 = 2 — %BT, por tanto, se elige un h lo

suficientemente pequefio de tal manera que
1 1
2-5(0r +h) - (2-36r)

g(HT)=}llgr(1) n
1
(O) = lim 2 — pim — 2 = ]
g\r) === =M= 73

Por tanto, g(6) es derivable en cualquier punto del intervalo 2 < 6; < 6. Y finalmente con

6 < O; <8 se tiene que Seny Oy = —4+%0T, por tanto, se elige un h lo suficientemente

pequefio de tal manera que

, _ —4+%(6T+h)—(—4+%0T)
g(eT):}ll_r)% A
1
(07) = lim 20 = fim S = L
GV = TRz T2

Por tanto, g(6) es derivable en cualquier punto del intervalo 6 < 6 < 8.
Para 6 = 2y 6; = 6, para esto se calculara los limites por derecha e izquierda:

1 1
oy 2@ =(203) 1 g
9@ = lim R =i =3
, 2-g@+m-(2-+2+5) 1 1
9@ = 1. h STz
o1 2—%(6+h)—(2—6*%) 11
g()—hggl_ h TR 2772
1 1
, 456+ - (—4+5%6) 1 1
9©= . h 272

Puesto que los limites por derecha y por izquierda son diferentes, g'(2) y g’ (6) no existe. Por

tanto, g es derivable entodo 0 < 6, < 8 exceptoen O =2y 6 = 6.
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Por tanto g'(6) estd dado por

0<60;<2 V6<6;,<8
g,(eT) = 1

= 2<6; <6

A continuacion, se presentara la grafica de la derivada de Seno;.

g(ﬁ_{) = Sﬁﬂq'(ﬁ:{') f}(igir) = (}r‘(ej)

Figura 12. Gréfica de la funcion derivada de Senor.Elaboracién propia usando software Geogebra®.

En la Figura 12, se muestra la gréafica de la funcion g(6;) = Sen;(61) y su correspondiente
la funcién derivada g’ (67).

De esta figura (Figura 12) se deduce que g'(67) es una funcion a trozos y discontinua.

2.5.2 Derivada de la funcion Cosenoy.

Anéalogamente se construird la derivada de la funcién Cosenor.

Si0 < 6y < 4,entonces Cosy Oy =1 — %9T. Se elige h lo suficientemente pequefio de modo
que

f(6r +h) = f(6r)
h

f'(0r) = }ll_f)%

1 1
1-5(0r+h)—(1-56r)

f'(6r) = }ll_r)l(l)

h

1
(67 = tim 2~ jim — 2= ]
fi6r) =jm—= =lm-2="3

Por consiguiente fes derivable en cualquier punto del intervalo 0 < 6, < 4

Analogamente, para 4 < 8; < 8 se tiene que Cosr O = —3+%0T. Se elige un h, lo

suficientemente pequefio de tal manera que
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—3+%(6T+h)—(—3+%9T)
f'(0r) = }lir% A

1
Or) = lim 20 = im 2 = 1
f'(Or il TER2T 2

Por tanto, fes derivable en cualquier punto del intervalo 4 < 6; < 8

Para 6 = 4, se calculan los limites por derecha e izquierda:

o LG -(1-4eg) 11
F =y h T2
, . —3+%(4+h)—(—3+4*%) 11
[ = lim, h =Rz =2

Puesto que los limites son diferentes, f'(4) no existe. Por tanto fes derivable en todo
0 < 6y < 8exceptoen 6 = 4.
Por tanto f'(6) esta dado por

1
f’(HT):

5 4<0,<8

Se presenta a continuacion la gréfica de la derivada de la funcién Cosenor.

f(0r) = Cosr(0r) h(0r) = f'(6r) /

jsz’

Figura 13. Gréfica de la funcion derivada de Cosenoq.Elaboracion propia usando software
Geogebra®.

En la Figura 13, se muestra la gréfica de la funcién f(6;) = Cos;(67) y su correspondiente

funcion derivada f'(67), cuya funcion es a trozos.

2.5.3 Derivada de la funcion Tangenter.
Es este apartado se trabajara en la construccion de la derivada de la funcion Tangenter, que

se denotara y(6;) = Tany 61
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ot
2-671

Si0 < 6; < 2,entonces Tany 87 = Se elige un h, lo suficientemente pequefio de modo

que
y(6r +h) —y(6r)

y'(6r) = lim

h
6r+h \_( 6;
o g TR~ %)

(6r +h) (2—07) — (2~ 6r — )0
( (2—-6r —h)(2—6r) )

y'(6r) = lim

h
, _ 2h
Y 0 = i s e — =)
' . 2
Y (0 =i e e =6,
2
y'(6r) = —(2 —0,)?

4

Si 2 < 6y < 4, entonces Tany 0y = Z_ZT. Se toma un h, lo suficientemente pequefio de tal
—-vT

manera que

==p) - =¢%)

y'(6r) = }ll_I;%

h
'(6r) = I ”
YT = 2 =02 — 67 — h)
(67 = 2
YT @ =)@ -6, -0)
y'(0r) = =07
Si 4 <0 <6, entonces Tany O = 46_+69T . Se toma un h, lo suficientemente pequefio de tal
- T
manera que
(4—9T—h)_(4—9T)
Y =3 h
2

! — l
y'(6r) = lim (=6 + 61)(=6 + 67 + h)
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2
YO = e 0 =6+ 6y 7 0)
2
y'(0r) = 610,

-840 : - ~
6+9T. Se elige un h, lo suficientemente pequefio de tal
T

Si 6 < 0 < 8, entonces Tany 67 =

manera que

(o - (E)

y'(0r) = }ll_r}(l)

h
’ =1 2
Y 6 = e e 06 + 0, ¥ 1)
2
y'(0r) = (=6 + 67)(—6 + 67 + 0)
2
y'(6r) = 650,z

Para 6 = 2, se calculan los limites por derecha e izquierda:

2+h 2
(2—2—h)_(2—2)
h
Para 6 = 4, se calculan los limites por derecha e izquierda:

== -G

y'(2) = lim = indefinido

(=)

: : — 1
y'@) = lim n ST T2
4—4—h 4—4 ~h
') = lim (—6+4+h)_(—6+4): lim (—2+h):1
Y h—0* h h-0* h

Para 6 = 6, se calculan los limites por derecha e izquierda:

4—-6—nh 4—-6
(—6+6+h)‘Lﬁ+6)
h
Puesto que los limites de y'(4) son iguales entonces y(4) es derivable. Luego y'(2) y y'(6)

y'(6) = hlirg_ = indefinida
son indefinidos por tanto y es derivable en todo 0 < 6; < 8 exceptoen 6; =2y 6; = 6.

Por tanto, la funcién derivada de Tan; es:

2

(2 —0.)2
y’(QT) = (2 ZHT)

(=6 + 07)?

0<0;, <4V Oy %2

4<0,<8V 0, %6
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A continuacion se presentara la correspondiente gréafica.

y(0r) = Tanr(0r)
h(0r) = ' (07)

Figura 14. Gréfica de la funcidn derivada de Tangenter. Elaboracién propia usando software
Geogebra®.

En la Figura 14, se muestra la gréafica de la funcion y(6;) = Tan;(67) y su correspondiente
funcion derivada y'(67).

2.5.4 Derivada de la funcion Cotangenter.

La construccion de la derivada de la funcion Cotangenter es analoga a la construccion de la
funcion derivada de Tan, en este caso se denotard w(6y) = Ctgy Or.

Por tanto, la funcion derivada de Ctgy es:

= 0<6, <2
(67)? =
-2
w(eT)=<(4_9T)2 2<0r<6V 0 +4
-2
_— 6<6:<8
L (—8 + 67)? =0T
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A continuacion, se presenta la funcion derivada de la funcion Cotangenter

1 W(HT) = Ctgr(67)
= u'( H,r

Figura 15. Gréfica de la funcidn derivada de Cotagente.Elaboracion propia usando software
Geogebra®.

En la Figura 15, se muestra la gréfica de la funcion w(6;) = Ctg+(6r) y su correspondiente
a la funcioén derivada w'(67).

2.5.,5 Derivada de la funcion Secanter.

Anélogamente a las dos ultimas construcciones, se determinara la derivada de la funcién
Secanter, donde v(0;) = Secy(67).

Por tanto v’ (6;) esta dado por

_z
17,(97) — J (Z:ZQT)Z
\(=6 + 6,)2

0<6;<4

4<6;<8



A continuacion, se presentara la gr

afica correspondiente:

4
3

2

v(0r1) = Secr(6r)

11 h(8r) = v'(07)

0 1 2 3 4 5 6 7 8
-

o

a

4

Figura 16. Gréfica de la funcion derivada de Secante,.Elaboracién propia usando software

En la Figura 16, se muestra la

funcién derivada v'(67).

Geogebra®.

grafica de la funcion v(6;) = Sec(81) y su correspondiente

2.5.6 Derivada de la funcion Cosecantey.

Se abordard la construccién

de la derivada de la funcion Cosecante;, analoga a la

construccion de la funcién derivada de Tany, donde s j(6+) = Cscy, por ende j'(6) esta dado

por:

j,(HT) =4

2
o 0<0r<2
T
m 2<9T<6V 9T¢4
T
—2

\(C8+g,)2 0<0r=<8
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A continuacion, se presentara la gréfica de la funcion derivada de Cosecanter

‘\\1
j(07) = Cscr(0r
h(07) = j'(0r)

Figura 17. Gréfica de la funcion derivada de Cosecante;.Elaboracién propia usando software
Geogebra®.

En la Figura 17, se muestra la gréafica de la funcion j(6;) = Cscy(61) y su correspondiente
derivada j'(07).

2.6 Integral desde la definicion

Para establecer la definicion de integral, lo haremos por medio del teorema fundamental del
calculo (Parte I); el cual plantea,

Si f es continua en [a, b], entonces la funcion g, definida por

g@) = [ f(dt a<x<b
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Es continuaen [a, b] y derivableen (a,b),y g'(x) = f(x) (Stewart, 2008) se denomina la
integral de f.

2.7 Construccion de las integrales de las funciones trigonométricas

A partir de las definiciones presentadas anteriormente, se construiran las integrales de las

funciones trigonométricas en la métrica del taxista.

2.7.1 Integral de la funcion Senor.
A continuacion, se trabaja en la construccion de la integral de la funcién Senoy, de acuerdo a

lo mencionado anteriormente.
Se empezara con el primer intervalo 0 < 6, < 2 para el cual esta definida la funcion Senor,

entonces se tiene que

X

1
G(X) =f _HT dQT
0 2

Donde 0 <x <2

fxle do, = 29 2|
0 2 T T a7 o
1 1
— 2 _ 2
=2 @ =2 (0)
1
= sz
Enseguida se trabaja para el intervalode 2 < 6; < 6
* 1
G(x):f 2__6T dgT
2 2

Donde,2<x <6

x 1,
J 2__9Td9T = 20'1‘__97'
2 2

il

2
= (200 -37) - (2@ - @?)
= <2x — %xz) -(4-1
=2x — 1x2 -3

4
Finalmente se evalua la integral para el intervalo de 6 < 6, < 8.
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X

1
6 2
Donde 6 <x <8

x 1 1 . x
L—4+§9Td6T = —46; + 67 |6

_ (—4(x) +%(x)2> - (—4(6) +%(6)2)
= (—4x - %xz) —(-24+9)

= —4 12+15
= X 4X

Se sustituye x por 64 ya que cumplen las mismas condiciones, en tanto, la funcién integral de

la funcion Senor es:

r 1
ZHTZ 0<6;<2
1
G(07) = zeT—ZeTz—s 2<6,<6
1
| —467 — ZeTZ +15 6<60;,<8

En la Figura 18, se representa la integral de la funcion en el intervalo [0,8] rad .

f 9(67)d6r = G (67)

(r) = Senr(67)

Figura 18. Gréfica de la funcion integral de Senoy.Elaboracion propia usando software Geogebra®.
2.7.2 Integral de la funcién Cosenoy.
Enseguida se presentara la construccion de la integral de la funcién Cosenor en los intervalos

establecidos anteriormente.
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Entonces para hallar la integral de la funcién Cosy en el intervalo 0 < 8, < 4, se hace uso

del teorema fundamental del célculo (Parte I).

x 1
0 2

Donde0 <x <4

fx1 Lo a6, = o 9T|x
o R )

2 0 2
(-5)-(0-)

Analogamente se procede a realizar la integral en el intervalo de 4 < 6 < 8;

X

1
F(X):f _3+_0Td9T
4 2

Donde4 <x <8

jx—3+19d9T =—39T+9—T2|x
\ 2 x4
_ (x)? (4)°
(2002} +12)

2
- <—3x 4 %) —(-12+4)

x2

=—-3x+—+38
x+4+

Se sustituye x por 8, ya que cumplen las mismas condiciones, en tanto, la funcidn integral de

Cosenor €s:.
0,2
Or — 0<6,<4
F(6r) = 9.2
30, +——+8 4<6;<8
\ o7
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Al realizar la representacion gréafica se tiene la Figura 19,

11 [f(ﬁ':r}dﬁ':r = F(0r)

f(0r) = Cosp(07)

Figura 19. Gréfica de la funcion integral de Cosenor.Elaboracidn propia usando software
Geogebra®.

2.7.3 Integral de la funcion Tangenter.

Para construir la integral Tangenter para el intervalo 0 < 6, < 2, consideraremos la
funcion determinada para este intervalo, pero como queremos hallar la funcién integral de

Tangente; se supondra que la integral es indefinida y gracias a las nociones de integral como

area bajo la curva, se halla la constante de integracion.;

0
YO = [ 5= dor
T

2 —
von = [ 2 (-dw

—2+

2

Y(0r) =-2In|2—-6;]—6;+¢
Se sabe que Y (0) = 0, esto se usara para determinar ¢
0=-2In|2-0|+¢
¢ = In|4|
Por tanto, la funcion integral en el intervalo 0 < 6, < 2 es
Y(6r) = —21In|2 — 61| — 61 + In|4]

Ahora construiremos la integral para el intervalo 2 < 6, < 4

4-0
Yo = |55 dor
T
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[ aw

ven = [ caw

—2—-u
du

ren = |

Y(0;) = f—%—l du

Y(0r) =—-2In|2—-6;|+6r+cC
Se sabe que Y (4) = 0, esto se usara para determinar ¢
0=-2In|2—4|+4+c
c=2In|-2| -4
Por tanto, la funcion integral en el intervalo 2 < 6; < 4 es
Y(0r) = —-2In|2 — 67| + 67 +2In|-2| — 4
Analogamente se tiene que la funcién integral para el intervalo 4 < 6, < 6 se
Y(6r) = —-2In|-6+ 60| — 607 +2In|-2| + 4
Y para el intervalo 6 < 8 < 8, se obtiene que
Y(0r) = —2In|—6+ 07| + 6 + In|4]| — 8
Luego se tiene que

—21In|2 — 67| — 67 + In|4]| 0<6;<2

—2In|2 — ;] + 67 +2In|—2| -4 2< 6y <4
—2In|—-6+6;|—6;+2In|-2|+4 4<6;<6
—21n|—6 + O] + 07 + In|4| — 8 6<60;<8

Y(6r) =

39
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En la Figura 20 se presenta la gréafica de la funcion integral de la funcion Tangenter.

1y(0r) = Tanr(6r)

3 Y (6;) = fyr;ﬁndﬁl

Figura 20. Gréfica de la funcion integral de Tangentey.Elaboracion propia usando software
Geogebra®.

2.7.4 Integral de la funcién Secantey.
De manera analoga, se determinara la funcion integral de la funcion Secanter, donde

v(6r) = Secr(67) yV(0r) = fv(er) dor
Por tanto, V(6;) esta dado por
(l | 4
n —————————
-2
V(GT) - ! ‘(HT _ 6)2
L L

0<6;,<4 VOp %2

4<6,<8
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En la Figura 21, se presenta la gréfica de la funcion integral de la funcion Secante;

* “U(BT) = SE’,CT(QT)
| V(0r) = [ v(6r)dor

Figura 21. Gréfica de la funcion integral de Secante,.Elaboracién propia usando software
Geogebra®.

Las integrales de las funciones Cotagentey; y Cosecanter Se dejan para estudios posteriores.

Se trabajé con un marco matematico desde una serie de definiciones y con el uso de la
representacion de las funciones trigonométricas en la métrica del taxista, fue posible establecer

las representaciones algebraicas y graficas de los objetos derivada e integral de las mismas.

Para finalizar este apartado se quieren destacar las construcciones de las funciones
trigonométricas, sus derivadas e integrales, junto con sus representaciones graficas y
caracteristicas en la métrica del taxista, obtenidas sin modificar las definiciones conocidas ni las

estructuras generales. Y la definicion de medida de angulo que hizo que esto fuera posible.
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3. Marco Tecnoldgico

A continuacion, se presentardn algunas caracteristicas del recurso a usar en este caso
GeoGebra®.

3.1 Software de Geometria dinamica: GeoGebra®

GeoGebra fue disefiado para fines educativos, ya que este entorno brinda herramientas que
permiten a los estudiantes experimentar con figuras permitiendo comprobar relaciones y
propiedades por medio del movimiento y /o arrastre, y mediante ésta accion realizar
exploraciones y generalidades permitiendo aproximarse a la conceptualizacion de un objeto que
haya sido representado o sobre los elementos que la constituyen. Saidon (2009) afirma:
“GeoGebra es un software interactivo de matematica que retine dindmicamente geometria,
algebra y célculo. Lo ha elaborado Markus Hohenwarter junto a un equipo internacional de
desarrolladores, para la ensefianza de matematica escolar” (p. 13). GeoGebra® también brinda
un entorno que permiten la visualizacion y se constituye en una herramienta muy util para el

desarrollo de competencias argumentativas y de conceptualizacién (Ruiz, 2013).

3.2 Ventajas y desventajas de GeoGebra®

A continuacion, se presentaran algunas ventajas y desventajas de GeoGebra® a nivel tanto
educativo como analitico.

Algunas de las ventajas de este software son:

v' Combina elementos de Geometria, Algebra, Analisis y Estadistica.

v' Es libre, gratuito y funciona en varios sistemas operativos (Windows, MacOS X, Linux o
Solaris).

v Contiene una serie de herramientas colaborativas, como espacios de ayuda, recursos,
foros y wikis que usuarios de todo el mundo renuevan y evalGan frecuentemente.

v El interfaz de este software es bastante sencillo, lo cual facilita su uso y permite obtener
tres perspectivas de cada objeto matematico (vista grafica, vista algebraica y vista de hoja
célculo).

v" Es una herramienta de gran utilidad tanto para docentes como estudiantes, puesto que
para los primeros posibilita construir materiales didacticos tanto estaticos como
dindmicos; a los estudiantes les permite visualizar conceptos matematicos y relaciones
entre ellos, realizar construcciones libres o dirigidas con el fin de resolver problemas,

explorar, elaborar conjeturas, investigar hipoOtesis o construir nuevos conocimientos;
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ademas de esto permite desarrollar en los estudiantes procesos de generalizacion, a partir
de la exploracion de representaciones particulares.

v" Permite realizar construcciones geométricas dindmicas, en las que se puede experimentar
con las figuras y se pueden comprobar las relaciones y propiedades que permanecen
invariantes cuando se someten a movimientos. La herramienta de “arrastre” de los
objetos permite realizar generalizaciones y conjeturas que pueden comprobarse mas
facilmente que con otros métodos tradicionales.

v' Esta disponible para ser descargado o manejado en linea en diferentes dispositivos como
computadores, tables y celulares.

Sin embargo, el software GeoGebra® presenta algunas desventajas como:

v Los estudiantes asumen Unicamente como base procesos de representaciones y no de
conceptualizacion.

v' Los estudiantes validan resultados de actividades matematicas solamente por lo que
presenta el software.

v Dependiendo de los conocimientos previos de estudiantes con respecto al uso del
software puede tornarse algo tedioso y de esta manera limitar su uso a las funciones

béasicas que ofrece GeoGebra®.

3.3 Visualizacion, exploracion y conceptuacion en Geogebra®
A continuacion, se profundizard con base en algunos referentes tedricos, respecto a los
procesos de visualizacidn, exploracion y conceptualizacion; involucrados en el desarrollo de este

trabajo.

3.3.1 Visualizacion.
Duval (citado por Gomez, 2014), expresa que la visualizacién es la capacidad de relacionar
distintas representaciones de un mismo objeto dandole sentido.
La visualizacién es la capacidad, el proceso y el producto de la creacion, interpretacion,
uso y reflexidn sobre figura, imagenes, diagramas, en nuestra mente, sobre el papel o con
herramientas tecnoldgicas con el propdsito de representar y comunicar informacion,

pensar y desarrollar ideas y avanzar en la comprension. (Arcavi citado en Gémez, 2014,
p. 4).
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Por otro lado, para Presmeg (citado en Gomez, 2014) la visualizacion incluye el proceso de
construir y transformar tanto el imaginario visual mental como los conocimientos establecidos
con anterioridad.

De éste modo se evidencia la importancia del proceso de visualizacion en los procesos de
ensefianza y de aprendizaje de las matematicas, puesto que varios autores coinciden en que la
visualizacion no es meramente una capacidad fisiologica, sino que mas bien es un proceso
cognoscitivo, que vincula una serie de aspectos propios del ser humano, que mejoran la
comprension de conceptos matematicos o geométricos que estén siendo estudiados; puesto que a
partir de la capacidad imaginativa y representativa, utilizando regla y compas para hacer
construcciones geométricas, es posible descubrir propiedades y conceptos, o en el mejor de los
casos, haciendo uso de un software, facilitar dichos procesos, puesto que como lo menciona
Gomez (citado en Aleman, 2009), “el uso de la computadora ha abierto posibilidades de obtener
conclusiones en los estudios matematicos, al permitir visualizar entes abstractos que antes solo el
‘superespecialistas’ podia imaginar”(p. 13). Es por esta razon que el uso de GeoGebra® resulta
ser una herramienta bastante pertinente para alcanzar los objetivos previstos con respecto a la

visualizacion de los objetos tratados en el presente trabajo.

3.3.2 Exploracion.

El proceso de exploracion pretende buscar propiedades o relaciones de objetos matematicos.
Esto puede hacerse desde una exploracién empirica, tedrica o dindmica de acuerdo a lo que
proponen Perry, Samper, Camargo y Molina (citados en Mejia, 2014); donde la exploracion
empirica, se realiza mediante construcciones, no necesariamente con geométrica dinamica,
ensayo y error y uso de herramientas de medicion.

Con respecto a la exploracion teorica, es aquella que se desarrolla con base en los
conocimientos personales, su propoésito fundamental es identificar enunciados que puedan
justificar una afirmacion, u orientar los procesos de exploracion. La exploracién dindmica,
resulta del uso de la geometria dinamica, la cual juega un papel muy importante, de acuerdo a lo
que proponen Healy y Hoyles (citado en Tejero, 2015, p. 8), ya que “la exploracion en software
de geometria dindmica podria incentivar a los estudiantes a expresar sus conclusiones utilizando
la prueba formal, pero ademas, puede que al usar el software se identifiquen propiedades y
dependencias entre los objetos para luego trabajar en las pruebas formales una vez se ha

abandonado la construccion”, es decir, la exploracion dindmica no solo permite manipular
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objetos matematicos, sino que fomenta procesos argumentativos a partir de procesos de
exploracion.

Siendo asi, resulta evidente la importancia de la exploracién dentro de los procesos de
aprendizaje de las matematicas, puesto que de esta manera es posible proporcionar a los
estudiantes una serie de experiencias, que les permitiran abstraer propiedades y relaciones de los
objetos matematicos. Por otro lado se percibe la importancia de la tecnologia en la adquisicion de
conocimientos, ya que, como lo menciona Gémez (citado en Aleman, 2009), “la tecnologia abre
espacios para que el simplemente de esto, sino mas bien, a partir de procesos de exploracion,
lograr una conceptualizacion de dichos objetos, para tratar luego de definir los conceptos o
relaciones, lo cual esta en concordancia con lo que proponen Martinez, Verdu y Gil (citados en
Mendible y Ortiz, 2010), para quienes “los conceptos y sus relaciones deben ser tratados con
técnicas que permitan a los alumnos construir significativamente otros conceptos asociados con
los elementos que se desean tratar didacticamente”, puesto que de lo contrario, como lo
menciona Vygotsky (citado en Barboza, 2013), el proceso estudiante pueda vivir nuevas
experiencias matematicas en las que él puede manipular directamente los objetos matematicos

dentro de un ambiente de exploracion” (p. 27).

3.3.3 Conceptualizar.

El proceso de conceptualizar en muchas ocasiones se ha limitado a establecer relaciones entre
las definiciones formales o nombres de un objeto con su representacion visual (Barboza, 2013);
sin embargo no se trata de ensefianza directa de conceptos es imposible y estéril.

Por otro lado, cabe mencionar que el proceso de conceptualizar no solo aporta al
establecimiento de relaciones entre conceptos; sino que favorece el desarrollo de razonamiento
por medio de las interacciones de los estudiantes, la apropiacion de lenguaje especializado, la
ampliacion de la imagen conceptual del objeto matematico a estudiar y de otros que el estudiante
ya conoce. Teniendo en cuenta que la adquisicién de un concepto se realiza gracias a las
representaciones semidticas con las que cuenta el estudiante, las cuales se van enriqueciendo
gracias a las experiencias de ensefianza que se ofrezcan en clase (Barboza, 2013).

Ademas, Barboza (2013), propone que la actividad de conceptualizar debe tener en cuenta el
concepto, objeto o relacion matematica, determinado por una definicion formal; con la imagen

conceptual o representacion del concepto, que estd formada por imégenes visuales y propiedades
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conocidas; siendo asi, se hace evidente la relacion entre visualizacion, exploracion vy

conceptualizacion.
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4. Marco Didactico
En este apartado se presentard el modelo propuesto por Duval (como se citd en Marmolejo y
Vega, 2012), puesto que se pretende hacer uso del mismo para abordar las tematicas

mencionadas anteriormente.

4.1 Propuesta didéactica

Considerando lo propuesto por Duval (como se citd en Marmolejo y Vega, 2012), la
particularidad de los objetos matematicos requiere para su aprendizaje que actividades cognitivas
como la representacion, el razonamiento, la visualizacion, la comprension de textos y la
resolucion de problemas, se usen simultanea y articuladamente varios sistemas de representacion
semidtica. Asi se propondran una serie de actividades, en las cuales jueguen un papel importante
las representaciones de tipo grafico y analitico.

Més especificamente Duval (como se citd en Marmolejo y Vega, 2012) establece que el
proceso de ensefianza y aprendizaje de la geometria, involucra tres aspectos cognitivos: la
visualizacion, que se refiere a la representacion visual de caracteristicas geométricas; la
construccion, que alude al disefio de configuraciones mediante el uso de herramientas
geométricas y computacionales y el razonamiento, cuyo objetivo recae en la extension del
conocimiento y la explicacion de la prueba, las cuales deben estar relacionadas y su sinergia
cognitiva es necesaria para el dominio de la geometria. Es por esto que, con el disefio de las
actividades mencionadas anteriormente, se busca que a partir de la visualizacion de los objetos
matematicos presentados en el software de GeoGebra®, se logre construir definiciones y
relaciones de objetos en funcion, y del mismo modo se amplié el conocimiento de los
estudiantes.

Asi en la presente propuesta se disefiaron cuatro actividades, con las cuales se pretende
favorecer los procesos visualizacion, exploracion, conceptualizacion y razonamiento. A
continuacion, se realiza una descripcion de cada una ellas y los procesos que se favorecerian con
las mismas.

4.1.1 Actividad 1 (Ver Anexo 1).

El propdsito de esta actividad es que los estudiantes reconozcan la definicion gréfica y
algebraica de la distancia en la métrica del taxista e identifiquen la unidad de medida de angulo
en esta métrica.

Esta actividad estd compuesta por 11 items, los cuales tienen como fin:
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v" En el item 1 se espera que el estudiante, luego de realizar una visualizacion de la figura
presentada, logre establecer la definicion algebraica de la distancia en la métrica del
taxista; como lo propone Duval (citado en Gomez, 2014) para quien la visualizacion es la
capacidad de relacionar diversas representaciones de un mismo objeto dandole sentido.

v Del item 2 al 5, se busca que el estudiante aplique la definicién propuesta en el item
anterior para establecer la distancia de dos puntos especificos, verifique su resultado por
medio de la representacion grafica y determine la unicidad de la medida, es decir dicha
medida no varia si se toman otros caminos, salvo que no se cumplan las condiciones
dadas en la definicion tanto que no se puede ir en direccion contraria al punto que se
quiere llegar y la simetria de dicha métrica, esto con el fin de realizar una extension del
conocimiento y de este modo favorecer procesos de razonamiento de acuerdo a lo
propuesto por Duval (citado en Marmolejo y Vega, 2012).

v En el item 6, se pretende que el estudiante considere la representacion de la
circunferencia unitaria en esta métrica, teniendo en cuando que como lo menciona
Presmeg (citado en Gomez, 2014), el proceso de visualizacion requiere transformar tanto
el imaginario visual mental como los conocimientos establecidos con anterioridad.

v Del item 7 al 9, se espera que el estudiante realice una comparacion del perimetro de la
circunferencia unitaria en la métrica usual con respecto a la métrica del taxista, en el cual
esta inmerso los procesos de visualizacion y razonamiento.

v' En el item 10 y 11, se pretende que el estudiante comprenda la unidad de medida de
angulo en esta métrica y establezca una relacion entre dicha unidad con los radianes
usados comunmente y asi conceptualizar dicho concepto y poder identificarlo en
cualquier métrica especialmente en las dos usadas (euclidiana y taxista).

4.1.2 Actividad 2 (Ver Anexo 2).

Como propésito de la actividad 2 se plantea que los estudiantes tengan un acercamiento a las
funciones trigonométricas Seno, Coseno y Tangente en la métrica del taxista, a partir de la
exploracion de los archivos de GeoGebra® en el cual encontraran un simulador y con esto logren
definirlas.

Esta actividad esta compuesta por 7 items por cada una de las funciones (Seno; y Cosenoy)

en los cuales se propone:



49

v' En el item 1, se pretende que a partir de un proceso de exploraciéon los estudiantes
evallen la funcién para algunos valores.

v Del item 2 al 6, se espera que los estudiantes establezcan relaciones entre los diferentes
elementos de los archivos que se estan explorando, puesto que como lo menciona Healy y
Hoyles (citados en Tejero, 2015), el proceso de exploracion permite identificar
propiedades y dependencias entre los objetos.

v' En el item 7, se pretende que los estudiantes a partir de lo realizado en los items
anteriores y la exploracion de los archivos logren definir las funciones trigonométricas
Senoy y Cosenor para angulos entre 0 y 8 rady, puesto que como lo menciona
Martinez, Verdu y Gil (citados en Mendible y Ortiz, 2010), los conceptos y sus relaciones
deben ser trabajados de forma tal que permitan a los estudiantes construir
significativamente otros conceptos asociados con los elementos que se desean tratar.

Para la funcién Tan, se proponen 3 items, en los cuales,

v Enel item 1y 2, al igual que para las funciones Seno; y Cosenor, se espera que los
estudiantes evalten la funciones para algunos valores por medio de un proceso de
exploracion o la representacion gréfica e identifiquen caracteristicas de la funcién; puesto
que como lo menciona Healy y Hoyles (citados en Tejero, 2015), con el proceso de
exploracidn es posible identificar propiedades y dependencias entre los objetos.

v' En el item 3, se pretende que los estudiantes establezcan la definicién de Tany, a partir
del proceso de exploracién realizado, lo hallado en los items anteriores o a partir de lo
realizado con las funciones Senor y Cosenor , con el fin construir dicha definicién de
acuerdo a lo que propone Martinez, Verdu y Gil (citados en Mendible y Ortiz, 2010).

4.1.3 Actividad 3 (Ver Anexo 3)

El propdsito de esta actividad es que los estudiantes describan caracteristicas de las gréaficas
de las derivadas de las funciones trigonométricas Senor , Cosenor y Tangenter en la métrica
del taxista.

En esta actividad se proponen 3 items para las funciones Seno; y Cosenoy , en los cuales se
busca que los estudiantes describan lo observado en la figura presentada de la funcion
trigonométrica con su derivada, establezcan caracteristicas y determinen los intervalos de

continuidad de la funcion derivada. Teniendo en cuenta que el proceso de visualizacion permite
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interpretar y reflexionar sobre una figura con el fin comunicar, desarrollar ideas y ampliar
procesos de comprension Arcavi (citado en Gomez, 2014).

Para la funcion Tangentes se proponen 9 items en los cuales,

v Del item 1 al 7, se espera que los estudiantes describan lo observado en la figura
presentada de la funcion trigonométrica con su derivada y determinen algunas
caracteristicas de esta, como si es creciente o decreciente, si es concava hacia arriba o
concava hacia abajo y el valor de los puntos maximos y minimos de esta, con el fin de
que, como lo menciona Arcavi (citado en Gomez, 2014), por medio del proceso de
visualizacion se logren interpretar, usar y reflexionar sobre la figura, para desarrollar
ideas y mejorar la comprension de nuevos objetos.

v En el item 8, se pretende que los estudiantes establezcan una relacién entre la
representacion de la funcion derivada de la funcion tangente en la métrica usual con
respecto a la métrica del taxista, puesto que como lo menciona Presmeg (como se cit6 en
Gbmez, 2014), el proceso de visualizacion requiere de una transformacion de los
conocimientos establecido con anterioridad.

v' En el item 9, se pretende que los estudiantes logren establecer una definicion para la
funcién derivada de la funcion Tany, puesto que como lo menciona Barboza (2013), el
proceso de conceptualizar favorece una gran diversidad de procesos como el
razonamiento, comunicacion, ampliacion de las representaciones y el establecimiento de

relaciones.

4.1.4 Actividad 4 (Ver Anexo 4)

Con esta actividad se pretende que los estudiantes definan la funcién integral de las funciones
trigonométricas, a partir de un proceso de exploracion y del uso del teorema fundamental del
célculo.

Esta actividad estd compuesta por 8 items para cada una de las funciones Seno; y Cosenor,
de manera que:

v' En el item 1, se pretende que los estudiantes a partir de la exploraciéon del software,

describan lo observado, teniendo en cuenta que, como lo menciona Gomez (citado en
Aleman, 2009), el uso de software proporciona al estudiante una serie que experiencias,

las cuales permiten establecer propiedades y relaciones de los objetos.
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v' En el item 2, se espera que los estudiantes definan la funcién integral de la funcién
trigonométrica haciendo uso del teorema fundamental del célculo (parte 1) y del proceso
de exploracion realizado anteriormente; como se ha mencionado el uso de software
genera una gran diversidad de experiencias a los estudiantes, las cuales favorecen un
tratamiento distinto de los conceptos y relaciones matematicas aportando a la
construccién significativa de los mismos de acuerdo a lo propuesto por Martinez, Verdu y
Gil (como se cit6 en Mendible y Ortiz, 2010).

v Del item 3 al 8, se espera que los estudiantes determinen algunas caracteristicas de la
funcién integral de la funcién trigonométrica en cuanto a si crece o decrece, es concava
hacia arriba o hacia abajo, puntos maximos y minimos de esta; puesto que como sea
mencionado anteriormente el proceso de visualizacién permite establecer e identificar
propiedades y relaciones de conceptos u objetos matematicos, mas aun cuando se hace
uso de un software, ya que como lo menciona Gémez (citado en Aleman, 2009), estos
amplian las posibilidades de obtener conclusiones en los estudios matematicos, al facilitar
la visualizacion de entes abstractos que resultan complejos de identificar sin el uso de
medios tecnoldgicos.

Para la integral de la funcion Tany se proponen 3 items

v En el item 1, se espera que los estudiantes describan lo observado con respecto a la
grafica de la funcion integral de la funcién Tan; , ya que como lo menciona Arcavi
(citado por Gémez, 2014) la visualizacion es la capacidad, el proceso y el producto de la
creacion, interpretacion, uso y reflexion sobre figura, imagenes, sobre el papel o con
herramientas tecnoldgicas con el propdsito de representar y comunicar informacion.

v' En el item 2, se pretende que los estudiantes definan la integral, haciendo uso de los
conocimientos previos de célculo integral (integrales indefinidas y definicion de integral
como éarea bajo la curva), teniendo en cuenta las contribuciones que trae consigo el
proceso de conceptualizar en la ensefianza y aprendizaje de un concepto u objeto
matematico, de acuerdo a lo propuesto por Barboza (2003).

v' Por (ltimo, en el item 4 se propone a los estudiantes hacer una comparacién de las
integrales de las funciones estudiadas en la métrica del taxista con respecto a las de la
métrica usual; teniendo en cuenta el papel que juega la transformacion tanto del

imaginario visual mental como los conocimientos establecidos con anterioridad en el
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proceso de visualizacion de acuerdo a lo propuesto por Presmeg (citado en Gomez,
2014).

5. Andlisis de las actividades implementadas

A continuacion se presentard el analisis de las actividades implementadas en el curso de la
linea de Geometria del proyecto curricular de Licenciatura en Matematicas de la Universidad
Pedagodgica Nacional denominado “Geometria Analitica” que fue llevada a cabo durante el
segundo semestre de 2018, el cual contaba con 12 estudiantes, proporcionando asi 6 grupos de
parejas de trabajo. Se contd con poco tiempo para la implementacion debido a que la
problematica de financiamiento que afecta a la educacién superior en Colombia estaba a punto
de decretar el inicio la movilizacion estudiantil en defensa de la educacion pablica superior. Asi
se decidié implementar las 4 actividades pero solo en relacién a la funcion Seno; (Ver anexo 5),

para poder tener un referente de pilotaje de la estructura general de la propuesta.

5.1 Actividad 1

La actividad 1 (Anexo 5) se propuso la identificacion de unidad de medida de angulos en la
métrica del taxista y se dejé de lado la definicidn de distancia ya que en el curso en el que se hizo
el pilotaje, lo habian trabajado como parte de representar objetos de manera no convencional. Asi
las autoras optaron por escoger algunos items de la actividad original y particularmente para

tener un muestreo de la misma, se pilotearon los items 8, 10 y 11 del Anexo 1.
Algunos de los hallazgos mas relevantes fueron los siguientes:

v En el item 8, los estudiantes relacionaron la definicion de perimetro con la definicion de
distancia en la métrica del taxista, para esto los estudiantes tomaron la distancia por intervalo
es decir que denominaron a cada intercepcion de la circunferencia con el plano cartesiano y

ubicaron sus coordenadas como se muestra en la figura 22.
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o A

Figura 22. Ubicacion de coordenadas en la circunferencia unitaria. Trabajo realizado por el grupo 3.
Luego hallaron el perimetro de la circunferencia unitaria en esta métrica sumando cada

intervalo subtendido en la circunferencia. Todos los estudiantes lograron establecer el perimetro

de la circunferencia unitaria en métrica del taxista (figura 23 y 24).

MEDIDA DE ANGULOS EN METRICA DEL TAXISTA

v' Escriba el perimetro de la circunferencia unitaria en la métrica del taxista.
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Figura 23. Resultado y procedimiento del perimetro de una circunferencia unitaria en la métrica del
taxista. Trabajo realizado por el grupo 3.

V' Lscriba el perimetro de la circunferencia unitaria en la métrica del taxista.
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Figura 24. Resultado y procedimiento del perimetro de una circunferencia unitaria en la métrica del
taxista. Trabajo realizado por el grupo 1

v' Del item 10, se encontrd que los estudiantes consideraron importante la representacién de la
circunferencia unitaria en esta métrica para dar respuesta (Figura 25), relacionandolo con lo
obtenido en el item anterior, teniendo en cuando que como lo menciona Presmeg (citado en

Gomez, 2014), en el proceso de visualizacion requiere transformarse y relacionarse.



54

Resulta también interesante, una evidencia donde se traza una semicircunferencia en metrica
usual sobre una circunferencia en métrica del taxista para relacionar conceptos o relaciones ya

conocidas con concepto o relaciones nuevas.

Figura 25. Ubicacién de coordenadas en la circunferencia unitaria y perimetro de la misma. Trabajo
realizado por el grupo 5.

Figura 26. Relacion establecida entre los lados y el perimetro de la circunferencia unitaria en la
métrica del taxista. Trabajo realizado por el grupo 5.

v' De acuerdo con esto cuantos radian- ¢ subtiende la circunferencia unitaria.

Figura 27. Repuesta del grupo 6.

Asi y luego de darse dicha relacion los grupos llegaron a que una circunferencia unitaria en la
métrica del taxista subtiende 8 rad; como se muestra en la figura 26 y 27.

v Enel item 11, dada la exploracion y los resultados anteriores, los estudiantes establecieron la
relacion de la unidad de medida de angulo en la métrica del taxista y la unidad de medida que
se usa comunmente en la métrica euclidiana como se muestra en la figura 28. Cabe destacar
que los estudiantes que relacionaron las representaciones usuales y las de la nueva métrica,

lograron establecer més rapidamente la relacion.
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Figura 28. Respuesta obtenida por el grupo 3.
5.2 Actividad 2

A continuacion, se presentard un analisis de los resultados obtenidos al aplicar la actividad 2
(Anexo 5).

v El apartado 1 de esta actividad se logré desarrollar sin dificultad alguna, puesto que los

estudiantes a partir de la visualizacion de la grafica lograron evaluar la funcion para los
valores dados como se muestra en la figura 29.

sQuié valores 1oma la Tuncion u

0

Figura 29. Solucion propuesta para el item 1 de la actividad 2. Trabajo realizado por el grupo 3.

v" En el apartado 2, gracias al proceso de visualizacidn, exploracién y conocimientos previos de
la definicion de la funcion Seno usual, los estudiantes como lo menciona Healy y Hoyles

(como se citd en Tejero, 2015), lograron identificar relaciones entre los objetos estudiados
(figura 30)
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v ;Qué relacion tienen los segmentos construidos de color naranja?
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Figura 30. Solucion propuesta para el item 2 de la actividad 2. Trabajo realizado por el grupo 6.
v" En el apartado 3, la mayoria de estudiantes lograron establecer de manera acertada la relacion
propuesta para este item; sin embargo un grupo de estudiantes no logro identificar ningun tipo

de relacion, puesto que para ellos, dichas distancias eran diferentes, ya que en el primer

cuadrante el arco de circunferencia es V2 y el segmento tiene como longitud 2, lo cual nos
permitié evidenciar el apego por dichos estudiantes con respecto a la métrica usual, puesto
que consideran la medida del arco de circunferencia haciendo uso de la definicion de medida
usual, olvidando que se esta trabajando con la definicidn de la métrica del taxista y que en la
primera actividad para hallar el perimetro de circunferencia se habia hallado dicha distancia,
evidencidndose asi que como lo menciona Espinosa(2016), los estudiantes presentan
dificultades al trabajar con otras métricas.(figura 31)
v (Qué relacion existe entre el arco de circunferencia v el segmento del eje x.

construidos del mismo color (azuleg)?
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Figura 31. Solucion propuesta para el item 3 de la actividad 2. Respuesta del grupo 1.

v  En el item 4 y 5, se lograron determinar las relaciones, entre los objetos dados, de manera
adecuada, por medio de los procesos de visualizacion y exploracion desarrollados por los
estudiantes, evidenciandose asi que como lo menciona Healy y Hoyles (como se citd en
Tejero, 2015), el proceso de exploracién permite identificar propiedades y dependencias entre

los objetos, como se muestra en la figura 32
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v" Hay alguna relacion entre ¢l dngulo v el arco de circunferencia
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v" Hay alguna relacion entre el angulo v el segmento azul subtendido en el eje x
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Figura 32. Solucion propuesta para el item 4 y 5 de la actividad. Resultado del grupo 5.

v En el apartado 6, los estudiantes logran establecer argumentos del comportamiento de la

funcion Senor, sin embargo un grupo de estudiantes tuvo dificultades al momento de
justificar porque en algunos intervalos la funcion Seno; se encuentra por encima del eje x y
en otros por debajo del eje x (figura 33), lo cual puede ser consecuencia de algin patrén de
comunicacion impartido por una la clase tradicional, donde las respuestas de los estudiantes
son minimas sin riqueza en el lenguaje tanto natural como matematico, responden con una
pregunta, realizan conjeturas arbitrarias, hacen eco a la respuesta de otro estudiante o guardan
silencio, segin lo manifiestan Alrg y Skovsmose (como se citaron en Valero y Ole
Skovsmose, 2012).

V' (Por qué cree que en algunos intervalos la funcidn Senoy esta por encima del cje x

(funcidn positiva) y en otros por debajo del eje x (funcion negativa)?
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Figura 33. Solucion propuesta para el item 6 de la actividad 2. Respuesta del grupo 1.

El apartado 7, fue el item que gener6é mayor dificultad a los estudiantes; ya que no se
consideraba que la funcion Senor estuviera definida por partes, en tanto no se lograba
identificar una alternativa para definir dicha funcion de manera general para el intervalo de
[0,8], luego de un tiempo un grupo de estudiantes haciendo uso del apartado 1 se dio cuenta
que podria usar la ecuacion pendiente punto; pero no tenian claro si esta se podria usar

normalmente, ya que se estaba trabajando con la métrica del taxista (figura 34). Por otro lado
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uno de los grupos se limité simplemente a asociarlo con los conocimientos previos que se
tienen sobre la definicion de la funcion Seno (figura 35), evidenciandose asi que, como lo
menciona Barboza (2013), en muchas ocasiones el proceso de conceptualizar se limita
simplemente a establecer una correspondencia entre definiciones formales o nombres con una

representacion visual del concepto o relacion.

v" Podria deducir una formula para caleular el valor del Senp(04) de cualquier angulo

teniendo en cuenta lo observado en el archivo de GeoGebra
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Figura 34. Propuesta 1 de solucidn al item 7 de la actividad 2. Grupo 5.

v Podria deducir una férmula para calcular ¢l valor del Seny(65) de cualquier dngulo
teniendo en cuenta lo observado en el archivo de GeoGebra

</. ——.
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Figura 35. Propuesta 2 de solucion al item 7 de la actividad 2. Grupo 3.

5.3 Actividad 3

Con la actividad 3 (Anexo 3) se buscaba que los estudiantes describieran las caracteristicas de
las graficas de la funcién trigonométrica Seno y su derivada.

En esta actividad se propone 3 items (ver Anexo 5) de los cuales se relacionan con la gréfica
de la funcién derivada de la funcion Seno; , donde el estudiante describe lo observado de la
imagen (grafica) en la actividad y establece algunas caracteristicas de esta, donde se tiene en

cuenta el proceso de visualizacion ya que este permite interpretar y reflexionar sobre una figura y
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que por lo tanto posibilita que el estudiante comunique sus ideas y amplie su proceso de
compresion como lo menciona Arcavi (citado en Gomez, 2014).

V' (Qué se puede observar de la Figura 1?

Qoé en oo pontos ©=0,2,6,8. 10 & Cntnoa, y diene
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Figura 36. Resultado de la observacion del grupo 5.

v Qué caracteristica tiene la funcion h(6)?
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Figura 37. Resultado de la observacion del grupo 5.

Figura 38. Resultado del grupo 6.
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v ¢(Lafuncion h(67) es continua?. sino ;En cuales intervalos es continua?
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Figura 39. Resultado del grupo>.

Algo caracteristico de la figura 36 y la figura 39 es que no se conserva la notacion empleada
en las actividades anteriores junto con otros items que se observo este mismo fendmeno, sin
embargo, hacen una correcta relacion y caracterizacién de las gréficas correspondientes, es
posible que se deba considerar que en todo proceso de introduccion de nuevas notaciones o

simbologias se debe dar un proceso de familiarizacién con la mismas.

5.4 Actividad 4

A continuacion, se presentara el andlisis de la actividad 4 anexo 5.

v' Con respecto al apartado 1, la mayoria de estudiantes identificé que la representacién que se
formaba correspondia a la integral de la funcion Senor, lo cual permite percibir que como lo
menciona Gomez (como se citd en Aleman, 2009) el uso de software proporciona al
estudiante una serie que experiencias, las cuales permiten establecer propiedades y relaciones
de los objetos, ademas de esto algunos estudiantes ya han cursado el espacié de la Linea de
Andlisis del programa de Licenciatura en Matematicas de la Universidad Pedagdgica
Nacional denominado Calculo Integral donde se han familiarizado con la integral de una
funcion y su representacion. Sin embargo, en una de las evidencias fue posible observar como
un grupo de estudiantes asocia la representacion generada por el software a una campana.
(figura 40) y se quedan en la representacion de la forma y no logran establecer la relacion
entre la curva y el objeto que se va construyendo con el arrastre, y lo plantean como una

conjetura sin llegar a tratar de validar su afirmacion.
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v' i Qué se puede observar?
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Figura 40. Solucion propuesta para el item 1 de la actividad 4. Resultados del grupo 5.

v En cuanto al apartado 2, se logr6 evidenciar la dificultad de los estudiantes al establecer la
integral desde el teorema fundamental del célculo, pues algunos grupos simplemente
definieron dicha integral para el intervalo [0,8], sin considerar la definicion establecida para
la funcién Seno; realizada en la actividad 2, ni el teorema fundamental del calculo dado
anteriormente (figura 41). Este hallazgo estd en concordancia con lo menciona Barboza
(2013) al referir que en muchas ocasiones el proceso de conceptualizar se limita simplemente
a establecer una correspondencia entre definiciones formales o nombres con una
representacion visual del concepto o relacion y se da como suficiente evidencia lo que
obtienen con el software GeoGebra ®. Cabe mencionar que algunos de los grupos si lograron
establecer la integral para la funcion Senor(figura 42).

v Lincuentre una expresion en terminos de integral para la funcion determinada por el

astro del punto A

8 )

Figura 41. Propuesta 1 de solucion al item 2 de la actividad 4. Resultado del grupo 4.
v Encuentre una expresion en (érminos de integral para la funcion determinada por el

rastro del punto 4
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Figura 42. Propuesta 2 de solucion al item 2 de la actividad 4. Grupo 5.
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v’ Del apartado 3 al 8, los estudiantes identificaron de manera acertada las propiedades y
relaciones de los objetos dados evidenciandose, asi que como lo menciona Gémez (como se
citdé en Aleman, 2009), el uso de software amplia las posibilidades de obtener conclusiones
sobre los objetos matematicos y sus relaciones al facilitar la visualizacidn de entes abstractos

que resultan complejos de identificar sin el uso de medios tecnoldgicos (figura 43).

] ¢ intervalos ¢s decreciente la funcion qitry)!

Yug HETYHOS €5 CONCAva nacia abn d tuncion g{tiy |

sDdnde tiene un vale naximo la tuncion 70,

Donde tiene un valor mimmo la luncion g(64)7?

Figura 43. Solucién propuesta para los items del 3 al 8 de la actividad 4. Respuesta del grupo 5.
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6. Conclusiones

A continuacion, se presentan las conclusiones generadas luego del desarrollo del presente
trabajo, en cuanto la construccion de las funciones trigonométricas, sus derivadas e integrales, el
uso de la herramienta tecnoldgica, la pertinencia del modelo de ensefianza propuesto y los
resultados de la implementacion de la actividad, es decir se presentaran las conclusiones en

relacion con los marcos propuestos para el desarrollo del trabajo.

6.1 Desde el marco matematico

En el marco matematico se caracterizan las construcciones de las funciones trigonométricas,
sin cambiar las definiciones conocidas pero si la métrica, donde se observé un cambio drastico
en las representaciones graficas dado que estas estan ligadas a la definicion pero en si, no son la
definicion del objeto y mucho menos el objeto. Paraddjicamente los objetos se conceptualizan
desde sus representaciones restringidas en tanto el concepto pierde su propio sentido y puede
llegar a quedar oculto entre las representaciones, lo que limita el alcance que se pueda tener

sobre los conceptos en si.

En las construcciones de las funciones derivada e integral de las funciones trigonometrias en
la métrica del taxista, se identificd que la representacion grafica y las ecuaciones de estas
funciones cambian, aunque se trabajo con los conceptos y las definiciones sin alterarlos, y en
este cambio se destaca que las funciones obtenidas no se relacionan con las funciones

consecuentes con la métrica euclidiana.

En la implementacion se observd que el cambio de representacion grafica de los objetos
matematicos resulta complejo para los estudiantes dada la cotidianidad de uso del mismo, pero
que, una vez implementada la actividad que apoyaba la exploracién y la conceptualizacion se
llegd a que estaban trabajando con el mismo objeto ya que no se cambiaron las definiciones, por
tanto el cambio de métrica proporciond la conceptualizacion y el reforzamiento de las

propiedades del objeto en si, en nuestro caso de las funciones trigonometricas.

6.2 Desde el marco tecnoldgico
El software GeoGebra® jugd un papel muy importante en el desarrollo del trabajo pues

permiti6 comprobar los procesos que se estaban llevando acabo por medio de las
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representaciones gréaficas, las cuales servian como medio para verificar si los procesos realizados

eran coherentes con lo que se estaba construyendo.

En cuanto al disefio e implementacién de archivos en el software GeoGebra®, para la
conceptualizacion de las funciones trigonométricas sus derivadas e integrales, fue posible
evidenciar que estos resultaron ser, en su disefio, una herramienta bastante provechosa en el
proceso de enseflanza y aprendizaje de las mismas, puesto que efectivamente contribuyeron al
desarrollo de los procesos propuestos en el marco tecnolégico. Luego de un proceso de
visualizacion y exploracion, algunos estudiantes lograron establecer caracteristicas y elementos
de cada representacion y a partir de esto conceptualizar tanto la funcion como la integral,
teniendo en cuenta que el software GeoGebra® permite manipular los objetos, lo cual posibilita
que el estudiante descubra nuevas relaciones, compruebe resultados, verifique propiedades y

establezca dependencias entre los objetos matematicos que estan en juego.

6.3 Desde el marco didactico

Con respecto al marco didactico, establecido para el desarrollo de las actividades es posible
considerar que resulté ser una buena alternativa para potenciar en los estudiantes procesos de
conceptualizacion, ya que a partir de la visualizacion y exploracién se logré que algunos
estudiantes identificaran elementos y caracteristicas tanto de las representaciones algebraica
como gréafica de los archivos de GeoGebra®, lo cual no solo mejora los procesos de
razonamiento en los estudiantes sino que también favorece habilidades para la construccion y el
descubrimiento de definiciones y relaciones entre los objetos matematicos. Sin embargo aunque
dicha metodologia sea relativamente innovadora y se haga uso de herramientas no usadas
comunmente en la clase; no es posible alcanzar por completo lo esperado en cuanto al proceso de
conceptualizar autonomamente, puesto que los estudiantes presentan cierto apego a los
conocimiento ya establecidos con anterioridad y les cuesta bastante trabajo desaprenderse de
estos y trabajar en la construccion de nuevos conocimientos y a esto se suma que las practicas
educativas hacen que ellos estén mas habituados a que se les indique “qué tienen que hacer” que

a un proceso donde deban dar cuenta de lo que hacen o de porqué aparecen ciertos resultados.

6.4 Desde la Implementacion de las actividades
La evidencia escrita recolectada en cuanto a la implementacion de las actividades, permitio

ademas de realizar un andlisis de los resultados obtenidos, identificar ciertas falencias y
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potencialidades tanto de los estudiantes como de la implementacion de las actividades

propuestas.

Uno de los aspectos que no se considerd de manera precisa para la implementacion fue el
factor tiempo; puesto que el periodo que se habia presupuestado para desarrollar las cuatro
actividades, solo alcanzd para trabajar en dos de ellas, en tanto las otras dos se tuvieron que dejar
como actividad extraclase. No obstante, las dindmicas que se vivian de manera coyuntural en la
universidad tampoco permitian realizar la actividad de una manera que se adecuara mas a los

requerimientos de tiempo.

El desarrollo de las actividades favorecio el trabajo con diversos sistemas de representacion,
puesto que los estudiantes luego de manipular los archivos de GeoGebra® (representacion
grafica), describian lo observado (representacién proposicional), tabularon algunos datos
(representaciones analdgicas o tabulares) y finalmente conceptualizaron los objetos matematicos
en términos de expresiones algebraicas (representaciones simbdlicas). Ademas de esto, las
actividades permitieron que varios estudiantes rompieran con paradigmas establecidos con
anterioridad, en cuanto a las funciones trigonométricas, sus derivadas e integrales; por medio de

la construccion secuencial de los mismos en la métrica del taxista.

Dentro del proceso de conceptualizacion en principio se evidenciaron dificultades en la
mayoria de estudiantes, pues no lograban establecer algun tipo de estrategia para determinar de
forma general la expresion simbolica tanto para la funcién como para la integral en el intervalo
dado, que modelara las representaciones de los archivos suministrados en el software de
GeoGebra®.

Por otro lado fue posible percibir dificultades en algunos estudiantes de tipo comunicativas,
tanto de forma oral como escrita, a la hora describir las relaciones encontradas en los procesos de
exploracion y visualizacion; asi mismo, algunos estudiantes omitieron la informacién dada en el
enunciado para dar solucion a las preguntas, por ejemplo para definir la integral de la funcion
Senor, se les presentd a los estudiantes el Teorema Fundamental de Calculo, a fin de que
haciendo uso de él determinaran la integral de la misma; sin embargo varios estudiantes no la

consideraron.
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8. Anexos

8.1 Anexo 1 (Actividad 1 “Introduccion a la métrica del taxista”)

INTRODUCCION A LA METRICA DEL TAXISTA
Cuando hablemos de distancia entre dos puntos en la métrica del taxista la denotaremos
dr(A,B) donde A = (x1,y,), B = (x5, y,) son puntos que pertenecen RZ.

B

11 [ =

0 1 3 3

Figura 1. Distancia entre dos puntos. Elaborado en GeoGebra

En la figura 1, se muestra de forma gréafica la distancia entre dos puntos A y B en la métrica del
taxista (segmentos de color rojo) y métrica usual (segmento punteado de color verde).

v De acuerdo a la figura 1, ;de qué forma podemaos definir la distancia entre el punto
v A= (x1,y1),yelpunto B = (x,,y,) en lamétrica del taxista?

v De acuerdo con lo anterior, si tengo dos puntos A = (1,4) y B = (—1,—1), ¢cudl es la
distancia entre estos puntos (d+(4, B))?
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v' ¢ Como representaria d (A, B) en el plano cartesiano? Teniendo en cuenta que
A=(14)yB=(-1-1).

v ¢De cuantas maneras puedo representar d (A4, B) en el plano cartesiano para los puntos A
y B? del item anterior. Recuerde que al hablar de distancia se esta determinando la
minima separacion entre los puntos dados con la métrica dada.

v ¢ Esdr(4, B) = dr(B,A)? Justifique.

Recuerde la definicion de circunferencia (la circunferencia es el conjunto de puntos de un plano
que se encuentran a la misma distancia de un punto fijo llamado centro.)
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v' ¢Cree que la representacion de la circunferencia en la métrica del taxista cambia?, Si la
respuesta es si represéntela y si es no, justifique.

v’ Escriba a continuacion el perimetro para una circunferencia usual unitaria.

v’ Escriba perimetro de la circunferencia unitaria en la métrica del taxista.

v' (El perimetro de la circunferencia unitaria en la métrica usual cambia con respecto a la
métrica del taxista? Justifique.
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En la métrica del taxista, se considerara como unidad de medida de angulo, radiany, donde un
radiang, €s un angulo cuyo vértice es el centro de una circunferencia unitaria e intercepta un
arco de unidad de longitud 1 como se ilustra en la figura 2.

Figura 2. Unidad de medida de angulo. Elaborado en GeoGebra

v De acuerdo con esto, cuantos radiany, subtiende la circunferencia unitaria.

Complete la siguiente tabla

Radianr, 1 2 3 4 5 6 7 8

Radianes
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8.2 Anexo 2 (Actividad 2 “Funciones trigonométricas en la métrica del taxista”)

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS EN LA METRICA DEL TAXISTA
Senor

Abra el archivo de GeoGebra “Funcion Seno_T”, mueva el punto que pertenece a la
circunferencia unitaria y observe como varian sus coordenadas, el valor del angulo y la longitud
de los segmentos de las abscisas y las ordenas.

v ¢Qué valores toma la funcion trigonométrica a medida que varia el angulo?

Or(radiany) Senor(07)
0

1

N =

2

v ¢Qué relacidn tienen los segmentos construidos de color naranja?
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v ¢Qué relacion existe entre el arco de circunferencia y el segmento del eje x, construidos
del mismo color (azules)?

v Hay alguna relacién entre el angulo y el arco de circunferencia.

v Hay alguna relacion entre el angulo y el segmento azul subtendido en el eje x.

v ¢Por qué cree que en algunos intervalos la funcién Seno; estd por encima del eje x
(funcion positiva) y en otros por debajo del eje x (funcion negativa)?

v" Podria deducir una formula para calcular el valor del Sen;(6;) de cualquier angulo,
teniendo en cuenta lo observado en el archivo de GeoGebra
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Cosenor

Abra el archivo de GeoGebra “Funcion Coseno T”, mueva el punto que pertenece a la
circunferencia unitaria y observe como varian sus coordenadas, el valor del angulo y la longitud
de los segmentos de las abscisas y las ordenas.

v ¢Qué valores toma la funcién trigonométrica a medida que varia el angulo?

Or(radiany) | Cosenor(07)
0 1

v ¢ Qué relacion tienen los segmentos construidos de color naranja?

v ¢Qué relacion existe entre el arco de circunferencia y el segmento del eje x, construidos
del mismo color (azules)?
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v Hay alguna relacién entre el angulo y el arco de circunferencia.

v Hay alguna relacién entre el angulo y el segmento azul subtendido en el eje x.

v ¢Por qué cree que en algunos intervalos la funcion Cosenoy esta por encima del eje x
(funcion positiva) y en otros por debajo del eje x (funcién negativa)?

v" Podria deducir una formula para calcular el valor del Cos; (6) de cualquier angulo,
teniendo en cuenta lo observado en el archivo de GeoGebra

Tangenter

Abra el archivo de GeoGebra “Funcion Tangente T, mueva el punto que pertenece a la
circunferencia unitaria y observe como varian sus coordenadas, el valor del angulo y la longitud
de los segmentos de las abscisas y las ordenas.
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v’ ¢Qué valores toma la funcién trigonométrica
Tan; a medida que varia el angulo?

Or(radiany) | Tangentey(01)
0

v Mencione algunas caracteristicas de la funcion Tangente; en esta métrica.

v Podria deducir una férmula para calcular el valor del Tan; 6; de cualquier angulo
teniendo en cuenta lo observado en el archivo de GeoGebra
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8.3 Anexo 3 (Actividad 3 “Derivadas de las funciones trigonométricas en la métrica del
taxista”)

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS EN LA METRICA DEL
TAXISTA

Senor

A continuacion, se muestra la representacion gréafica (figura 1) de la funcion
Seny(67) Yy suderivada.

9(0r) = Seny(0r) ho0r) = ¢ (0r)
n
® © e ©
0 1 2 3
e

Figura 1. Grafica de la funcion derivada de la funcién Seno.

v' ¢ Qué se puede observar de la Figura 1?

v ¢ Qué caracteristica tiene la funcion h(x)?

v' iLafuncion h(x) es continua?, sino ¢en cuales intervalos es continua?
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Cosenor

A continuacion, se muestra la representacion grafica (figura 2) de la funcién
Cos(8r) Yy su derivada.

Hor) =Cosslbr)  nor)=10r) _»
/

Figura 2. Grafica de la funcién derivada de la funcion Cosenoy.

v ¢ Qué se puede observar de la Figura 2?

v ;Qué caracteristica tiene la funcion h(x)?

v' ¢Lafuncién h(x) es continua?, sino ¢en cuales intervalos es continua?

Tangenter
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Enseguida, se muestra la representacion grafica (figura 3) de la funcidn
Tan;(8r) Yy su derivada.

y(0r) = Tanr(6r)
h(0r) = y'(0r)

Figura 3. Gréfica de la funcién derivada de la funcion Tangenter.

v' ¢ Qué se puede observar de la Figura 3?

v' ¢En qué intervalos es creciente la funcion g(x)?

v' ¢En qué intervalos es decreciente la funcién g(x)?




v ¢En qué intervalos es concava hacia arriba la funcién g(x)?

v ¢En qué intervalos es concava hacia abajo la funcion g(x)?

v ¢Donde tiene un valor maximo la funcion g(x)?

v ;Ddnde tiene un valor minimo la funcién g(x)?

v' ¢Lafuncion g(x), tiene alguna caracteristica similar a la derivada de la tangente en la
métrica usual?

v' ¢ Como se define la funcién g(x)?

81
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8.4 Anexo 4 (Actividad 4 “Integrales de las funciones trigonométricas en la métrica del
taxista”

INTEGRALES DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS EN LA METRICA
DEL TAXISTA

Abra el archivo de GeoGebra “Integral Seno T”, mueva ¢l deslizador y observe detalladamente
lo que sucede. Luego responda las siguientes preguntas.

Senor

v ¢ Qué se puede observar?

Observe que la funcién que esta determina por el rastro del punto A, esta dada por la integral de
la funcion Seno; . Haciendo uso de la primera parte del teorema fundamental del célculo,
responda las siguientes preguntas.

Teorema Fundamental del calculo (Parte I)

Si f es continua en [a, b], entonces la funcién g definida por
g@) = [ f(dt a<x<b
Es continuaen [a, b] y derivableen (a,b),y g'(x) = f(x) (Stewart, 2003)

v Encuentre una expresion en términos de integral para la funcién determina por el rastro
del puntos A (integral de la funcién Seno;) y resuélvala.

v' ¢En qué intervalos es creciente la funcion g(x)?
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v ¢En qué intervalos es decreciente la funcién g(x)?

v ¢En qué intervalos es concava hacia arriba la funcién g(x)?

v ¢En qué intervalos es concava hacia abajo la funcién g(x)?

v ;Ddnde tiene un valor maximo la funcion g(x)?

v ;Ddnde tiene un valor minimo la funcién g(x)?

Cosenor

Abra el archivo de GeoGebra “Integral Coseno T”, mueva el deslizador y observe
detalladamente lo que sucede. Luego responda las siguientes preguntas.

v' ¢ Qué se puede observar?

Observe que la funcion que esta determina por el rastro del punto A , esta dada por la integral de
la funcion Cosenoy. Haciendo uso de la primera parte del teorema fundamental del calculo.



84

Encuentre una expresion en términos de integral para la funcion determina por el rastro
de los puntos A (integral de la funcién Cosenor) y resuélvala.

¢En qué intervalos es creciente la funcion g(x)?

¢En qué intervalos es decreciente la funcion g(x)?

¢En qué intervalos es concava hacia arriba la funcion g(x)?

¢En qué intervalos es cdncava hacia abajo la funcion g(x)?

¢Donde tiene un valor maximo la funcién g(x)?

¢Donde tiene un valor minimo la funcién g(x)?
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Tangenter

A continuacién, se muestra representacion grafica de la funcion integral de la funcion
Tangenter.

y(0r) = Tany(6r)
. Y (0r) = f y(0r)d6

_4

Figura 1. Gréfica de la funcion integral de la funcién Tangeter.

v' ¢ Qué caracteristica puede observar la integral de la funcién Tangente; ?

v Defina la integral de la funcién Tangente; (Tenga en cuenta, conceptos de integral
como area bajo la curva e integrales indefinidas).
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v Coinciden los valores de las integrales de la métrica del taxista, con los de las integrales

de la métrica usual. Justifica tu respuesta.

Senr Or

Cosr Or

Tang 07
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8.5 Anexo 5 (Actividad implementada)

NOMBRE:
MATERIA: FECHA:

MEDIDA DE ANGULOS EN METRICA DEL TAXISTA

v' Escriba perimetro de la circunferencia unitaria en la métrica del taxista.

En la métrica del taxista, se considerara como unidad de medida de angulo, radian;, donde un
radiany, €s la medida de un angulo, cuyo vértice es el centro de una circunferencia unitaria e
intercepta un arco circunferencia unitaria como se ilustra en la imagen, en tanto t-radianes es la
longitud del arco de circunferencia subtendida por el angulo.

1

v De acuerdo con esto cuantos radian; subtiende la circunferencia unitaria.

Complete la siguiente tabla
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Radian; 1 2 3 4 5 6 7 8
Radianes

NOMBRE:

MATERIA: FECHA:

FUNCION TRIGONOMETRICA SENO EN LA METRICA DEL TAXISTA
Senor

Abra el archivo de GeoGebra “Funcion senot”, mueva el punto que pertenece a la circunferencia
unitaria y observe como varian sus coordenadas, el valor del angulo y la longitud de los
segmentos de las abscisas y las ordenas.

v' ¢ Qué valores toma la funcion trigonométrica a medida que varia el angulo?

0 (Radiany) Senor(0)
0

1

N =

2

v ¢Qué relacion tienen los segmentos construidos de color naranja?
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v ¢Qué relacion existe entre el arco de circunferencia y el segmento del eje x, construidos
del mismo color (azules)?

v Hay alguna relacion entre el angulo y el arco de circunferencia

v Hay alguna relacion entre el angulo y el segmento azul subtendido en el eje x

v ¢Por qué cree que en algunos intervalos la funcién Seno; estd por encima del eje x
(funcion positiva) y en otros por debajo del eje x (funcion negativa)?

v Podria deducir una formula para calcular el valor del Sen;(68;) de cualquier angulo
teniendo en cuenta lo observado en el archivo de GeoGebra
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NOMBRE:
MATERIA: FECHA:

DERIVADA DE LAS FUNCION TRIGONOMETRICA SENO EN LA METRICA DEL
TAXISTA

Senor

A continuacion en la figura 1, se muestra la grafica de la funcion
Seny(0r) Y la gréfica de su derivada.

. f{ﬁ_{) = Sﬁﬂ,j(f;;{'} h[@j) — }ﬂ{l‘gi)

@ 3] lc, ©
0 1 2 3 51\5 B 7 B
14

Figura 1. Grafica de la funcién derivada de la funcion Sen(6;)

v' ¢ Qué se puede observar de la Figura 1?

v ¢ Qué caracteristica tiene la funcion h(61)?
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v' ¢Lafuncion h(6;)? es continua?, sino ¢En cuales intervalos es continua?

INTEGRAL DE LAS FUNCION TRIGONOMETRICA SENO EN LA METRICA
DEL TAXISTA

Abra el archivo de GeoGebra “Integral Seno T”, mueva el deslizador y observe detalladamente
lo que sucede. Luego responda las siguientes preguntas.

Senor

v' ¢ Qué se puede observar?

Observe que la funcion que esta determina por el rastro del punto A, esta dada por la integral de
la funcion Seno; . Haciendo uso de la primera parte del teorema fundamental del célculo,
responda las siguientes preguntas.

Teorema Fundamental del calculo (Parte I)

Si f es continua en [a, b], entonces la funcion g definida por
gx) = [ f(H)dt a<x<bh
Es continuaen [a, b]y derivable en (a,b),y g'(x) = f(x) (Stewart, 2003)
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v Encuentre una expresion en términos de integral para la funcién determina por el rastro
del puntos A (integral de la funcion Senoy) y resuélvala.

v ¢En qué intervalos es creciente la funcion g(64)?

v' ¢En qué intervalos es decreciente la funcion g(64)?

v' ¢En qué intervalos es concava hacia arriba la funcion g(6;)?

v' ¢En qué intervalos es concava hacia abajo la funcién g(6;)?

v ;Ddnde tiene un valor méaximo la funcion g(64)?

v ;Ddnde tiene un valor minimo la funcion g(64)?




