UNIVERSIDAD PEDAGOGICA
NACIONAL

ANALISIS DE UNA INNOVACION EN LA FORMACION DE PROFESORES DE
MATEMATICAS Y DE LA POSIBILIDAD DE TRANSFERENCIA A LA EDUCACION
BASICA Y MEDIA

ANDRES FELIPE CARVAJAL GOMEZ
LAURA MARIA MONROY HOYOS

UNIVERSIDAD PEDAGOGICA NACIONAL
FACULTAD DE CIENCIA Y TECNOLOGIA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
LICENCIATURA EN MATEMATICAS
BOGOTA, D. C.

2022



ANALISIS DE UNA INNOVACION EN LA FORMACION DE PROFESORES DE
MATEMATICAS Y DE LA POSIBILIDAD DE TRANSFERENCIA A LA EDUCACION
BASICA Y MEDIA

ANDRES FELIPE CARVAJAL GOMEZ
LAURA MARIA MONROY HOYOS

Trabajo de grado presentado como requisito parcial
para optar por el titulo de Licenciado en Matematicas

Director:
Dr. EDGAR ALBERTO GUACANEME SUARES

UNIVERSIDAD PEDAGOGICA NACIONAL
FACULTAD DE CIENCIA Y TECNOLOGIA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
LICENCIATURA EN MATEMATICAS
BOGOTA, D. C.

2022



RESUMEN

Las problemaéticas relacionadas con la ensefianza del Calculo en la Educacion Basica y
Media como la falta de comprension del contenido matematico y la actitud hacia el aprendizaje
del mismo, se han visto reflejadas en los deficientes resultados académicos de los estudiantes en
el area en cuestion. La preocupacion latente en la comunidad de educadores matematicos sobre
estos resultados da lugar a diferentes propuestas que buscan replantear las formas en las que se
ensefia Calculo. Sumados a esta preocupacion, presentamos un estudio que pretende determinar
la posibilidad de transferir una innovacion curricular en la formacion de profesores a la
Educacién Basica y Media. Para ello fue pertinente caracterizar dicha innovacion junto con la
propuesta curricular del Ministerio de Educacidén Nacional para esta area y determinar, a partir de
las caracterizaciones, la compatibilidad de las propuestas. Aungue este estudio arrojé una
respuesta negativa ante la transferencia planteada, fue posible generar reflexiones relacionadas
con la formacion de profesores de matematicas y el desconocimiento de la politica curricular de

matematicas en Colombia.

Palabras claves: pensamiento variacional, innovacion curricular, ensefianza del Calculo,

paradigma, actividad demostrativa, modelacion, curriculo.
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INTRODUCCION

El presente documento es resultado de un estudio que realizamos motivados en nuestro
interés por buscar soluciones a una problematica que refiere a la ensefianza del Calculo y a los
resultados deficientes, en esta area, por parte de los estudiantes de la Educacion Bésica y Media.
Como estudiantes de la Licenciatura en Matematicas (LM) de la Universidad Pedagdgica
Nacional (UPN) fuimos participes de los espacios académicos de la linea de Geometria, de los
cuales nos llamo la atencion la metodologia empleada por los profesores para el desarrollo de
estos, pues resulta interesante el cambio en la metodologia, la evaluacién, la secuenciacion, los
recursos y los propdsitos, respecto a nuestro paso por la Educacién Basica y Media, y respecto a
los demaés espacios académicos de nuestra formacion para profesores de matematicas. Teniendo
en cuenta lo anterior, nos cuestionamos acerca de la posibilidad de transferir la metodologia
empleada en los cursos de Geometria de la LM titulada innovacion curricular y propuesta por el
equipo de investigacion Aprendizaje y Ensefianza de la Geometria (£¢G) a la ensefianza del

Caélculo en la Educacién Basica y Media.
Con esto en mente, hemos estructurado el documento en funcidén de seis capitulos:

En el primer capitulo se presentan los aspectos generales de nuestro estudio, haciendo una
descripcion de la problematica; también, se expone la justificacion del trabajo que plantea la
pertinencia de este y, finalmente, se presentan los objetivos que buscan responder el

cuestionamiento inicial.

Proponemos, en el segundo capitulo, una caracterizacion de la innovacion curricular del
equipo de investigacion £+ G en terminos de sus elementos centrales. Para ello, se elabor6 un
marco de referencia acerca de los conceptos de innovacion y curriculo educativo, de tal forma
gue contribuyeran a observar los cambios que la innovacion implicé y a establecer que la

propuesta, efectivamente, se trata de una innovacion centrada en cambios curriculares.

Posteriormente, se expone una aproximacion panoramica al curriculo de matematicas en
Colombia desde la segunda mitad del siglo xx en la cual se registran elementos importantes que
permiten acercarse a los aspectos principales que describen la ensefianza del Célculo en el pais.

Consecuencia de esto, identificamos una problematica de orden curricular que generd en nuestro

10



trabajo un cambio importante. La aproximacién lograda y la problematica en mencion conforman

el tercer capitulo.

Consecuencia de la problematica expuesta en el tercer capitulo, proponemos, en el cuarto
capitulo, una caracterizacion del pensamiento variacional y de los sistemas algebraicos y
analiticos! a partir de seis elementos; la variacion y el cambio, las situaciones problema, la
modelacidn, el razonamiento algebraico, los sistemas de representacién y las tecnologias
computacionales, y el contenido matematico. En el quinto capitulo, analizamos la compatibilidad
entre la propuesta del MEN, relacionada con el pensamiento variacional, y la innovacion

curricular del equipo de investigacion £eg.

Finalmente, en el sexto capitulo mostramos las conclusiones referidas al nivel de alcance
de los objetivos planteados para este estudio y algunas reflexiones que surgen a partir de la
respuesta al cuestionamiento principal, en relacion con nuestra formacién y nuestro quehacer

docente.

L En adelante, nos referiremos al pensamiento variacional y los sistemas algebraicos y analiticos solo como
pensamiento variacional.
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CAPITULO 1
ASPECTOS GENERALES DEL ESTUDIO

En este capitulo, se presentan los aspectos generales bajo los cuales se estructura el
estudio presentado en este trabajo. En primer lugar, se expone la descripcion de la problematica
que se relaciona con implementar en las aulas metodologias aprendidas por los profesores en su
etapa formativa y, respecto de ello, se plantea una inquietud referida a la posibilidad de llevar una
propuesta universitaria para el aprendizaje de la Geometria, a la ensefianza del Calculo en la
Educacién Basica y Media. En segundo lugar, se muestra la justificacion del trabajo que responde
al por qué este estudio es pertinente para la Educacién Matematica en Colombia y, finalmente, se

presentan el objetivo general y los objetivos especificos del estudio.

1.1 DESCRIPCION DE LA PROBLEMATICA

A lo largo de nuestra experiencia como estudiantes de la Licenciatura en Matematicas
(LM) de la Universidad Pedagdgica Nacional (UPN) fue posible evidenciar los distintos
metodologias de ensefianza y aprendizaje empleados por los profesores en el desarrollo de sus
clases. Entre estos, destacamos la metodologia aplicada en varios de los espacios académicos o
cursos de la linea de formacion en Geometria, debido a que, al haber estado bajo la influencia del
modelo tradicional empleado por las instituciones de Educacion Basica y Media de las que
fuimos parte en calidad de estudiantes, logramos advertir un cambio significativo en la manera de

ensefar y aprender matematicas en tales espacios

Dicha metodologia es resultado de las investigaciones e innovaciones realizadas por el
equipo de investigacion £+ ¢, adscrito al Departamento de Matematicas (DMA) de la UPN. La
metodologia en cuestion se ha venido desarrollando desde el afio 2004 hasta la actualidad
(Camargo, Echeverry, Molina, Perry & Samper, 2008) y tiene como propdsito principal la
formacion de una empresa académica en pro de aprender a demostrar, impulsando la produccion
de argumentos formales e informales, entre los que se destacan los deductivos y los abductivos e
inductivos, respectivamente (Molina & Samper, 2019). Para aprender a demostrar se hace
pertinente, a grandes rasgos, la construccion de un sistema tedrico local, el uso de un entorno de
geometria dindmica (EGD) y la interaccién social entre el profesor y los estudiantes y entre los
estudiantes mismos (Camargo et al, 2008). EI impacto que genera el desarrollo de esta propuesta,

desde nuestro punto de vista, es realmente importante, pues la experiencia del aprendizaje de las

12



matematicas en el marco de la LM se convierte en agradable y motivadora. Esto también lo
evidencian los trabajos de grado en la LM de la UPN, relacionados con el area de Geometria, por
ejemplo, los elaborados por Calderén & Tamayo (2016), Cano (2020), Velandia & Miranda

(2014), entre otros, debido a que tienen en cuenta aspectos de la metodologia en sus propuestas.

Por otra parte, es notorio que los recién egresados de programas profesionales de
educacion, empleen, en el desarrollo de sus clases, metodologias de ensefianza en los que
estuvieron inmersos, es decir, que ensefien de la misma manera en la que aprendieron (Ventura,
2016). En este sentido, nosotros, como futuros profesores de matematicas, nos encontramos
interesados en emplear, en nuestro quehacer docente, la metodologia mencionada con
anterioridad. No obstante, nos inquieta saber si es 0 no posible emplear dicha metodologia en
otras areas del conocimiento matematico, diferentes de la Geometria, particularmente en la

ensefianza del Calculo en la Educacion Bésica y Media.

1.2 JUSTIFICACION

En la politica curricular colombiana se establecen los planteamientos curriculares para la
ensefianza de las matematicas. Tales planteamientos estan registrados, en esencia, en dos
documentos producidos por el Ministerio de Educacidén Nacional: Lineamientos Curriculares en
Matematicas (MEN, 1998), en adelante LC, y Estandares Basicos de Competencias (MEN,
2006), en adelante EBC. A través de estos se establece que uno de los objetivos principales de la
ensefianza de las matematicas es formar ciudadanos matematicamente competentes. Para esto, se
requiere desarrollar efectivamente aprendizaje de los cinco procesos generales establecidos por el
MEN, a saber: formular y resolver problemas; modelar procesos y fendmenos de la realidad;
comunicar; razonar; y, formular, comparar y ejercitar procedimientos y algoritmos (MEN, 2006).
Ademas, ser matematicamente competente se relaciona estrechamente con el desarrollo del
pensamiento matematico, el cual, segun los LC (MEN, 1998), se divide en cinco tipos: el
pensamiento numérico y sistemas numéricos, el pensamiento espacial y sistemas geomeétricos, el
pensamiento métrico y sistemas de medida, el pensamiento aleatorio y sistemas de datos, y el

pensamiento variacional y sistemas algebraicos y analiticos.

Dicha division atiende, entre otras razones, al desarrollo historico del estudio de las
matematicas. En primer lugar, las concepciones griegas y medievales del hacer matematicas en

relacién con el nimero y con el espacio, dan lugar al pensamiento numérico y al pensamiento
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espacial. Posteriormente, se evidencio que las nociones métricas eran aplicables a otras areas,
como la Fisica y la Quimica, por lo que se vio necesario diferenciar el pensamiento métrico del
espacial y del numérico. Finalmente, mediante el avance de las teorias relacionadas con la
Probabilidad y con el Calculo Integral y Diferencial en el siglo xvii, junto con la observacion de
la presencia de algunas falencias en los estudiantes (vinculadas al uso e interpretacion de algunos
conceptos de aleatoriedad y variacion), resultd pertinente distinguir los pensamientos aleatorio y

variacional, de los otros tres mencionados anteriormente (MEN, 2006).

Por otro lado, el desarrollo del pensamiento variacional se hace imprescindible en la
formacién de sujetos mateméaticamente competentes. Dicho pensamiento alude, segun el MEN
(2006), al incremento de habilidades vinculadas a la identificacién, modelacion y representacion
de situaciones ubicadas en diferentes contextos, en los que hace presencia la variacién o el
cambio. Ademas, Vasco (2006) menciona que “el principal proposito del pensamiento variacional
es pues la modelacion matematica. No es propiamente la resolucion de problemas ni de
ejercicios; al contrario, para mi, los mejores problemas o ejercicios deberian ser desafios o retos
de modelar algtn proceso” (p. 7). Por su parte, Villa-Ochoa (2010, como se cité en Gomez, 2013)
menciona que el desarrollo del pensamiento variacional no debe estar limitado Gnicamente a la

modelacion matematica.

Cualquiera que sea el enfoque seleccionado, el desarrollo del pensamiento variacional se
considera como un proceso paulatino y arduo (MEN, 2006); esta condicién, sumada a la actitud
negativa que han construido muchos estudiantes respecto de las matematicas, a la creencia
erronea de que aprender es memorizar, a las practicas poco innovadoras por parte de los
profesores (Artigue, 1995), y a la anquilosada idea de que en la Educacién Media hay que
ensefiar Calculo, obstaculizan el adecuado desarrollo de este pensamiento a lo largo de la

escolaridad.

Buena parte de la problematica referida se ha centralizado en la ensefianza del Calculo;
una perspectiva de dicha problemaética es denominada por Alanis & Salinas (2009) como el
paradigma tradicional en la ensefianza del Calculo, quienes lo perciben como una consecuencia

de la ejecucidn de ciertos modelos docentes en el aula, de los cuales haremos alusion en seguida.

Gascdn (2001) menciona que los modelos docentes subyacen de modelos epistemoldgicos

implicitos en la institucién escolar, los cuales influyen directamente en la organizacion y gestion
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del proceso de ensefianza de las matematicas. En el caso del paradigma tradicional de la
ensefianza del Calculo, Alanis & Salinas (2009) sefialan que el modelo epistemoldgico que
sobresale es el euclidianismo, que se percibe a las mateméaticas como una tedrica cientifica, es
decir, plantea la organizacion del conocimiento matematico de forma l6gica y fundamentada.
Dicho modelo epistemolégico da lugar a dos modelos docentes, por un lado, el teoricismo que se
refiere a la ensefianza de las matematicas como la presentacion de teorias cristalizadas, y, por otro
lado, el tecnicismo que reduce la ensefianza de las matematicas a la ensefianza de técnicas

algoritmicas.

No obstante, ante la problematica de reducir la ensefianza de las matematicas a la
ensefianza de técnicas algoritmicas o a la ensefianza de teorias cristalizadas, diferentes autores
han mostrado una posibilidad de cambio en la ensefianza del Calculo que se lleva a cabo a partir
del reconocimiento de la historia del conocimiento y mediante la atencion a las concepciones
socioepistemoldgicas (Alanis & Salinas, 2009); estas apuestas se acompafian de propuestas que
sugieren estrategias didacticas centradas en el estudiante (y especificamente en su actividad como
aprendiz) y en el uso de tecnologias computacionales. Sin embargo, la implementacion de estas
en el aula no ha sido suficientemente efectiva, debido a factores como el contexto, la
disponibilidad de materiales y herramientas en la institucion e incluso por el desconocimiento de

estas mismas estrategias por los profesores de matematicas.

Ahora bien, como se mencion6 al comienzo (en la descripcion de la problematica), el
objetivo principal de la metodologia de ensefianza propuesto por el equipo de investigacion £¢G
es fomentar la actividad demostrativa. Coincidencialmente, en la actividad matematica que
promueve el desarrollo del pensamiento variacional “se dan multiples oportunidades para la
formulacién de conjeturas, la puesta a prueba de estas, su generalizacion y la argumentacion para
sustentar o refutar una conjetura o una propuesta de generalizacion” (MEN, 2006, p. 68). Por
tanto, es evidente la similitud entre dicho objetivo de la metodologia de ensefianza empleada por
el equipo de investigacion en los cursos de Geometria y lo expresado por el MEN. Asi, esta
coincidencia se convierte en un sustento que respalda nuestro interés por relacionar tal modelo,
con el desarrollo del pensamiento variacional y la ensefianza del Célculo y delimita nuestro
interés en establecer si es 0 no necesario y posible, realizar adaptaciones al modelo con el fin de

proponer una alternativa de cambio, puesto que desde nuestra experiencia personal, en algunas
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instituciones educativas del pais se observa, con seguridad, la existencia del paradigma

tradicional en la ensefianza del Calculo.

1.3 OBJETIVOS
1.3.1 Objetivo General
Determinar si la innovacion curricular propuesta por el equipo de investigacion £+ g, es

transferible a la ensefianza del Célculo en la Educacion Bésica y Media.

1.3.2 Objetivos Especificos

e Caracterizar la innovacion curricular empleada en algunos de los cursos de Geometria de
la Licenciatura en Matematicas de la Universidad Pedagdgica Nacional y determinar sus
elementos centrales.

e ldentificar los elementos centrales propuestos por el Ministerio de Educacion Nacional
relacionados con el desarrollo del pensamiento variacional.

e Precisar las condiciones que se requieren para determinar, segun sea el caso, la afinidad o
incompatibilidad de emplear la innovacion curricular del equipo £ G como derrotero

para la ensefianza del Calculo en la Educacion Basica y Media.
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CAPITULO 2
CARACTERIZACION DE LA INNOVACION CURRICULAR DEL EQUIPO DE
INVESTIGACION £eG

Este capitulo aborda los referentes tedricos que tienen relacion con la innovacion
curricular propuesta por el equipo de investigacion £+ ¢, aludiendo, en primer lugar, al concepto
de innovacién a partir de las posturas de diferentes autores; en segundo lugar, bajo la misma
estructura se aborda el concepto de curriculo educativo; y, en tercer lugar, se caracteriza la
innovacién curricular en mencidn, en términos de los elementos que la constituyen a partir de
nuestra propia interpretacion. Finalmente, se analiza la innovacion curricular propuesta por el
equipo de investigacion £G'y se determinan los cambios que esta suscito en relacion con los

componentes de un curriculo segin De Zubiria (2002, como se cit6 en Lopez, 2019).

2.1 CONCEPTO DE INNOVACION

El concepto de innovacidn surgio alrededor de los inicios del siglo xix. Una de las
primeras personas en hablar de este fue el economista francés Jean Baptiste Say en 1803, quien,
segun Defelipe et al (2013), lo entiende como la accidn de producir riqueza, la cual se consigue
por la accion creadora del trabajo. Con el transcurso del tiempo, el concepto sufrié cambios en
cuanto a su definicion, manteniéndose sus acepciones fundamentalmente en un contexto

econdémico. Diversos autores han propuesto diferentes definiciones.

Joseph A. Schumpeter (1883-1950), economista austriaco, reconocido por sus trabajos
relacionados con la teoria de la economia evolucionista y por ser pionero en nombrar la
importancia de los fendmenos tecnoldgicos en la economia, propone en 1934 una definicion de
innovacion més rigurosa que las de sus predecesores, a saber: “la introduccion en el mercado de
un nuevo producto o proceso, capaz de aportar algun elemento diferenciador, la apertura de un
nuevo mercado o el descubrimiento de una nueva fuente de materias primas o productos
intermedios” (Mufioz & Espinosa, 2018, p. 214). Ademas, Cilleruelo, Sanchez y Begofia, (2008)

mencionan que dicha definicion comprende cinco casos:

— La introduccién en el mercado de un nuevo bien, es decir, un bien con el cual los

consumidores no estan familiarizados, o de una nueva clase de bienes.

17



— La introduccion de un nuevo método de produccion, es decir, un método ain no
experimentado en la rama de la industria afectada, que requiere fundamentarse en un
nuevo descubrimiento cientifico.

— Laapertura de un nuevo mercado en un pais, tanto si el mercado ya existia en otro pais
Como si no existia.

— La conquista de una nueva fuente de suministro de materias primas o de productos
semielaborados, nuevamente sin tener en cuenta si esta fuente ya existe, o bien ha de ser
creada de nuevo.

— La implantacion de una nueva estructura en un mercado, como, por ejemplo, la creacion

de una posicién de monopolio.

Por otra parte, Nelson & Winter (1982) mencionan, de manera mas general, que el
concepto de innovacion esta relacionado con un cambio en la rutina, es decir, con cambios que

alteran la forma determinada de hacer las cosas, para generar el desarrollo de nuevas capacidades.

Perrin (1995, como se cité en Jimeno, 2020), sefiala que “la innovacion puede definirse
como formas nuevas de hacer las cosas mejor o de manera diferente, muchas veces por medio de
saltos cuanticos, en oposicién a ganancias incrementales” (p. 13). Cilleruelo (2008) explica que
los saltos cuanticos pueden entenderse como cambios tecnolégicos que surgen debido a la

aparicion de una nueva tecnologia, de tal forma que sustituya una existente.

La Comision Europea (1995), en el “Libro Verde de la Innovacion”, establece que la
innovacion es el acto de producir, asimilar y explotar una idea con éxito en ambitos econdmicos y
sociales, de modo que produzca soluciones a diversos problemas, contribuyendo asi a responder a

las necesidades de las personas y la sociedad.

En el “Sexto Congreso de Economia de Navarra”, Mulat (2005) menciona que el
concepto de innovacidn se puede considerar como todo cambio que genera valor, sin embargo,
afiade que, al ser esta definicion muy general, es preciso limitarla; define entonces la innovacion
como “el resultado de un proceso complejo que lleva nuevas ideas al mercado en forma de
productos o servicios y de sus procesos de produccion o provision, que son nuevos o

significativamente mejorados” (Mulat, 2005, p. 21).
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La mayoria de las definiciones mostradas con anterioridad, sintetizadas de manera
esquematica en la Tabla 1, tienen dos aspectos en coman. Por un lado, la innovacion pretende
tomar ideas o0 procesos ya existentes y mejorarlos; por otro lado, esta se realiza con la intencion
de generar resultados diferentes como el desarrollo de nuevas capacidades o para suplir las
necesidades de las personas y la sociedad. Es preciso mencionar que estos aspectos en comun
corresponden a un punto de vista relacionado con el pensamiento de Schumpeter, quien considera
la innovacion como un proceso que hace referencia a una serie de acciones para obtener algo
nuevo, enfatizando con ello la diferencia entre la innovacién como proceso e innovacion como
objetivo (Palacios, 2008).

Tabla 1
Sintesis de las definiciones de innovacion analizadas

Aspectos Ideas ya existentes )

) ) Generar resultados diferentes

Autor u obra mejoradas o ideas nuevas
Jean Baptiste Say - Produccién de la riqueza
Schumpeter (1934, citado en  Las ideas se someten a un Elementos diferenciadores, apertura de
Palacios, 2008) proceso de renovacion nuevo mercado, descubrimientos
Nelson y Winter (1982) Cambios en la rutina Desarrollo de nuevas capacidades

) Formas nuevas de hacer las
Perrin (1995) ) -
cosas de mejor manera

. Producir, asimilar y explotar ~ Soluciones a diversos problemas de la
Comision Europea (1995)

una idea esfera social

Nuevas ideas llevadas al Cambio que genera valor
Mulat (2005) ’

mercado

En este sentido, para el desarrollo de la caracterizacion objeto de este capitulo, adoptamos
el pensamiento de Schumpeter, por lo que, en consecuencia, s importante resaltar que entre la
innovacion y la invencion existe una gran diferencia. Aunque en muchas ocasiones se han
considerado los dos conceptos como sinénimos, deben diferenciarse, pues uno hace parte del
otro; inventar corresponde al surgimiento de un prototipo o desarrollo funcional que permita
solucionar un problema, por medio de la ejecucion de las funciones para las que fue disefiado
(Cilleruelo et al, 2008). Dicho de otra forma, inventar consiste en la creacion, el disefio o la

produccion de algo que es novedoso y que antes no existia. Por otro lado, innovar consiste en
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ejecutar de manera cuidadosa esos inventos en la practica. De esta forma, es evidente que la
innovacion contempla las fases citadas y otras (e.g., idea, generacion de conocimiento, invencion,

industrializacion, comercializacion). Asi, de manera mas detallada, la innovacion es:

El resultado original exitoso aplicable a cualquier ambito de la sociedad, que supone un
salto cuéntico no incremental, y es fruto de la ejecucidn de un proceso no determinista
gue comienza con una idea y evoluciona por diferentes estadios; generacion de
conocimiento, invencion, industrializacion y comercializacion, y que esta apoyado en un
paradigma organizacional favorable, en el que la tecnologia supone un papel
preponderante, y el contexto social en el que se valora la inversién en creacion de

conocimiento una condicién necesaria. (Cilleruelo et al, 2008, p. 64)

Bajo la perspectiva de esta definicion y de otras como la propuesta por la Comisién
Europea (1995), relacionadas ambas con el pensamiento de Schumpeter, es posible comprender
la innovacion en cualquier ambito de la sociedad y no solamente en el ambito econdémico. En este
caso, es de nuestro interes particularizar la innovacion en el ambito educativo, razén por la cual,
es preciso hacer referencia a algunas de las concepciones de innovacion educativa que establecen
diferentes autores, de manera tal que los distintos puntos de vista enriquezcan el analisis que se

hara al final de este capitulo.

En este sentido, Escudero (1988) sefiala que la innovacion educativa consiste:
... en una batalla a la realidad tal cual es, a lo mecanico, rutinario y usual, a la fuerza de
los hechos y al peso de la inercia. Supone, pues, una apuesta por lo colectivamente
construido como deseable, por la imaginacion creadora, por la transformacion de lo
existente. Reclama, en suma, la apertura de una rendija utopica en el seno de un sistema
que, como el educativo, disfruta de un exceso de tradicion, perpetuacién y conservacion
del pasado. (...) innovacion equivale, ha de equivaler, a un determinado clima en todo el
sistema educativo que, desde la Administracion a los profesores y alumnos, propicie la
disposicién a indagar, descubrir, reflexionar, criticar ... cambiar. (p. 88).
Por otro lado, Sein-Echaluce et al (2017) entienden la innovacion educativa como “la
aplicacion de una idea que produce un cambio planificado en los procesos educativos, servicios o

productos, que luego conducen a una mejora en la metas” (p. 596).
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Imberndn (1996) comenta que la innovacion educativa es “el proceso de indagacién de
nuevas ideas, propuestas y aportaciones, efectuadas de manera colectiva, para la solucion de
situaciones problematicas de la préctica, lo que comportara un cambio en los contextos y en la

practica institucional de la educacién” (p. 64).

Por ultimo, Jiménez (1995) propone que la innovacién educativa refiere a un proceso de
accion, de caracter organizativo y didactico, que se enfoca en la mejora de la calidad de la

ensefianza, en particular, y del sistema educativo, en general.

Es indispensable tener en cuenta que, al hablar de innovacién educativa, se hace
referencia, particularmente, a cambios y mejoras en el entorno educativo, que son llevados a cabo
a partir de un trabajo colectivo mediante el cual se realiza una basqueda de ideas nuevas, en pro
de brindar soluciones a situaciones problematicas. En este sentido, consideramos la innovacion
educativa como lo antedicho, afiadiendo que esta consideracion, se corresponde con la definicién
de innovacién propuesta por Cilleruelo et al (2008) puesto que en esencia, es evidente el
desarrollo en fases de una innovacion educativa, lo mismo que sucede con la definicion de
innovacion sefialada. Asi la innovacion educativa inicia con una idea centrada en un cambio o
mejora la cual es sometida, para su evolucion, a los estadios: generacion de conocimiento o
adquisicion de conocimientos por una organizacion sean nuevos o no; invencion o creacion de un
prototipo o desarrollo funcional para la solucion de una problematica; industrializacion o

aplicacion de cambios y mejoras llevadas a cabo con el trabajo colectivo; y comercializacion.

Dependiendo de los tipos de alteraciones o cambios que se pretendan ejecutar, se han
elaborado distintas categorizaciones de las innovaciones educativas: EImore (1990, como se citd
en Margalef & Arenas, 2006), establece que estos cambios corresponden a: (i) cambios
estructurales que afectan al sistema educativo, por ejemplo, la situacion ocupacional de los
maestros, el licenciamiento de la escuela, las condiciones de trabajo, (ii) cambios curriculares, es
decir, cambios en la ensefianza y el aprendizaje, la técnica central de escolarizacion o en las
metodologias empleadas; v, (iii) cambios profesionales referidos a la formacion, seleccion y
desarrollo profesional de los docentes, relacionados especificamente con la distribucion del poder

en las instituciones, entre otros.

Para alcanzar los objetivos propuestos en este trabajo, nos enfocaremos en aquellos

cambios que modifican la metodologia de ensefianza y que alteran los elementos del curriculo, es

21



decir, en los cambios curriculares. Dichos cambios, coinciden con lo que CEUB (2014) considera
como innovacion curricular; en consecuencia, se puede considerar una innovacion curricular

como una innovacion educativa centralizada en cambios curriculares.

Con el fin de generar un marco referencial para la identificacion y el andlisis de las
innovaciones educativas, Blanco y Messina (2000, como se cit6 en Rimari, 2008), proponen una
serie de criterios que debe satisfacer toda innovacion educativa; seleccionamos, a nuestro juicio,
algunos criterios que son importantes para identificar una innovacién educativa centralizada en

cambios curriculares, a saber:

a. Lainnovacion supone transformacion y cambio cualitativo significativo, no simplemente
mejora o ajuste del sistema vigente. En este criterio, es preciso tener en cuenta que, aunque
la innovacion implica cambio, no todo cambio es una innovacion. La innovacion busca
transformacion respecto a la situacion inicial de componentes o estructuras esenciales del
proceso educativo. Si bien usar nuevos recursos didacticos, implementar nuevas tecnologias
en el aula y considerar elementos didacticos que no se consideraban anteriormente, suponen
cambios, para que estos lleguen a considerarse innovacion, deben producir cambios
significativos frente a la rutina tradicional en la escuela.

b. Una innovacion no es necesariamente una invencion, pero si algo nuevo que propicia un
avance en el sistema hacia su plenitud, un nuevo orden o sistema. Este principio coincide
con la ya mencionada diferencia entre innovar e inventar referida por Cilleruelo et al (2008).
Otra distincion importante entre los dos conceptos es que las trasformaciones o cambios
producto de innovaciones no son necesariamente invenciones, sino que mas bien, estas
transformaciones buscan algo cualitativamente distinto o nuevo respecto a lo existente, por lo
tanto, las innovaciones implican un nuevo modelo, orden o enfoque, una forma distinta de
organizar y relacionar los componentes objeto de la innovacién (Rimari, 2008, p. 13).

c. Lainnovacion no es un fin en si misma sino un medio para mejorar los fines de la
educacion. Varias reformas educativas tienen como objetivo mejorar la calidad y la equidad
en el sistema educativo, sin embargo, es la innovacion la que se centra especialmente en el
mejoramiento de la calidad de la educacion, més que la equidad.

d. Lainnovacion implica una intencionalidad o intervencion deliberada y, en consecuencia, ha

de ser planificada. La planeacion es el elemento principal que diferencia una innovacién de
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un cambio general. La innovacién requiere ser planificada y debe tener una intencionalidad

clara, de lo contrario, no puede ser considerada como tal.

2.2 CURRICULO EDUCATIVO
Dado que, como se menciond con anterioridad, uno de los ambitos de la innovacion
educativa se relaciona con cambios curriculares afines a su disefio y desarrollo, se hace preciso

realizar una mirada al concepto de curriculo y al de curriculo en matematicas.

Vilchez (2004) establece que fueron las universidades calvinistas de Holanda y Escocia
las que brindaron por primera vez una doble definicién de curriculo dependiente de dos puntos de
vista; uno, desde la posicién del cuerpo estudiantil, referente al curso multianual que debia seguir
cada estudiante para titularse y, el otro, desde la perspectiva de las instituciones en relacion con la
organizacion sistémica de las asignaturas de cada carrera. Estas concepciones estaban limitadas a
la esfera escolar o universitaria; en el siglo xix dicha limitacién cambid y el curriculo se empez6

a entender en términos de regulaciones nacionales.

Por otra parte, el autor también sefiala que la division en disciplinas pedagdgicas del
conocimiento (i.e., Historia, Aritmética, Literatura, Educacion Fisica, entre otras), la
determinacidn de los niveles escolares y la asignacion de titulos, fueron necesarios para la
concepcion que se tiene actualmente de curriculo educativo. En este sentido, tomando a la
pedagogia como un todo, se encuentran en orden el curriculo, la didactica y el aprendizaje; el

curriculo cumple el papel de mediador entre la pedagogia y la didactica

Ahora bien, son diversas las definiciones y concepciones que se han propuesto alrededor
del concepto de curriculo, entre las que se encuentra la expuesta por Tyler (1973, como se citd en
Angulo, 1994), quien establece, por una parte, que una definicion restringida de curriculo lo
asume como un curso de estudio y, por otra parte, una concepcion mas amplia de este, lo
considera como “todo aquello que transpira en la planificacion, la ensefianza y el aprendizaje de
una institucion educativa” (p. 18). En consecuencia, el curriculo comprende aquellas
motivaciones que impulsan a la actuacion, asi como a las actuaciones mismas; dicho de otra

forma, el curriculo se desarrolla y transita entre un medio prescriptivo y uno interactivo.

Otra definicion interesante de curriculo es la planteada por Vilchez (2004), en la que

sefiala que:
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[EI] curriculo es el conjunto de aprendizajes compartidos que la escuela, deliberada y
espontaneamente, pone a disposicion de estudiantes y maestros para que desarrollen
plenamente sus potencialidades y participen en el proceso constante de transformacion
vital. Incluye el plan de ensefianza mas la atmosfera escolar, al tiempo que es también

proceso y resultado. (p. 201).

Este autor considera que es un conjunto de aprendizajes debido a que el curriculo debe
interpretarse como algo plural en lugar de singular, ya que este compromete dos 0 mas
experiencias de aprendizaje junto con la relacion que se funda entre ellas. Este conjunto es
compartido porque tanto estudiantes como profesores aprenden en el acto educativo. Es
deliberado y espontaneo, puesto que los aprendizajes adquiridos no se limitan Gnicamente a lo
establecido y programado en el plan de estudios llevado a cabo en los salones y laboratorios, sino
que también son adquiridos o producto de la relacion con sus pares y profesores, de los ambientes
fisicos (e.g., biblioteca, canchas deportivas y pasillos) y, en general, del acto de estar inmersos en

un entorno escolar.

Ademas, Tyler (como se citd en Alpirez et al, 1984), establece una caracterizacion del
curriculo en cuatro componentes. En primer lugar, la definicidn de objetivos que desea alcanzar
la institucion; estos deben formularse teniendo en cuenta tres aspectos, (i) las necesidades e
intereses de los educandos, (ii) los elementos relacionados con la cultura y (iii) la sociedad en la
que se encuentra inmerso. En segundo lugar, la seleccion de actividades de aprendizaje que se
puede entender como el contenido; estas deben ser seleccionadas con base en fundamentos
pedagdgicos y en pro del alcance de los objetivos, ademas deben cumplir una coherencia vertical
y horizontal, en relacién con cada uno de los niveles educativos. En tercer lugar, la organizacion
de la experiencia de aprendizaje que puede interpretarse como la metodologia, referente al como
se suministraran los contenidos. Por Gltimo, la evaluacién de las experiencias, en la que es
necesario estimar el nivel de alcance de los objetivos, a partir de los cambios de comportamiento

de los involucrados en el acto educativo.

En relacién con lo anterior, De Zubiria (2002, como se cit6 en Lopez, 2019), plantea la
caracterizacion del curriculo bajo seis componentes relacionados, en cierta medida, con los
mencionados por Tyler. Cada uno de los componentes pretende dar respuesta a una pregunta
diferente. En la Tabla 2 se muestra, a grandes rasgos, en qué consiste cada uno de ellos:
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Tabla 2

Componentes del curriculo segun Julian de Zubiria

Componentes

Pregunta que busca responder

Consideraciones

Propositos educativos

¢Para gqué ensefiar?

Para responder la pregunta debe tenerse
en cuenta queé tipo de ciudadano se
desea formar. Los propositos deben
garantizar la coherencia en los procesos

de la formacion de la persona.

Contenidos

¢ Qué ensefar?

Es necesario contemplar la pertinencia
de los contenidos; ademas, estos deben
conservar un orden y deben estar
jerarquizados en los procesos de

formacion.

Secuenciacién

¢Cuando ensefiar?

Se hace importante tener en cuenta los
niveles de complejidad de cada nivel de

formacion.

Metodologia

¢ Como ensefar?

Se presta atencidn al como se aprende y
a la relacién entre el estudiante, el
docente y los saberes. Los fines, los
contenidos y la secuenciacion son
elementos imprescindibles para la

reflexién metodolégica y curricular.

Recursos

¢Con qué ensefiar?

Para dar respuesta a esta pregunta
deben tenerse en cuenta tres criterios;
su propésito, el juicio de eleccion del

recurso y la realidad contextual.

Evaluacion

¢Se aprendio?

Se busca responder a la pregunta a
partir de la revision y valoracion de las
acciones realizadas con el fin de emitir
un juicio de valor que permita tomar

decisiones.

Por otra parte, Rico (2014) establece que el curriculo es un “Sistema organizado de

conceptos relacionados, que atienden a las funciones basicas y fundamentales de un sistema
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educativo”. Ademas, para él el curriculo en matematicas es el “plan de formacion en matematicas
para los nifios, jovenes y adultos de un pais, que tiene lugar en el Sistema Educativo, cuya puesta
en practica corresponde a profesores y especialistas, y del cual es parte destacable la Educacion
Obligatoria” (Ric0,1998, p. 7). También sefiala, grosso modo, que para su disefio: debe darse una
discusion acerca del conocimiento matematico; debe fundamentarse en una teoria o0 esquema
conceptual; debe examinar en qué consiste la ensefianza de las matematicas y las formas en las
que esta se puede llevar a cabo; y, finalmente, se debe considerar la utilidad y pertinencia de
dicho conocimiento. La concepcidn de curriculo que adaptaremos en este trabajo corresponde a la
dada por Rico (1998).

2.3 INNOVACION CURRICULAR DEL EQUIPO DE INVESTIGACION £egG

La LM de la UPN es un programa de formacion de profesores de matematicas para la
Educacién Basica, Secundaria y Media. La estructura del programa curricular esta conformada
por los ciclos de fundamentacion y profundizacion, los cuales se encuentran constituidos por
cuatro ejes que rednen distintos espacios académicos relacionados con Algebra, Geometria,
Célculo, y Estadistica y Probabilidad; distribuidos en las lineas de formacién en matemaéticas y
formacién en pedagogia y didactica.

Particularmente, la linea de Geometria en el ciclo de fundamentacion, contempla hoy los
cursos: Elementos de Geometria, Geometria Plana, Geometria del Espacio y Geometria Analitica.
Debido a una serie de factores que se mencionaran posteriormente, en el afio 2004 se hizo la
estructuracion del curriculo de esta linea, en la que el equipo de investigacion Aprendizaje y
Ensefianza de la Geometria (£« @) llevo a cabo la implementacion de una innovacion curricular
con la conformacion e implementacion del curso de Elementos de Geometria y con la

modificacioén curricular realizada al curso de Geometria Plana.

Una de las motivaciones que impulsé al equipo a realizar esta innovacion curricular se
centra en el cuestionamiento relacionado con qué tipo de ideas de demostracion y de practica
demostrativa desarrollaban los estudiantes como producto de este curso. Precedente a la
innovacion, el profesor suministraba a los estudiantes un sistema axiomatico basado en el texto
guia del curso, mientras que los estudiantes se encargaban de estudiar de manera independiente el
texto e imitaban demostraciones a partir de los ejemplos que alli se mostraban y que el docente

proporcionaba. De este modo, las ideas que desarrollaban los estudiantes se encontraban ligadas a
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la creencia de que la demostracion solo podria ser realizada por un experto, en cuanto se pensaba
que el proposito de la demostracion se reduce a validar un enunciado sin tener claro, en algunos

casos, su significado (Camargo et al, 2013).

En este sentido, el equipo se vio impulsado a realizar la innovacién curricular teniendo en
cuenta otros asuntos relacionados, por un lado, con la formacion de los futuros profesores de
matematicas y con la doble responsabilidad que esto conlleva, puesto que es necesario que los
estudiantes desarrollen dos tipos de capacidades: de accion en contextos matematicos y de
generacion de entornos de aprendizaje de las matematicas escolares. Estas capacidades se
obtienen como consecuencia del tipo de experiencias de aprendizaje en las que se encuentren
inmersos los futuros profesores de matematicas a lo largo de los cursos que ofrece el programa.
Lo anterior, condujo a que el equipo se diera a la tarea de “revisar e introducir cambios en la meta
y objetivos del curso Geometria plana, en el tipo de tareas propuestas a los estudiantes, en la

gestion del contenido, y en el tipo de interaccion social en el aula” (Camargo et al, 2008, p. 3).

Por otro lado, asignar el rol central de la practica demostrativa en la labor matematica,
implica que es imposible la formacion matematica sin haber experimentado la actividad
demostrativa. Esto tuvo como resultado que algunos de los cambios propuestos para la
innovacion, estuvieran relacionados con la conformacidn de experiencias que contribuyeran a la

adquisicion de aprendizajes significativos sobre tal actividad.

Los resultados deficientes de la formacion matematica en los diferentes niveles de
escolaridad también fueron un motivo para implementar esta innovacion, por lo que fue necesario
reconocer la importancia y necesidad de buscar estrategias de ensefianza para el tratamiento de
esta problematica. Camargo et al. (2008) sefialan que, para abordarla, es preciso tener en cuenta
que esta se relaciona con la ensefianza y el aprendizaje de la demostracion, debido a que, en las
escuelas de Educacion Basica Secundaria y Media, se ha dejado de lado esta practica como
consecuencia del reconocimiento de la complejidad misma del aprendizaje de la demostracion.
Este reconocimiento también hace parte de los motivos que impulsan el disefio de la innovacién,
debido a que el equipo considera que el aprendizaje de la demostracidén no puede estar
Unicamente bajo la responsabilidad del estudiante, sino que el profesor debe apoyar
sistematicamente a los estudiantes en su proceso de aprendizaje. Por ultimo, el reconocimiento de

que el uso de la geometria dindmica no pone en peligro la ensefianza de la demostracién, sino que
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la favorece, permitié al equipo establecer que, con tareas geomeétricas bien disefiadas, la
geometria dindmica se convierte en una herramienta de mediacion para el aprendizaje de la

demostracion.

En este sentido, la innovacion tiene como propo6sito “generar para los estudiantes un
espacio y una oportunidad de aprendizaje de la demostracion en Geometria euclidiana, no solo
desde el punto de vista disciplinar de las matematicas, sino también desde el punto de vista
pedagdgico” (Molina & Samper, 2013, p. 25). El objetivo general se enfoca en que los
estudiantes aumenten su perspectiva de la demostracion al mismo tiempo que aprenden a
demostrar, que interpreten esta actividad como fundamental en el quehacer matematico y que
comprendan que esta puede emplearse como instrumento para la comprension y la

argumentacion.

Nosotros como estudiantes de la LM de la UPN, hemos sido participes de esta
innovacion; en consecuencia, desde nuestra experiencia junto con una revision documental,
hemos evidenciado cuatro elementos que caracterizan la innovacidn curricular en mencion, de los
cuales hablaremos posteriormente. Cabe mencionar que, en algin momento consideramos ocho
elementos?, sin embargo, en el desarrollo de cada uno de ellos, se encontré pertinente unificar
algunos, razéon por la cual los elementos se sintetizan en (i) la interaccion social en clase, (ii) el

entorno favorable para aprender a demostrar, (iii) la evaluacion y (iv) la actividad demostrativa.

2.3.1 Actividad demostrativa®

Como se menciond, una de las razones que motivo al equipo de investigacion a realizar la
innovacidn curricular fue el reconocimiento de la complejidad inherente al aprendizaje de la
demostracion, la cual se encuentra relacionada con aspectos como: comprender que algunas
propiedades de los objetos geométricos tienen una relacion de dependencia entre si, identificar la
forma en la que se enuncian los teoremas y reconocer el proceso deductivo necesario para

construir las demostraciones (Camargo et al, 2008).

En este sentido, el equipo se dio a la tarea de establecer su propia concepcion de actividad

demostrativa en el marco del aprendizaje y la ensefianza de las matematicas; para esto, elaboraron

2 La interaccion social en clase, las situaciones problema, la geometria dinamica, el descubrimiento, el sistema
axiomatico, las notas de clase, la evaluacion y la actividad demostrativa.
3 En el ambito educativo.
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un estado del arte considerando tres asuntos afines con la investigacion que estaban
desarrollando: (i) la actividad demostrativa en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas,

(ii) la geometria dinamica para la ensefianza de la demostracion y (iii) la geometria dindmica en
la formacion de profesores.

Como resultado del analisis de la literatura especializada, el equipo considera que la
actividad demostrativa no solo se enfoca en la elaboracién de una demostracion formal, sino que
esta se direcciona hacia el uso de la justificacion y formulacion de conjeturas como insumo para
la compresion, comunicacion y validacion de las ideas geométricas. El equipo elabor6 un
esquema en el que pretendian plasmar las ideas de Hanna y Mariotti (como se cit6 en Perry et al,

2006), mostrando la relacion entre actividad demostrativa y justificacion (Figura 1).

Figura 1
Relacion entre actividad demostrativa y justificacion

Geometria Empirica

Actividades

demostrativas Prueb
rueba

Verificar conduce a Via para desplegar la
Explﬂfaf_ ™1 maguinaria matematica en la
DESCUD'{I' resolucion de problemas y la
C_DI'IStFUW_ justificacion de afirmaciones
Sistematizar

Explicar

y

Demostracion Formal

Organizacion sistematica de
proposiciones encadenadas segln
esquemas validos de razonamiento

Geometria Formal

Tomado de Perry et al (2006, p. 22).

De esta forma, el equipo reconocié que habia que establecer un lazo entre la “geometria
formal”, que alude a la produccion de una demostracién formal, y la “geometria empirica”,
relacionada con las acciones de indole heuristico, para fomentar la comprension. Tuvieron en
cuenta la relacién entre actividad demostrativa y justificacion, y las posturas de diferentes
matematicos y educadores matematicos en relacién con la demostracion, para dar lugar a la

primera version del constructo de actividad demostrativa. En ella determinaron que no solamente
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se debe tener en cuenta el producto, es decir, las explicaciones, las pruebas y la presentacion
sistematica de resultados, sino que al momento de demostrar es necesario considerar otras

acciones como visualizar, explorar, conjeturar, verificar y deducir.

En la segunda versién del constructo se introdujo la argumentacion como una accion
necesaria para producir una justificacién, cuando esta se da en un &mbito académico, dinamizado
por el profesor. Asi pues, las justificaciones no tienen la forma caracteristica de una explicaciéon o
de una prueba, mas bien, estas son importantes para la validacién de una afirmacion (Perry et al,
2006). Esta versidn del constructo se pretendia validar mediante una prueba piloto, por lo cual, el
equipo considerd pertinente identificar niveles de desempefio para las acciones implicadas en los
procesos y los productos de la actividad demostrativa. No obstante, posterior a la aplicacion de la
prueba piloto, fue posible evidenciar que en lugar de presenciar desempefios logrados, se
apreciaron “diversas manifestaciones de trabajo frente al problema, sin ninguna connotacion de
mejor o peor desempeiio” (Perry et al, 2006, p. 26). Junto con esto, el equipo se dio cuenta que no
era posible desvincular la argumentacion de los procesos ni de los productos, lo que los llevo a
reconceptualizar la actividad demostrativa, esta vez afirmando que es la argumentacion® la que
establece el puente entre las acciones del proceso y las acciones del producto. Esta reorganizacion
dio lugar a la caracterizacion de la actividad demostrativa a través de las manifestaciones de

desempefio de las acciones (ver anexo A).

En conclusion, para el equipo de investigacion el constructo actividad demostrativa
abarca dos aspectos que se encuentran relacionados entre si. Por un lado, el que se constituye a
partir de las acciones cuyo objetivo es producir una conjetura (aspecto proceso) y, por otro lado,
aquel que se conforma por las acciones destinadas a producir una justificacion (aspecto
producto). Por consiguiente, se considera que la demostracion en el ambito educativo pretende
favorecer la compresién del contenido matematico implicito en los enunciados de los teoremas y
sus correspondientes justificaciones, y direccionar a la validacion de tales enunciados, en relacion

con un sistema axiomatico en construccion (Perry et al, 2006).

4 Entendemos la argumentacién como una expresion (escrita u oral) de un razonamiento, con el que se pretende
persuadir o convencer a otros sobre la validez de una idea.
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Las acciones involucradas en el aspecto proceso son la visualizacion, la exploracion, la
formulacién de conjeturas y la verificacion (Figura 2), que corresponden a acciones de caracter
heuristico. A continuacidn, se precisan cada una las acciones mencionadas.

Figura 2
La actividad demostrativa en la educacion en matematicas

ASOCIADO A LAS
ACCIONES DEL PROCESO

ASOCIADO
A LA
JUSTIFICACION

O-HNCOO™o| -

ocwVvmMmNO =D

Tomado de Camargo et al (2005, p. 373)

Visualizacion: el proposito es encontrar relaciones geométricas subyacentes. Por
ejemplo, en el rectdngulo ABCD (Figura 3) se pueden observar los triangulos AEB, BEC,CED y
DEA. Solamente después de tener cierta practica en la visualizacion es posible evidenciar que la
figura es también la union de dos parejas de triangulos: ADC y ABC; 0o, ADB y CBD. Pero para
poder deducir la relacién de congruencia de las diagonales del rectangulo es necesario identificar
los triangulos que se traslapan: DAC y CBD, entre otros. (Perry et al, 2006).

Figura 3

Visualizacion de diferentes figuras en un Gnico dibujo

A B

o
(¢}
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Tomado de Perry et al (2006, p. 59)

Exploracion: investigacion empirica hecha sobre una representacion grafica —a través de
las acciones tales como medir, calcular, construir, constatar— en la que se consideran uno o0 mas
casos. Tiene como objetivo principal descubrir propiedades o relaciones entre propiedades,
ademas de generar comprension de la situacién con respecto al propdsito especifico del
problema. Por ejemplo, ante la tarea de establecer una relacion entre las bisectrices de los LAOB
y 2BOC que conforman un par lineal® (Figura 4), acciones como representar el 0BS en distintas
posiciones y medir el &ngulo formado por las bisectrices’ permitiran detectar la relacion de

perpendicularidad entre ellas (Perry et al, 2006).

Figura 4
Relacion entre bisectrices de angulos que conforman par lineal

¥
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Tomado de Perry et al (2006, p. 60).

Formulacion de conjeturas: establecimiento de enunciados, de los que se tiene
seguridad, expresados en forma general. Hace referencia al acto de postular una afirmacion —fruto
del convencimiento personal logrado a través de las acciones de visualizacion y exploracion—
estableciendo relaciones del tipo “si ... entonces ...” (Perry et al, 2006). Teniendo en cuenta el
ejemplo anterior, es posible establecer una conjetura fruto de la visualizacion y exploracion: Si

dos angulos son par lineal, entonces sus bisectrices determinan un angulo recto.

> Def. de angulos par lineal: si AB y AD son rayos opuestos y € es un punto que no esta en AB, entonces el ZBAC y
£CAD forman un par lineal. (Samper & Molina, 2013).

6 Def. de rayo: dados dos puntos de una recta A y B, el rayoAB (que se denota E) es la union del AB con el
conjunto de puntos X de la recta para los cuales B esta entre A y X. (Samper & Molina, 2013).

7 Def. de bisectriz un angulo: la bisectriz de un angulo es un rayo con extremo en el vértice del angulo y un punto en
el interior del angulo que determina con los lados del angulo dos lados adyacentes congruentes (Samper & Molina,
2013).
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Verificacién: comprobacion empirica mediante acciones visibles sobre una
representacion —como medir, construir, calcular— realizadas con el propésito de poner a prueba la
conjetura establecida cuando un cuestionamiento suscita una duda frente a esta (Perry et al,
2006). Teniendo en cuenta el ejemplo anterior, para verificar que la relacion de perpendicularidad
entre las bisectrices siempre se cumple, es preciso representar la situacion en un software de
geometria dindmica, medir el angulo determinado por las bisectrices y mediante el arrastre del
punto B observar que para cualquier medida de ZAOB'y £BOC, el &ngulo determinado por las

bisectrices siempre es recto.

Por otro lado, la actividad demostrativa circunscribe también, acciones enfocadas a la
elaboracion de un discurso argumentativo de tipo deductivo, el cual valida la conjetura en el
marco del sistema axiomatico en construccion. Las acciones, 0 en este caso justificaciones,

asociadas al aspecto producto son la explicacion, la prueba y la demostracion formal.

Explicacion: justificacion de caracter empirico basada en la remisién a una figura para
mostrar lo que en ella se ve y sefialar resultados empiricos obtenidos ya sea en la exploracion o
por medio de informacidon de fuentes externas (Perry et al, 2006). Por ejemplo, al responder la
pregunta ¢el interior de un angulo es un conjunto convexo? Puede generarse en clase la siguiente
explicacion: “se puede decir que en el interior del angulo BAC es un conjunto convexo ya que al
unir cualquier par de puntos P y Q del interior del &ngulo por un segmento, los puntos que
conforman este segmento hacen parte del conjunto de puntos que forman el interior del angulo”
(Perry et al, 2006, p. 61) como se muestra en la Figura 5.

Figura 5
Interior de un angulo

e —Q

Tomado de Perry et al (2006, p. 61).

Prueba: justificacion parcial en la que se explicitan afirmaciones y razones, relacionadas
con propiedades geométricas generales, obtenidas del conjunto de las posibilidades estudiadas y
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de nuevas relaciones de dependencia encontradas en las acciones realizadas sobre la figura. Esto
hace que la prueba no sea algo acabado, sino que cambie con la evolucién de los saberes en el

tiempo. En relacion con el ejemplo anterior:

Si tomamos dos puntos Py Q del interior del BAC, se cumple que:

i) P,Q y B estan en el mismo lado de AC. Por lo tanto, PQ no interseca a AC,
especificamente al AC.
i)  P,Qy A estan en el mismo lado de 4E. Por lo tanto, PQ no interseca a AB,

especificamente al 4B.

Como PQ no interseca al ZBAC, entonces el interior del &ngulo es un conjunto convexo
(Perry et al, 2006).

Demostracion formal: justificacion de caréacter deductivo que explicita y encadena, en
forma exhaustiva, una afirmacion y sus respectivas razones, referidas a un sistema axiomatico y
que lleva desde la informacion dada hasta aquella que se desea demostrar. Se relaciona con la
construccion de un discurso conformado por una serie de enunciados que se organizan, siguiendo
un conjunto de reglas I6gicas controladas por el profesor, con el objetivo de incorporar un hecho
matematico al sistema axiomatico, establecido en el aula (Perry et al, 2006). Asi las cosas, se

muestra en seguida la demostracion formal del problema anterior (Tabla 3):

Tabla 3
Ejemplo de demostracion en el formato a dos columnas Afirmacion-Garantia

Afirmacion Garantia
4BAC Dado
Py Q puntos del interior del BAC Dado
P,Q € S; nS,, donde S; es el semiplano de Definicién (D.) de interior de angulo®

frontera AB, gue contienea C y S, es el semiplano

de frontera iéTé, que contiene a B

8 Def. interior de angulo: dado 2ABC, el interior del ZABC es la interseccion del semiplano determinado por laBC
en el cual estd A con el semiplano determinado por la BA en el cual esta C (Samper & Molina, 2013).
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P,QeS, yP,Q€S, D. de interseccion

S1 ¥ S, son conjuntos convexos Postulado (P.) de la separacion del plano®
PQeS,yPQES, D. de conjunto convexo®®

PQeS, NS, D. de interseccion

PQ € int£BAC D. de interior de angulo

intZBAC es un conjunto convexo D. de conjunto convexo

El formato usado para la demostracion formal varia en los cursos de la linea de
Geometria. En el primer curso, Elementos de Geometria, se emplea el diagrama-deduccion
(Tabla 4), propuesto por el mismo equipo de investigacion: En seguida se muestra un ejemplo del

uso del diagrama-deduccion en relacion con el problema: Sea /KLy Y un punto tal que Y €

ZJKL. .Y € KL?

Tabla 4
Ejemplo de demostracion en el formato a tres columnas Diagrama-Deduccion

¢ Qué sé? ¢ Qué uso? ¢ Qué concluyo?

2JKL =Kj UKL

1. 2JKL D. de angulo™ I,
KJ y KL no son colineales
2. Y €KL o o B
Principio de sustitucion Y € KJUKL

2JKL =Kj UKL

3. YEKJUKL D. de angulo YEKLOY €KJ

Para el curso Geometria Plana, se usa el formato mostrado en el apartado anterior (Tabla
3), sin embargo, se pueden presentar variaciones frente a los nombres de las dos columnas, por

ejemplo, afirmacion — garantia y datos, afirmacién — justificacion, esto depende del profesor que

9 P. de la separacion del Plano: sea & un plano, m una recta en plano 'y H y K los semiplanos determinados por m en
a. (i) H y K son conjuntos convexos. (i) Sead € Hy B € K entonces AB N m = @ (Samper & Molina, 2013).

10 Def. conjunto convexo: Sea A un conjunto de puntos. 4 es un conjunto convexo si la siguiente afirmacion es
verdadera para todo par de puntos del conjunto: Si X y Y son cualquier par de puntos de A entonces el XY es
subconjunto de A (Samper & Molina, 2013).

11 Def. de angulo: un angulo es la union de dos rayos que tienen el mismo extremo y que no son colineales (Samper
& Molina, 2013).
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dirige el curso. En el curso Geometria del Espacio se usa el formato nucleos y pilares (Tabla 5)
que tiene como finalidad hacer mas econdmicas las demostraciones; en este se toman las
afirmaciones y las justificaciones mas relevantes de la demostracion. Por ejemplo, mostramos a
continuacion la demostracion del Teorema (T.) puntos en el mismo semiplano:

T. puntos en el mismo semiplano: Si los puntos 4, B 'y C tal que A — B — C'2 y m recta,

A € m,entonces C € Sy, .

Tabla s

Ejemplo de demostracion en el formato a dos columnas Nucleos - Pilares

Nucleos Pilares
A, By C puntos no colineales en a P. Plano-Puntos®®
H punto, H € AC, tal que AH = AB T. localizacion de puntos'
H ¢ AB D. de semiplano®®

2.3.2 Entorno favorable para aprender a demostrar

Uno de los elementos caracteristicos de la innovacion curricular, comentada en diferentes
articulos y libros del equipo de investigacion, es la generacion de un entorno favorable para
aprender a demostrar, conformado a la vez por tres elementos que funcionan en conjunto: la

interaccion social en clase, la geometria dinamica y las situaciones problema.

2.3.2.1 Interaccion social en clase

Para una gran parte de la comunidad de educadores matematicos, es cierto que el
aprendizaje de las matematicas tiene mejores resultados cuando la adquisicion de conocimientos
se hace mediante la interaccion social. Consideramos que la ensefianza y el aprendizaje de las

matematicas son procesos que no se limitan solamente a la actividad individual, sino que, para

12 Def. de interestancia: el punto B esta entre los puntos Ay C, si (i) 4, B y C son colineales y (ii) AB + BC = AC. Se
nota como A — B — C. (Samper & Molina, 2013).

13 P, Plano-Puntos: un plano tiene por lo menos tres puntos no colineales. (Samper & Molina, 2013).

14 T localizacion de puntos: sea r un niimero real positivo y el AC, entonces existe un tnico punto D € AC tal que
AD = r (Samper & Molina, 2013).

15 D. semiplano: una recta m separa al plano « en dos subjuntos H y K, llamados semiplanos tal que: (i) HNnm = @
YyKnm=0,(ii)HNK =9, (iii) HUK Um = a (Samper & Molina, 2013).
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potencializar dichos procesos es necesaria la interaccion social. Lo anterior se corresponde con la

teoria sociocultural del aprendizaje propuesta por Lev Vygotsky (Patifio, 2007).

Por tal razén, “han surgido las teorias socioculturales del aprendizaje de las matematicas
que, basadas en los planteamientos de Vygotsky, sostienen que las dimensiones individuales de la
experiencia son secundarias frente a las sociales y culturales” (Perry et al, 2006, p. 2). De ahi que
el equipo de investigacion asuma una perspectiva sociocultural del aprendizaje, comprendiendo
la interaccion social como un factor determinante del aprendizaje. Como consecuencia de dicha
perspectiva, el equipo considera que la clase de matematicas puede entenderse como una

comunidad de préctica.

Comunidad, por cuanto es una configuracion social que se propone realizar
conjuntamente una empresa: desarrollar un curriculo local de matematicas. De préctica,
por cuanto el funcionamiento de la comunidad como tal es resultado del aprendizaje
colectivo de sus miembros cuando interactGan entre si y con el entorno para dar
significado a la empresa que tienen entre manos y para participar en su consecucion.

(Perry, Samper, et al, 2006, p. 3)

Antes de la aplicacion de la innovacion, la interaccién en clase realizada en los cursos de
geometria entre el profesor y los estudiantes estaba restringida a las explicaciones de las
demostraciones, mayoritariamente por parte del profesor; ademas, debido a que las actividades
propuestas en el curso se desarrollaban de manera individual, no se llevaba a cabo una
interaccion entre los estudiantes mismos, ni entre los estudiantes y el objeto de estudio. El equipo
de investigacion sostiene que la comunicacion de ideas y el andlisis critico de estas toman un
papel importante, especialmente, cuando lo que se pretende es aprender a demostrar, debido a
que, es en la argumentacion colectiva en la que se generan los elementos tedricos para realizar
una demostracion (Camargo et al, 2013). A partir de estas consideraciones, encontramos la
interaccion social en clase como un elemento caracteristico de la innovacion curricular, debido a
que a diferencia de lo que se realizaba antes, en la actualidad los estudiantes interacttan entre
ellos mismos y con el profesor, quien es visto como miembro experto de la comunidad de clase

que guia el proceso.

La interaccion en clase esta mediada por normas sociales y sociomatematicas, las cuales
el profesor deja explicitas al inicio de los cursos, como atender y respetar los argumentos de los
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otros participantes de la clase, producir justificaciones en conformidad con los parametros
establecidos y justificar todas las ideas (Camargo et al., 2008). Otras de las normas mencionadas
en la clase son, por ejemplo, “los puntos se nombran con letras mayusculas” o0 “no se puede
concluir informacion basandose en las representaciones de los objetos geométricos, a no ser que

dicha informacidn esté explicita en la representacion”.

El equipo de investigacidn propone dos tipos de interaccion en clase. Por un lado, se
encuentra la interaccion entre estudiantes, y por el otro, la interaccion entre profesor y
estudiantes. El papel que cumplen los estudiantes es el de ser participantes activos de la clase ya
que el desarrollo de esta depende de los resultados que consigan. Es mediante la solucion de las
situaciones problema que propone el profesor, que se pone en evidencia la interaccién social en
clase, debido a que los estudiantes suelen trabajar en grupos que son conformados al inicio del
curso. Los estudiantes deben solucionar la tarea usando algun software de geometria dindmica,
luego presentar ante la comunidad de clase los resultados que obtuvieron y posteriormente refutar
0 apoyar las ideas que presenten los demas participantes de la clase, con el fin de ser
protagonistas en la construccion del conocimiento. Adicionalmente, la interaccion entre
estudiantes no se lleva a cabo solamente en el aula de clase, sino también fuera de esta mediante

la solucion, en grupo, de las tareas extra-clase asignadas por el profesor cada semana.

El rol del profesor se centra en proponer situaciones problema que fomenten el ejercicio
de indagacion, y ser promotor de las discusiones matematicas. En la mayoria de las sesiones, el
profesor propone una situacion problema que debe ser resuelta en una parte de la sesion de clase
y durante esta, ése encarga de recorrer el salon atendiendo a cada uno de los grupos con el fin de
recolectar informacion acerca del avance de los estudiantes, para luego emplearla en la puesta en
comun y de esta forma alentar a aquellos estudiantes que no se animan a presentar, frente a los
demas participantes de la clase, sus propuestas o conjeturas (Camargo et al., 2008). Otras de las
acciones que cumple el profesor en la clase son: delegar a los estudiantes la tarea de justificar
(teniendo presente que son ellos quienes toman las decisiones en el curso); mostrarse atento al
desarrollo de la clase para darle un tratamiento oportuno a las propuestas que brindan los
estudiantes y retroalimentar las intervenciones orales y las producciones escritas de los
estudiantes; en aras de contribuir al desarrollo de procesos como la visualizacion, la

argumentacion, la conjeturacion y la verificacion, junto con la comunicacién oral y escrita.
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Ademas, el profesor es el mediador entre el conocimiento matematico y las producciones
de los estudiantes; se encarga de hacer una organizacion de dichas producciones, con el fin de
direccionar la discusion hacia el objeto matematico que se tiene presupuestado. Samper y Molina
(2013) relatan lo expuesto haciendo alusion a un problema con el cual se pretendia desarrollar
una conversacion instruccional sobre qué es un angulo, con el fin de establecer la definicion del

objeto geométrico e incluirla en el sistema axiomatico que se reconstruye en la clase®®.
El problema propuesto es: Dados ZABC y £ACB. Describa: ZABC n £ACB.

Se les pide a los estudiantes que escriban su definicion de angulo, obteniendo

generalmente las siguientes:

Definicion 1. Un angulo es la region entre dos rayos que comparten su extremo.

Definicion 2. Un angulo es la amplitud resultante de la union de un AB y otro AC.
Definicion 3. Es la abertura que se da entre dos rayos que comparten su punto inicial.
Definicion 4. Son dos rayos que comparten un punto en comun y la regién entre ellos.

Definicion 5. Dados AB y AD cuyo punto de origen es A, el angulo esta constituido por

los dos rayos.

Una vez presentadas en clase las definiciones, el profesor interviene para analizar a qué se

refiere exactamente cada una de ellas.
Asi, las definiciones 1y 4, se refieren a una region del plano (Figura 6).

Figura 6
Definiciones 1y 4

16 Este problema, mencionan Samper y Molina (2013), pone en juego la nocion de angulo mas que la definicion,
pues los estudiantes pueden enunciar una definicion correcta sin comprenderla en su totalidad o comprenderla y no
poder comunicarla por la falta de vocabulario.

39



Fuente: Samper & Molina (2013, p. 109).

Las definiciones 2 y 3 parecen tener en cuenta el tamafio del angulo (Figura 7)

Figura7
Definiciones 2y 3

Fuente: Samper & Molina (2013, p. 109).

A la definicion 5, le faltan condiciones para que corresponda a la definicién ya
presupuestada para el curso, que es precisamente la propuesta por Hilbert (Samper & Molina,
2013):

Definicion de angulo: un angulo es la union de dos rayos que tienen el mismo extremo y
que no son colineales (Figura 8).

Figura 8
Definicién 5

Fuente: Samper & Molina (2013, p. 110).

Es preciso mencionar que el ejemplo mostrado corresponde a uno de los procedimientos
para establecer una definicion, a partir de las afirmaciones propuestas por los estudiantes. Un
procedimiento similar ocurre cuando se pretende, con el problema, dar paso a un teorema, en este
caso, los estudiantes no proponen una definicion sino unas conjeturas, que seran objeto de
discusién en clase junto con las de sus compafieros. Seguido al anélisis de estas, que hace parte
de dicha discusion, se elegira una de las conjeturas para incluirla en el sistema axiomatico,

posterior a su demostracion. La demostracion de la conjetura elegida se realiza bajo la

40



participacion de los estudiantes, teniendo en cuenta los elementos que conforman, hasta ese

momento, el sistema axiomatico.

2.3.2.2 Geometria dinamica

Para el equipo de investigacién la geometria dindmica es una herramienta de mediacion
en el proceso de aprender a demostrar; esta se refiere a la construccion de objetos matematicos
haciendo uso de diferentes software que posibilitan el arrastre y la deformacion, conservando
como invariantes a ciertas propiedades geométricas establecidas en la elaboracion de la
construccion (Arcavi; Hadas, 2000; Acosta Gempeler, 2005; Hohenwarter, 2014; Costa & Rio,
2019). La geometria dinamica es uno de los medio mediante los cuales se pueden formular
conjeturas sobre propiedades geométricas, teniendo amplias posibilidades de que estas sean

verdaderas en el sistema axiomatico que se pretende construir (Camargo et al, 2008).

La informacion que se muestra en seguida tiene que ver con las principales funciones que
cumple la geometria dinamica en la actividad demostrativa, establecidas por el equipo de

investigacion (Camargo et al, 2008).

La geometria dinamica contribuye a la identificacion de las condiciones requeridas en teoremas o
definiciones para estudiar las consecuencias de eliminar partes de dichas condiciones,
estableciendo asi cuales son necesarias y cuéles no, esto con el fin de elaborar conjeturas
econdmicas, es decir, que cuenten solamente con las condiciones esenciales. Por ejemplo, en la
tarea de establecer la definicion de triangulo es posible que algunos estudiantes suministren una
definicién como: figura geométrica compuesta por tres segmentos, tres angulos y tres vértices.
Sin embargo, para definir triangulo, resulta mas econdémico definirlo como la union tres puntos
no colineales mediante segmentos cuyos extremos son dichos puntos. Lo anterior contribuye a
comprender que el cumplimiento de la tesis de un enunciado depende de todas las condiciones de
la hipotesis, esto debido a que la mayoria de las definiciones, postulados y teoremas cumplen con

la estructura logica de la implicacion, es decir, “si... entonces...”.

Los software de geometria dindamica también permiten realizar construcciones auxiliares de
distinta naturaleza con facilidad, contribuyendo al desarrollo de la creatividad por parte de los
estudiantes; es posible ademas eliminar dichas construcciones si no se obtiene el resultado

esperado. Tales acciones se convierten en un instrumento primordial en la busqueda de una

41



justificacidn; ademas, visualizar y manipular mediante el arrastre la figura geométrica posibilita
recordar teoremas, definiciones o postulados, abordados con anterioridad, que puedan contribuir

a la elaboracion de la demostracion formal de una conjetura.

Mediante la solucion de una situacion problema abierta que apunte a la exploracion de
propiedades geométricas, los estudiantes proveen diferentes conjeturas que se estructuran en el
sistema axiomatico segun el orden que el profesor crea conveniente; en consecuencia, dichas
situaciones dan lugar a diferentes resultados que constituyen un sistema axiomatico local, es
decir, una parte del sistema axiomatico en construccion. Las figuras realizadas por los
estudiantes, mediante comandos reproducidos en los software de geometria dindamica se
corresponden, en cierta medida, con los postulados de la geometria euclidiana, razén por la cual
el arrastre permite la identificacion de propiedades geométricas invariantes. El arrastre cumple un
papel importante en el momento de la exploracion, puesto que favorece la produccion de
argumentos de diferentes tipos, provoca la construccion de conjeturas y contribuye a su
demostracion. En este sentido, para realizar la exploracion, los estudiantes pueden emplear los

siguientes tipos de arrastre:

arrastre libre, consistente en mover los puntos base de la construccion aleatoriamente;
arrastre limitado/ligado, consistente en mover un punto sélo sobre el objeto al que
pertenece; arrastre guiado, consistente en mover los puntos base de la representacion para
darle una forma determinada; arrastre de lugar ficticio, consistente en mover un punto
base para que el dibujo conserve una propiedad descubierta (el punto que se mueve sigue
un camino sin que los usuarios se den cuenta de ello); arrastre mantenido (Baccaglini-
Frank; Mariotti, 2010; Molina & Samper, 2019), consistente en mover un punto base para
que el dibujo conserve una propiedad descubierta o deseada (el punto que se mueve sigue
un camino que los usuarios perciben y que al poner traza al punto evidencian) (Molina &
Samper, 2019, p.16).

Cuando los estudiantes enuncian sus conjeturas, producto de la exploracién de una situacion
problema abierta, el profesor les pide a los estudiantes hacer un recuento de la construccién
realizada en el software con el objetivo de determinar si estas cumplen o no con las condiciones
de dependencia predeterminadas en la construccién. De esta forma, se validan las conjeturas

formuladas por otros participantes de la clase. Ademas, en casos especificos en los que se
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pretende determinar la existencia de un objeto geométrico, el protocolo de construccion coincide

con el desarrollo 16gico de su demostracion.

2.3.2.3 Situaciones problema

Para el equipo de investigacion las situaciones problema que se les proponen a los
estudiantes tienen un alto nivel de importancia, puesto que con estas se pretende la interaccion
social, ademas de favorecer las acciones involucradas en el aspecto proceso y en el aspecto
producto. Las situaciones problema no son presentadas a los estudiantes de manera improvisada;
el equipo de investigacion las disefia cuidadosamente, puesto que estas son consideradas como
parte del medio didactico que busca el aprendizaje de los estudiantes. Tales situaciones deben ser:
interesantes para provocar la actividad demostrativa; abiertas, de tal suerte que no revelen su
solucion o respuesta, para permitir a los estudiantes varias alternativas de exploracién y solucion,
contribuyendo a la argumentacion; pertinentes pues deben tenerse en cuenta los elementos
constituyentes del sistema axiomatico que se construye en clase; y deben tener una

intencionalidad clara. (Camargo et al, 2008).

Cada una de las situaciones problema contiene el enunciado que la plantea, el objetivo y
los requerimientos que demandan su realizacién en términos del contenido geométrico y del
manejo de la geometria dinamica (Perry et al, 2006). Aunque a los estudiantes solamente se les
presenta el enunciado de la situacion, algunos de ellos anticipan a qué se quiere llegar con el
desarrollo de la situacion problemay los elementos del contenido geométrico que son necesarios

para el desarrollo de esta.

A continuacion, presentamos, a modo de ejemplo, una situacion problema disefiada por el
equipo de investigacion!’: Se plantearon cuatro enunciados que determinan tareas distintas, cada
una (Tabla 6) asociada a la relacion entre las bisectrices de angulos que forman par lineal y a una
misma instruccion que demandaba acciones encaminadas al aspecto producto de la demostracion.
Tabla 6

Enunciado de una situacién problema que pretende estudiar la relacion entre las bisectrices de
angulos que forman par lineal

17 La situacion problema mostrada pertenece a Perry et al (2006, p. 208). Alli se muestran otras situaciones problema
asi como las consideraciones que sustentan el disefio de cada situacion.

43



Enunciado 1. En el semiplano H, el rayoBA 'y el rayoBE son opuestos, ZABG = £KBG y £KBD =
£DBE. Hallar m£GBD?18. [Sugerencia: sean m£ABG = xy m«DBE = y].

H

.
A B E

Enunciado 2. Sean los rayos BA y BE, rayos opuestos y BK otro rayo. Sean los rayos BG y BD las
bisectrices de ZABK y «KBE respectivamente. ;Cual debe ser la posicion del rayoBK para que la
medida del £GBD sea méaxima?

Enunciado 3. Sean los rayos BA 'y BE, rayos opuestos y BK otro rayo. Sean los rayos BG y BD las
bisectrices de ZABK y «£KBE respectivamente. Determine como varia la medida del 2GBD cuando
varia la posicion del rayoBK.

Enunciado 4. En el tablero en una clase de geometria esté escrito el enunciado incompleto de un
teorema:

Si dos angulos............ ... entonces sus bisectrices son perpendiculares

Completen el enunciado.

El objetivo de la tarea es descubrir y justificar el teorema que establece que las bisectrices
de angulos que forman par lineal son perpendiculares. Los requerimientos para abordar la tarea,
segun Perry et al. (2006), en términos del contenido geométrico y de las acciones en la geometria

dindmica (GD) son:

e Definiciones: rayos opuestos'®, semiplano, angulos congruentes®, medida de angulo,
bisectriz de un angulo, angulos suplementarios®}, &ngulos complementarios??, angulos que

forman par lineal, interior de angulo.

18 m£GBD es la notacion de la medida del 2GBD.

19 Def. de rayos opuestos: AB y BC son opuestos si A — B — C (Samper & Molina, 2013).

20 Def. de angulos congruentes: dos angulos son congruentes si tienen la misma medida (Samper & Molina, 2013).
21 Def. de angulos suplementarios: si la suma de las medidas de dos angulos es 180 entonces los angulos son
suplementarios (Samper & Molina, 2013).

22 Def. de angulos complementarios: dos angulos son complementarios si la suma de sus medidas es 180 (Samper &
Molina, 2013).
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e Postulados: del suplemento, de la adicion de medidas de angulo?, de la separacion del
plano.

e Acciones GD: Arrastre, medida de angulos.

Investigaciones mas recientes realizadas por el mismo equipo, enfocadas en las tareas y
los tipos de problemas que se aborda en las clases, les permitié evidenciar una relacion existente
entre la tipologia de los problemas con la tipologia de argumentos (abductivos, inductivos y
deductivos). El equipo establece que cierto tipo de problemas, generan un determinado tipo de

argumento, asi:

Problemas de busqueda del consecuente: se denominan problemas de bisqueda del
consecuente puesto que en este tipo de problemas se dan las condiciones suficientes y se deben

encontrar las consecuencias necesarias de estas. Por ejemplo:

Problema 1: Dados tres puntos no colineales A, B y C . Sea m la mediatriz®* del AByn
la mediatriz del BC. Sea T el punto de interseccion de tales mediatrices. ¢Qué
caracteristica geométrica tiene el punto T al mover el punto B? Formule una conjetura y

demuéstrela.

Para solucionarlo, los estudiantes deben realizar una construccion robusta que represente
la situacion y que cumpla con las condiciones dadas en el enunciado. Posteriormente, deben
iniciar un proceso de exploracion en el que consideren diferentes casos en los que varie la
posicion de punto B, mediante un arrastre libre para establecer propiedades invariantes del punto

T. A partir de esta exploracion, los estudiantes pueden producir las siguientes conjeturas:

Conjetura 1: Dados tres puntos no colineales A4, B y C. Sea m la mediatriz del AB, n la
mediatriz del CB y T el punto de interseccion entre m y n. Si B se mueve, entonces T

pertenece a la mediatriz del AC.

23 P, de la adicion de medida de angulo: si C € int£DAB, entonces lam£DAC + m£CAB = m£DAB (Samper &

Molina, 2013).
24 Def. de mediatriz: dado un PQ, la mediatriz del PQ, en un plano, es la recta perpendicular al segmento, que
contiene al punto medio de este (Samper & Molina, 2013).
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Conjetura 2: Si A4, B y C son tres puntos no colineales, m es la mediatriz del AB, n es la
mediatriz del CB y el punto de interseccion entre m y n, entonces T pertenece a la
mediatriz del AC.

Asi, el tipo de problemas de busqueda del consecuente, contribuye a la generacion de un
argumento inductivo, puesto que el estudiante toma diferentes casos que cumplen con las
condiciones dadas, descubre por medio de la exploracion una propiedad invariante (T pertenece a
la mediatriz del AC) que depende de dichas condiciones e induce una conjetura. La geometria
dindmica favorece de mejor manera la induccién pues mediante el arrastre libre es posible

observar la propiedad invariante para infinitos casos (Molina & Samper, 2019).

Problemas de busqueda del antecedente: son aquellos en los que se deben encontrar las
condiciones suficientes para las cuales las propiedades mencionadas en el enunciado son la

consecuencia necesaria. Por ejemplo:

Problema 2: Sean AB'y CD dos segmentos congruentes. ¢Es posible determinar un punto

E de forma tal que AABE y ACDE sean congruentes? Provea una conjetura y demuéstrela.

Para solucionar este tipo de problemas, generalmente, se requiere representar los objetos
mencionados en el enunciado y realizar construcciones auxiliares para reconocer, mediante la
exploracién, las propiedades de un objeto existente o establecer las que afirman su existencia
(Molina & Samper, 2019). Dichas propiedades son el antecedente de la conjetura, porque el
consecuente esta dado.

Los estudiantes, en primera instancia, deben identificar que una parte del enunciado
conforma también parte del antecedente. Posterior al desarrollo del problema los estudiantes

produjeron las siguientes conjeturas:

Conjetura 1: AB'y CD son congruentes y paralelos y E es la interseccion AC y BD,
entonces AABE y ACDE seran congruentes.
Conjetura 2: Si AB'y CD son congruentes y E es el punto de interseccion de las

mediatrices de AC y BD, entonces AABE y ACDE seran congruentes.

Las estrategias empleadas por los estudiantes son diferentes, sin embargo, ambas

contribuyen a la produccion de argumentos abductivos. La estrategia que produjo la primera
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conjetura se basa en aludir a elementos ya establecidos en el sistema axiomatico de tal manera
que su consecuente corresponda con las consecuencias planteadas en el enunciado, en este caso,
se aludio al teorema del paralelogramo?® para obtener las aserciones suficientes para emplear el
criterio de congruencia de tridngulos Lado-Lado-Lado. Por otra parte, para la segunda conjetura
se empled una estrategia diferente, basada en el arrastre mantenido en el que los estudiantes
descubrieron, de forma empirica, las condiciones necesarias para obtener la congruencia de los

triangulos (Molina & Samper, 2019).

Problemas de determinacion de dependencia: en este tipo de problemas se proporciona
en el enunciado un conjunto de figuras geométricas y una serie de propiedades. Se les solicita a
los estudiantes determinar dependencias entre “tipos de figuras del conjunto referencial” y las
“propiedades dadas” y, a partir de ello, formular una conjetura. Los estudiantes tienen la
autonomia para determinar qué parte del enunciado se toma como antecedente o consecuente ya

sea el conjunto de referencia o las propiedades. Por ejemplo:

Problema 3: Estudie la relacion entre el tipo de cuadrilatero y propiedad las mediatrices
de dos de sus lados coinciden. Provea una conjetura y demuéstrela.

Para solucionar este problema, los estudiantes pueden seguir dos estrategias diferentes. La
primera consiste en asumir los tipos de figuras como el antecedente, es decir, los tipos de
cuadrilateros. La segunda se centra en tomar como antecedente la propiedad dada, esto es, las
mediatrices de dos de sus lados coinciden. En las dos estrategias se debe realizar una
construccion que puede ser robusta, o no (configuracién blanda), de las propiedades del
antecedente escogido, en basqueda de las propiedades invariantes: para la primera estrategia, las
mediatrices coinciden, o para la segunda estrategia, los tipos de cuadrilateros. En seguida se

muestran las conjeturas-solucion del problema, de acuerdo con la estrategia optada:

Estrategial Conjetura 1: Si un cuadrilatero es un rectangulo, entonces las mediatrices de
lados opuestos coinciden.

Conjetura 2: Si un cuadrilatero es un trapecio isosceles, entonces las

%5 T, del paralelogramo: si un cuadrilatero es un paralelogramo, entonces: (i) ambos pares de lados opuestos son
congruentes, (ii) ambos pares de angulos opuestos son congruentes, (iii) las diagonales se bisecan y (iv) los angulos
adyacentes son suplementarios (Samper & Molina, 2013).
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mediatrices de sus lados paralelos coinciden.

Estrategia2 Conjetura 1: Si AC es mediatriz de BD entonces ABCD es una cometa?.

En consecuencia, Molina y Samper (2019) mencionan que la estrategia 1 favorecio la
produccion de un argumento inductivo, mientras que en la estrategia 2, el argumento es inductivo
debido a la similitud entre esta y los problemas de busqueda del consecuente. De esta forma, los
mismos autores concluyen que el tipo de problemas de determinacién de dependencia contribuye
a la generacion de argumentos abductivos e inductivos, sin embargo, afiaden que un analisis

detallado de la situacién puede dar lugar a un argumento deductivo.

2.3.3 Sistema axiomatico

Un sistema axiomatico es un conjunto de axiomas que se usan para demostrar teoremas
por medio de deducciones. Segin Samper y Molina, (2013), Hilbert en 1899 planteo un sistema
axiomatico para la geometria euclidiana, estableciendo como elementos bésicos a los objetos
geomeétricos punto, recta y plano. De este modo, el equipo de investigacion adopta lo propuesto
por Hilbert, pretendiendo construir, en el desarrollo de los cursos de geometria, un sistema

axiomatico que parta de las mismos elementos.

A pesar de que el grupo de investigacion menciona que el contenido estudiado en dichos
cursos hace parte de la geometria euclidiana, el contenido geometrico que se pretende
axiomatizar corresponde al propuesto por George Birkhoff, que, segiin Samper y Molina (2013),
modifica la propuesta de Euclides, introduciendo el uso de la regla con escala y del transportador,
lo que lleva a establecer relaciones entre los numeros reales y las medidas de los angulos, la

asignacion de una coordenada a un punto, entre otras?’.

Desde nuestro punto de vista, los estudiantes perciben que construyen un sistema
axiomatico, producto de la solucion de las situaciones problema, las cuales los conducen a
explorar y visualizar, y, en consecuencia, a descubrir propiedades. Asi, el profesor percibe que
los estudiantes descubren y reconstruyen un sistema axiomatico que ya se tiene presupuestado.

Esto no implica que el sistema axiomatico construido en dos cursos distintos sea el mismo,

26 D, de cometa: una cometa es un cuadrilatero con dos pares de lados adyacentes congruentes y ningtn par de lados
opuestos congruentes (Samper & Molina, 2013).

27 Consecuencia de esto, consideramos que el contenido geométrico abordado en los cursos no corresponde a la
geometria euclidiana.
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debido a que la forma en la que se gestiona el contenido geométrico, que surge a partir de las
situaciones problema y de los aportes oportunos de los estudiantes, no es el mismo en dos
versiones del curso (Camargo et al, 2008). Las siguientes dos situaciones problema? pretenden
mostrar los posibles caminos para construir parte de un sistema axiomatico a partir de
propiedades del triangulo isésceles (Figura 9):

e ;Cual es la relacion entre el tipo de tridngulo y la propiedad “dos alturas son

congruentes™?
e Dibujar AMOP. K es un punto de MP. ;Cuando es m£OKP > m<OMK?

Figura 9
Contenido geométrico tratado al resolver dos situaciones problema.

Definir
— | Tridngulo equilatero, isosceles, escaleno,

rectngulo, obtusdngulo, acutangulo

Situacion problema
Estudie la relacion entre el tipo de abordarla _ | Definir — requiere
triangulo y la propiedad dos alturas requiere Altura de un triangulo
del triangulo son congruentes.

[ Demostrar
— | Existencia de recta perpendicular
desde punto externo.

al explorarla surgen

4 Y
Conjetura 1 Conjetura 2
Si un triangulo es isosceles Si un triangulo tiene dos
entonces dos de sus alturas alturas congruentes
son congrucntcs. entonces es isdsceles.

validarla requiere validarla requiere

demostrar demostrar

Teorema Teorema Teorema Reciproco del teorema
Criterio de del triangulo isosceles Criterio del tniangulo isosceles
congruencia LAA hipotenusa-cateto

T T
|

se requiere para dcmn»{rarlu Definir
demostiar requiere mediana de un triangulo
|

Demostrar teorema

del dngulo externo de

un tridgngulo Situacion problema

abordarla Dibuje un A MOP y construya un punto
requicre " requiecre | Ksobrela rectaque contienea My P.

i Cuindo es mZOKP > mZOMK?
Definir

Angulo externo de

un triangulo

28 Tanto las situaciones mostradas como el contenido geométrico tratado para resolver las dos situaciones problema
mostrado en la (Figura 9), pertenecen a Camargo et al (2008)
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Fuente: Camargo et al (2008, p. 10)

Es preciso mencionar que, en ocasiones, son incorporados al sistema axiomatico algunos
elementos que son necesarios al momento de realizar la demostracién de una conjetura, poniendo
en pausa la demostracion misma, para abordar otra situacion en la que se obtengan como
resultado los elementos tedricos necesarios para concluir la demostracién inicial. Lo anterior es
necesario puesto que corresponde a la hipdtesis didactica referente a la forma de gestionar el
contenido geomeétrico, que consiste en construir un sistema axiomatico a partir de situaciones

problema.

El sistema tedrico local que se desarrolla en el curso contiene teoremas, postulados,
definiciones y axiomas. Se considera teoremas a aquellas conjeturas, producto de la solucién de
situaciones problema, validadas dentro del sistema axiomatico. La forma en la que se introducen
los teoremas al sistema axiomatico se menciono en el apartado “2.3.1 Actividad demostrativa”.
Los postulados, en su mayoria, cumplen con el formato de una proposicion condicional, al igual
que las definiciones y los teoremas. Los postulados se admiten como ciertos sin necesidad de ser
demostrados en el momento en el que su uso es necesario para la realizacion de una
demostracion. Algunos de ellos afirman la existencia de objetos geométricos, de propiedades,
establecen una relacion entre el conjunto de los nimeros reales y los puntos de una recta o

asignan un namero real a una cantidad de magnitud.

Las definiciones, por su parte, proporcionan informacién que permite reconocer
propiedades fundamentales de un objeto geométrico. Las definiciones deben ser: concisas, es
decir, deben hacer referencia a las caracteristicas esenciales del objeto geométrico; precisas, en
cuanto al uso de palabras con significado concreto; y, deben expresar lo que es y no es un objeto
(Samper et al, 2013). Una de las maneras en las que se introducen las definiciones en el sistema
axiomaético fue presentada en el apartado “2.3.2 Entorno favorable para aprender a demostrar”.
Otra de ellas, se realiza a partir del analisis de ejemplos y contraegjemplos del objeto geométrico
en estudio: en el libro Elementos de Geometria: Aprendizaje y ensefianza de la geometria,
(Samper et al, 2013), se presenta una situacion problema en el que se les solicita a los estudiantes
que determinen cudles de las figuras presentadas son trapecios y cudles no (Figura 10), y que, en

caso de que su respuesta sea no, expliquen la razén por la cual rechazo la figura:
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Figura 10
Ejercicio de tareas complementarias

S i\

Fuente Samper et al (2013, p. 39)

Para resolver el problema, los estudiantes deben tener presentes las propiedades que
caracterizan el trapecio. Mencionar que el trapecio tiene cuatro lados o indicar que tiene cuatro
lados y un par de lados paralelos no es suficiente. EIl primer caso da lugar a cualquier tipo de
cuadrilatero, por ejemplo, a una “cometa”. En el segundo, se puede considerar cualquier
paralelogramo, debido a que estos cumplen con las condiciones establecidas, razon por la cual,
para que no existan contraejemplos en la definicion es indispensable aludir a un cuadrilatero con
exactamente un par de lados paralelos. Samper et al (2013) presentan diferentes alternativas para

establecer las definiciones de los objetos geométricos e introducirlas al sistema axiomatico.

2.3.4 Evaluacion

Antes de la innovacion se realizaban solamente comprobaciones escritas para evaluar a
los estudiantes; posterior a su implementacién, se emplearon diferentes mecanismos (que
persisten en la actualidad) como la valoracion de tareas extra-clase, situaciones problema que se
abordan en la clase en clase, comprobaciones escritas, participacion y notas de clase. Las tareas
extra-clase son asignadas por el profesor una vez por semana, deben ser desarrolladas por cada
grupo?®, se conforman por tres o cuatro items en los cuales se propone una situacion problemay
se espera que la soluciodn, producto de la exploracion de la situacion en el software de geometria
dindmica y de la discusién entre los integrantes del grupo, de lugar a una conjetura y su
respectiva demostracion. Dicha conjetura sera afiadida al sistema tedrico local luego de la

socializacion y revision de la tarea en la clase. Las actividades en clase tienen una estructura

29 Al comienzo del curso, los estudiantes se organizan en grupos de 3 a 4 personas y se les asigna una letra del
alfabeto con el que seran reconocidos.
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similar a las tareas extra-clase, la diferencia recae en que para su desarrollo, los estudiantes

cuentan con la supervision y el apoyo del profesor.

Las comprobaciones escritas refieren a examenes parciales conformados por cuatro o
cinco items que pueden corresponderse con alguna de las siguientes actividades. Se presentan
situaciones problema cuya solucion es la formulacion de una conjetura y su demostracion, se
presenta un nuevo teorema y se solicita su demostracion o se presenta un nuevo teorema del que
se debe hace uso para la solucion de otra situacion problema. La participacién en clase tiene que
ver con los aportes oportunos de los estudiantes en clase, por ejemplo, proponiendo estrategias
para el desarrollo de una demostraciéon, refutando argumentos de sus comparfieros con

contraejemplos, entre otros.

De estos mecanismos de evaluacidn, merece particular atencién las notas de clase, pues la
metodologia implementada en la innovacién curricular, referente a la construccién de un sistema
axiomatico a partir de situaciones problema por parte de los estudiantes, da lugar a que a estos se
les dificulte encontrar fuentes de informacion relacionadas con el contenido de la clase (e.g.
formas de abordar y explorar una situacion problema, demostraciones de teoremas,
caracterizacion de los objetos geomeétricos, entre otros). Por tal razén, el equipo de investigacion
pone en marcha la estrategia de elaborar notas de clase, con el fin de que los estudiantes tengan a
la mano la informacion para estudiar y realizar tareas extra-clase. Las notas de clase son un
compendio de informes escritos por los estudiantes en el que se registran las principales acciones
que se llevaron a cabo durante la clase y que contribuyeron a la ampliacion del sistema
axiomatico; alli se reportan demostraciones, los elementos que se introdujeron al sistema
axiomatico, las propuestas hechas por los estudiantes para construir justificaciones, etc. En

consecuencia, las notas de clase cumplen la funcion de ser la bitacora del curso.

Las notas de clase no solamente contribuyen a la formacion del estudiante y a la mejora
de sus habilidades comunicativas, sino que también a las planeaciones de clase elaboradas por el
docente, ya que a partir de su revision él puede evidenciar errores, dificultades o elementos que

se hayan pasado por alto y que sea necesario tratarlos a profundidad.

Los estudiantes realizan las notas de clase teniendo en cuenta una plantilla dada por el
profesor al comienzo del curso. El profesor revisa y envia a los autores del informe las

correcciones que le parezcan pertinentes, en aras de producir la version final de este.
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Posteriormente, el informe definitivo se comparte con todos los estudiantes por medio del

directorio electronico del curso.
2.4 ANALISIS

A partir de la revision de diferentes producciones del equipo de investigacion, pudimos
establecer los elementos que, a nuestra consideracion, caracterizan la innovacion curricular.
Dichos elementos dependen unos de otros, por lo que es imposible que la innovacion planteada
pueda llevarse a cabo haciendo omision a alguno de ellos. Por ejemplo, si no se disefiaran
cuidadosamente las situaciones problema, no habria lugar para la interaccion social en clase, o,
sin el uso de un software de geometria dindmica, no seria posible una exploracion que permitiera
favorecer el proceso de conjeturacion, lo cual afectaria directamente la elaboracion de
demostraciones y la construccion de un sistema axiomatico.

La innovacion disefiada por el equipo de investigacion suscita un cambio en los
componentes del curriculo que atienden a la definicion propuesta por De Zubiria. En la siguiente

tabla se pone en evidencia el cambio que, consideramos, se efectud en cada uno de los

componentes del curriculo a partir de la implementacion de la innovacion (Tabla 7):

Tabla 7
Elementos del curriculo propuestos por De Zubiria, en relacién con antes y en la innovacion

Componentes del ) .
Antes de la innovacion

curriculo segun ) En la innovacion curricular
. curricular
De Zubiria
Brindar a los estudiantes Brindar a los estudiantes un espacio para la
Propésitos un espacio para el demostracion en geometria euclidiana desde una
educativos aprendizaje de cierto perspectiva disciplinar y pedagdgica.

contenido geométrico.

Los contenidos abordados Se pretende la construccién de un sistema

) correspondian a los axiomatico basado en la geometria euclidiana
Contenidos ) ) )
mencionados en el libro propuesta por George Birkhoff (Samper &
guia de la clase: Molina, 2013). Adicionalmente, como
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Geometria con
aplicaciones y solucién
de problemas (Clemens
et al, 1998).

consecuencia de la metodologia usada, no es
posible abarcar en su totalidad los contenidos que

se tienen previstos para cada curso.

Secuenciacion

El orden de los contenidos
se establecia a partir del

desarrollo del libro guia.

Aungue cada uno de los cursos en los que se
implementa la innovacidn tiene un mismo punto
de partida, no se tiene una secuencia establecida
para abordar los contenidos, debido a que la
construccion de conceptos y relaciones varia en
cada curso segun las producciones de los

estudiantes.

El profesor suministraba un
sistema axiomatico
determinado, a partir de un
texto guia del curso. Los
estudiantes tenian que

aprender individualmente,

Mediante la interaccion social en clase se busca la
construccion de conceptos y relaciones
geométricas. El profesor propone a los estudiantes
una situacion problema en la cual, como solucion,
empleando un software de geometria dindmica, se
debe presentar una conjetura por cada grupo de
estudiantes. Estas son puestas en discusién frente a

la comunidad de clase, para escoger la que mejor

Metodologia axiomas, definiciones y o ]
) ) represente la situacion problema. Posteriormente
teoremas al mismo tiempo ) )
se demuestra y se incluye en el sistema
que elaboraban . o
) axiomatico. Las definiciones y los postulados son
demostraciones o ) .
] ] incluidos en el sistema axiomatico conforme se
reproduciendo los ejemplos )
» desarrolla el curso; cuando se quiere comenzar el
de demostracion mostrados ) ) o
) estudio de un nuevo objeto geométrico para la
por el profesor y el libro. )
clase o cuando se ve la necesidad de completar
alguna demostracién.
- Uso de software de geometria dinamica para la
) i representacién de objetos geométricos.
Uso de un libro guia para la » o
Recursos | - Implementacidon de situaciones problema.
clase.
- Empleo de recursos didacticos: reglas, compas,
entre otros.
y Se llevaba a cabo mediante  Se tiene en cuenta:
Evaluacion

comprobaciones escritas.

- tareas extra-clase
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actividades en clase
comprobaciones escritas
participacion

notas de clase.

De esta manera, los cambios efectuados por el equipo de investigacion a cada componente

del curriculo se corresponden efectivamente con una innovacion curricular. Adicionalmente, al

comparar los criterios para la identificacion y el analisis de innovaciones educativas con la

innovacidn curricular en mencion (Tabla 8), es posible evidenciar que cumple con cada uno de

ellos. Asi, a partir de lo mencionado por CEUB (2014), la innovacion curricular puede

considerarse también como una innovacion educativa centralizada en los cambios curriculares.

Tabla 8
Analisis de la Innovacion Curricular

Criterios para la identificacion y el andlisis de

innovaciones educativas, segun Rimari (2008)

Analisis

a. Innovacion supone transformacién y Las modificaciones realizadas a cada componente
cambio cualitativo significativo, no del curriculo, a partir de la innovacion, dan lugar a
simplemente mejora o ajuste del sistema  cambios relevantes en la rutina tradicional de la
vigente clase ( Tabla 7).

b. Una innovacién no es necesariamente Los cambios propuestos por el equipo son
una invencién, pero si algo nuevo que novedosos frente a lo existente. EI cambio en los
propicia un avance en el sistema hacia su  propdsitos, las metas y los objetivos del curso, el
plenitud, un nuevo orden o sistema disefio de situaciones problema, la interaccion

c. Lainnovacion no es un fin en si misma social en clase, entre otros, promueven un avance
sino un medio para mejorar los fines de la  en pro del mejoramiento de la formacion de
educacién profesores de matematicas.

d. Lainnovacion implica una Las razones que impulsaron la innovacion se

intencionalidad o intervencién deliberada

y en consecuencia ha de ser planificada

centran, a grandes rasgos, en el favorecimiento del
desarrollo de capacidades referentes a las
necesidades de la formacion profesional de los
estudiantes

—estas fueron mencionadas en una seccion

anterior—. Para ello, el equipo £ ¢ G realiz0 varias
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investigaciones que sustentaran y estructuraran la
innovacion, no solo desde una perspectiva teorica,
sino también desde una practica a partir de la
aplicacion de pruebas piloto, obversaciones

sistematicas y andlisis de estas.
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CAPITULO 3
LA ENSENANZA DEL CALCULO EN COLOMBIA

El siguiente capitulo se encuentra divido en dos partes. La primera alude a una
aproximacion panoramica a la evolucién del curriculo de Matematicas en Colombia, a partir de la
segunda mitad del siglo xx. En esta aproximacion se recogen las modificaciones aplicadas al
curriculo de matematicas, como resultado de la generacion de propuestas curriculares y de la
expedicion de decretos, resoluciones y leyes. La segunda parte, se enfoca en describir, a partir de
tal aproximacion, cual ha sido la historia del Calculo en el curriculo, de alli destacamos dos
momentos generales que, desde nuestra perspectiva, se corresponden con un paradigma que
repercute, de forma negativa, en el cumplimiento de las directrices actuales emanadas por el

MEN para el area de matematicas.

3.1. UNA APROXIMACION PANORAMICA DE LA EVOLUCION DEL CURRICULO
DE MATEMATICAS EN COLOMBIA

Uno de los intereses centrales que motivan este trabajo, se enfoca particularmente en
realizar una descripcion de lo que ha sido la ensefianza del Célculo en la Educacion Media en
Colombia. Por esta razon, consideramos relevante el trabajo de Tapiero (2020), quien realiz6 un
recuento histérico del tratamiento de la derivada en las matematicas escolares colombianas, pues
deja en evidencia varios momentos que permiten reconocer la evolucion del curriculo de

matematicas en Colombia, desde la segunda mitad del siglo xx.

En su estudio, Tapiero (2020) reporta que hacia la década de los 50 se expide el Decreto
0075 de 1951, mediante el cual se establecio el plan de estudios para la ensefianza secundaria. Sin
embargo, este decreto no contemplaba algin curso de matematicas relacionado con el estudio del

Célculo, incluso no se consideraba un curso de matematica para el sexto afio escolar.

En 1962 se divulgo el Decreto 045 en el cual se constituyd la educacion secundaria o
bachillerato en dos ciclos. En el primero de ellos, denominado Ciclo Basico de Ensefianza Media
y constituido por los afios primero, segundo, tercero y cuarto de secundaria, no se contemplaban

cursos de matematicas relacionados, particularmente, con el contenido del Calculo. No obstante,

30 Los afios primero a sexto, comentados en los decretos citados, corresponden en la actualidad a los grados sexto a
undécimo, respectivamente.

57



en el segundo ciclo o periodo complementario de la cultura general, conformado por los afios
quinto y sexto, se incluyeron cursos de Trigonometria y Geometria Analitica, e iniciacion al

Analisis Matematico.

Posteriormente, en 1974, se emitio el Decreto 080 que anuld el Decreto 045 de 1962,
estableciendo nuevas medidas relacionadas con la Educacion Media. En desarrollo de este la
Resolucién 277 de 1975 implementa definitivamente parte de la Matematica Moderna en el
bachillerato, con la aparicion de la l6gica, los conjuntos y las estructuras algebraicas (Pérez,
2018). Dado que los programas de matematicas presentaban fallos en cuanto a su disefio
curricular, debido a que se limitaban a ser un listado de contenidos (Gémez, 2014, como se citd
en Tapiero, 2020), se expide el Decreto 1419 de 1978, que presentaba las normas y orientaciones
basicas para la administracion curricular de los diferentes niveles de educacion formal, que

constituyeron una renovacion curricular centrada en el mejoramiento cualitativo de la educacion.

Siguiendo a Tapiero (2020), en el mismo afio (1978) comenzo la revision y disefio de los
programas de la Educacion Basica, con la contribucién del Dr. Carlos Vasco, quien se
desempefiaba como asesor del Ministerio de Educacién Nacional, dando como resultado nuevos
programas de matematicas bajo el enfoque de sistemas, que consistia en trabajar “las distintas
regiones de las matematicas, los nimeros, la geometria, las medidas, los datos estadisticos, la
misma logica y los conjuntos, con un enfoque sistémico que los comprenda como totalidades

estructuradas, con sus elementos, sus operaciones y sus relaciones” (Vasco, 1985, p. 49).

Posteriormente en el afio 1984, se emite el Decreto 1002, estableciendo el plan de
estudios para la Educacién preescolar, basica primaria, basica secundaria y media vocacional. De
esta manera, en febrero de 1985, en algunas instituciones los estudiantes de primer afio de
primaria en Colombia iniciaron con nuevos programas de matematicas a partir del enfoque de

sistemas establecido en este decreto, hasta el afio 1989 (Pérez, 2018).

En ese mismo afio, es decir 1989, se publicaron los programas de matematicas de la
Educacion Basica Secundaria, con la intencion de que estos se comenzaran a implementar desde
el afio 1990. Sin embargo, con la llegada de la Constitucion Politica de 1991, se expide la Ley
General de Educacion en 1994, que establece la regulacion del curriculo por medio de
lineamientos generales, dejando de lado la potestad por parte del Ministerio de Educacion

Nacional de definir el curriculo y los planes de estudio de las instituciones educativas (Pérez,
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2018). En este sentido, no fue posible continuar la implementacion de los programas curriculares
de matematicas con el enfoque de sistemas para la Educacion Béasica Secundaria y tampoco para
la Educaciéon Media. En consecuencia, el trabajo de renovacion curricular elaborado por casi dos
décadas, no se llevo a cabo en su totalidad, es decir, no hubo propuestas para los grados decimo y

undécimo.

En ejercicio de las funciones conferidas en la Ley General de Educacion, se emite la
Resolucidn 2343 de 1996, mediante la cual se adopta un disefio de lineamientos generales de los
procesos curriculares y se establecen los indicadores de logros para algunas areas de la educacion

formal.

Dos afios mas adelante, en 1998, el MEN presenta los LC (MEN, 1998) mediante los
cuales plantea un curriculo organizado en relacién con tres aspectos; los procesos generales, los
contextos y los conocimientos basicos (estos ultimos se desarrollan a través de cinco tipos de

pensamiento matematico y sistemas).

Al inicio del siglo xxi1, en el afio 2000, el MEN emite los Estandares para la Excelencia
en la Educacion, que son resultado de la discusion sobre como mejorar la calidad de la
educacién, puesto que esta debe proporcionar a los estudiantes igualdad en oportunidades de
aprendizaje y desarrollo individual y social (MEN, 2000). Para esto, propone el MEN, que es
necesario que las instituciones y los docentes cuenten con ciertas pautas 0 normas comunes que
contribuyan con este fin. Con estos estandares, se buscaba precisar lo establecido en los LC de
1998 y que las instituciones educativas tuvieran un referente para la formulacién de sus Proyectos
Educativos Institucionales (PEI).

Para el area de matematicas, dichos estandares estan formulados y organizados teniendo
en cuenta los cinco tipos de pensamiento matematico, propuestos en los LC, involucrando
solamente tres procesos matematicos: Planteamiento y Resolucion de Problemas, Razonamiento
Matematico y Comunicacion Matematica. Ademas, “Los estandares curriculares para
matematicas estan formulados para cada grado, desde el grado primero hasta el grado undécimo,
y contienen orientaciones generales para el grado obligatorio de preescolar” (MEN, 2000, p. 17).

Luego de la publicacién de los EstAndares para la Excelencia en la Educacion, la

comunidad educativa manifiesta inconformidades frente a lo que alli se propone. En primer lugar,
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porque la participacion de la comunidad educativa en la generacién de estos estandares fue
reducida, en comparacion con la produccion de los LC. En segundo lugar, porque parte la
comunidad consideré que estos no guardaban correspondencia con los, y en tercer lugar, porque
las posiciones politicas de una parte de la comunidad se negaban a admitir estandares para la

evaluacién de los estudiantes.

Como consecuencia del rechazo de la comunidad educativa hacia estos estandares, el
MEN, bajo el mismo discurso de la mejora continua a la educacion, elabor6 el documento La
Revolucion Educativa: Estandares Basicos de Competencias de Matematicas y Lenguaje para la
Educacién Bésica y Media (MEN, 2003), esta vez con la participacion de un grupo amplio de
expertos en el campo. La organizacién de dicho documento tiene en cuenta los cincos tipos de
pensamiento matematico y los mismos tres procesos matematicos tenidos en cuenta en los
Estandares para la Excelencia. No obstante, como se pretendia que este documento estuviese,
ademas, al alcance de los padres de familia o acudientes, los estandares se presentaron de forma
reducida en tablas organizadas en cinco grupos de grados, de primero a tercero, cuarto a quinto,
sexto a séptimo, octavo a noveno y décimo a once, acompafados de algunos ejemplos de

actividades o problemas.

Posteriormente, en el afio 2006, teniendo como referente a los LC y los dos documentos
de estandares presentados en los afios 2000 y 2003, surgen los EBC (MEN, 2006),
particularmente en Matematicas, debido a que las nuevas perspectivas sociales requerian que el
sistema educativo proporcionara a los estudiantes herramientas para desarrollar capacidades
necesarias para vivir, ser productivo y seguir aprendiendo. Es asi como, se empieza a considerar
como fundamental, para el desarrollo eficaz del pais, la mejora continua de los sistemas escolares
que garanticen una educacion de calidad. De este modo, los EBC brindan parametros
relacionados con lo que el estudiante debe saber y saber hacer para alcanzar el nivel educativo de
calidad esperado por el sistema educativo (MEN, 2006). En dicho documento, se muestran
algunos elementos conceptuales y se propone de manera detallada, para cada uno de los
pensamientos matematicos, una serie de estandares dirigidos a los mismos cinco grupos de

grados escolares establecidos en los estandares del afio 2003.

En el afio 2015, se expide la primera version de los Derechos Basicos de Aprendizaje
(MEN, 2015), en adelante DBA, como una herramienta Util para la comunidad educativa debido a
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que estos se plantean como un referente para el disefio de iniciativas curriculares de las
instituciones educativas, razon por la cual no son una propuesta curricular general que deben
adoptar las instituciones, sino que son un complemento para la formulacion del curriculo, del tal
forma que este se estructure desde la equidad y la igualdad de oportunidades de aprendizaje. “Los
DBA son una seleccion de saberes claves que indican lo que los estudiantes deben aprender en
cada grado escolar desde 1° hasta 11° para las areas de lenguaje y matematicas” (MEN, 2015, p.
4).

A diferencia de los LC y de los EBC, los DBA no se presentan divididos explicitamente
en los cinco tipos de pensamiento matematico, sin embargo, es posible identificar a qué tipo de
pensamiento se refiere cada uno de ellos. Estos se encuentran organizados en una lista para cada
grado, no obstante, no es necesario haber desarrollado el DBA anterior para abordar el siguiente,
es decir, no son secuenciales. La estructura de un DBA de la primera version se compone de un
enunciado enumerado el cual se espera alcance el estudiante, unas ideas secundarias o palabras
relevantes que le dan significado y un ejemplo del mismo que busca ampliar la compresion del
enunciado (MEN, 2015). Estos apuntan al desarrollo de los EBC que hacen parte del grupo de
grado al cual corresponden; esto significa que un DBA para grado primero apunta al desarrollo de

un estandar del grupo de grados primero a tercero.

El proceso de elaboracion general de la primera version de los DBA se llevo a cabo en
cuatro momentos: (i) la construccion inicial, (ii) presentacion al pais, (iii) talleres de

retroalimentacién y (iv) lanzamiento de la segunda version.

Debido al descontento de una parte de la comunidad educativa por la ausencia de
coherencia entre los DBA con los LC y EBC, se realiza el lanzamiento de la segunda versién de
los DBA en el afio 2016, resultado del analisis, discusion y reflexién de la primera version de
estos mediante mesas de discusion, que se realizaron en el tercer momento de la primera version.
La estructura de los DBA de la segunda version cambia con respecto a la estructura de los de la
primera; estos se componen, ahora, de un enunciado, de evidencias de aprendizaje y de un

ejemplo.

Al siguiente afio, el MEN publica las Mallas de Aprendizaje para los grados de primero a
quinto de primaria. Estos documentos pretenden ser un insumo para las instituciones educativas a

la hora de organizar sus propias mallas curriculares de tal forma que estas se fortalezcan y se
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actualicen, cualificando el trabajo en el aula, mientras que para los docentes, buscan aportar
herramientas para realizar planeaciones de clase a lo largo del afio escolar. Es por esto que,
dichos documentos retoman los aprendizajes definidos en los DBA y los relaciona con la
organizacion pedagogica y epistemoldgica de cada area establecida en los LC y los EBC, ademas

de unas cuestiones didacticas que son utiles para su implementacion en el aula (MEN, 2017).

Las Mallas de Aprendizaje para cada uno de los grados ya mencionados, contienen, en
primer lugar, una introduccion general del area para el grado, en la cual se presentan los
aprendizajes adquiridos por los estudiantes en el grado anterior y los que se desarrollaran en el
grado actual, con el fin de brindarle al docente una vision general sobre lo que puede evaluar al
inicio del afio escolar y lo que se esperar alcanzar al final de este. En segundo lugar, se muestra el
mapa de relaciones, que presenta graficamente “las relaciones desde los ejes y conceptos que
estructuran el area hasta las acciones especificas que desarrollan los estudiantes en cada grado”
(MEN, 2017, p. 11) con la intencion de establecer de manera coherente la forma como se
estructura cada area y los efectos de tal estructuracion en el aula. En dicho mapa, se explicita el
grado, las tres categorias organizadoras que corresponden a la agrupacion de los cinco
pensamientos matematicos en tres grupos (Pensamiento Aleatorio, Pensamientos Numérico y
Variacional y Pensamientos Métrico y Espacial), los ejes de progresion, la sintesis del enunciado

del DBA 'y los procesos matematicos sobre los cuales se espera trabajar.

En tercer lugar, se presenta la progresion de los aprendizajes en la cual se establece una
relacion progresiva entre los DBA del grado anterior, el grado actual y el grado siguiente, con el
fin de que, a partir de la evaluacion diagnostica realizada al inicio del afio, el docente evidencie la
flexibilidad curricular en la que es preciso transitar, teniendo en cuenta las particularidades en el
aprendizaje de los estudiantes. Finalmente se exhiben las consideraciones didacticas mediante las
cuales se aclaran algunos conceptos fundamentales para el grado, se ofrece un marco de
referencia relacionado con las dificultades de ciertos aprendizajes de los estudiantes y algunas
maneras de atenderlas didacticamente. Ademas, se presentan varias situaciones, cuya
complejidad es creciente, que promueven el aprendizaje y pueden interpretarse como sugerencias

de actividades para ser incorporadas en las planeaciones de aula a lo largo del afio.

Actualmente, los documentos curriculares que rigen el area de matematicas para la
Educacion Primaria, Basica y Media son los LC (MEN, 1998) y los EBC (MEN, 2006); mientras
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que los DBA en su segunda version (MEN, 2015) y las Mallas de Aprendizaje (MEN, 2017), se

entienden como orientaciones pedagogicas.

3.2 LAHISTORIA DEL CALCULO EN EL CURRICULO COLOMBIANO

La historia del Calculo en el curriculo colombiano comienza con la emision del Decreto
045 de 1962, en el que se establecid la implementacion de contenidos relacionados con el estudio
del Célculo en la educacién secundaria. Segun Tapiero (2020), con base en este decreto se creo el
libro Introduccion al Calculo infinitesimal de Viedma (1962), que fue usado por las instituciones
educativas en su vigencia, en los grados 5° y 6° de bachillerato. Dicho libro se desarroll6
paralelamente con una serie de libros de texto denominados “Coleccién Didactica de Matematica
Elemental Moderna” del mismo autor, los cuales atendian a las directrices de los programas de
matematicas elaborados en ese entonces en Colombia y en otros paises americanos.

El libro citado estad conformado por siete capitulos en los cuales se aborda, en orden: La
Teoria Elemental de los Limites de Sucesiones de Numeros Reales, Las Funciones Elementales,
Limites y Continuidad de las Funciones, Teoria de la Derivacion, Aplicacion de la Derivacion,

Los elementos del Calculo Integral y Aplicaciones Geométricas y Fisicas de la Integracion.

De manera general, cada capitulo se desarrolla partiendo de nociones elementales junto
con ejemplos sencillos y luego se presenta el contenido de forma rigurosa, siguiendo definiciones
y teoremas, lo que en palabras del autor se entiende como: “de lo concreto nos elevamos a lo
abstracto, para descender nuevamente a lo concreto mediante ejercicios de aplicacion de los
conceptos” (Viedma, 1962, p. 7). A continuacién, se muestra un fragmento del indice del libro en

el cual se evidencia lo mencionado (Figura 11y Figura 12).

63



Figura 11

Facsimil de una parte del indice del libro
Introduccidn al Célculo Infinitesimal

Contenido

CAPITULO 1IL. — LIMITES Y CONTINUIDAD DE LAS FUNCIONES

1. Introduccién .. .. .. ...,

. El Concepto de Limite Funcional .

=T PO

. Limites de las combinaciones de funciones

mediante las operaciones clementales .. .. .. .

7. El Concepto Matemitico de la Continuidad .. .. .. .. ..
EJERCICIOS SOBRE EL CAPITULO Il .. .. .. .. .. .. ..

CAPITULO 1V.

1. Introduccdn «v v iv ve buien wees ee s e e e e
2. Algunos Problemas que conducen a Derivadas .. .. .. .. ..
3. El Concepto Matemitico de Derivada .. .. .. .. .. .. .. ..

Regla general para hallar la Derivada .. .. .. .. .. ...

4. Las Derivadas de las Funciones Elementales .. .. .. .. .. ..

1) Derivada de una Constante .. ..

I) Derivada de la varisble independiente -. . .. .
1) Derivada de una constante por una funcidn
IV) Derivada de una suma de funciones .. .. .. ..
V) Derivada de una combinacién lineal .. .. .. .. .
VI) Derivada de una funcién de funcion .
VII) Derivada de y=lpX covve vv oo oo e on -
VIll) Derivada de y=l u(x) .. - -0+« -

IX) Derivada de un producto ..
X) Derivada de un cociente .. .
XI) Derivada de una funcion potencial
XII) Derivada de la funcién exponencial .

XIlI) Derivada de la funcién potencial-exponencial .. .. .-

XIV) Derivada dtl N0 .. i oo ae

XV) Derivada del coseno .. .. .. .o oo oee o
XVI) Derivada de la tangente .. .. .. .. -~
XVII) Derivada de la funcién inversa .. .. ..

XVIII) Derivada del arco seno .. ..

XIX) Derivada del arco coseno .. .. .. - o -
XX) Derivada del arco tangente .. .. .. .. s seocr ot

Nota Parte del indice del libro Introduccidn al Calculo
infinitesimal que corresponde a los capitulos 11 y V.

Tomado de Viedma (1962)

2. Revision del Concepto de Limite de una Sucesio

;. Limitesicuando:xePo0 5iiv iceiioh Soisie e

. Propiedades de los Limites Funcionales .. .. .. .. .. .. .. ..

Figura 12
Facsimil de una parte del indice del libro
Introduccidn al Calculo Infinitesimal

256 Contenido

Pags.

5. Cuadro General de Derivadas v solucion de ejemplos 164

6. El Concepte de Diferencial 172

EJFRCICI08 SOBRE FL CAPITULO 1v 174

CAPITULO V. — AFLICACIONES DE LA DFRIVACION

1. Introducci 176

2 Noriscitéi-de lis Fuinglonue’s. 176
Crecimiento, maximos, minimos e inflexiones

Ejemplos resucltos .. ». . 185

3. Tangentes y Normales . 193

4. Algunos ejemplos de aplicaciones fisicas de la Derivada W?

EJERCICIOS SOBRE EL CAPITULO V 200
CAPITULO VI.— Los ELEMENTOS DEL CALCULO INTEGRAL

205

1. Introduccion .. . » o

2. El Problema del Area .. . . e .

3. Otros Problemas previos al Concepto de Integral

4. El Concepto de Integral Definida segin Cauchy

5. El Concepto de Funcion Primitiva. La Regla de Barrow

6. Técnicas de Primitivacion .. .. ..
a) Primitivaciones de estructuras potenciales .. . 22

b) Prlmln acion de estructuras exponenciales 26

<) s a logaritm i

d) E,tmrl diversos d de primitivas inmediatas 28

) Integracion por descomy Ejemplos 9

f) Integracion por sustitu ambio de variable. -
Ejemplos .. § :;1

g) Integracion por partes. F; mplos - :n

EJERCICIOS SOBRE EL CAPITULO VI

CAPITULO VIl.— APLICACIONES GEOMETRICAS ¥ FISICAS DE
LA INTEGRACION.
1. Introduccion y repaso de ideas fundamentales .. .. .. .. -

2. Aplicaciones Geomérricas de In Integral Definida .. ..

a) Areas. Ejemplos .. .
B) Longitud de un arco de curva. E,empl

&) Volumen de un cuerpo por integracion de "
rodnjas paralelas .. .. .. .. i v wsin UL

d) Volumen de un conoide .. . ; -
&) Velumen de un cuerpo de revolucid. Bagkdan ves -

f) Superficie de un cuerpo de revolucion. Ejemplos .. .. - 2

3. Aplicaciones Fisicas Simples de las Integrales Definidas .. -- z:

EJERCICIOS SOBRE EL CAPITULO VIl .. .. .. .0 oo oo oe o0 ®*

Nota Parte del indice del libro Introduccion al Célculo
infinitesimal que corresponde a una parte del capitulo
IV y alos capitulos V, VI y IV. Tomado de Viedma
(1962)

Con la Resolucién 277 de 1975, se establecié el programa de estudio para el area de

matematicas de la Educacion Media. Dicho programa se encuentra seccionado por seis cursos

que corresponden a los grados primero a sexto de bachillerato: cada uno de estos, se compone de

unidades que retnen los objetivos especificos para cada una de ellas y la lista de contenidos que

deben abordarse. Para el caso del Célculo, se inicia su estudio en el curso quinto, en el cual se

abordan contenidos relacionados con la Geometria Analitica y la Trigonometria, especificamente,

con las unidades N° 6 Funciones Polindmicas (Figura 13), N° 7 Funciones Trigonométricas

(Figura 14) y N° 9 Funciones y Transformaciones (Figura 15).
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Figura 13
Facsimil tomado de la
Resolucién 277 de 1975

Figura 14
Facsimil tomado de la
Resolucién 277 de 1975

Figura 15
Facsimil tomado de la
Resolucién 277 de 1975

Unidad N © - Funciones Polinémicas Unidad N* 7 - Funciones Trigonométricas * " Unidad No.9- Funciones y Transfor
T TR 7-1. Qbjetivos Especificos: 9.1. Objetivos Especificos:
| 5 . ; 7.1.1, Hacer la discusién analftica de las funciones 9.1.1. Efectuar correct ilataci
6.1.1. Analiz s correctamente una funcién polinémica trigonométricas tracciones, rotacion iinetlay dlll_llCIOflt.!. Pl
6.1.2. Aplica: </ teorema del residuo y del factor en la ) 1.2 interpreiarlas grificamente licando los . s"n’e"{“ ’l’) Clll"lmlen(:{!,
solucién d as kot , & interpreiarias g e L P diados sobre :
pi H:ﬁ; : --Nmn polinomios y nGmeros enteros 137 R r  correct probl sobre L b
poli}:&tnica 1 sctamente los ceros de una funcién tridnguios ¥ 9.Il.;. Hacer un correcto andlisis de las transformaciones
- age & . - i
: 6"',' i e dam;mmel e ’ﬁc;.l. Utilizar adecuadamente las tablas trigonomé- ;“;'Co:’“‘d“d"
em. en los “nunciados sobre funciones polinémi i - tenido :
6,13, Traza: comectamente. gréficas % i m:als .5. Graficar correctamente las funciones trigonomé- S
6.2. I.TLnleﬂidc . T8 _Auloe‘_ulu:v el trabajo individual Fu‘to.t de dihtaycilét-llmvI gomciricas;
6.2.).0 s entre las funci s 7.2, Contenido W -
propictiades P y sus 7.2.1. Seno, tangente y secante definidas sobre R. g‘zmz:
6.2.2. Teorema del Residuo y del Factor Representaciones Grificas Srad
i b y i Cizallamient
6.2.3. Determinacién de los ceros de- las funciones -2.2. Teorema del Seno =0 7

poliné

icas

2.2. . Ceros Racionales

2
&

6.2.8. Grificas de funciones polinémicas /

$. Namero de ceros

Ceros Complejos

Factorizaci

de un polinomio
/

7.23. Teorema de! Coseno.
7.2.4. Manejo de las tablas de funciones Trigonomé-
ricas
7.2.5. Identidades trigonométricas fundamentales
’.lu‘. Ecuaciones trigonométricas sencillas

9.2.2. Transformaciones Lineales: iplicacién
composicién de dos transformaciones e 2

9.2.3. Interpretacién grifica de | i
ineales oo :I"l:’hm grifica de las transformaciones

En estos facsimiles es posible observar que para abordar las unidades N° 7y N° 9 es

necesario haber abordado con anterioridad la unidad N° 6, incluso es posible observar la

regresion o progresion, como se quiera ver, de cada uno de los contenidos que componen cada

unidad. EI ultimo curso de matematicas para la educacion media, corresponde al sexto curso, con
nombre Analisis Matematico, en el que se esperaba tratar el contenido relacionado con Nociones
sobre Conjuntos, Relaciones y Funciones, Sucesiones Infinitas, Célculo Diferencial (Figura 16) y
Célculo Integral (Figura 17). A continuacion, se explicitan las unidades correspondientes al

Caélculo Diferencial y al Calculo Integral:
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Figura 16 Figura 17
Facsimil tomado de la Resolucion 277 de Facsimil tomado de la Resolucion 277 de
1975 1975

Unidad N* 4 - Cilculo Diferencial
4 1. Objetivos Especificos:

4.1.1. Que el alumno se capacite en el estudio del

Cilealo Diferencial, para abordar problemas en las di-

ferentes ramns de la Ciencia

4.0.2. Que desarrolle la capacidad de abstraccién y
razonamiento logico

4.1.3. Que interprete los principios fund@amentales del
Analisis

4.1.4. Cue se prepare adecuadamente para 2! estudio
superior dc los problemas cientfficos y tacnicos

4.2 Contenido:

4.2.1. Introduccién histdrica
2.2. Un proolema relativo a la velocidad instantanea
2.3. Derwvada de una Funcién
2.4. Algebra de derivadas

S. Interpretacion geométrica de la derivada
2.6. Diferentes notaciones para la derivada
7. Derivadas para las Funciones trigonométricas
8. Regla de la Cadena para derivar. Funciones
compuestas

4.2.9. Cilculo de ecuaciones de tangentes y normales

O

2
2
2

4.2.10. Aplicaciones de la Regla de la Cadena. Coe-

ficientes de variacion ligados, y diferenciacién implicita

4.2.11, Derivada de la Funcién logaritmica
4.2.12. Derivada de la Funcién exponencial.

4.2.13. Aplicacién de la derivada para cdlculo de valores
extremos de Funciones

4.2.14. Cruterio de la segunda derivada para cdiculo de
valores extremos. Puntos de inflexién y concavidad

4.2.15. Derivada de las Funciones trigonométricas

Unidad N* § - Calculo Integral
5.1. Objetivos Especificos:

5.1.1. Que el estudiante internalice queestadisciplinaha
contribufdo durante los ultimos 100 ados al desarrollo de
la ciencia y la técnica.

5.1.2. Que adquiera los conceptos bdsicos del Célculo
Integral

5.1.3. Que se inicie en !a idea bisica del concepto de
integral

5.1.4. Que distinga que la integracién es el proceso
inverso de la diferenciacin.

K Conm:;'o' o

5.2.1. Introduccién historica y

3.2.2. El signo sumatorio, sus propiedades: homogéneo.

itiva y telescopica.

?dg.‘z.?.yln;g --a:g'. recintos de ordenadas

59,4, Particiones v funciones escaionadas

525, Defimicién” de la integral-de una Funcién es-
calonada :

526, Definicion del concepto de irea mediante la
integral e

5.2.7. La derivada de una integral indefinida: el Primer
Teorema Fundamental del Ciiculo

§.2.8. Funciones primitivas y el Segundo Teorema
Fundamental del Cileulo

5.2.9. Integracién por substitucién

5.2.10. Integracién por partes

inversas

De la misma manera que en el quinto curso, en el sexto los contenidos se organizan de
forma secuencial y se intuye, adicionalmente, que para abordar un contenido, es necesario haber
abordado el anterior, y asi sucesivamente. En este sentido, la organizacion general del contenido
que se presenta en la Resolucion 277 de 1975, propone abordar, en orden, Nimeros Reales,
Funciones, Sucesiones Infinitas, Limites, Célculo Diferencial (Derivadas y aplicaciones de la
derivada) y Célculo Integral (Integrales y aplicaciones de la integral).

En el afio 1978 se emite el Decreto 1419, el cual, en términos del contenido matematico,
presentaba la misma organizacion que la Resolucion 277 de 1975. Aunque en 1978, el Dr. Carlos
Vasco y su equipo del MEN comenzaron a trabajar en la propuesta curricular basada en el
enfoque de sistemas, no fue sino hasta 1985 que se dio la implementacion de estas solamente para
la educacién primaria, pues ain no estaban listas las propuestas curriculares bajo este enfoque
para la educacion secundaria. Consecuencia de ello, la estructura de los contenidos referidos al

estudio del Calculo, era semejante a la establecida en la Resolucion 277 de 1975.

Posteriormente, en el afio 1989 se publican las propuestas para la educacién secundaria,

sin embargo, estas no se aplican debido a la consolidacion de la Constitucion Politica de 1991, a
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partir de la cual se establecié la Ley General de Educacion de 1994. En este sentido, fue hasta
1998 que la estructura de los contenidos relacionados con el Calculo, seguia siendo la misma que
la propuesta en la resolucion citada. Por esto, es posible afirmar que desde 1975 hasta 1998, no se

realizaron cambios en la ensefianza del Célculo.

Con la llegada de los LC de 1998 se evidencia un cambio en lo que se concibe como el
curriculo de matematicas, no solo en su formulacion, dado que ahora son las instituciones quienes
se encargan de ello, sino que también se establecen propositos diferentes ya que se plantea el
desarrollo de los cinco tipos de pensamientos, en lugar de la transmision de una lista de
contenidos matematicos, como habia venido siendo, al menos, a lo largo de los 36 afios previos a

su creacion.

De manera particular, en los LC (MEN, 1998) se propone un cambio considerable en lo
que tiene que ver en la ensefianza del Calculo ya que “presupone superar la ensefianza de
contenidos matematicos fragmentados y compartimentalizados™ (p.49). Este cambio se centra
particularmente en el desarrollo del pensamiento variacional y sistemas algebraicos y analiticos,
el cual, a grandes rasgos, se enfoca en el estudio, percepcion, reconocimiento, representacion e
identificacién de la variacion y el cambio, presentes en contextos cotidianos, de las ciencias y
propios de las matematicas. Ademas, proponen que puede iniciarse su desarrollo en los primeros
grados de la educacion, dado que sus estructuras conceptuales se desarrollan en el tiempo y su
aprendizaje es un proceso paulatino que busca consolidarse a lo largo de los grados escolares
(MEN, 1998).

Posterior a la publicacion de los Estdndares para la Excelencia en la Educacion en el afio
2000, Garcia et al. (2012) realizaron una reflexion acerca de los estandares curriculares que
pertenecen al componente del pensamiento variacional, en la cual concluyen que, a pesar de que
estos estandares recopilan bases propuestas en los Lineamientos, relacionadas con la variacion,
parecia ser que estos priorizaban muchos mas aspectos relacionados con el estudio del algebra.
Por otro lado, los estandares relacionados con el pensamiento variacional publicados en La
Revolucion Educativa del 2003, no presentaron cambios notables frente a los estandares para la

Excelencia.

No obstante, las ideas de los LC se refuerzan con la llegada de los EBC en el 2006, ya que

estos muestran de manera mas precisa lo que debe entenderse por cada uno de los pensamientos,
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ademas formulan una serie de estandares que buscan dar un alcance para el desarrollo de cada

uno de ellos.

En el caso del pensamiento variacional y sistemas algebraicos y analiticos se espera que
los estudiantes de grado 1° a 3° describan, reconozcan y construyan patrones, regularidades,
equivalencias y situaciones de variacion y cambio en diferentes contextos (numéricos,
geométricos, cotidianos, entre otros); de 4° a 5° predigan, representen y expliquen patrones de
variacion en una secuencia y relaciones entre diferentes datos (igualdades y desigualdades
numeéricas, y dependencias entre cantidades que varian); 6° a 7° describan, representen e
identifiquen las caracteristicas de situaciones de variacion, teniendo en cuenta diferentes
representaciones (diagramas, expresiones verbales generalizadas, tablas y graficas) y que,
ademas, reconozcan y analicen las variables ligadas entre si, las propiedades de correlacién
positiva y negativa entre variables y empleen métodos formales e informales para la solucién de
ecuaciones; de 8°a 9° modelen (MEN, 2006) “situaciones de variacion con funciones
polinémicas” (p. 87) y que analicen “en representaciones graficas cartesianas los
comportamientos de cambio de funciones especificas pertenecientes a familias de funciones
polinémicas, racionales, exponenciales y logaritmicas” (p. 87); y de 10° a 11 utilicen (MEN,
2006) “las técnicas de aproximacion en procesos infinitos numéricos” (p. 89) y que modelen
“situaciones de variacion periodica con funciones trigonométricas” (p. 89) e interpreten y utilicen

sus derivadas.

En el caso de los DBA relacionados con el pensamiento variacional, sucede algo similar y
es que al estar disefiados con base en los EBC, pretenden apuntar al desarrollo de los mismos
estandares por grupos de grados; sin embargo, los DBA muestran de manera especifica lo que se
espera que aprenda, como minimo, el estudiante en cada grado. Las Mallas de Aprendizaje, en
relacion con la categoria organizadora del pensamiento numérico y variacional, busca desarrollar

los DBA relacionados con cada grado, sefialando la transicion entre un grado y el otro.

En orden cronoldgico, es posible evidenciar una concrecion en las ideas curriculares
respecto al pensamiento variacional; los LC hacen planeamientos generales acerca del
pensamiento variacional, pero estas ideas se consolidan en los EBC tanto en el apartado teorico,
el cual explicita de manera mas detallada qué es el pensamiento variacional, como en el apartado

que presenta la lista de estdndares. Posteriormente, estas ideas se solidifican grado a grado con
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los DBA 'y, para el caso de la educacion primaria, se proponen las Mallas de Aprendizaje que

permiten evidenciar la coherencia vertical de lo establecido en los DBA, EBCy LC.

En sintesis, la historia del Calculo en el curriculo colombiano, que mencionamos, puede
ser percibida en dos momentos generales. El primero, que data de 1962 hasta 1998 y el segundo
desde 1998 hasta la actualidad. Con relacién al primer momento, identificamos que algunos de
los elementos de esa historia se corresponden con lo que Alanis & Salinas (2009) denominan el

Paradigma Tradicional en la Ensefianza del Calculo, que profundizaremos a continuacion.

3.2.1 Paradigma tradicional en la ensefianza del Calculo

Diferentes investigaciones en Didactica de las Matematicas, como las de Artigue (1995) y
las de Garcia (2013), han sacado a la luz problematicas latentes en la ensefianza del Calculo, que
se reflejan en la desercidn estudiantil, en la falta de comprension del contenido matemaético por
parte de los estudiantes, en la manera en la que los profesores ensefian y en la actitud de los
mismos estudiantes hacia el aprendizaje del Calculo. Tales problematicas, se deben en gran
medida, a lo que Alanis y Salinas (2009) denominan el Paradigma tradicional en la ensefianza

del Calculo.

Los autores basan su trabajo en el estudio tedrico de Gascon (2001) quien propone una
relacion entre los modelos epistemoldgicos de las matematicas y los modelos docentes; los
primeros se refieren a la estructura del contenido matematico, mientras que los Gltimos se
originan a partir de efectuar dichas estructuras del contenido, en el aula. En este sentido, “la
consecuencia del ejercicio normalizado de ciertos modelos docentes” (Salinas y Alanis, 2009,
p.360) es lo que los autores identifican como el Paradigma tradicional en la ensefianza del

Célculo.

Gascén (2001), propone tres teorias epistemoldgicas de la organizacion de las
matematicas: las euclideas, las cuasi-empiricas y las constructivistas; ademas, presenta como de
cada una de estas resultan diferentes tipos de practicas docentes. Interesa, de manera particular,
profundizar en el modelo epistemoldgico del euclidianismo, pues, este y los modelos docentes
que se desprenden de él, son caracteristicos del paradigma en cuestion.

El modelo epistemoldgico del euclidianismo, que considera la organizacion de las

matematicas como un todo y que al mismo tiempo es el modelo general del saber matemaético,
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“busca detener el regreso infinito y llevar a cabo una justificacion logica de las teorias
matematicas” (Gascon, 2001, p.131); esto también es conocido como los fundamentos de las
matematicas, los cuales pretender dar a estas una base firme para constituirlas como una teoria
cientifica (Salinas y Alanis, 2009). De esta manera, se propone gue, por medio de la
conformacién de un conjunto finito de axiomas compuestos por términos primitivos, sea posible

deducir todo el conocimiento matematico.

El modelo epistemoldgico en mencion, que se caracteriza por intentar trivializar el
conocimiento matematico, da origen a dos modelos docentes clasicos: el teoricismo y el
tecnicismo. Segin Gascon (2001), estos dos se caracterizan por ser simplistas y arraigados a las
creencias de que la ensefianza de las matematicas es un asunto meramente procedimental y es
ejercido solamente por el profesor. Son dos modelos esencialmente diferentes, pero con aspectos

en comun.

Por un lado, el modelo docente teoricista, o solamente teoricismo, sustenta que la
ensefianza de las matematicas se reduce a la reproduccién o replicacién del contenido matematico
como una teoria, pues es suficiente presentar a los estudiantes lo ya producido. Este modelo
docente se basa en las ideas del euclidianismo, es decir, en la axiomatizacion del conocimiento a
través de términos primitivos, o como lo Ilama Gascén (2001), términos perfectamente
conocidos. La resolucion de problemas juega un rol secundario en el teoricismo, pues una de las
caracteristicas de este, es considerar, precisamente, que los problemas son ajenos a las teorias
matematicas y que estos no se relacionan con su constitucion, ni con su estructura organizacional
(Gascon, 2001). El teoricismo ignora los procesos propios de la actividad matematica, y, en

consecuencia, no le da importancia alguna al desarrollo de los conocimientos matematicos.

Por otro lado, en el modelo docente tecnicista, o simplemente tecnicismo, se considera
una equivalencia entre la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas con ensefiar y aprender
técnicas algoritmicas. Similarmente como ocurre en el teoricismo, la resolucion de problemas
tiende a dejarse de lado y, en este caso, se enfatiza especialmente en el dominio de ciertas
técnicas que favorecen la solucidn de ejercicios muy particulares; las otras técnicas, relacionadas
con estrategias de resolucién complejas que no son algoritmicas, no son tenidas en cuenta dentro
de lo que se espera ensefiar. Nuevamente, menciona Gascon (2001), se evidencia que, en este

modelo, al igual que en el teoricismo, se trivializa la ensefianza de las matematicas.
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Al respecto, Salinas & Alanis (2009) comentan gue el tecnicismo se estructura como
reaccion al ejercicio del modelo docente teoricista, al ver el fracaso del teoricismo frente al
aprendizaje de aquello que ensefia (teorias), las instituciones optan por emplear el modelo

tecnicista, pues este ofrece una alternativa frente al fracaso.

En palabras de los autores, el paradigma tradicional en la ensefianza del Célculo se
caracteriza por el contenido que es objeto de ensefianza y las estrategias que se usan para llevar
este proceso a cabo. El contenido se presenta en una estructura que responde a las ideas del
euclidianismo: es hipotético-deductivo y, por tanto, riguroso; es asi organizado secuencialmente
por definiciones, teoremas y demostraciones légicas. Un claro ejemplo de esto son algunos de los
libros de texto [e.g. Stewart (2012) y Larson & Edwards, (2010)] usados en la ensefianza del
Caélculo, los cuales cumplen con la estructura del contenido ya mencionada, razon por la cual, el
indice comun de estos corresponde a nimeros reales, funciones, limites, derivada, aplicaciones de
la derivada, integral y aplicaciones de la integral. La ensefianza, por tanto, se vincula a esta
estructura del contenido, por lo que es usual que la estrategia de ensefianza se reduzca a mostrar
(ensefiar) la estructura de contenidos, ya que se da por hecho que asi se generara el aprendizaje
(Alanis & Salinas, 2009).

El estudiante, bajo este paradigma, memoriza procedimientos que son resultado de la
repeticion de ejercicios, como, por ejemplo: “para encontrar el punto méximo o el minimo, se
derivay se iguala a 0” o “para encontrar los puntos de corte con el eje x, se iguala y o f(x) a 0”;
entre otras reglas ya conocidas. El papel del estudiante es completamente pasivo y es el profesor
quien transfiere el contenido organizado de forma rigurosa. Se espera que el estudiante domine
esa estructura ensefiada y cuente con la habilidad de solucionar ejercicios de caracter algoritmico.
En consecuencia, son muchos los estudiantes que creen que, para dominar los contenidos, no es
necesario tratar de comprenderlos, sino solamente basta con funcionar mecanicamente (Artigue,
2001: Salinas & Alanis, 2009).

Ahora bien, es posible evidenciar que este paradigma ha estado presentante desde que se
implementaron, en el curriculo colombiano, los contenidos relacionados con el estudio del
Calculo en 1962. Evidencia de ello es que varias instituciones educativas emplearon libros como
Introduccién al Calculo infinitesimal de Viedma (1962), que estructura su contenido de forma

deductiva y rigurosa, de tal forma que para abordar algun contenido, siempre es necesario haber
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abordado los del capitulo anterior. Por ello, no es extrafio que la ensefianza del Calculo se haya
reducido a mostrar, en el orden que el libro indica, los contenidos. De la misma manera sucede
con la Resolucion 277 de 1975, pues no hubo cambio en la organizacion del contenido, ni en la
forma en como estos se ensefiaban. Por lo tanto, el primer momento general de la historia del

Caélculo en el curriculo colombiano corresponde con el paradigma en mencion.

Por otro lado, en el segundo momento general de la historia es evidente un cambio de
paradigma, debido a que, con la publicacién de los LC ya no se propone la ensefianza del Calculo
en la Educacién Media, sino que se le apunta al desarrollo del pensamiento variacional durante

toda la escolaridad.

No obstante, el pensamiento variacional, desde nuestra perspectiva como estudiantes de la
Educacion Secundaria y estudiantes para profesores de matematicas, no se desarrolla como se
plantea en la politica curricular vigente, sino que, al parecer, aun se conservan directrices
curriculares que anteceden a la presentacion de dichos documentos, las cuales hacen enfasis
especial en la presentacion sistematica de contenidos referentes al Calculo, haciendo a un lado los
procesos generales establecido en los LC, las competencias y estandares propuestas en los EBC,

los DBA y lo sugerido en las Mallas Curriculares.

Consideramos lo anterior como una problematica que se evidencia en una gran cantidad
de instituciones educativas de la Educacion Basica Primaria, Bésica Secundaria, Media e incluso
en la Educacidn Superior, puesto que los profesores de matematicas no consideran la diferencia
entre el desarrollo del pensamiento variacional y la ensefianza del Calculo. Esta es la razon por la
cual, para ellos, el desarrollo de dicho pensamiento se centra exclusivamente en la ensefianza del
Caélculo. Consecuencia de ese pensamiento, afirmamos que en la actualidad sigue practicandose

el Paradigma tradicional en la ensefianza del Calculo en las instituciones educativas.

Es esta una de las causas por las cuales son escasos los registros que ilustran la historia
del desarrollo del pensamiento variacional en Colombia, a pesar de que la ultima reforma
curricular se realizé hace poco mas de 22 afios. Es evidente que lo propuesto en los curriculos de
matematicas de las instituciones educativas, se contrapone con lo que es el desarrollo del
pensamiento variacional (Vasco, 2006). En este sentido, teniendo en cuenta que lo propuesto en
la politica curricular colombiana es el desarrollo del pensamiento variacional y no la ensefianza

del Célculo, en adelante enfocaremos nuestro estudio en términos de este pensamiento.
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CAPITULO 4
CARACTERIZACION DEL PENSAMIENTO VARIACIONAL

En el capitulo anterior se pudo evidenciar que en el curriculo de matematicas de la
educacion Basica y Media en Colombia hubo un cambio en 1998, pues, con la llegada de los LC
la discusion comenzo a girar en torno al desarrollo del pensamiento variacional, haciendo a un
lado las propuestas tradicionales referidas a la ensefianza del Calculo. Posteriormente, con la
publicacion de los demas documentos curriculares se concretizaron algunas ideas del
pensamiento Variacional, pero infortunadamente estos documentos no proporcionan suficientes
detalles al respecto. Por esta razon, a modo de profundizacion, proponemaos una caracterizacion
del pensamiento variacional en términos de sus elementos constitutivos a la luz de los referentes

curriculares y tedricos.

4.1 REREFENTES CURRICULARES DEL PENSAMIENTO VARIACIONAL

Para determinar los seis elementos que, desde nuestra perspectiva, constituyen el
pensamiento variacional a partir de los referentes curriculares, se tuvieron en cuenta los LC, los
EBC, los DBA en su segunda version y las Mallas de Aprendizaje, ademas de considerar otros
documentos generados por la Universidad de Antioquia y la propuesta realizada por Caballero-
Pérez & Cantoral (2017) relacionada con el pensamiento y lenguaje variacional, entre otros

autores.

4.1.1 Lavariacién y el cambio

En los documentos curriculares se propone el estudio de la variacion y el cambio,
atendiendo a su reconocimiento, percepcion, identificacion, etc., teniendo en cuenta diferentes
registros semidticos ya sean verbales, gréaficos o algebraicos (MEN, 2006). Estos documentos no
proporcionan informacion adicional acerca de las nociones de variacion y cambio. Sin embargo,
consideramos que es de vital importancia tener estas nociones claras ya que como lo mencionan
Caballero-Pérez & Cantoral (2017), el manejo de estas contribuye a la significacion y aprendizaje

de conceptos matematicos propios del Calculo.

En este sentido, el trabajo de Caballero-Pérez & Cantoral (2017), en relacion con lo que
denominan pensamiento y lenguaje variacional, se asemeja a la propuesta hecha por el MEN
respecto al pensamiento variacional y sistemas algebraicos y analiticos; es por esta razon que

aludimos a las nociones propuestas por Caballero-Pérez & Cantoral (2017) acerca de la variacién
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y el cambio. Bajo esta dptica, el cambio consiste en las modificaciones de estados, mientras que
la variacion se concibe como la cuantificacion de dichos cambios, tanto en la asignacion de
unidades a numeros, como el reconocimiento de aspectos medibles en las situaciones o

fendmenos de estudio que pueden ser de naturaleza cualitativa o cuantitativa.

A grandes rasgos, los mismos autores sostienen que, para el reconocimiento, la
organizacion y comunicacion de la variacion y el cambio es necesaria la articulacion de dos
nociones (la causalidad y la temporalizacion) las cuales, a su vez, configuran un sistema de
referencia para el estudio de situaciones que involucran la variacién y el cambio, compuesto por
cuatro elementos (Figura 18).

Figura 18
Elementos de un sistema de referencia

| Variables ;Qué cambia?
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@ Temporizacién ¢Como cambia?

Fuente: Caballero-Pérez & Cantoral (2017, p. 1061)

De esta forma, identificar la causalidad entre variables, permite reconocer el cambio y,
por tanto, la variacion (establecer ¢qué cambia?). Por otro lado, para cuantificar el cambio es
importante el uso de estrategias variacionales®! que den respuesta a las preguntas qué se compara
y con qué se compara, lo cual lleva al establecimiento de un referente para percibir el cambio. En
consecuencia, no seria posible reconocer la variacion, si no se han establecido con anterioridad
referentes para percibir el cambio (;respecto de qué cambia?) y para cuantificarlo (;,cuanto

cambia?).

No obstante, para cuantificar el cambio es necesario identificar estados intermedios de los

fendmenos de variacion, con el proposito de usar estrategias variacionales que exhiban la

81 Las estrategias variacionales son una forma particular de razonar y actuar ante una situacion para tratar con el
cambio y la variacién (Caballero-Pérez & Cantoral, 2017).
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evolucion del cambio, esto es, establecer una temporalizacion (Caballero-Pérez & Cantoral,
2017). Para los fendmenos de variacion continua, es preciso, considerar la temporizacion porque
con ella es posible describir, caracterizar y cuantificar el comportamiento de las variables de una
funcién, es decir, establecer el ;como cambia? Esto puede entenderse como una forma de
discretizar los fendmenos de variacion, paso indispensable para llevar a cabo el estudio del
cambio, pues mediante las estrategias variacionales, los estados intermedios identificados van
mas alla de una imagen estatica, se vuelen estados por los cuales transita el fendmeno, lo que

pone en evidencia su variacion (Caballero-Pérez & Cantoral, 2017).

Desde nuestra perspectiva, tanto los documentos curriculares, como la propuesta
comentada anteriormente hacen alusion al estudio de la variacion; sin embargo, consideramos
que la variacién, salvo en una excepcidn, se da en dos variables 0 mas (una de estas puede ser, y a
menudo es, el tiempo). En el caso del pensamiento variacional siempre estan relacionas dos
variables 0 mas en los fendmenos de variacion, aunque en ocasiones en las situaciones problemas
o tareas se muestra de manera explicita solo una variable. En este sentido, mas que el estudio de
la variacion, se realiza es el estudio de la covariacidn, ya que se propone el estudio de los

fendmenos de variacion en los cuales una variable cambia con respecto a la otra.

4.1.2 Situaciones problema

Desde los LC se propone el uso de situaciones problema centradas en contextos de la vida
diaria, de las matematicas y de otras ciencias, con el fin de poner en préctica el aprendizaje activo
y darle sentido al uso de las matematicas. También, sugieren que estas situaciones no sean
consideradas como problemas de aplicacion efectuadas solamente al final del estudio de un tema,
sino que sean empleadas a lo largo de la formacion ya que estas contribuyen a que los estudiantes
puedan explorar problemas, formular conjeturas, plantear preguntas y reflexionar sobre modelos
(MEN, 1998, como se cit6 en Tapiero, 2020).

De manera més general, en los EBC se alude a la formulacion, el tratamiento y la
resolucion de los problemas como un proceso general. Al respeto, el MEN (2006) menciona que
las situaciones problema que promueven la formulacién, el tratamiento y la resolucion de

problemas,

permiten desarrollar una actitud mental perseverante e inquisitiva, desplegar una serie de

estrategias para resolverlos, encontrar resultados, verificar e interpretar lo razonable de

75



ellos, modificar condiciones y originar otros problemas. Es importante abordar problemas
abiertos en los que sea posible encontrar multiples soluciones o tal vez ninguna. También
es muy productivo experimentar con problemas a los cuales les sobre o les falte
informacidn, o con enunciados narrativos o incompletos, para los que los estudiantes

mismos tengan que formular las preguntas. (p. 52).

El desarrollo del pensamiento variacional se propone, precisamente, desde la resolucion
de situaciones problema gue involucren contextos del entorno de los estudiantes, centrados

particularmente en los fendmenos de variacién y cambio.

4.1.3 La modelacion

En la conformacion de un curriculo armonioso se contempla el desarrollo de cinco
procesos generales que estan presentes en toda actividad matematica; entre estos procesos
destacamos la modelacidn pues tiene una estrecha relacion con el desarrollo del pensamiento
variacional, ya que permite describir la interrelacion entre el mundo real y las matematicas
(MEN, 1998), en particular, aquellas situaciones que se relacionan con fendmenos de variacion y

cambio con los que interacttan los estudiantes en la vida diaria.

Un modelo alude a sistemas gréficos, figurativos mentales, tridimensionales, estructuras o
artefactos materiales, que representan situaciones de la vida diaria de forma esquematica para
hacerlas mas comprensibles. EI modelo tiene como propdsito establecer ideas cercanas y
concretas de aquello que se desea entender para su posterior manejo, contribuye a la formulacion
de conjeturas y el razonamiento; con él es posible operar transformaciones y experimentos de

situaciones u objetos sin repercutirlos (MEN, 1998).

De este modo, la modelacion “puede entenderse como la deteccion de esquemas que se
repiten en las situaciones cotidianas, cientificas y matematicas para reconstruirlas mentalmente”
(MEN, 2006, p. 53). La modelacion permite simplificar y explorar situaciones problema a partir
de representaciones mentales, gestuales, graficas o simbolicas, contribuyendo asi a la
formulacion y resolucion de dichas situaciones; ademas, contribuye a la determinacion de las
variables y relaciones relevantes en la situacion problema, dando lugar a la conformacion de
modelos cada vez mas complejos, mediante los cuales se pueden realizar predicciones y verificar
y obtener resultados. En este sentido, consideramos importante que las situaciones problema que

se les propongan a los estudiantes, enfocadas a la obtencién de un modelo como solucion, deben
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formularse de tal forma que el modelo obtenido no corresponda solamente a la representacion

simbdlica, sino que también impulsen el uso de otras representaciones.

En relacién con el pensamiento variacional, la modelacion se propone en términos de la
covariacion, centrando el estudio en como esta, la covariacion, se puede capturar. Por ejemplo,
esto Gltimo es posible al menos con dos lenguajes conocidos; por un lado, las razones y las
proporciones que capturan momentos concretos de la covariacion de magnitudes, y por otro lado,

las funciones que capturan la continuidad de esta.

Adicionalmente, para Vasco (2002) la modelacion es el principal proposito del
pensamiento variacional y establece que esta se puede esquematizar en varias fases 0 momentos:
momento de captacion de patrones de variacion, lo que cambia y lo que permanece; momento de
creacion de un modelo mental; momento de echar a andar el modelo; momento de comparar los

resultados con el proceso modelado y momento de revisién del modelo.

4.1.4 El razonamiento algebraico

El razonamiento algebraico cumple un papel importante en el desarrollo del pensamiento
variacional pues, como lo indican Posada & Obando (2006) este “alude al conjunto de procesos,
procedimientos y esquemas que dan forma y sentido al pensamiento variacional” (p. 16). El
razonamiento algebraico se enfoca en los procesos de generalizacion, que dan lugar al
favorecimiento de actividades como la simbolizacién, la modelacién, la justificacion, la
formulacién de conjeturas, la argumentacion, entre otras, de tal forma que estas permitan acceder

a un nivel mayor de formalizacion (Hernandez & Tapiero, 2014).

Algunas caracteristicas del razonamiento algebraico tienen que ver con el estudio de la
generalidad, con el trabajo con cantidades no conocidas y con el uso de simbolos para operarlas.
No obstante, el razonamiento algebraico no consiste solamente en el manejo simbdlico del
algebra y no debe entenderse exclusivamente como la generalizacion de la aritmética, sino que, a
partir de los sistemas de representacion, este debe propiciar contextos de aprendizaje
significativos para el anlisis de situaciones que contribuyan al desarrollo de los procesos de

generalizacion.
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4.1.5 Sistemas de representacion y tecnologias computacionales

Las investigaciones relacionadas con la representacion de conceptos matematicos ocupan
un papel preponderante en la Educacion Matematica pues buscan precisar como se produce el
conocimiento en los estudiantes (Blazquez & Ortega, 2001). En este sentido, para Castro y Castro
(1997, como se cit6 en Blazquez & Ortega, 2001), los conceptos matematicos pueden expresarse
mediante varios sistemas de representacion y se sugiere utilizarlos de forma sistematica y
simultanea, a partir de los primeros afios de la educacion, con el fin de favorecer la conformacién
de ideas cada vez mas complejas sobre los conceptos (Dreyfus, 1991, como se cit6 en Blazquez
& Ortega, 2001).

Particularmente, para el desarrollo del pensamiento variacional, los LC y los EBC sefialan
la importancia de trabajar con sistemas de representacion asociados a la variacion tales como: las
representaciones verbales, las representaciones algebraicas, las representaciones tabulares, las
representaciones graficas, y las representaciones pictéricas o iconicas. A continuacion,
detallamos cada una de estas, e incluimos algunas observaciones sobre el paso de una

representacion a otra:

Representaciones verbales: Los sistemas de representacion verbal refieren
especificamente al uso del lenguaje retdrico, incluyendo terminologia especifica del lenguaje
matematico académico (Cafiadas, 2007, como se citd en Rodriguez, 2015). Dentro de este sistema
de representacion se consideran tanto el lenguaje escrito, como el lenguaje oral, siendo el tltimo
el méas complejo, debido a que en este se deben tener en cuenta diferentes aspectos como la
entonacion y las pausas, a diferencia del lenguaje escrito, pues el enunciado se estructura de
manera mas adecuada por la puntuacion (Freudenthal, 1983, como se cité en Rodriguez, 2015).
De esta manera, a modo de ejemplo, al referirse al caracter creciente de una funcion, se suele
decir “mientras una de las variables aumenta, la otra también lo hace”, lo cual se puede expresar

en lenguaje algebraico como Vx € R, si x; < x, entonces f(x1) < f(x3).

Representaciones algebraicas: Este tipo de representacion se relaciona estrechamente
con el algebra, particularmente con el uso de simbolos empleados con el propdsito de expresar
ideas matematicas desligadas, temporalmente, de sus contextos originarios. Aungue este tipo de
representacion es la mas empleada en las escuelas, no debe ser la Gnica representacion estudiada

porque es posible que no se logre una apropiacion adecuada de los conceptos, sino mas bien una
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carente de significado. A este sistema de representacion pertenecen las formulas y las expresiones

analiticas f(x) =3x+ 1,4 = %, m = 2222 entre otras.

1742

Representaciones tabulares: Dentro del pensamiento variacional, estas suelen utilizarse
para representar las coordenadas de algunos puntos de la gréafica de una funcién, que son
ubicados generalmente en tablas de dos columnas y que expresan la correspondencia entre
valores de dos variables. En la primera columna se ubican los valores numéricos que se le
asignan a la variable independiente x y en la segunda los valores que se obtienen para la variable
dependiente y. Ademas, la representacion tabular de una funcion es una herramienta util

frecuentemente usada como antesala para la elaboracion de la representacion grafica de esta.

Para la elaboracion de una tabla de valores, no siempre es necesario contar con la
representacion algebraica de la funcién; por ejemplo, se puede realizar una tabla de valores
registrando diariamente y durante un mes, el tamafio de una magnitud vinculada al crecimiento de
una planta; en este caso, la variable independiente corresponde al tiempo (dia en el que se realiza
la medicion de la altura de la planta) y la variable dependiente se relaciona con la altura de la

planta en el dia de la medicion.

Representaciones graficas: Se pueden realizar graficas de tipo sagital o cartesiano,
particularmente para la representacion de funciones. Por un lado, las gréaficas sagitales permiten
representar las relaciones entre los elementos de dos conjuntos por medio de flechas. Usualmente,
los conjuntos son representados con Gvalos o circulos y las fechas parten de un elemento de un
conjunto (preimagen) y apuntan hacia uno y solo un elemento del otro conjunto (imagen), como
se observa en la Figura 19.

Figura 19
Ejemplo de representacion sagital de una funcion
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Este tipo de representacion prioriza la correspondencia, mas que la covariacién. Por otro
lado, las graficas de tipo cartesiano corresponden a una curva o sucesiones de puntos que
representan la funcién, ubicada en un plano cartesiano compuesto por dos ejes perpendiculares x
e y. Para la elaboracion de una grafica cartesiana, es preciso, en ocasiones, disponer de la tabla de
valores, ya que esta representa algunos puntos que pertenecen a la funcion, conformados por la
abscisa, que se ubica en el eje x y la ordenada, en el eje y (Figura 20).

Figura 20
Ejemplo de representacion cartesiana de una funcion

5
4

3

Representaciones pictoricas o iconicas: la representacion pictdrica o iconica refiere a
una forma de representar, interpretar y relacionar informacion de manera visual. Este tipo de
representaciones carecen de simbolos (Paladinez, 2018) como se muestra en la Figura 21. El
MEN sugiere el uso de representaciones pictdricas para el inicio del desarrollo del pensamiento
variacional con el estudio de los patrones y las regularidades, porque este tipo de exploraciones
permiten hacer descripciones verbales de las cantidades existentes que intervienen en una
transformacion (MEN, 1998).

Figura 21
Ejemplo de la representacion pictorica de una funcion, especificamente de una sucesion

.

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4 Figura 5 Figura 6
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Como ya se ha mencionado, para la conformacion de ideas complejas sobre los conceptos
se precisa la movilidad entre diferentes sistemas de representacion. Una herramienta que facilita
dicha movilidad son las tecnologias computacionales, pues con la implementacion de estas en el
curriculo “se ampliaron las posibilidades de representacion de los fendmenos de variacion y de

poder pasar de manera versatil de un sistema de representacion a otro” (MEN, 2004, p. 27).

En la actualidad, estas tecnologias computacionales se sintetizan en simuladores y
software que integran programas de geometria dinamica y calculadoras graficas, como
GeoGebra, Derive, Winplot, entre otros. Una de las ventajas del uso de estos software, es que
permiten ver, de manera simultanea, en diferentes ventanas, distintas representaciones de una
misma funcion, constituyendo asi un ambiente propicio para la comprension de la covariacion de
las variables que intervienen, por ejemplo, al trabajar con el llenado de recipientes es posible
programar en GeoGebra la situacion, de tal manera que se pueda visualizar en paralelo la forma
en cdmo se llena un determinado recipiente y la representacion grafica de la funcion que captura
la covariacion entre la altura alcanzada y la cantidad de vasos echados al recipiente (Figura
22).

Figura 22
Llenado de un recipiente en GeoGebra
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Nota imagenes tomadas del aplicativo en GeoGebra, perteneciente a Pablo Montero. Tomado de
https://www.geogebra.org/m/stu62bbd

32 Cabe sefialar que la covariacion sefialada no es la Ginica que se puede analizar de la situacion, también es posible
analizar la covariacion entre altura alcanzada y el tiempo que tarda en llenarse, entre la cantidad de vasos echados y
el volumen, entre la altura alcanzada y el volumen, etc.
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Ademas de esto, un software, desde el punto de vista del pensamiento variacional, actla
“como una manera de indagar no solo por procesos asociados a la modelacion desde fendmenos
de variacion en otras ciencias; sino también, como una forma de producir y reproducir las
relaciones variacionales que se dan entre algunos objetos matematicos” (Villa & Ruiz, 2010, p.
516).

En la Figura 23 se muestra otro ejemplo de lo mencionado. Alli se puede evidenciar un
aplicativo de GeoGebra, que posibilita estudiar la funcion exponencial y sus formas de
representacion simbdlica, tabular y grafica. El estudiante puede explorar las transformaciones de
la funcién cambiando el valor de la base, el primer valor de x en la tabla de valores y el
incremento de sus valores.

Figura 23
Ejemplo de aplicativo en el software GeoGebra

ECUACION hn ECUACION L
pasalz | gasal[t

y=(2)" y=(1)"

TABLA TABLA

v s wa ) wdi ]

Nota imagenes tomadas del aplicativo en GeoGebra, perteneciente a Guillermo Tinoco. Tomado de
https://www.geogebra.org/m/uaHedU28

Los simuladores, por otra parte, permiten recrear situaciones de variacion y cambio tales
como variaciones de la temperatura, intensidad luminica, Ph, crecimiento de una planta,
fendmenos naturales, etc. Estos conforman un entorno favorable para la representacion de la
covariacion y de los fendmenos, sin embargo también en es posible representarlos en software

(Figura Y), a pesar de que esto no sea siempre necesario.

Los laboratorios virtuales como PhET Colorado, Tinkercad, entre otros, permiten lo

mencionado. A modo de ejemplo, se muestra a continuacion un simulador de EducaLAB3 en el

33 puede consultarse en
http://recursostic.educacion.es/secundaria/edad/4esofisicaguimica/4quincena7/4g7_contenidos 1c.htm
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cual es posible estudiar la relacion que existe entre el calor y la temperatura que va adquiriendo

una cierta cantidad de agua (Figura 24).

Figura 24
Ejemplo de simulador para estudiar la relacion existente entre el calor y la temperatura
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4.1.6 Contenido matematico
Los LC proporcionan una lista de ndcleos conceptuales matematicos en los que esta

involucrada la variacion, vinculados al desarrollo del pensamiento variacional:

e Continuo numérico, nimeros reales, en su interior los procesos infinitos, su tendencia,
aproximaciones sucesivas, divisibilidad;

e La funcion como dependencia y modelos de funcién;

e Las magnitudes;

e El algebra en su sentido simbélico, liberada de su significacion geométrica,
particularmente la nocién y significado de la variable es determinante en este campo;

e Modelos matematicos de tipos de variacion: aditiva, multiplicativa, variacion para medir
el cambio absoluto y para medir el cambio relativo. La proporcionalidad cobra especial

significado.

En los EBC es posible evidenciar que en el apartado del pensamiento variacional, a pesar
de que los nucleos conceptuales establecidos en los LC no se mencionan de manera explicita,
cada uno de los estandares se relaciona con alguno de los nucleos enunciados. De la misma forma

sucede con los DBA y las Mallas Curriculares.
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Previamente, Munera et al (2006) realizaron una propuesta de reorganizacion de los
Estandares Basicos de Competencias de Matematicas y Lenguaje (MEN, 2003), en un trabajo
desarrollado por un grupo de estudio de la Universidad de Antioquia. En ella presentan una
estructura conceptual organizada en tres ejes tematicos que recogen los diferentes estandares por
grupos de grados. Es preciso mencionar que mostramos dicha estructura conceptual porque tiene
como base los LC, y en particular, los nucleos conceptuales matematicos establecidos en estos,
para el desarrollo del pensamiento variacional de grado primero a undécimo. Asi, los ejes
tematicos citados son (i) Patrones y Regularidades, (ii) Procesos Algebraicos y (iii) Analisis de

Funciones.

Como en los documentos curriculares vigentes no se describen de manera precisa y clara
los contenidos matematicos que desarrollan el pensamiento variacional, mencionamos a
continuacion, algunos elementos de la propuesta de Munera et al (2006) que tienen este
proposito. Para cada uno de los ejes tematicos también se proponen esquemas que sintetizan las
ideas planteadas para cada uno de ellos, mostrando una perspectiva conceptual que brinda
herramientas para el disefio de tareas o situaciones problemas que fomenten el desarrollo del este

pensamiento.

El estudio de Patrones y Regularidades se considera uno de los ejes teméticos que
posibilitan la evolucion de habilidades relacionadas a contextos de variacion, ademas de ser una
herramienta necesaria para iniciar el desarrollo del pensamiento variacional en la escuela. Entre
tales habilidades se encuentran: Ver, que hace referencia a identificar el patron, lo siguiente a la
identificacién de algo comun; Decir, que alude a expresar verbalmente lo que se ha identificado;
y, Registrar, que apunta a hacer visible el lenguaje, para lo que es indispensable el uso de
simbolos, letras, dibujos, entre otros. Asi, el estudio de los Patrones y Regularidades puede darse
desde escenarios de la vida practica, de otros campos de estudio y desde las matematicas mismas
(e.g. contextos numéricos, estocasticos o0 geomeétricos). De este Gltimo, se evidencia la relacion
del estudio de patrones con los demas tipos pensamientos matematicos, pues estos deben
integrarse para un mejor aprendizaje de las matematicas (Munera et al, 2006). En la Figura 25 se

muestra el esquema que orienta este eje tematico.
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Figura 25
Esquema orientador del eje tematico Patrones y Regularidades

Regularidades y patrones

4‘ Situaciones Problema |

‘ Dominios I\r|1atcms’|ticos }7 | Ciencias || Cotidianas |
‘ .VumL’rico H l*:sp:|acial H Mél|rico H Alea|lnri0 ‘
‘ Denr ‘ ‘ Regntrar ‘ (umummr ‘
Variacién ‘ ‘ Estructura

Generalizacion

Tomado de Mdnera et al (2006, p. 52).

Por otro lado, los Procesos Algebraicos son importantes pues vistos desde los contextos
de variacion y cambio, hacen posible comunicar la generalizacién a partir de las expresiones
algebraicas. Los autores sefialan que no se trata de presentar el Algebra como una forma abstracta
de la Aritmética, sino que esta debe apuntarle a una forma diferente de pensar las matematicas, es
decir, la expresion de la generalidad. Asi, cuando los estudiantes aborden situaciones problema
que involucren la variacion y el cambio, es importante permitirles reflexionar acerca de lo que
cambia, de lo que se conserva, y fundamentalmente “que comuniquen lo que observan y que
expliciten dichas relaciones, que las transformen, que las expresen de diferentes formas, que
hagan conjeturas y por tanto, que formulen hipétesis sobre la situacion que analizan” (Munera et
al, 2006, p. 53). De esta manera, los estudiantes se involucran en procesos de analisis,
exploracion, sistematizacion y comunicacion para expresar lo que ven, lo que tiene que ver con la
generalizacién. Ademas, teniendo como referencia a Mason (1999, como se cit6 en Mulnera et al,
2006), proponen que el desarrollo de procesos algebraicos en la escuela debe promover la
busqueda de significados y relaciones, la reflexion y comunicacion de las ideas, para introducir
formas de generalizacion desde las vivencias personales y los procesos sociales. En la Figura 26

se evidencia el esquema que orienta este eje tematico.

85



Figura 26
Esquema orientador del eje tematico Procesos Algebraicos
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Tomado de Munera et al (2006, p. 54).

Finalmente, el Analisis de Funciones, estudiado desde la variacion y el cambio, esta
relacionado con los procesos de modelacion matematica que son producto de la experimentacion,
reflexion, construccién de significados y formas de expresar la generalidad (Munera et al, 2006).
De esta manera, el analisis de funciones juega un papel importante en el desarrollo del
pensamiento variacional debido a que permiten estudiar las situaciones de variacion y cambio
desde las diferentes representaciones que el Algebra provee. Es asi como abordar las situaciones
problema, relacionadas con el analisis de funciones, desde los diferentes sistemas de
representacion contribuye al desarrollo del proceso matematico modelacién y permite realizar
predicciones en un fendmeno de variacién y cambio. Mostrar situaciones problemas que
requieran, para su solucion, exploraciones en sistemas de representacion diferentes al simbolico

evita un tratamiento mecéanico de los conceptos relacionados con las funciones.

Por lo tanto “es necesario enfrentar a los estudiantes a situaciones donde la funcién no

exhiba una regularidad, con el fin de alejar la idea de que su existencia o definicion esta
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determinada por la existencia de la expresion algebraica” (MEN, 1998, p. 74). En la Figura 27 se

especifica el esquema que orienta este eje tematico.

Figura 27
Esquema orientador del eje temético Analisis de funciones.
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Acumulacién | |
del cambio

Integral

Tomado de Munera et al (2006, p. 56).

4.2 REFERENTES TEORICOS DEL PENSAMIENTO VARIACIONAL

Con el fin de formar una idea méas amplia y global acerca del pensamiento variacional es
preciso tener en cuenta las investigaciones realizadas por Carlson et al (2003), pues estas brindan
elementos que contribuyen a una mejor comprension del razonamiento covariacional. En este
trabajo, asumimos las ideas de Carlson et al (2003) relacionadas con el razonamiento
covariacional, como equivalentes a las del pensamiento variacional, pues consideramos que, a
pesar de tener nombres diferentes, buscan los mismos fines: cultivar en los estudiantes
herramientas para construir caminos y acercamientos significativos, Utiles para la comprension y

uso de los conceptos y procedimientos principales del Calculo.

En este sentido, Carlson et al (2003) definen el razonamiento covariacional como “las
actividades cognitivas implicadas en la coordinacion de dos cantidades que varian mientras se
atienden a las formas en que cada una de ellas cambia con respecto a la otra” (p. 124); ademas

proponen un marco teoérico para el estudio del razonamiento covariacional basado en la
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categorizacion de los estudiantes en niveles a partir de ciertas acciones mentales del

razonamiento covariacional y los comportamientos asociados, manifestados por los estudiantes.

De esta manera, las acciones mentales son un puente que permiten clasificar los comportamientos

de los estudiantes cuando desarrollan tareas relacionadas con la covariacién (Tabla 9).

Tabla9

Acciones mentales del marco conceptual para la covariacion

Descripcién de la Accion

Accién Mental Mental

Comportamientos

Coordinacion del valor de

Designacidn de los ejes con indicaciones verbales

AM1 una variable con los cambios  de coordinacion de las dos variables (e.g., ¥
en la otra. cambia con cambios en X).

Coordinacién de la direccion  Construccion de una linea recta creciente.

AM?2 del cambio dg una variable Verba_llizacién de la con_scieng:ia de la direccjén del
con los cambios en la otra cambio del valor de salida mientras se consideran
variable. los cambios en el valor de entrada.

Coordinacién de la cantidad  Localizacién de puntos/construccion de rectas
de cambio de una variable secantes.

AM3 con los cambios en la otra Verbalizacion de la consciencia de la cantidad de
variable. cambio del valor de salida mientras se consideran

los cambios en el valor de entrada.
Coordinacion de larazon de  Construccion de rectas secantes contiguas para el
cambio promedio de la dominio.

AM4 fuqcién con los incr_ementos Verba_llizaci()n dela con_sciencia de la razén de
uniformes del cambio en la cambio del valor de salida (con respecto al valor
variable de entrada. de entrada) mientras se consideran incrementos

uniformes del valor de entrada.
Coordinacién de larazén de  Construccion de una curva suave con indicaciones
cambio instantanea de la claras de los cambios de concavidad.

AMS5 funcién con los cambios Verbalizacion de la consciencia de los cambios

continuos en la variable
independiente para todo el
dominio de la funcion.

instantaneos en la razon de cambio para todo el
dominio de la funcién (los puntos de inflexién y la
direccion de las concavidades son correctos).

Tomada de Carlson et al (2003, p. 128).

Los estudiantes se clasifican en cinco niveles diferentes (Tabla 10) a partir de las acciones

mentales que se sustentan en la solucion de problemas o tareas relacionadas con el razonamiento
covariacional. Un estudiante alcanza un nivel cuando es capaz de sustentar las acciones mentales
de ese nivel y de los inmediatamente anteriores. Cuando esto se logra, se dice que el estudiante ha
desarrollado parte de la habilidad del razonamiento covariacional. Por lo tanto, a medida que se
desarrolla la imagen de covariacion con la que cuenta un estudiante, ella sustenta un

razonamiento covariacional méas sofisticado.

88



Tabla 10

Marco conceptual para los niveles de la covariacion

Niveles del razonamiento covariacional

El marco conceptual para la covariacion describe cinco niveles de desarrollo de las iméagenes de la
covariacion. Estas imagenes de covariacién se presentan en términos de las acciones mentales
sustentadas por cada imagen.

Nivel 1 (N1).
Coordinacion

En el nivel de coordinacion, las imagenes de la covariacion pueden
sustentar a la accion mental de coordinar el cambio de una variable con
cambios en la otra variable (AM1).

En el nivel de direccion, las imagenes de la covariacion pueden sustentar a

Nivel 2 (N2). las acciones mentales de coordinar la direccion del cambio de una de las
Direccion variables con cambios en la otra. Las acciones mentales identificadas
como AM1 y AM2 ambas son sustentas por imagenes de N2.
En el nivel de la coordinacién cuantitativa, las imagenes de la covariacién
Nivel 3 (N3). pueden sustentar a las acciones mentales de coordinar la cantidad de

Coordinacion
cuantitativa

cambio en una variable con cambios en la otra. Las acciones mentales
identificadas como AM1, AM2 y AM3 son sustentadas por las imagenes
de N3.

Nivel 4 (N4).
Razén promedio

En el nivel de la razén promedio, las imagenes de covariacién pueden
sustentar a las acciones mentales de coordinar la razon de cambio
promedio de una funcién con cambios uniformes en los valores de entrada
de la variable. La razén de cambio promedio se puede descomponer para
coordinar la cantidad de cambio de la variable resultante con los cambios
en la variable de entrada. Las acciones mentales identificadas como AM1
hasta AM4 son sustentadas por imagenes de N4.

Nivel 5 (N5).
Razén instantanea

En el nivel de la razén instantanea, las imagenes de covariacion pueden
sustentar a las acciones mentales de coordinar la razén de cambio
instantanea de una funcién con cambios continuos en la variable de
entrada. Este nivel incluye una consciencia de que la raz6n de cambio
instantanea resulta de refinamientos mas y mas pequefios en la razén de
cambio promedio. También incluye la consciencia de que el punto de
inflexion es aquel en el que la razon de cambio pasa de ser creciente a
decreciente o al contrario. Las acciones mentales identificadas como AM1
a AMD5 son sustentadas por imagenes de N5.

Tomada de Carlson et al (2003, p. 129).
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CAPITULO 5
COMPATIBILIDAD ENTRE LAS PROPUESTAS Y CONCLUSIONES

A partir de los elementos identificados tanto en la innovacion curricular realizada por el
grupo de investigacion £eG, como en la propuesta del MEN (1998) y MEN (2006) en relacion
con el desarrollo del pensamiento variacional, realizaremos en este capitulo un analisis acerca de
la compatibilidad de las propuestas desde las similitudes de sus elementos centrales, para

determinar si es posible o no, realizar la transferencia sefialada en los objetivos.

5.1. ESTUDIO DE COMPATIBILIDAD ENTRE LAS PROPUESTAS

En la justificacion de este trabajo, mencionamos que, en el desarrollo del pensamiento
variacional “se dan multiples oportunidades para la formulacion de conjeturas, la puesta a prueba
de estas, su generalizacién y la argumentacion para sustentar o refutar una conjetura o una
propuesta de generalizacion” (MEN, 2006, p. 68), lo cual permitio establecer una primera
similitud entre lo expresado por el MEN vy el objetivo de la innovacion curricular en Geometria.
No obstante, esto no es suficiente para determinar si es 0 no posible realizar la transferencia de
una propuesta a otra, pues hay otros factores que intervienen y requieren de un analisis detallado
para determinar la posibilidad de realizarla. Teniendo en cuenta esto, se analiz6 en capitulos
anteriores, cada una de las propuestas destacando los elementos caracteristicos que las conforman
(Tabla 11 y Tabla 12), con la intencion de evidenciar, posteriormente, otras similitudes o
diferencias entre ellas.

Tabla 11
Elementos de la innovacion curricular

Innovacién Curricular

Entorno Favorable para aprender a demostrar:

1 Interaccidn social en clase, Actividad demostrativa y

Geometria Dindmica

2  Situaciones problema

3  Sistema axiomatico

4  Evaluacion

90



Tabla 12
Elementos del Pensamiento Variacional

Pensamiento Variacional

1 Lavariaciony el cambio

2  Situaciones problema

3 Lamodelacion

4  El razonamiento algebraico

. Sistemas de representacion y tecnologias

computacionales

6  Contenidos matematicos

Teniendo en cuenta que, a grandes rasgos, la innovacion curricular se centra en fomentar
la actividad demostrativa, y el pensamiento variacional en el estudio de la variacion y el cambio,
es preciso determinar la expresion correspondiente de los elementos de la innovacion curricular
en el pensamiento variacional y establecer si existe 0 no una relacion entre los elementos de una

propuesta y la otra, que permita afirmar la afinidad o incompatibilidad de las mismas.

Para llevar a cabo este andlisis, proponemos el esquema que se muestra en la Figura 28,
que estructura los elementos de la innovacion curricular mediante un sistema de poleas, dado que,
consideramos que los elementos constituyen un sistema en el que unos dependen de otros para su
correcto funcionamiento. Este esquema permitira, posteriormente, observar si el pensamiento
variacional puede “funcionar” bajo la estructura mencionada. Se hace importante sefialar que, no
se alude de forma explicita a los elementos propuestos para el pensamiento variacional, es decir,
Modelacion, La Variacion y el Cambio, el Razonamiento Algebraico y el Contenido Matematico,
porque la intencion de este trabajo es tomar la innovacion curricular y aplicarla al pensamiento

variacional, y no al reves.
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Figura 28
Estructura de la innovacion curricular a partir de los elementos centrales

B

Interaccidn social en clase Bl Actividad demostrativa
I sistemaaxiomatica B Geometria dindmica

B itusciones problema I Evaluacién

En este sentido, abordaremos individualmente, aungue no en el mismo orden que se
muestra en la Tabla 10, cada uno de los elementos de la innovacion curricular para establecer si
son 0 no compatibles con el pensamiento variacional; si lo son, precisaremos como estos pueden

Ilevarse a cabo, si no lo son, mencionaremos las razones por los cuales no son compatibles.

5.1.1 Sistema Axiomatico

En la innovacidn curricular el sistema axiomatico juega un papel trascendental, porque es
en este en el que se consolida, de forma deductiva, una teoria que permite dar avance al curso,
mientras que, en los elementos propuestos del pensamiento variacional, no es posible evidenciar
que alguno de ellos haga alusién o se relacione con la construccion de un sistema axiomatico.
Esto implica determinar la expresion de este elemento en el pensamiento variacional, es decir,
darse a la tarea de determinar un sistema axiomatico para dicho pensamiento, sin embargo, esto

no resulta sencillo. Veamos por qué.

En primer lugar, porque la conformacion de un sistema axiomatico relacionado con el
pensamiento variacional no se corresponde con lo establecido en la politica curricular
colombiana; tampoco con los referentes tedricos comentados en el capitulo anterior. En segundo
lugar, conformar un sistema axiomatico implica que las situaciones problema propuestas para el
desarrollo de pensamiento variacional giren en torno Unicamente a los contextos propiamente
matematicos, pues estos son el ambiente ideal para la construccidn de dicho sistema. No obstante,
para propiciar la comprension de los conceptos relacionados con el pensamiento variacional y
encontrar sentido a la utilidad de las matematicas, establece el MEN que es necesario involucrar a

los estudiantes en contextos diferentes que incluyan tanto los contextos matematicos, como los de
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la vida diria y los de otras ciencias. Ademas, contemplando la idea de que se pudiera formular un
sistema axiomatico relacionado con el pensamiento variacional, surgen preguntas que no son
faciles de responder, por ejemplo: ¢ Cuales son las proposiciones primitivas que permitirian
construir un sistema axiomatico en el pensamiento variacional?, ¢ Teniendo en cuenta que se
propone el inicio del desarrollo del pensamiento variacional desde los primeros afios escolares,
habria que iniciar la construccion del sistema axiomatico desde la primaria?, ; Qué tan posible

seria esto ultimo?

Dado que hay inconvenientes que se presentan tanto en la formulacion de un sistema
axiomatico, como en lo estipulado por el MEN en relacion con el pensamiento variacional,
afirmamos que, determinar la expresién correspondiente al elemento sistema axiomatico de la
innovacion curricular en el pensamiento variacional no es posible y, en consecuencia, este

elemento no es compatible con la propuesta del MEN.

5.1.2Actividad demostrativa

La actividad demostrativa en la innovacion curricular hace parte de un entorno favorable
para aprender a demostrar y es esencial en la misma porque permite el cumplimiento de sus
objetivos. Este constructo se constituye de dos aspectos que involucran, cada uno, diferentes
acciones que le apuntan; por un lado, a la produccion de una conjetura (aspecto proceso) y, por
otro, a la produccion de una justificacion (aspecto producto), ambos aspectos relacionados entre

si por medio de la argumentacion.

Las acciones involucradas en el aspecto proceso, es decir, la visualizacion, la exploracion,
la formulacién de conjeturas y la verificacion, se realizan con la intencion de comprender el
contenido geométrico y de buscar cémo justificar la conjetura que da solucion al problema. Por
otro lado, el aspecto producto involucra acciones relacionadas con la préctica de justificar como

lo son la explicacién, la prueba y la demostracion formal (Perry et al, 2006).

Para determinar si este elemento es compatible con la propuesta del MEN, es preciso ver
su expresion correspondiente en el pensamiento variacional, dado que la demostracién no esta
explicita en ninguno de los elementos de este ultimo, pues, segun lo estipulado en la politica
curricular colombiana, el desarrollo del pensamiento variacional no alude a la demostracién

formal. No obstante, evidenciamos que se relaciona con algunas acciones del constructo actividad
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demostrativa, por lo tanto, es importante examinar el papel de cada una de estas en dicho

pensamiento.

En relacidn con las acciones del aspecto proceso, la visualizacion en el desarrollo del
pensamiento variacional puede darse a través del estudio de los patrones, las secuencias
geomeétricas y las representaciones graficas de funciones y de otros conceptos relacionados con el
estudio de este pensamiento. Por su parte, la exploracion se puede realizar acudiendo a
investigaciones empiricas sobre las distintas representaciones de los conceptos que favorecen el
desarrollo del pensamiento variacional, con el fin de determinar qué cambia y qué no, qué
depende de qué, qué varia respecto a algo, la forma en como se da esa variacion, entre otras. A
partir de la visualizacion y la exploracion de las representaciones, es posible la formulacion de
conjeturas que expresen, de manera general, aquello de lo que se esta convencido. Posterior a la
formulacidn de conjeturas, puede haber cabida a la verificacion de las mimas en el momento en el
que haya dudas sobre estas, poniéndolas a prueba buscando contraejemplos o0 manipulando las

representaciones.

Reproducir, en el pensamiento variacional, las acciones del aspecto proceso de la
innovacion curricular tal cual se expresaron en el Capitulo 2 no representa gran dificultad, pues
los propositos de cada accidn del aspecto proceso puede transferirse al desarrollo del pensamiento
variacional sin problema. No obstante, es importante considerar que la diferencia entre los
contenidos que se estudian en cada propuesta implica el uso de diversos sistemas de
representacion, diferentes al grafico, en los que también es posible visualizar y explorar, y en

consecuencia, formular conjeturas y verificarlas.

En el caso de las acciones del aspecto producto, que se relacionan con la justificacion de
una conjetura, los estudiantes en el pensamiento variacional también pueden hacer explicaciones
refiriendose a aspectos visuales o relacionados con fendmenos de variacion y cambio con los
cuales interactuan. Para la prueba los estudiantes pueden presentar justificaciones basadas en
argumentos de tipo variacional, refiriéndose al analisis del cambio y su cuantificacion. La
demostracion formal, entendida por el equipo de investigacion como una “justificacion de
caracter deductivo que explicita y encadena, en forma exhaustiva, una afirmacion y sus
respectivas razones, referidas a un sistema axiomatico y que lleva desde la informacién dada

hasta aquella que se desea demostrar” (Perry et al, 2006. p.62), no es viable dentro del
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pensamiento variacional. Para la elaboracion de una demostracion formal, es indispensable un
sistema axiomatico de referencia, pero como se menciono con anterioridad, la elaboracién de un
sistema axiomatico en dicho pensamiento no es sencilla y, por lo tanto, sin este, la demostracion

formal, tal y como se propone en la innovacion curricular, no seria posible.

En este sentido, en el pensamiento variacional es posible reproducir varias de estas
acciones (i.e. visualizacién, exploracién, formulacion de conjeturas, verificacion, explicacion y
prueba), sin embargo, con otras (i.e. demostracidn formal) se presentan limitantes que interfieren
directamente con parte del objetivo de la actividad demostrativa. Aunque en el pensamiento
variacional se den las oportunidades para la formulacién de conjeturas y su justificacion, no
necesariamente esto le apunta a su demostracion formal, en consecuencia, el elemento actividad

demostrativa es compatible parcialmente con el pensamiento variacional.

Con la intencion de ejemplificar la posibilidad de transferir algunas de las acciones que
son compatibles con el pensamiento variacional, mostramos a continuacion una tarea propuesta
por Nieto, Chavira & Viramontes (2010, como se citd en Garavito & Gomez, 2017). La tarea
tiene como propdsito la introduccion de la idea de funcidn haciendo uso de un software de
geometria dindmica, a partir del estudio de la variacion de la longitud de uno de los lados de un
rectangulo inscrito en un triangulo rectdngulo con su area respectiva (Figura 29), las cuales se
producen al arrastrar el punto B sobre el segmento AM.

Figura 29
Representacion de la situacién problema

N

Tomado de Nieto, Chavira & Viramontes (2010, como se cit6 en Garavito & Gomez, 2017, p. 33)

En el desarrollo de la actividad, el estudiante, visualiza una representacion estatica de la

situacion que se le presenta y al mover el punto B se produce en el software una grafica que
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modela la funcién superficie del rectangulo a medida que el punto se mueve (exploracion), como
se muestra en la Figura 30. A partir de la visualizacion y la exploracion por medio del software,
el estudiante puede establecer cuéles son las variables que intervienen en la situacion y, haciendo
uso de las herramientas que brinda la aplicacion, determinar la representacion simbdlica de la
funcidn en cuestion. A partir de estos resultados, el estudiante puede formular conjeturas,
verificarlas, explicarlas y probarlas.

Figura 30
Otras representaciones de la situacion problema

FECTA TANGENTE ] GRAFICADE LAFUNCION | FUNCION AREA DEL
RECTANGLO

N
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Tomado de Nieto, Chavira & Viramontes (2010, como se cit6 en Garavito & Gémez, 2017, p. 34)

5.1.3 Geometria Dinamica

En la innovacion curricular, la geometria dindmica tiene como propoésito ser una
herramienta de mediacion en el proceso de aprender a demostrar, en el cual es indispensable el
uso de un software, ya que favorece procesos como la visualizacion, la exploracion, la
formulacién de conjeturas y la puesta a prueba de estas. En la caracterizacion realizada al
pensamiento variacional, el elemento Sistemas de Representacion y Tecnologias
Computacionales tiene relacion con el elemento en mencién de la innovacién curricular, el cual
comprende dos aspectos diferentes; los sistemas de representacion que fomentan la compresion
de los conceptos, y las tecnologias computacionales que refieren al uso de software (incluyendo

los simuladores) que permiten la movilidad entre diferentes sistemas de representacion.

Mientras que el elemento Geometria Dinamica de la innovacion curricular, por una parte,
le apunta al uso de un software para la representacion grafica de los objetos geométricos y el
trabajo con esta, el elemento con el que se relaciona en el pensamiento variacional, le apunta a la

representacion no solamente grafica, sino también algebraica y tabular, ademas de sugerir el uso
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de simuladores para representar situaciones problema centradas en fendmenos de variacién y

cambio.

Aunque existen algunas diferencias entre los dos elementos que subyacen,
particularmente, del uso del software (como el manejo de simuladores), los elementos terminan
siendo compatibles, pues, consideramos que uno de los propoésitos principales del uso de estos es
representar los objetos matematicos o las situaciones problema, permitiendo el desarrollo de
acciones como la visualizacion, la exploracion, la formulacion de conjeturas y la puesta a prueba
de las mismas, acciones que también son posibles en el pensamiento variacional. Cabe sefialar
que en los software de geometria dindmica también es posible programar simuladores que recreen
situaciones problemas centradas en la variacién y el cambio en diferentes contextos; un ejemplo

de ello se mostrd en el apartado 4.1.5 Sistemas de representacion y tecnologias computacionales.

5.1.4 Situaciones Problema

Los elementos Situaciones Problema en ambas propuestas tienen propdsitos similares; las
situaciones problema planteadas en la innovacion curricular buscan la interaccion social en clase
entre los estudiantes mismos y entre los estudiantes y el profesor, ademas del desarrollo de las
acciones involucradas en la actividad demostrativa. Las situaciones problema para el desarrollo
del pensamiento variacional pretenden que los estudiantes pongan en practica sus aprendizajes y
por medio de esta, le encuentren sentido a la utilidad de las matematicas; estas situaciones deben
promover el desarrollo de procesos tales como la exploracion de problemas, la formulacion de

conjeturas, el planteamiento de preguntas y la reflexion sobre modelos.

A pasar de que las situaciones problema de la innovacion curricular estan disefiadas en
contextos propiamente matematicos, y que las planteadas en el desarrollo del pensamiento
variacional se estructuran bajo contextos de la vida diaria, de las ciencias y de las matematicas
mismas, las intenciones de ambas propuestas coinciden en un aspecto: favorecer el desarrollo de
varios procesos matematicos en comun (acciones de la actividad demostrativa), es decir, la
exploracién, la visualizacion, la formulacién de conjeturas, la verificacion, la explicacion y la

prueba.

Es importante destacar que una diferencia entre los elementos de ambas propuestas se
centra en el objetivo de las situaciones problema, ya que en la innovacion curricular la mayoria

de estas buscan la formulacion de una conjetura para ser introducida, luego de su justificacion
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formal, en el sistema axiomatico. Por otro lado, las situaciones problema involucradas en el
desarrollo del pensamiento variacional no buscan, en todos los casos, la formulacion de una
conjetura, pueden buscar también, una prediccion, una regularidad o la construccion de un
modelo del fendmeno. Esto Ultimo, en la innovacién curricular, no parece ser lo mas usual,
debido a que cada propuesta le apunta al desarrollo de un proceso matematico distinto; la
actividad demostrativa, por el lado de la innovacion curricular, y la modelacion, por el lado del

pensamiento variacional.

No obstante, la solucion de las situaciones problema del pensamiento variacional pueden
orientarse a la formulacion de conjeturas; por ejemplo, se puede proponer a los estudiantes una
situacion centrada en descubrir la forma en cémo varian los f(x) en una funcién cuadratica, para
que una de las posibles soluciones sea la conjetura: si f es una funcion cuadratica entonces, los
valores que toma f (x) varian de forma lineal. Una exploracion mas profunda de este problema
que tenga en cuenta otras funciones diferentes a la cuadratica puede permitir obtener un resultado

maés general: la derivada captura la forma de covariacion entre los valores de x y los de f(x).

De lo anterior, concluimos que los elementos Geometria Dinamica y Sistemas de
Representacion y Tecnologias Computaciones son compatibles, aungue ellas expresen diferencias
entre si: independientemente del contexto en el que se sitten las situaciones problema en el
pensamiento variacional, estas pueden apuntarle al desarrollo de las acciones de la actividad

demostrativa, exceptuando la demostracion formal.

5.1.5 Interaccion Social en Clase y Evaluacién

Ninguno de estos tres elementos tiene relacion directa con alguno de los que conforman el
pensamiento variacional debido a que esos son de orden metodologico y no estan condicionados
con la tematica matematica ni la organizacion curricular en cuestion, por lo tanto, es posible

emularlos sin problemas en dicho pensamiento.

En primer lugar, la Interaccion Social en Clase en el pensamiento variacional se puede
llevar a cabo proponiendo situaciones problema o actividades (de clase y extra-clase), de tal
forma que los estudiantes interactten entre si y en entre ellos y el profesor. Lo anterior se
corresponde con lo establecido en el MEN (1998), en relacion con el desarrollo de los cinco
procesos generales, en particular, la comunicacion y la resolucién y planteamiento problemas. En

segundo lugar, la Evaluacién puede proponerse tal cual se plantea en la innovacion curricular, es
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decir, se puede considerar la valoracion de tareas extra-clase, actividades en clase,
comprobaciones escritas, participacion, notas de clase, entre otros. En tercer lugar, las Notas de
Clase pueden implementarse en el pensamiento variacional también como herramienta para que
los estudiantes repasen los procedimientos, analisis, razonamientos y resultados importantes
obtenidos en la clase. En consecuencia, si existe la expresion correspondiente de estos elementos

en el pensamiento variacional, por lo tanto, consideramos que son compatibles con el mismo.
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CAPITULO 6
CONCLUSIONES Y REFLEXIONES

En este capitulo presentamos el alcance de los objetivos planteados al inicio y las
reflexiones referidas a los aprendizajes adquiridos a lo largo del desarrollo del presente
documento; estos dos aspectos conforman las conclusiones de nuestro trabajo. De esta manera, es

preciso tener en cuenta que el objetivo general de este estudio corresponde a:

- Determinar si la innovacion curricular propuesta por el equipo de investigacion £eg, es
transferible a la ensefianza del Calculo en la Educacién Bésica y Media.

Asi, para dar alcance a este objetivo, fue necesario plantear una ruta de accion que
favoreciera la busqueda de argumentos; dicha ruta se corresponde con los objetivos especificos
referidos a:

- Caracterizar la innovacion curricular empleada en algunos de los cursos de Geometria de
la Licenciatura en Matematicas de la Universidad Pedagdgica Nacional y determinar sus
elementos centrales.

- Identificar los elementos centrales propuestos por el Ministerio de Educacién Nacional
relacionados con el desarrollo del pensamiento variacional.

- Precisar las condiciones que se requieren para determinar, segun sea el caso, la afinidad o
incompatibilidad de emplear la innovacion curricular del equipo £ G como derrotero

para la ensefianza del Calculo en la Educacion Basica y Media.

Asi las cosas, en el Capitulo 2 caracterizamos, a partir de una revisién documental y de
nuestra experiencia como estudiantes de los cursos de geometria, la innovacion curricular
propuesta por el equipo de investigacion £e¢, en términos de los elementos que, a nuestra
consideracidn, la constituyen. De esta manera, fue posible evidenciar que esta innovacion
representd cambios sustanciales respecto a lo que se realizaba antes de la implementacion de la
innovacion, reflejados en la metodologia y propositos de los cursos, en el rol del docente y del

estudiante, la evaluacién y los demas elementos que, segun De Zubiria, conforman el curriculo.

Posteriormente, con la intencién de hacer un recuento historico acerca de la ensefianza del
Caélculo en Colombia, evidenciamos que desde el afio 1998 hubo un cambio en el curriculo de

matematicas; este deja de lado la ensefianza del Calculo como proposito, para proponer en su
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lugar, el desarrollo del pensamiento variacional, que, de manera general, pretende brindar a los
estudiantes herramientas que contribuyan con el abordaje de algunos conceptos y procedimientos
del Célculo. Por tal razén, fue necesario identificar los elementos que constituyen el pensamiento
variacional desde una perspectiva tanto curricular, como teérica. Identificamos que ya no se
considera la transmision de contenidos matematicos fragmentados y compartimentalizados, sino
que, se propone el dominio de un campo conceptual que abarque conceptos y procedimientos que
posibiliten distintos caminos y acercamientos significativos para la comprension del Calculo
Diferencial e Integral en la Educacion Media (MEN, 1998; MEN, 2006).

Con el proposito de determinar si es posible realizar la trasnferencia® sefialada en el
objetivo general, nos dimos a la tarea de establecer las similitudes y diferencias entre las dos
propuestas, lo que nos llevo a determinar la expresion correspondiente de cada elemento de la
innovacidn curricular en el pensamiento variacional, como se muestra en el “Capitulo 5.1”.

Este analisis nos permitié establecer que los elementos Interaccion Social en Clase,
Evaluacion y Geometria Dinamica de la innovacion curricular, tienen su respectiva expresion en
el pensamiento variacional. Aunque estos elementos no se encuentran explicitos en los elementos
de dicho pensamiento, es posible emularlos sin mayor problema, puesto que el docente puede
generar estrategias para hacerlo y estas no afectan negativamente el desarrollo del pensamiento
variacional, sino que, por el contrario, lo favorecen. En primer lugar, porque la Interaccion Social
en Clase, tal y como se propone en la innovacion curricular, corresponde a los planteamientos de
la teoria sociocultural del aprendizaje, es decir, pone en un primer plano las interacciones
colectivas en el aula favoreciendo asi, no solo la adquisicion de conocimientos, sino también al

desarrollo del proceso general de comunicacion.

En segundo lugar, las Notas de Clase empleadas para el desarrollo del pensamiento
variacional funcionarian como una herramienta que posibilita el estudio de procedimientos,
conceptos y estrategias empleadas en la solucion de situaciones problemas propuestas en las
clases, por ejemplo seria de gran utilidad consignar en un documento al cual los estudiantes

tengan acceso, la forma en como se estudia la variacidon y el cambio entre variables para la

34 Entendemos por transferencia la accion de tomar los elementos de caracter metodoldgico de una propuesta y
replicarlos con otros contenidos matematicos.
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elaboracion de un modelo, la exploracidn en un software para determinar las variables que

covarian, los argumentos que justifican la veracidad del modelo, entre otras.

En tercer lugar, la Evaluacion que se propone en la innovacion curricular, desde nuestra
perspectiva, se puede aplicar en el desarrollo del pensamiento variacional de tal manera que esta
sea continua y contemple aspectos como los aportes de los estudiantes, las comprobaciones
escritas, el desarrollo de actividades en clase y extra-clase, y la elaboracion de notas de clase. Por
ualtimo, el elemento Geometria Dinamica se relaciona con el elemento Sistemas de
Representacion y Tecnologia Computacionales del Pensamiento Variacional, a pesar de que
difieren en el tipo de representacion que brindan; mientras que para el primero se emplea para la
representacion grafica de los objetos geométricos, el segundo no solo se utiliza para la
representacion gréafica, sino que, se contemplan los otros tipos de representacion como el tabular,
simbolico, pictorico, entre otros. Sin embargo, consideramos que esta diferencia no representa un
problema mayor, pues lo software de Geometria Dinamica permiten realizar dichas

representaciones.

Por otro lado, el elemento Situaciones Problema de la innovacion curricular se relaciona
con el elemento del mismo nombre del pensamiento variacional; de manera general, en las dos
propuestas se alude al uso de situaciones problema para el tratamiento de los contenidos
establecidos en cada curriculo, ademas de impulsar la interaccion social en clase y el desarrollo
de diferentes acciones matematicas (i.e. visualizacion, exploracién, formulacion de conjeturas,

verificacion, explicacion y prueba).

No obstante este elemento, presenta algunos inconvenientes relacionados con el tipo de
respuesta o solucion que se espera en cada propuesta. En la innovacién curricular, generalmente,
las situaciones problema le apuntan a la obtencion de una conjetura, puesto que los procesos que
se pretenden desarrollar aluden a la actividad demostrativa. Mientras que, por otro lado, en el
pensamiento variacional no todas las situaciones problema tienen esta intencion, pues como se
desea favorecer el proceso de modelacion y, a su vez, los demas procesos generales mencionados
en los LC, resulta eficaz que las situaciones problema se enfoquen en obtener, no solo resultados
como conjeturas, sino también modelos, ejercitar procedimientos, entre otros. Aunque en la
seccion anterior mencionamos que es posible direccionar las situaciones problemas del
pensamiento variacional solamente hacia la formulacion de conjeturas, no es lo que el MEN
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sugiere. En este sentido, dicha diferencia entre las situaciones problema, consecuencia de los
distintos tipos de procesos que abarca cada propuesta, representa un primer obstaculo para

realizar la transferencia.

Ahora, el elemento Sistema axiomatico de la innovacion curricular no cuenta con una
expresion correspondiente en el pensamiento variacional, ni en los referentes curriculares, ni en
los tedricos, y al intentar establecer esta expresion surgen interrogantes que dificultan la
posibilidad de transferir este elemento al pensamiento variacional. De esta manera, la falta de un
sistema axiomatico para dicho pensamiento representa un segundo obstaculo para la ejecucion de
la transferencia. Por consiguiente, el elemento actividad demostrativa se ve afectado ya que, a
pesar de que el aspecto proceso puede emularse en el pensamiento variacional sin problema, la
falta de un sistema axiomatico influye negativamente en el desarrollo del aspecto producto ya que
no podria darse la demostracion formal, lo que implica un tercer obstaculo para efectuar la

transferencia.

Teniendo en cuenta lo anterior y el esquema presentado al comienzo del Capitulo 5
(Figura 28), presentamos a continuacion, el esquema de la Figura 31 que muestra la transferencia
de la innovacion curricular al pensamiento variacional en términos de los elementos que son

compatibles.

Figura 31
Esquema de la transferencia

(o) —— O
Interaccién social en clase B Actividad demostrativa
Sistema axiomé&tico I Geometria dindmica
B Situaciones problema B evaluacion
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Asi, como se observa, el sistema de poleas no funciona ya que hace falta el cuerpo de la
polea correspondiente al Sistema Axiomatico, ademas el cuerpo de las poleas referidas a
Situaciones Problema y Actividad Demostrativa cuentan con menor tamafio puesto que, aunque
parte de ellos puede transferirse al pensamiento variacional, presentan obstaculos que impiden
que dicha transferencia sea haga en su totalidad. En consecuencia, hacer la transferencia de la
innovacion curricular al pensamiento variacional no es posible. Sin embargo, hay elementos de la
innovacion curricular, que pueden emularse en el pensamiento variacional de tal manera que
estos contribuyan a su desarrollo de forma satisfactoria, puesto que tienen una estrecha relacién
con lo que propone el (MEN, 1998).

Por otro lado, las condiciones bajo las cuales seria posible aplicar la innovacion curricular
al pensamiento variacional, recaen en la superacion de los tres obstaculos mencionados con
anterioridad. Dicha superacion implica la conformacion de un sistema axiomatico para el
pensamiento variacional, pues con este seria posible realizar la demostracion formal de las
conjeturas, obtenidas a partir de la solucion de unas situaciones problema muy particulares, es
decir, aquellas que apuntan Unicamente a la obtencion de conjeturas para su solucion, pues
limitarlas a este aspecto supondria la superacion del primer obstaculo. No obstante, son
cuestionables las condiciones bajo las cuales realizar la transferencia es posible, ya que, en
primer lugar, hay una problematica respecto a la generacion de un sistema axiomatico que
concuerde con lo mencionado por el MEN, para el pensamiento variacional, y en segundo lugar,
consideramos que, limitar asi las situaciones problema, afecta de forma negativa el desarrollo de

tal pensamiento.

Una de las reflexiones que consideramos, a propoésito de la respuesta negativa relacionada
con la transferencia, se centra en que esta respuesta no solamente depende de la compatibilidad
de las propuestas, sino que, también influye una problematica que evidenciamos y
sistematizamos en el Capitulo 3, referida a un problema real que tienen los profesores de
matematicas y que se relaciona con su formacion matematica y su actividad como profesores de
matematicas. La problematica en cuestion surge a raiz del cambio curricular dado en el afio 1998
con la publicacion de los LC y tiene que ver con la pregunta ¢se dicta o no Calculo en la

Educacion Basica y Media?
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Adicionalmente, consideramos que las matematicas en la escuela pueden percibirse de
dos maneras. Una de estas maneras hace referencia a las matematicas como una teoria y la otra,
hace alusion a la aplicacion de las matematicas. Bajo la primera percepcion, la construccién de un
sistema tedrico, como parte del aprendizaje, seria oportuno. Sin embargo, la otra percepcion le
apunta al desarrollo del pensamiento matematico que puede, 0 no, estar asociado a un sistema
teorico.

En ese sentido, interpretamos que los LC y EBC, perciben a las matematicas, y en
especial al pensamiento variacional, de la segunda manera, pues su proposito se centra en el
desarrollo de dicho pensamiento. Asi, en el caso de considerar un sistema teérico para el
pensamiento variacional, el lugar que ocuparian los elementos tedricos dependera de qué aspectos
de dicho pensamiento se desean desarrollar. No obstante, esto no parece ser lo fundamental
porque, si asi fuera, los documentos curriculares plantearian el sistema teérico a construir. En
consecuencia, confirmamos nuevamente, la imposibilidad de realizar la transferencia propuesta
en los objetivos.

Por otra parte, en la elaboracion de este documento ganamos conciencia acerca de algunos
aspectos que se relacionan con experiencias de nuestro proceso formativo. Por un lado, en la
participacion como estudiantes de los cursos en los que se desarrolla la innovacion curricular, nos
percatamos que para su conformacion fue necesario un arduo trabajo investigativo por parte del
equipo de investigacion £e+¢, en el cual fueron necesarios la busqueda de sustentos teoricos, la
realizacion, aplicacion y andlisis de pruebas piloto, el ajuste al disefio y al desarrollo curricular de
los cursos, entre otros. Ademas, no fue hasta el estudio de los documentos elaborados por el
equipo de investigacidn que observamos que, en el desarrollo mismo de las clases, para favorecer
la actividad demostrativa, se involucran diferentes acciones que abarcan los aspectos proceso y
producto vinculados entre si por la argumentacion.

Ademas, este estudio brido herramientas de caracter metodologico que pueden llegar a ser
implementadas en nuestro quehacer docente para la ensefianza de las matematicas en la escuela,
esto muestra el cumplimiento de uno de los propdésitos que impulsaron la innovacién curricular;
que los maestros en formacion desarrollen capacidades para generar ambientes de aprendizaje de
las matematicas escolares (Camargo et al, 2008).

Otro aspecto en el que ganamos conciencia sobre nuestro proceso formativo en LM fue
que, a partir del estudio realizado entorno al desarrollo del pensamiento variacional, pudimos
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comprender que los documentos curriculares proponen el desarrollo de pensamientos y en lugar
del estudio de contenidos fragmentados y compartimentalizados, ademas de reconocer cuales son
los procesos y conceptos que favorecen su desarrollo. Para nosotros esto resulta importante ya
que este fue el primer acercamiento que tuvimos relacionado con el pensamiento variacional, a lo
largo de nuestra formacion en la LM. En consecuencia, resulta alarmante, por un lado, que en los
cursos relacionados con la linea de formacion en pedagogia y didactica del programa curricular
no se realice un acercamiento significativo hacia la politica curricular colombiana y, por otro
lado, que en la formulacion misma del programa parece no existir coherencia con las propuestas
del MEN (1998), pues, a pesar de que la ultima renovacién curricular del programa se realiz6 en
el afio 2018, aun se habla de la ensefianza del calculo en lugar del desarrollo del pensamiento
variacional.

Puede que lo anterior sea una de las causas por las cuales todavia, en varias instituciones
educativas del pais, se emplee el paradigma tradicional de la ensefianza del célculo, pues es
evidente que tanto las instituciones, como los profesores, desconocen el cambio profundo que
experimento el curriculo escolar de matematicas, promulgado hace méas de dos décadas. Este
asunto entorpece no solo el desarrollo del pensamiento variacional, sino que, nos aleja cada vez
mas de la idea de la formacion de ciudadanos matematicamente competentes propuesta por el
MEN (2006).
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ANEXO A
Caracterizacion de la actividad demostrativa a través de las manifestaciones de desempefio de
las acciones. Tomado de Perry et al, (2006)

Visualizacién Exploracién CoiilletiiFacisii Verificacién

Mirada sobre una Elaboracion de una grafica JEag Acciones visibles sobre la
% : o5 Establecimiento de un I

representacion grafica (dada y/o acciones visibles sobre representacion grafica para

enunciado, del que se tiene
un alto grado de seguridad
expresado en forma general

poner a prueba la conjetura
establecida, como respuesta

o construida) que se enfoca
en elementos de ésta para

ella con propésitos
relacionados con la

M; extrae nueva
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r : 5
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5 verbal o grafico.
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que encadena explicitamente
afirmaciones y razones, desde la
informacién conocida hasta el
enunciado esperado.
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