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Acerca del grupo

El grupo Didactica de la Matemdtica investiga diversos
fenémenos que afectan la educacion en matematicas de
escolares colombianos y de profesores de matematicas
en formacion y en ejercicio. Se hace particular énfasis en
la educacion en geometria (con apoyo de programas de
geometria dindmica), en la ensefianza y aprendizaje de la
estadistica y en asuntos relacionados con la configuracién
de précticas educativas incluyentes y respetuosas de las
subjetividades juveniles. Por la complejidad y diversidad
de los fendmenos que atiende, los miembros del grupo
recurren a diversas perspectivas tedricas, individuales,
sociales, culturales y criticas, para fundamentar los
analisis de los problemas desde diferentes enfoques. Un
balance de la produccién del grupo permite reconocer
el aporte de este a la dindmica investigativa del campo
de la Educacion Matematica desde distintos frentes,
a la construcciéon de politicas publicas en educacién
matematica y a la formacion inicial y continuada de
profesores de matematicas. Las treslineasactivas guardan
una identidad comun al reconocer el papel central de los
programas de licenciatura y los de formacion avanzada
de profesores de matematicas a partir de la preparacién
de maestros dispuestos a atender los retos que demanda
la sociedad actual, y asi constituirse en lideres de las
transformaciones que requiere la educacién matematica
basica y media colombiana.



Introduccion

ste texto presenta un balance analitico de los aportes del
grupo Didactica de la Matematica a la investigacion sobre la
ensefianza y el aprendizaje de las matematicas, en la educacién
basica y media. Los equipos Aprendizaje y Ensefianza de la Geometria
(£ « G) y Educacién Estadistica (EdEst) han hecho esfuerzos por
analizar y atender diversos asuntos problematicos que intervienen en
la ensenanza y el aprendizaje de la geometria y la estadistica a nivel
escolar, y por disefiar, implementar y evaluar propuestas didacticas
que en su mayoria explotan el potencial semidtico de la tecnologia
computacional en el desarrollo del pensamiento matematico. Dada la
complejidad y diversidad de los fenémenos abordados, la fundamen-
tacion tedrica ha recurrido, en diferentes proyectos, a perspectivas
cognitivas, socioculturales y criticas que contribuyen a analizar los
problemas desde diferentes enfoques. Adicionalmente, el equipo
Educaciéon Matematica, Diversidad y Subjetividades (Edumadys) se
ha centrado en desarrollar una perspectiva sociopolitica con la cual
proponer escenarios de aprendizaje de las matemdticas escolares
cuyos componentes tengan impacto en la configuraciéon de practicas
educativas incluyentes y respetuosas de las subjetividades juveniles. El
balance permite reconocer la diversificacion de los intereses del grupo,
lo que ha conducido a asumir variadas perspectivas y acercamientos
investigativos, asi como a aportar a la dinamica investigativa desde
distintas miradas, a la construccion de politicas publicas en educacion
matemdtica y a la formacién inicial y continuada de profesores de
matematicas desde distintos frentes. Los tres equipos que conforman
el grupo guardan una identidad comun al reconocer el papel central
de los programas de licenciatura en la formacién de profesores de
matematicas preparados para atender los retos que demanda la socie-
dad actual.
El balance analitico que presentamos en este libro informa
sobre el desarrollo investigativo logrado por el grupo Didéctica de
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Grupo de investigacion Diddctica de la Matemdtica

la Matematica' durante un tiempo aproximado de quince afios. Es
fruto del trabajo constante de tres equipos de investigacion que se
fueron conformando a partir de unos intereses iniciales comunes,
a medida que fuimos fortaleciendo nuestra capacidad investigativa:
“Aprendizaje y enseflanza de la geometria” (£ o G), “Educacién
estadistica” (EdEst), y “Educacién matematica, diversidad y subjeti-
vidades” (Edumadys).

Hemos optado por organizar el texto en tres secciones. En cada
una presentamos, ademas del balance analitico, los aportes concep-
tuales y la proyeccién investigativa de cada equipo. Al final, presen-
tamos un balance general y la perspectiva del ejercicio investigativo
del grupo.

Seccidn 1: Equipo “Aprendizaje y ensefianza
de la geometria” (&£ « G)

Balance analitico

El equipo de investigacion “Aprendizaje y ensefianza de la geome-
tria” (£ « G)* forma parte del grupo Didactica de la Matematica de
la Universidad Pedagdgica Nacional (UPN) desde hace quince afios.
Como colectivo, aportamos a la busqueda de opciones diversas y com-
plementarias para atender problematicas de la educacién matematica
escolar basica y media, interés central del grupo, orientando el ejer-
cicio académico hacia el aprendizaje y la ensefianza de la geometria.
Asumimos diferentes perspectivas cognitivas o socioculturales,’ en

| Grupo interinstitucional integrado por profesores de la Universidad Pedagdgica
Nacional y de la Universidad Distrital Francisco José de Caldas.

2 En 2018, el equipo estd conformado por los profesores Carmen Samper, Leonor
Camargo, Patricia Perry, Oscar Molina, Tania Plazas, Camilo Sua, Armando Echeverry
y Claudia Vargas.

3 Acogemos una perspectiva sociocultural, segin la aproximacién defendida por se-
guidores de Vygotsky, con la cual el aprendizaje de las matemdticas se concibe como
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consonancia con los fendmenos abordados en los distintos proyectos
investigativos y segiin las herramientas analiticas necesarias para
atender los disefios metodologicos.

El interés por el aprendizaje y la enseflanza de la geometria se
debe a nuestra conviccion acerca de la relevancia de la geometria en
la formacioén de competencias relacionadas con el sentido espacial,
la argumentacion y el razonamiento cientifico, cuyas bases deberian
desarrollar todos los niflos y jovenes colombianos para poder partici-
par en el desarrollo social, cultural, tecnolégico y cientifico del pais. A
través de la ejecucion de proyectos de investigacion y de la direcciéon
de tesis de maestria realizadas por profesores de matemadticas en
ejercicio, hemos analizado y atendido diversos asuntos problematicos
que intervienen en la ensefianza y el aprendizaje de la geometria.
Con especial énfasis nos hemos interesado en la argumentacién y
la justificacion desde el punto de vista cognitivo y social, bases del
razonamiento cientifico, y en el disefio curricular para la educacién
geométrica en primaria y secundaria.

En nuestro ejercicio investigativo partimos de la hipétesis de
que el sentido espacial y el desarrollo del razonamiento cientifico
dependen estrechamente del desarrollo de la visualizacion y de compe-
tencias argumentativas y comunicativas de las personas. Sostenemos
que una via fructifera para su desarrollo consiste en posibilitar la
entrada temprana de todos los estudiantes (independientemente de
sus condiciones de clase social, género, etnia o raza) a la perspectiva
tedrica de las matematicas, con el apoyo de tecnologia computacional.
Precisamente, un dominio especial donde es factible este avance es
la geometria, gracias a la representacion visual con la que es posible
analizar situaciones relativas al espacio y la forma para descubrir
propiedades generales, expresar lo descubierto como conjetura, sentir
la necesidad de justificarlo y aportar a la construccién colectiva de

un asunto de participacidn en prdcticas sociales discursivas reconocidas culturalmen-
te como prdcticas matemadticas.
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conocimiento. Asi, la pregunta que ha movilizado gran parte de nues-
tro ejercicio investigativo es la siguiente: ;Cuales son las caracteristicas
de ambientes de aprendizaje para la geometria escolar, mediados por
instrumentos, que propician el acercamiento, cognitivo y social, de
nifios y jovenes a la visualizacién matematica y la argumentacion vy,
por ende, al sentido espacial y al razonamiento cientifico?

Intentar responder esta pregunta es un asunto complejo que
implica una interaccién académica fluida entre profesores de mate-
maticas de la educacién basica primaria y secundaria y los investi-
gadores del equipo. En conjunto, hemos realizado actividades de
revisién de marcos de referencia, disefio de ambientes de aprendizaje
(enriquecidos con programas informaticos de geometria dinamica),
experimentacién de propuestas para el aula escolar de matematicas y
analisis de las respectivas implementaciones. En el ejercicio comparti-
mos experiencias y resultados, enriqueciendo nuestras miradas desde
diferentes perspectivas y Opticas, nuestra propia practica y los cursos
de formacion de profesores que realizamos en la UPN. A continuacion,
presentamos un balance analitico de los desarrollos logrados hasta el
momento. Para ello optamos por organizar la exposicion cronolégica-
mente, siguiendo el curso de nuestro ejercicio investigativo.

Entre los afios 2000 y 2002 realizamos el proyecto de investiga-
cion Desarrollo del razonamiento a través de la geometria euclidiana
(Dma 043-99).* Nuestro objetivo era explorar en el ambiente natural de
un aula de geometria, de grado noveno de educacién basica secunda-
ria, qué procesos de razonamiento se veian favorecidos en dicha clase,
identificar tipos de tareas que los propiciaban y formular alternativas
didécticas para su ensefianza.

Una primera accién investigativa consistié en establecer qué
entendiamos por razonar en el contexto de nuestra investigacion. El
horizonte inicial, en el que supusimos que el razonamiento estaba

4 Realizado con apoyo financiero del Centro de Investigaciones de la Universidad Peda-
gogica Nacional (ciup) y el Departamento de Matemdticas de la Universidad
Pedagdgica Nacional.
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asociado unicamente a la deduccién, se amplié para considerar otros
procesos relacionados con la indagacién y la argumentaciéon en el
aula de geometria. Esto, en razdén a que la revision de la literatura nos
mostré un panorama investigativo tendiente a establecer vinculos
entre la formacién geométrica y el desarrollo de competencias de
indagacion, argumentacién y comunicacion. A partir de esta idea
caracterizamos los procesos de razonamiento geométrico enmarcados
en una perspectiva sociocultural sobre el aprendizaje. Vimos la nece-
sidad de privilegiar ambientes de aprendizaje en donde se fomentara
la visualizacién, combinando habilidades perceptuales y discursivas
en la construccién de conceptos, se favoreciera el carcter conjetural
de la indagacién (individual y colectiva) de propiedades geométricas,
y se reconociera una perspectiva amplia de demostracion, ligada
a la necesidad intrinseca de explicar y validar hechos geométricos
para si mismo y a los demas; lo anterior a partir de desplegar formas
argumentativas propias del nivel de desarrollo de los estudiantes, sus
experiencias, conocimiento y lenguaje. Concluimos que por esta via
los estudiantes pueden apreciar el potencial de las matematicas como
herramienta social, cultural y cientifica y el razonamiento se convierte
en un vehiculo para la comprension, la explicacion, la conviccidn, la
persuasion, la aceptacion de la diferencia, la cooperacion y el estable-
cimiento de consensos (Samper, Camargo, Leguizamén, 2003).

Al ampliar el panorama del razonamiento hacia la indagacién y
la argumentacién nos vimos en la necesidad de buscar opciones para
generar ambientes de aprendizaje que permitieran una rica explora-
cién de objetos geométricos. Esta circunstancia nos llevé a considerar
el uso de programas de geometria dindmica que hace quince aios ya
eran usados en otros paises pero que en Colombia eran poco conoci-
dos. Dos proyectos de investigacion se enfocaron en explorar el uso
de tales recursos.

El primer proyecto que exploro6 la mediacién de los programas
de geometria dindmica se denomind Geometria dindmica en la
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formacién del profesor de matemdticas (bma 016- 03)° y fue desarro-
llado entre 2003 y 2004. Tuvo como escenario experimental un curso
de geometria plana del programa Licenciatura en Matematicas de la
UPN, con la proyeccion de obtener resultados que pudieran impactar
la educacién geométrica escolar. Esto porque reconocimos, gracias
a resultados del proyecto anterior, que los cambios en los ambientes
escolares que habiamos identificado como necesarios requieren del
profesor una formacién diferente a la que se estaba dando. El objetivo
del proyecto era identificar el papel de los programas de geometria
dindmica como mediadores en la conceptualizacién, la indagacién
individual y la demostracién. El disefio investigativo, enmarcado en
una perspectiva cognitiva, fue caracterizado como un experimento de
enseflanza; nos permitié recoger evidencias del papel jugado por la
geometria dindmica para apoyar los procesos mencionados. Es amplia-
mente reconocido que, junto con tareas que incentivan la resoluciéon
de problemas abiertos de conjeturacién, los programas de geometria
dindmica brindan herramientas a los estudiantes, como el arrastre de
los objetos presentes en una construccion, para que ellos determinen
condiciones suficientes y establezcan dependencias entre propiedades.
En los registros empiricos del trabajo de los estudiantes fueron noto-
rias la autonomia, la riqueza de exploraciones y la seguridad en las
conjeturas formuladas. Un producto relevante de esta investigacion
fue nuestra primera conceptualizacién de actividad demostrativa en la
que se intenta articular los procesos de conjeturacion y de justificacion
bajo el telon de fondo de la argumentacion (Camargo, Perry, Samper,
2005; Camargo, Samper, Perry, 2006; Perry, Camargo, Samper, Rojas,
2006).

El segundo proyecto encaminado a explorar el rol de los pro-
gramas de geometria dindmica, denominado Papel de la tecnologia
en la generacion de conocimiento diddctico por parte del profesor de

5  Realizado con apoyo financiero del Centro de Investigaciones de la Universidad
Pedagdgica Nacional (ciup) y el Departamento de Matemiaticas de la Universidad
Pedagdgica Nacional.
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matemdticas (1108-11-14055),° fue desarrollado entre 2004 y 2005.
Tuvo como escenario una instituciéon educativa distrital de la ciudad
de Bogota en la cual, en colaboracién con los profesores del drea de
matematicas, preparamos y experimentamos unidades de ensefianza
de la geometria para los grados 6° a 9°. Una de las acciones llevadas
a cabo fue la formacidn de los profesores en el uso del programa de
geometria dindmica, con fines didacticos, instalado en calculadoras
que se compraron para uso de los estudiantes de la instituciéon. La
interaccion con los profesores fue muy fructifera en dos sentidos. Para
ellos fue una oportunidad de ampliar y actualizar sus conocimientos
sobre la enseflanza y el aprendizaje de la geometria; para nosotros fue
una ocasion de revisar la conceptualizacion de actividad demostrativa
y considerar dos elementos centrales en el favorecimiento de los pro-
cesos de visualizar, conceptualizar, conjeturar y justificar: las tareas y
la gestion docente. Ello nos ubicd, para este proyecto, en una perspec-
tiva sociocultural. Aunque los programas de geometria dindmica se
constituyen en poderosas herramientas de reorganizaciéon cognitiva,
su provecho se incrementa si su uso se acomparia de tareas apropiadas
y de la generacién de un entorno de interaccién social que impulse
la comunicacién de exploraciones, descubrimientos y justificaciones
(Samper, Perry, Camargo, Ruiz, 2006). Este reconocimiento nos llevé
a enfocar nuestra atencion en la bisqueda de ambientes de aprendi-
zaje favorables a la actividad demostrativa y, en general, al aprendizaje
de la geometria, desde el punto de vista social.

En el afio 2005, desarrollamos el proyecto Geometria plana, un
espacio de aprendizaje (DMA-005/6-05).” Nuevamente un curso de
geometria plana de la Licenciatura en Matematicas de la UPN fue el
escenario investigativo. En él nos propusimos construir y describir

6 Realizado con apoyo financiero del Centro de Investigaciones de la Universidad Peda-
gogica Nacional (aup), el Departamento de Matemdticas de la Universidad
Pedagdgica Nacional, el Instituto de Educacién y Pedagogfa (iDep) y Colciencias.

7 Realizado con apoyo financiero del Centro de Investigaciones de la Universidad Peda-
gdgica Nacional (cup) y el Departamento de Matemdticas de la Universidad
Pedagdgica Nacional.
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una ruta de transformacién de un curso tradicional de geometria en
una comunidad de practica de indagacion matematica. Ese proceso
nos permitié derivar implicaciones para la ensefianza y el aprendizaje
de la geometria escolar. Planeamos, implementamos y evaluamos una
secuencia de ensefianza en la que los estudiantes tenian que compro-
meterse a sacar adelante la empresa de conformar, conjuntamente, un
sistema tedrico local para la geometria euclidiana, involucrandose de
manera genuina (es decir, con una motivacién interna, conscientes de
su papel en la consecucién de la empresa), auténoma (es decir, con
razones propias para fundamentar lo que se dice y lo que se hace, inde-
pendientemente de los otros como autoridad), y relevante (es decir,
con aportes que vienen al caso y que son valiosos aun si son incorrec-
tos) en la actividad demostrativa. Pusimos en juego, como hip6étesis,
que la conformacién de una comunidad de practica de indagacion se
logra paulatinamente, a medida que se usan estrategias que movilizan
el conocimiento de los estudiantes, los impulsan a responsabilizarse de
la verdad de las afirmaciones que formulan y se promueve la creacién
de mecanismos para validarlas socialmente, en consonancia con los
mecanismos institucionales de validaciéon matematica.

El experimento nos permitié caracterizar acciones del profesor
para impulsar la conformacion de la comunidad de indagacién, y
acciones de los estudiantes para constituirse en participes legitimos
de ella. Junto con el establecimiento de un conjunto de normas socio-
matematicas, muchas acciones importantes se volvieron una practica
comun. Especificamente, podemos afirmar que se dieron las siguientes

caracteristicas que muestran el inicio de una comunidad de practica:

« Lamayoria de los estudiantes se comprometié auténticamen-
te con la tarea del curso: conformar un sistema tedrico lo-
cal bajo las normas que la comunidad matematica establecié
para ello.

+ Se establecieron relaciones comunicativas, unas conflictivas y

otras armoniosas, que permitieron desarrollar la negociacion
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de significados y la conformacion de un sistema tedrico local
cercano al pretendido.

« Se establecieron roles especificos para los miembros de la
comunidad, que no obedecian a relaciones de autoridad je-
rarquica, permitiendo asi que todos aportaran en la empresa

comun y mediaran en la negociacién de significados.

+ Se constituyo6 una identidad de grupo, con formas especificas
de comunicacioén, lenguajes propios, discursos compartidos,
estilo de trabajo e incluso historias compartidas, bromas in-
ternas y sonrisas de complicidad.

» El papel protagénico de la profesora se transformd, convir-
tiéndose ella en un miembro mas de la comunidad. Se redujo
notablemente el dominio que ejercia sobre los acontecimien-
tos del aula, sin dejar de ser organizadora y coordinadora de
las ideas que se discutian, aportadas por los estudiantes como
resultado de su indagacién de situaciones geométricas que
disefiamos. En ellas, a través de la exploracién con geometria
dindmica, descubrian hechos geométricos o se daban cuenta
de la necesidad de incluir elementos tedricos (postulados, de-
finiciones o teoremas) en el sistema teérico local para poder
resolver el problema.

Reconocemos que el proceso de conformacion de una comuni-
dad de practica deberia consolidarse a lo largo del programa de for-
macion (Perry, Samper, Camargo, 2006). Sin embargo, creemos que la
experiencia vivida por los alumnos en este curso les permitié concebir
que hacer matemdticas no es una tarea para los “genios” matematicos
aislados en sus escritorios, sino una actividad que se puede realizar
colectivamente. El proyecto de investigacion fue exitoso en funcién de
lograr la identificacién de una estrategia metodoldgica para incentivar
el aprendizaje en la clase de geometria, que podria ser implementada
en otros cursos del programa de formacion y en la educaciéon basica
secundaria (Perry, Samper, Camargo, Echeverry y Molina, 2008).
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Adicionalmente, logramos construir una via productiva para
gestionar, en la evolucién de la cultura de la clase, las tensiones que
varios investigadores sefialan como existentes entre la argumentacién
propia de las actividades de caracter empirico y la argumentacion
propia de la justificacidn y entre conocimiento geométrico empirico y
conocimiento geométrico tedrico (Mariotti, 2001). No obstante, apre-
ciamos aun ciertas dificultades de los estudiantes, relacionadas con el
uso de la implicacidn y de expresiones condicionales, que ameritaban
un cuidadoso andlisis desde una perspectiva cognitiva.

Entre 2006 y 2007 desarrollamos el proyecto Aprendizaje de la
demostracion en geometria euclidiana con el apoyo de un programa de
geometria dindmica (DMA-06-12)® con la intencion de dar continui-
dad a los proyectos previamente descritos. Pretendimos abordar dos
asuntos: 1) Caracterizar la comprensién y uso de la condicional en la
actividad demostrativa y determinar el papel que puede tener el uso
de la geometria dindmica como herramienta de mediacién para favo-
recer tal comprension. El foco analitico de este asunto es cognitivo;
2) Determinar como lograr que una propuesta curricular mantenga
su esencia cuando es implementada por un profesor que no ha parti-
cipado en el disefio. El foco analitico de este asunto es sociocultural.
Dado que queriamos promover nuestros hallazgos investigativos en
otros cursos universitarios y en la educacién bésica secundaria, nos
interesamos por identificar qué condiciones favorecen la implemen-
tacion de una propuesta curricular cuando la gestionan profesores
ajenos al proceso de diseflo y experimentacion.

Como se trataba de tematicas diferentes, que requerian procesos
de investigacion disyuntos y con perspectivas diferentes, optamos
por considerar el proyecto bmMa-06-12 como conformado por dos
subproyectos. En el primero planteamos como hipétesis que para
lograr un razonamiento deductivo exitoso es necesario reconocer la

8  Realizado con apoyo financiero del Centro de Investigaciones de la Universidad Peda-
gogica Nacional (ciup) y el Departamento de Matemdticas de la Universidad
Pedagdgica Nacional.
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estructura de una proposicion condicional, y que es posible apoyar
paulatinamente a estudiantes de secundaria y profesores en formacion
a través de estrategias didacticas que permitan desarrollar significado
de la condicional a largo plazo. En el segundo propusimos como
hipétesis que es posible mantener las caracteristicas que definen una
propuesta curricular si el profesor es acompailado continuamente
durante la implementacién por un profesor experto en ella a la hora
de gestionar el contenido, reflexionar sobre el rol que debe asumir
como dinamizador de las interacciones entre los estudiantes, estudiar
su papel como gestor de normas sociomatematicas en el aula de clase,
que asignen a los estudiantes una responsabilidad protagénica frente
a la validacion de enunciados, y estudiar el uso del programa de geo-
metria dindmica para favorecer el desarrollo de acciones tales como la
visualizacion, exploracion y produccién de conjeturas y para orientar
a sus estudiantes en dichas normas.

Los dos subproyectos tuvieron como escenario cursos simulta-
neos de geometria plana del programa de Licenciatura en Matematicas.
Como se puede evidenciar, este curso ha sido nuestro principal labo-
ratorio experimental. En esta oportunidad, un profesor novel asumi6
uno de los cursos y el profesor experto el otro curso. Un producto de
investigacion del primer subproyecto lo constituye la caracterizaciéon
de un conjunto de asuntos problematicos relativos a la implicacién,
junto con las estrategias diseiadas con el fin de que los estudiantes
puedan superarlas (Echeverry, Molina, Samper, Perry, Camargo,
2012). Como producto del segundo subproyecto disponemos de una
caracterizacion de acciones de apoyo del profesor experto al profesor
novel. Creemos que estas pueden convertirse en elementos para tener
en cuenta a la hora de establecer condiciones que propendan por un
trabajo colaborativo de profesores, en el marco del desarrollo profe-
sional, tendiente a acciones de disefio curricular.

Entre los aiios 2008 y 2009 desarrollamos el proyecto Geometria
dindmica: medio para el establecimiento de condicionalidad l6gica
(coL-UPN-301-08), en el cual articulamos los avances investigativos
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relacionados con la aproximaciéon metodologica sociocultural para
favorecer el aprendizaje de la geometria, y la comprension alcanzada
sobre la actividad demostrativa y los retos cognitivos que esta impone.
Por ello nos propusimos encontrar evidencias de las conexiones que
los estudiantes pueden establecer entre la actividad experimental que
llevan a cabo con el apoyo de un programa de geometria dindmica y
el reconocimiento que pueden alcanzar sobre el hecho de que algunas
propiedades de objetos geométricos son consecuencia logica del sis-
tema tedrico en el que son conceptualizados. Asi, formulamos como
hipétesis que durante la actividad demostrativa los estudiantes des-
pliegan una actividad argumentativa que es 1til en la exploracién de
vias de justificacion de las conjeturas que resultan de la exploracion de
construcciones geométricas. Nuevamente en el escenario de un curso
de geometria plana del programa de licenciatura llevamos a cabo una
investigacion de disefio que nos permitié avanzar en diferentes vias:

« Establecimos el uso potencial de la geometria dindmica para
comprender el valor epistémico de “necesidad légica” de las
proposiciones geométricas y la importancia de este reconoci-
miento en relacién con el valor logico de “verdad”. Esto per-
mite entender la estructura operatoria de una demostracion
y el papel de las demostraciones en la construccién de cono-
cimiento geométrico.

o+ Caracterizamos el papel de la geometria dindmica en el re-
conocimiento de la condicionalidad légica para producir
demostraciones en el marco de un sistema tedrico, identifi-
cando aspectos que influyen en la formulacién de condicio-
nales por parte de los estudiantes (Samper, Perry, Camargo,
Molina, 2012).

« Revisamos la conceptualizaciéon de actividad demostrativa,
formulada en un proyecto previo, principalmente para acla-
rar el papel de la exploracion en el proceso de justificacion.
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Los resultados investigativos del equipo & ¢« G empezaron a

tener un impacto importante en la educacién basica secundaria a

partir de la direccién de tesis de maestria realizadas por profesores

en ejercicio. En particular, el constructo “actividad demostrativa”, asi

como la aproximacién metodolédgica, fueron referentes de diversos

experimentos de enseflanza puestos en funcionamiento entre 2008 y

2014. Una caracterizacion de las tesis, a partir de las palabras claves,

que se formularon en ellos, permite reconocer temas recurrentes

como los siguientes:

[24]

Actividad demostrativa: concepciones de actividad demostra-
tiva; papel de la geometria dindmica en la actividad demos-
trativa; alcances de la actividad demostrativa en secundaria;
comportamiento racional y actividad demostrativa.

Argumentacion: relacién de la argumentacion con la activi-
dad demostrativa; alcances de la argumentacion en secunda-
ria; tipos de argumentos; relacién de la argumentacion y la
produccion y uso de definiciones; argumentacion e interac-
cion en la clase de geometria; argumentacion y resolucion de
problemas.

Conceptualizacion: de objetos de la geometria plana; relacio-
nes entre conceptualizacién y visualizacion; criterio compar-
tido sobre lo que es una figura geométrica.

Geometria dindmica: mediacién instrumental y actividad de-
mostrativa; esquemas de uso del artefacto en la resoluciéon
de problemas de conjeturar y justificar; comparacién de la
geometria dindmica con el papel de otros artefactos en la ac-
tividad demostrativa.

Gestion docente: mediacion del profesor en la actividad de-
mostrativa; acciones del profesor que favorecen la activi-
dad demostrativa; gestion de la participacion en la clase de

geometria.



« Razonamiento: relaciones del razonamiento con la visua-
lizacién; tipos de razonamiento; concepciones sobre el

razonamiento.

Después de nueve afios de centrar la atencioén en el proceso
de justificacion de la actividad demostrativa, consideramos que era
tiempo de ocuparnos a fondo del proceso de conjeturacion. Este pro-
ceso ha cobrado importancia en el ambito de la educacién matematica
en el curriculo escolar, a raiz del cambio de foco de los contenidos
hacia la actividad matematica. Hace casi veinte afios se invit6 a los
docentes a hacer de las clases ambitos de descubrimiento y justifica-
cién. Infortunadamente, las propuestas curriculares en Colombia no
se acompaifian de procesos masivos de formacion de los docentes y de
trabajo investigativo suficientemente consolidado para que su puesta
en practica tenga los efectos deseados.

Entre los afios 2010 y 2014 desarrollamos el proyecto investiga-
tivo Conjeturas y organizacion del contenido matemdtico en clase (DMA-
202-10). En la primera fase (2010-2012),” documentamos el proceso
mediante el cual las conjeturas que producen los estudiantes, cuando
resuelven problemas geométricos que se les proponen en clase, son un
organizador curricular de la construccién de conocimiento en el aula.
En la segunda fase (2012-2014)," aportamos informacién relevante
acerca de la actividad semidtica, para profundizar en la influencia de
las decisiones del profesor y la interaccién de los miembros de la clase
en la organizacién y desarrollo del contenido geométrico.

En la primera fase analizamos el tipo de signos que producen los
estudiantes y los esquemas de utilizacién que ponen en juego cuando

9 Realizado con apoyo financiero del Centro de Investigaciones de la Universidad Peda-
gdgica Nacional (cup) y el Departamento de Matemdticas de la Universidad
Pedagdgica Nacional.

|0 Realizado con apoyo financiero del Centro de Investigaciones de la Universidad Peda-
gogica Nacional (cup), el Departamento de Matemdticas de la Universidad
Pedagdgica Nacional y Colciencias.
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usan la geometria dindmica para resolver una tarea y formular una
conjetura. Los principales resultados de esta fase son los siguientes:

o Identificamos tipos de signos que producen los estudiantes
y propusimos una caracterizacion de mediaciéon semidtica
(Molina, Perry, Camargo, Samper, 2015). Esta es distinta a la
propuesta por Mariotti (2009), pues esta autora se basa solo
en las acciones realizadas con el artefacto y no en la actividad
matematica especifica.

» Propusimos una caracterizacion de los esquemas de utiliza-
cion relacionados con el artefacto Cabri (programa de geo-
metria dindmica), que ponen en juego los estudiantes segiin
el tipo de problema, y determinamos el potencial semidtico
del artefacto, via dichos esquemas.

o Identificamos, tipificamos y contabilizamos las acciones de
mediacién semiética del profesor tendientes a que los estu-
diantes produzcan los signos matematicos pretendidos.

En la segunda fase nos adentramos de manera detallada en la
actividad semiotica como motor de la construccién de significado por
parte de los estudiantes y en el papel de la mediacién semiética del pro-
fesor en la ensefianza de la geometria. Para ello, vimos la conveniencia
de concentrarnos en un tema especifico, enseflado y aprendido en una
version del curso de geometria plana de nivel universitario, escenario
usual de nuestras investigaciones. Un miembro del equipo, profesor
titular del curso, gestiond el trabajo en clase a partir de las conjeturas
que los estudiantes formularon, fruto de la resolucién de un problema
de construccion. Esta fase de la investigacion la caracterizamos como
un estudio de caso prototipico de lo que sucede en la clase de geome-
tria, cuando se introduce un hecho geométrico al sistema teérico en
calidad de teorema y el profesor guia la construccion de significado
en torno a tal hecho. A continuacién, presentamos brevemente las
conclusiones mas relevantes:
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Tomando como referente conceptual la propuesta que rea-
lizan Saenz-Ludlow y Zellweger (2012), caracterizamos en
profundidad los actos de intra-inter interpretacion que tu-
vieron lugar en las interacciones entre los miembros de la
clase y su papel en la construccion inicial y evolucién de los
significados matematicos asociados a un contenido geomé-
trico. Concluimos que una interaccién semiéticamente rica
es determinante para organizar y desarrollar el contenido
geométrico del curso, a partir de la participacion legitima de
los estudiantes en la formulacién y validacién de conjeturas.

Ejemplificamos la diferenciaciéon que Saenz-Ludlow vy
Zellweger (2012) hacen sobre los objetos que circulan en la
interaccién comunicativa en el aula. Nuestra investigacion
aporta una ilustracién del empleo de la perspectiva semidti-
ca peirceana. En particular, el andlisis nos permitié precisar
la diferencia entre el objeto real matematico y el objeto real
matematico del profesor, con miras a no perder de vista la di-
mension didactica propia del proceso de ensefianza-aprendi-
zaje (Camargo, Perry, Samper, Molina, Sdenz-Ludlow, 2015).

Con relacién a la mediacién semidtica, seialamos que en la
medida en que el profesor abra un espacio para que los estu-
diantes comuniquen sus interpretaciones, ¢l puede promover
acciones pertinentes para que los estudiantes logren la evolu-
cion de significado de los objetos matematicos en juego. Es
en la gestion de actos de intra-inter interpretacion que puede
conducir la evolucién en la direccién de las interpretaciones
que sobre ellos tiene la comunidad de discurso matemético
de referencia. Nuestro andlisis nos permitié ver la pertinen-
cia de conceptualizar lo que denominamos el objeto dindmico
diddctico del profesor, para poder dar cuenta y razén de las
decisiones didacticas del profesor encaminadas a mediar la
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construccion de significado sobre aspectos especificos pro-
pios del objeto real matematico.

Al analizar en profundidad la actividad semidtica colectiva en el
aula, identificamos algunos elementos que deberian considerarse para
apoyar el aprendizaje. Entre ellos estan:

« La importancia de dedicar tiempo de la clase a analizar las
interpretaciones que hacen los estudiantes acerca de los obje-
tos y relaciones matematicas en juego, aiin en detrimento del

numero de temas que se aborden en el curso.

» Elpapel que juega el conocimiento del lenguaje castellano, de
los giros lingiiisticos que permite, y del lenguaje geométrico,
con el que se acompaiian afirmaciones, como un aspecto cen-
tral de la construccién de significado.

o El tratamiento cuidadoso que debe hacerse para favorecer
la construccién de significado de las justificaciones de teo-
remas que aluden a la existencia de los objetos geométricos,
para evitar que se produzcan errores como el RCEP reportado
en una de nuestras publicaciones (Samper, Perry, Camargo,
Séenz-Ludlow y Molina, 2016).

Adicionalmente, la investigacion puso de presente un aporte
que el grupo de investigacion ha venido consolidando desde hace
mas de una década, en busca de alternativas para cerrar la brecha
entre el mundo empirico y el mundo tedrico de la geometria. Asi, se
prefigura una instancia intermedia entre ambos mundos, en la cual
los procedimientos empiricos que reportan los estudiantes, ya sea
para representar la situacién geométrica presentada en un problema
de conjeturacién o para explorar dicha situacidn, se justifican ted-
ricamente. Esto parece constituir un puente entre los dos mundos,
que favorece la construccion de significados. Esta es una hipoétesis de
trabajo que hemos puesto en juego en la direccién de tesis de maes-
tria con profesores de matematicas en ejercicio, de educacién basica
primaria y secundaria, para impulsar el acercamiento temprano al
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mundo tedrico de la geometria en tareas cuidadosamente disefiadas
y con una gestion del profesor encaminada a una actividad semidtica
rica en la que se promueve el aprendizaje significativo. Algunos temas
recurrentes en las tesis de maestria dirigidas por profesores del equipo
entre 2015 y 2017 son:

o Ambiente para indagar en educacién basica: uso de geome-
tria dindmica para explorar, conjeturar y justificar.

o Participacién de estudiantes de educacién basica en la cons-

truccion de teoremas.

« De la argumentacién sustancial a la argumentacion analitica

en educacion bésica.

« Tareas de geometria que promueven el uso experto de hechos
geométricos en la clase de geometria de educaciéon basica
secundaria.

o Significados de objetos matematicos desarrollados por estu-

diantes de educacién bésica primaria.

Con la realizacién del proyecto Geometria: via al razonamiento
cientifico (DMA-399-2015)," entre 2015y 2016, tuvimos la oportunidad
de realizar una interaccién académica entre profesores de las siguien-
tes instituciones: Universidad Pedagdgica Nacional (upN, Colombia),
Universidad Pedagdgica Nacional (México), Instituto Pedagdgico
Nacional (1PN, Bogotd), Institucién Educativa Departamental
Capellania (Cajicd, Cundinamarca) y Escuela Primaria Alfredo V.
Bonfil (Taplan, México D.F.). Aunamos esfuerzos de disefio, apoyo
e implementacién para promover el acercamiento de nifios y jévenes
al razonamiento cientifico. El objetivo era promover experiencias
académicas y sociales de indagacion propias de las ciencias, pero
no exclusivas de ellas, pues pueden estar presentes, por ejemplo, en

I'l El proyecto fue financiado por el Centro de Investigaciones de la Universidad Peda-
gogica Nacional (cup), el Departamento de Matemdticas de la Universidad
Pedagdgica Nacional y la Secretarfa de Educacién Publica de México.
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situaciones de la vida cotidiana y profesional. En Colombia y México
los estudiantes que llegan a la educacién media o a la universidad han
vivido pocas experiencias académicas en la formulacion de conjeturas,
la argumentacién y la produccion de justificaciones matematicas.
Aunque en los lineamientos curriculares para la educaciéon matema-
tica de ambos paises se da un lugar prominente a la argumentacion y
la justificacién matematica, no siempre es una realidad y se percibe
que hay pocos esfuerzos colectivos para lograr que los estudiantes
avancen en el desarrollo del razonamiento cientifico. Intervenciones
individuales, sin el apoyo de los equipos de docentes de matematicas
de cada institucién, no contribuyen significativamente a resolver la
problematica. Hace falta una intervencién conjunta en la que se com-
prometan colectivos de las dreas de matematicas.

El recorrido por nuestro ejercicio investigativo permite apreciar
la productiva utilidad de las perspectivas cognitivas y socioculturales
para impulsar el aprendizaje de la geometria en sus diversas aristas.
Ademds, para permitir a los niflos y jovenes vivir experiencias de acti-
vidad matematica util, en las que puedan experimentar personalmente
el ejercicio de suponer una via para resolver un problema, experimen-
tarla, verificar propiedades y construir justificaciones para asegurar
que su propuesta es valida (Camargo, Sandoval, 2017). Transformar
las aulas de geometria y, en general, de matematicas, en busca de
favorecer el acceso a practicas matemadticas poderosas, permitira
el desarrollo del sentido espacial y competencias matematicas para
enfrentar los retos que la sociedad impone a las nuevas generaciones.

Aportes conceptuales

A continuacion, sintetizamos los principales aportes conceptuales del
equipo “Aprendizaje y enseiianza de la geometria” (£ « G) del grupo
Didactica de la Matematica, esbozando una descripcion de tres cons-
tructos que hemos desarrollado y puesto al servicio de la comunidad
de investigadores y docentes:
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Actividad demostrativa

La actividad demostrativa (Perry, Samper, Camargo, Molina, 2013)
involucra los procesos de conjeturacion y justificacion, relacionados
entre si por el hecho de que se justifica lo que se conjetura. El proceso
de conjeturacion tiene por meta la formulacidn de conjeturas, es decir,
enunciados de caracter general, fundamentados en la observacion o
el analisis de indicios, cuyo valor de verdad no lo tiene definido el
sujeto. Sin embargo, tiene un alto grado de certeza sobre su veracidad,
razon por la cual las conjeturas son candidatas para la realizacion de
un proceso de justificacion que las valide dentro de un sistema tedrico
determinado. Son acciones propias de este proceso detectar un inva-
riante y verificarlo siempre que surjan elementos de incertidumbre,
formular la conjetura y corroborarla. Formular una conjetura se
refiere a explicitar en términos matematicos, y como un enunciado
condicional general, un hecho matematico que se ha reconocido
a través del estudio de casos particulares. Corroborar la conjetura
significa examinar si lo que se reporta en el antecedente es suficiente
para obtener como consecuencia las propiedades que se mencionan
en el consecuente de la conjetura y si el consecuente incluye todas
las conclusiones posibles. El proceso de justificacion tiene por meta la
produccién de una argumentacion de caracter deductivo que valide
la conjetura formulada, es decir, que la sustente como verdadera
dentro de algtin sistema de conocimiento (creencias, representaciones
graficas, sistema tedrico). En este proceso es posible reconocer tres
acciones: seleccionar entre elementos identificados, tedricos o empi-
ricos, aquellos que podrian sustentar la afirmacién; organizar esos
elementos de manera deductiva, y formular la justificacion.

Entre las acciones —de indole heuristica— que apoyan los dos
procesos estan la visualizacion y la exploracién. Mediante la visua-
lizacién se consigue informaciéon geométrica de una figura, ya sea
identificando los elementos que la componen y algunas configuracio-
nes que se pueden formar (de dimensién igual o menor que la de la
figura inicial), o interpretando simbolos que representan propiedades
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geométricas (por ejemplo, de congruencia “=”, perpendicularidad
“1”, paralelismo “II”) con el 4nimo de encontrar relaciones geométri-
cas subyacentes. Ademas, requiere establecer nexos entre la figura y el
saber previo para identificar, aislar y enfocar elementos de interés por
medio de la vista, detectar o descubrir propiedades que inicialmente
pasan inadvertidas, o evocar propiedades geométricas. Mediante
la exploracién, realizada en el mundo de los fenémenos y/o en el
mundo de la teoria, se buscan regularidades (propiedades o relaciones
geométricas).

En el mundo de los fendmenos, la exploraciéon recae sobre
representaciones (graficas y materiales) de figuras geométricas y tiene
un caracter empirico. Puede llevarse a cabo tomando medidas, calcu-
lando o haciendo construcciones (auxiliares, para enriquecer la figura;
de referencia, para comparar; de casos, para llegar a un resultado por
ensayo y error). Nos referimos entonces a una exploraciéon empirica.
Cuando esta se lleva a cabo en un entorno dindmico, es decir, uno en el
que las representaciones son susceptibles de movimiento, la denomi-
namos exploracion dindmica y su objetivo es detectar invariantes. Los
entornos de geometria dindmica ofrecen una herramienta particular
de exploracion: la opcion de arrastre de los objetos. Con esta opcion
una imagen en la pantalla se puede transformar en un sinniimero de
imagenes (una sucesi6n casi continua de representaciones), todas
asociadas a la misma figura geométrica inicial. Esto permite estudiar
qué propiedades permanecen invariantes y cudles se modifican. En
el mundo de la teoria, la exploracién recae sobre los enunciados que
conforman el conocimiento individual. La designamos exploracion
teérica y se lleva a cabo con el propdsito de reconocer o encontrar
enunciados que permitan justificar una afirmacién o tomar decisiones
sobre hacia donde dirigir la exploracion empirica.

Naturalmente, no puede haber actividad demostrativa sin razo-
namiento que movilice las ideas y acciones y sin la argumentacién
asociada. Incluso, la actividad demostrativa forma un entramado con
el razonamiento y con la argumentacion.
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Objeto dindmico didéctico

Los objetos dindmicos diddcticos (opD) del profesor son representa-
ciones suyas respecto a aspectos especificos del objeto matematico
real que se estd estudiando en una clase; son objetos que él usa como
referencia para guiar la construccion de significado a través de la acti-
vidad semidtica en el aula. Integran elementos relevantes del objeto
matematico acerca de lo que el profesor cree que interpretan los
estudiantes, en un momento dado de la construccion de significado,
con aspectos del objeto que tienen que ver con decisiones didacticas,
no siempre conscientes, que el profesor considera necesarias para
promover la evolucion. En ese sentido, los oDD centran la atencién
en dos perspectivas a las que tiene que atender el profesor cuando
intenta gestionar la clase, en torno a la construccién de significado:
una, la matematica misma (entendiendo que el objeto matematico del
profesor esta cerca del objeto que acepta la comunidad del discurso y
por ello la representa); y otra, la del objeto en construccion, en la que
el foco de mayor interés es la ensefianza y el aprendizaje (perspectiva
didactica del objeto matemadtico en construccién). Naturalmente,
todas estas acciones estan influidas por las creencias, conocimientos y
experiencias previas del profesor.

Aproximacion temprana al mundo tedrico de la
geometria

Con una introduccién temprana al razonamiento geométrico
(Camargo y Samper, 2014) nos referimos a propiciar en la educaciéon
bésica primaria y secundaria la elaboracién, por parte de los estudian-
tes, de justificaciones, en particular con argumentos deductivos, pues
consideramos que son la esencia de las matematicas y una manera
matematica de trabajar en geometria. La aproximacion busca impulsar
el desarrollo de procesos de justificacion de propiedades geométricas
que han sido obtenidas a partir de procesos de conjeturacion.
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Desde el punto de vista del equipo £ « G, la aproximacién tem-

prana al razonamiento geométrico se ve favorecida si se combinan los

siguientes elementos:
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Una propuesta de secuencia de problemas de construccion
geométrica relacionados entre si, de tal forma que algunos de
ellos permiten el descubrimiento empirico de hechos geomé-
tricos que se asumen como ciertos (a manera de postulados
de un sistema teérico), y otros que dan lugar a conjeturas que
pueden ser validadas con argumentos deductivos, mediante
los hechos geométricos aceptados previamente (a manera de
teoremas). Por esta via, los estudiantes pueden ver que las pro-
piedades de las figuras geométricas constituyen un entramado
que da forma al conocimiento geométrico y experimentan la
potencia de la demostracién matematica. La propuesta busca
que los estudiantes dejen de ver las propiedades geométricas
unicamente como atributos descriptivos de las figuras, identi-
fiquen relaciones de dependencia entre ellas y construyan, en
algunos casos, argumentos deductivos para justificarlas.

El uso para la resolucion de los problemas de un programa de
geometria dindmica que hace que la construccion y la explora-
cién sean una actividad matemdtica apoyada en las propieda-
des geométricas y no en la percepcion visual. Especificamente,
el reconocimiento de las propiedades construidas, directamen-
te o con el arrastre, y el estudio del comportamiento de las figu-
ras geomeétricas cuando algunos elementos de la configuracion
son arrastrados, proveen a los estudiantes un mecanismo para
identificar invariantes y relaciones de dependencia entre pro-
piedades geométricas que es central para formular conjeturas
y disponer de elementos para justificarlas. En ese sentido, se
aprovecha el potencial de los programas de geometria dindmi-
ca, no solo como recurso para tener disponibles rapidamente
una gran cantidad de ejemplos de una figura geométrica dada,
favoreciendo la induccién empirica, sino como recurso para



detectar invariantes y establecer relaciones de dependencia que
favorecen la construccion de enunciados condicionales, gracias
principalmente a la actividad experimental que se logra con el
arrastre. En particular, los procedimientos de construccién de
figuras elementales, como un paralelogramo y el arrastre hasta
que las diagonales sean congruentes, obliga a tener conscien-
cia de las propiedades que definen la figura y a aquellas que se
imponen con el arrastre, las cuales se constituyen en los ante-
cedentes de proposiciones condicionales. Asimismo, descubrir
propiedades que se mantienen o suceden simultdneamente al
imponer una, se constituyen en los consecuentes, dando lugar
a conjeturas iniciales y posiblemente a ideas para que los estu-
diantes las justifiquen de manera deductiva.

La mediacién semidtica del profesor que guia las actividades
impulsando a los estudiantes a interpretar signos del profesor o
de otros alumnos y a producir signos. A través de ellos los estu-
diantes manifiestan significados personales acerca de las figu-
ras y las relaciones representadas en la pantalla, como forma de
construir conocimiento personal significativo cuya referencia es
un conocimiento cultural aceptado por la comunidad matema-
tica de referencia, de acuerdo con las metas instruccionales. En
tal sentido, ademds de disefar las secuencias de problemas que
posibiliten la emergencia de enunciados en torno a un concep-
to o relacién geométrica, el profesor es el encargado de generar
una interaccién discursiva para que a partir de esos enunciados
surjan otros que les den soporte y para que tales enunciados evo-
lucionen hacia los significados matematicos del contenido.

Proyeccion

El equipo £ « G tiene la pretension de atender con especial énfasis

dos problematicas de la educacién bésica primaria y secundaria,

detectadas en nuestro ejercicio investigativo. Por una parte, las ideas

de los estudiantes generalmente no se usan como impulsoras de
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la construccién de conocimiento, hecho que deriva en la minima
atencion que les prestan los profesores, el poco interés de promover la
interaccién académica entre estudiantes y la persistencia del conocido
patrén de interaccién pregunta-respuesta-evaluacion. Por otra parte,
usualmente no se promueve la produccion de discursos coherentes en
la clase para explicar, argumentar y justificar las propuestas de solu-
cién de los estudiantes. En diversas aulas escolares y universitarias, en
donde hemos realizado estudios empiricos, vemos que los esfuerzos
por disefar tareas para el aula que propicien la argumentacién y la jus-
tificacidn, a partir de la interaccion entre el profesor y los estudiantes,
se ven empanados por la poca experticia que los profesores tienen para
gestionar un ambiente de didlogo y participacion genuina en el que
los estudiantes tengan la oportunidad de desarrollar discursos claros
y completos, disentir, objetar y ser escuchados por sus compaileros.
Generalmente, presentan ideas sueltas, muchas veces escuchadas
e interpretadas solo por el profesor, quien parafrasea y acomoda lo
dicho segun sus intereses. Asi las cosas, es muy poco probable que
se produzca la construccion colectiva de significados y se desarrollen
practicas argumentativas socialmente constituidas. Esperamos impul-
sar esfuerzos investigativos que llamen la atencién frente a este hecho,
que ahonden en esta problematica y que propongan alternativas para
modificar el estado de cosas. De esta forma, la educacién matematica
contribuird con la formacién de nuevas generaciones que aprendan a

escuchar, a negociar sus ideas y a valorar la argumentacién razonada.

Seccidén 2: Equipo “Educacion estadistica”
Balance analitico
Desde el afio 2012 el grupo de investigacion en Educacion Estadistica

(EdEst)'* se incorpor6 al grupo de Didactica de la Matematica del

12 En 2018 el equipo estd conformado por Felipe Ferndndez, Luisa Andrade, Ingrith
Alvarez y Maritza Méndez.
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Departamento de Matematicas (DMA) de la Universidad Pedagogica
Nacional (UPN). Sin embargo, su recorrido en relacién con acciones de
indagacion sistematica se inicia en 2006, tanto con el apoyo del crup,
como por la asesoria a trabajos de grado elaborados por estudiantes de
los programas curriculares que desarrolla el pma.

La postura conceptual y los intereses de investigacion respecto a
la educacion estadistica del equipo EdEst han evolucionado a lo largo
de este tiempo. Inicialmente, debemos sefialar que los intereses de
investigacion asociados a los procesos de enseflanza y aprendizaje de
la estadistica no han sido exclusivos de la comunidad de educadores
matematicos. La preocupacion por cuestiones didacticas y de formacion
de profesionales y usuarios de la estadistica ha merecido la atencién de
los mismos estadisticos y de psicologos interesados en investigaciones
sobre el razonamiento estocastico® (Batanero y Godino, 2005). Asi, las
primeras influencias conceptuales que fundamentaron el trabajo de
nuestro equipo provienen de enfoques de investigacion de corte psico-
légico sobre el razonamiento en contextos de decision ante la incerti-
dumbre, asi como de literatura sobre investigaciéon educativa, como la
recogida en los 1coTs." Sin embargo, la obvia necesidad de la educacion
estadistica dentro de nuestra comunidad de educadores matematicos
también ha contribuido e influenciado los intereses de investigacion del
equipo EdEst.

En los primeros trabajos de investigacion, y desde una pers-
pectiva principalmente cognitiva, prestamos atencion al estudio del
contexto social y cultural, del conocimiento y de las actitudes hacia
la educacion estadistica, de profesores en ejercicio y en formacion y
de estudiantes de secundaria (Ferndndez, Sarmiento y Soler, 2008a).
En estas investigaciones los instrumentos de indagacién se basaron
principalmente en la construccién de pruebas de conocimientos y de

I3 El término estocdstico hace referencia tanto a lo estadistico como a lo probabilistico.

|4 El International Conference on Teaching Statistical (icots) es el principal evento de
investigacion sobre la educacion estadistica, que se realiza cada cuatro afios y es
patrocinado por la International Association of Statistical Education (IASE).
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actitudes, aplicadas a los sujetos de la muestra, las cuales se eligieron
mediante métodos de muestreo probabilistico. Por otra parte, para
la formulacion de preguntas en las pruebas adoptamos elementos de
trabajos como los recogidos en Kahneman, Slovic y Tversky (1982),
que abordan asuntos como el razonamiento correlacional, inferencial
y la probabilidad condicional, entre otros. Al respecto, en el proyecto
titulado Conocimiento estadistico y probabilistico de profesores de
educacion bdsica y media (bMA-014-06)," que desarrollamos en 2006
y 2007 (Fernandez, Sarmiento y Soler, 2008b), los items de las encues-
tas aluden a las llamadas heuristicas de razonamiento estocastico, es
decir, a estrategias inconscientes que reducen la complejidad de un
problema probabilistico, suprimiendo parte de la informacion, y que
frecuentemente ayudan a obtener una solucién aproximada, pero
que también producen, en muchos casos, sesgos en las conclusiones
obtenidas, que tienen implicaciones en las decisiones tomadas. Asi,
en esta primera etapa de trabajo reconocimos la importancia de los
estudios de corte psicoldgico, que cambiaban el modelo de razona-
miento y actuacion del ser humano acorde a la légica formal por el
de concebirlo como un decisor que acta de acuerdo con un sistema
de razonamiento. No sobra sefialar que los resultados de esta inves-
tigacion tuvieron incidencia en los trabajos de grado de Zambrano y
Palacios (2009), Aldana y Vargas (2008), Camacho y Landazuri (2009)
y Amaya y Espitia (2007).

En la comunidad internacional la mayor presencia de la estadis-
tica en las escuelas, la discusion sobre los contenidos curriculares para
esta disciplina, la necesidad de conceptualizar la idea de razonamiento
estocastico y de darle sentido al significado y comprension de los obje-
tos de la estadistica y la probabilidad, asi como los problemas relativos
a las metodologias de ensefianza y la formacién y motivacion de los
profesores, han transformado paulatinamente los enfoques tedricos

|5 Realizado con apoyo financiero del Centro de Investigaciones de la Universidad
Pedagdgica Nacional (ciup) y el Departamento de Matemiticas de la Universidad
Pedagdgica Nacional.
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para investigar, los cuales se movilizan desde una perspectiva acentuada
en lo cognitivo hacia enfoques donde también se tienen en cuenta lo
sociocultural y critico.

Asi, en una siguiente etapa de trabajo de nuestro equipo hay un
acercamiento a la metodologia basada en la investigacion de disefio,
que llevé ademads a tomar consciencia de cambios emergentes en
cuanto a la relacion entre la teoria y la practica. En las aproximacio-
nes tradicionales, como la epistemologia positivista, la practica esta
subordinada a la teoria, que se considera superior, y los profesores son
consumidores de los resultados de investigaciones realizadas fuera
de sus clases. En contraste, surge una vision que enfatiza la relacion
reflexiva entre las dos, segtin la cual se postula que la teoria emerge de
la practica y la realimenta para guiarla (Cobb, 2000). Esta idea tiene
dos implicaciones en nuestra mirada sobre la investigacion educativa:
la primera, advertir la brecha que existe entre la practica de la investi-
gacion y la practica de la ensefianza bajo el paradigma positivista, en
el que cabe el primer proyecto de investigacion del equipo EdEst; y la
segunda, reconocer la necesidad de movernos a la nueva vision.

Pasamos asi de enfocar la atencion en estudios sobre la descrip-
cién del razonamiento estocastico de profesores y estudiantes, a reali-
zar intervenciones en el aula basados en la metodologia “Investigacion
de disefio”, concretada en experimentos de ensefianza. Empezamos en
la escuela, con estudiantes de sexto a décimo grado, con el proyecto
de investigacion titulado Experimentos de ensefianza para el desarrollo
de razonamiento estadistico con estudiantes de secundaria (DMA-081-
08)'¢ realizado en 2008 y 2009 (Fernandez, Andrade y Sarmiento,
2010). En este proyecto acogimos la propuesta de Canada (2004) de
considerar tres escenarios de la estocéstica para aproximarse al estu-
dio de la variacién: situaciones de conjuntos de datos, situaciones de

|6 Realizado con apoyo financiero del Centro de Investigaciones de la Universidad
Pedagdgica Nacional (ciup) y el Departamento de Matemiaticas de la Universidad
Pedagdgica Nacional.
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muestreo y situaciones de probabilidad, para los que se elaboraron
secuencias de instruccién que fueron trabajadas con los estudiantes.

Después, en la misma ténica de trabajar con base en experimen-
tos de ensefianza, realizamos otros tres proyectos de investigacion. El
primero de ellos, desarrollado en 2010 y 2011, fue titulado Variacién
y disefio de experimentos de ensefianza para la educacion estadistica
(DMA-203-10)" (Fernandez, Andrade y Sarmiento, 2012). El trabajo se
centr6 en el ambito universitario, en el marco de los cursos de proba-
bilidad y estadistica que se imparten como parte del plan curricular de
la Licenciatura en Matematicas de la UPN. A pesar de que los escenarios
relativos a situaciones de conjuntos de datos, muestreo y probabilidad
fueron definidos también como centro de labor para este proyecto, la
debilidad de los resultados previos en el escenario de situaciones de pro-
babilidad motivé considerar como prioritario el trabajo en probabilidad.
De hecho, en los cursos de probabilidad por lo general los estudiantes
revelan dificultades con varios de los temas que se estudian, entre los que
resalta la variable aleatoria, no solo por el poco sentido que tiene para los
estudiantes, sino también por la ausencia de significacion que los docentes
muestran al respecto. El balance de las consultas de literatura, realizadas
para profundizar sobre la didactica en cuestion, revelé que de manera
generalizada la ensefianza enfocada de la variable aleatoria se reduce a su
presentacion a través de una definicion funcional y al uso instrumental de
la distribucion de probabilidades asociada a la variable aleatoria, sin que
la definicion en cuestion se profundice ni se ponga en préctica. En conse-
cuencia, al conjeturar en nuestro equipo que esta comprension limitada
de la varjable aleatoria constituye uno de los obstaculos en el desarrollo de
razonamiento y pensamiento estadistico, se precisé la variable aleatoria
como concepto a abordar en el proyecto, sin dejar de lado la variaciéon que
subyace en el trabajo en educacion estadistica.

|7 Realizado con apoyo financiero del Centro de Investigaciones de la Universidad Peda-
gogica Nacional (ciup) y el Departamento de Matemdticas de la Universidad
Pedagdgica Nacional.
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La investigacion acerca de la ensefianza y el aprendizaje de la pro-
babilidad continud con el proyecto titulado Experimentos de ensefianza
y razonamiento estadistico en situaciones de probabilidad e inferencia
estadistica (DMA-328-12),'® realizado en 2012 (Ferndndez, Andrade y
Alvarez, 2013). El trabajo consolidado hasta el momento con la variacion,
la variable aleatoria y la probabilidad (Fernandez, Andrade y Sarmiento,
2010, 2012 y 2013) puso de manifiesto la necesidad de continuar explo-
rando las conexiones entre la probabilidad y la estadistica en la ensefianza.
Los vinculos que se pudieron establecer entre estas dos reas en torno a
la variable aleatoria nos llevaron a considerar los intervalos de confianza
como otro concepto de la inferencia relacionado también con la proba-
bilidad y de alguna manera con asuntos primordiales de la estadistica
descriptiva. Desarrollamos entonces una intensa y profunda relacién al
respecto que enriquecid la propuesta de la secuencia de instruccién, y
determinamos que la nocién de nivel de confianza asociada al intervalo
de confianza era particularmente problematica. Elaboramos asi una pri-
mera version de tal secuencia, pero por razones de tiempo no fue posible
implementarla. Empero, llevamos a cabo un trabajo de campo con una
prueba piloto de esta version, con estudiantes de un curso de estadistica
de la Licenciatura en Matematicas, cuyos resultados permiten afinar las
tareas planteadas en la secuencia de instruccidn.

La investigacion que dio continuidad al proyecto anterior, deno-
minada Nocidon de intervalo de confianza con estudiantes universitarios
(DMA-354-13)" (Ferndndez, Andrade y Alvarez, 2014), comenzé
con la identificacion de las concepciones de los estudiantes frente a
la nocidén de nivel de confianza, para estar en capacidad de describir
cémo dichas concepciones evolucionarian a través del desarrollo de

I8 Realizado con apoyo financiero del Centro de Investigaciones de la Universidad
Pedagdgica Nacional (ciup) y el Departamento de Matemdticas de la Universidad
Pedagdgica Nacional.

|9 Realizado con apoyo financiero del Centro de Investigaciones de la Universidad
Pedagdgica Nacional (ciup) y el Departamento de Matemiticas de la Universidad
Pedagdgica Nacional.
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la secuencia de instruccién. Se incorpor6 el uso de tecnologia en la
secuencia de instruccién, que fue definitivo para aportar a la com-
prension de los estudiantes. Con la idea de contar con informacién
sobre el trabajo de cada estudiante, y su posible evolucién, se opt6
por trabajar con la metodologia de estudios de caso combinada con la
metodologia de experimentos de enseflanza que habia sido constante
en proyectos previos del equipo de investigacion, y hacer asi un segui-
miento cuidadoso solo de pocos estudiantes.

Un balance de la planeacién y desarrollo de las secuencias de
instruccién elaboradas de 2008 a 2013 confirma que dichas secuen-
cian acogen pautas para la ensefianza en concordancia con las esta-
blecidas por el NcTM (2000) y que algunas secuencias, ademas, tienen
componentes de la teoria denominada cambio conceptual, descrita
por Vosniadou (2002). También corrobora que la distincién entre los
constructos alfabetizacion, razonamiento y pensamiento estadistico,
que se elabora a través de precisar indicadores de aprendizaje rela-
tivos a los conceptos estadisticos para cada uno de tales constructos,
emerge como marco interpretativo que no solo permite el analisis e
interpretacion del aprendizaje ocurrido en clase, sino que aporta a la
formulacién de las secuencias de instruccion. De alguna manera estos
marcos corresponden a la recomendacion de autores como Cobb
(2000), de construir un marco interpretativo para el experimento de
enseflanza. Finalmente, el balance despliega el trabajo simultaneo
de elaboracion de indicadores de niveles de competencia estadistica
consonantes con el desarrollo de taxonomias, en especial con la
taxonomia Structure of the Observed Learning Outcome (soL0), para
caracterizar el pensamiento de los estudiantes reflejado en respuestas
a las tareas propuestas.

Luego de desarrollar cinco proyectos de investigacion y de ase-
sorar mds de una treintena de trabajos de grado sobre diversas tema-
ticas de estadistica y probabilidad, durante nueve aios, el equipo de
investigacion EdEst decidi6 hacer un alto para revisar los resultados
y alcances logrados. Concluimos que los resultados de investigacion
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obtenidos habian sido difundidos y reconocidos pero que quizas no
habian tenido la trascendencia deseada en los estudiantes. Por ello,
planteamos la necesidad de establecer nuevos derroteros que orienta-
ran el trabajo del equipo y su agenda de investigacion.

En esta nueva etapa de trabajo se configuran los proyectos de
investigacion titulados Panorama de la investigacion en educacion
estadistica (DMA-014-06) y La investigacion en educacién estadis-
tica en el DMA-UPN: una mirada para transformar (DMA-428-16)%
(Fernandez, Andrade y Alvarez, 2016 y 2017). En el primero de estos
proyectos elaboramos un panorama acerca de la investigacién en edu-
cacién estadistica a partir de la revision de una muestra representativa
de disertaciones de nivel doctoral, con la idea de ampliar el horizonte
con base en las tendencias actuales de investigacion, de manera que
incidiera en la reformulacién del trabajo investigativo del equipo.
El desarrollo de la investigacion se fundamenta en la definicién de
una estructura de categorias para el examen, analisis, caracterizaciéon
y clasificacion de las disertaciones. Estas categorias se refieren a los
enfoques tedricos que orientan y guian la labor investigativa en los tra-
bajos doctorales; a los temas objeto de atencién en la accién educativa
y por tanto que son centro de la pesquisa investigativa; a los sujetos
o focos de interés en donde recae la investigacion; a principios de los
marcos metodoldgicos que respaldan el trabajo de indagacion subya-
cente a las disertaciones, y a ideas de la didactica y de la pedagogia que
emergen de las investigaciones y que pueden aportar a la enseflanza y
al aprendizaje de la estadistica y de la probabilidad. La metodologia de
investigacion adoptada para el proyecto mezclé métodos cualitativos
y cuantitativos que fueron provechosos en al menos dos sentidos:
por un lado, el paradigma cualitativo hermenéutico posibilité la
accion interpretativa de los trabajos doctorales, que complement? la
generacion de las categorias de analisis. Por otro lado, el manejo y la

20 Ambos proyectos fueron realizados con apoyo financiero del Centro de
Investigaciones de la Universidad Pedagdgica Nacional (ciur) y el Departamento de
Matematicas de la Universidad Pedagdgica Nacional.
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utilizacién de métodos cuantitativos basados en recuentos estadisti-
cos de frecuencias facilitaron la descripcién de diferentes tendencias
respecto a los asuntos investigativos en esta area y el afinamiento y la
seleccion de una pequeiia muestra de juicio de disertaciones que se
constituyeron en insumos de estudio.

También con el dnimo de definir caminos hacia el futuro con
base en una mirada reflexiva al trabajo realizado hasta el momento
contrastado con las tendencias internacionales, el segundo proyecto de
esta etapa siguid lineamientos similares a los realizados en el proyecto
anterior. Abordamos también una revision documental pero esta vez
de la produccién documental del equipo EdEst desde 2006, en torno
a los proyectos de investigacion apoyados por el c1up y a los trabajos
de grado sobre Educacion Estadistica realizados por estudiantes de
los tres programas del Departamento de Matemadticas: licenciatura,
especializacién y maestria, bajo la direccién del equipo EdEst.

Aportes conceptuales

Los principales aportes conceptuales del equipo EdEst que surgen en
el ejercicio de indagacion, tanto en varios proyectos de investigacion
apoyados por el crup, como en los trabajos de grado dirigidos, se

bosquejan a continuacién.

Alfabetizacién, razonamiento y pensamiento estadistico

Con el animo de definir los tres constructos que conforman el
nombre del enfoque “Alfabetizacion, razonamiento y pensamiento
estadistico”, algunos autores han precisado acciones propias de cada
uno, pero su conceptualizaciéon continua en expansién y debate.
Esta perspectiva pretende distinguir entre los procesos, habilidades
y competencias involucrados en cada uno de estos constructos para
asi promover su desarrollo en los estudiantes. En la investigacion
doctoral a nivel internacional el enfoque tedrico “Alfabetizacion,
razonamiento y pensamiento estadistico”, que subyace el trabajo
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respecto a la enseflanza-aprendizaje de la estocastica, es uno de los
més empleados (Andrade, Fernandez y Alvarez, 2017). De manera
similar, en la mayoria de los proyectos de investigacion desarrollados
por el grupo EdEst y en buena parte de los trabajos de grado dirigidos,
es el enfoque que mas atencion ha recibido.

El trabajo del grupo EdEst concerniente a este enfoque de la
“Alfabetizacion, razonamiento y pensamiento estadistico” ha enfren-
tado la necesidad de concretar la caracterizaciéon y la de establecer
relaciones entre estos tres constructos. Optamos entonces por seguir la
propuesta de delMas (2002), quien especifica verbos particulares para
orientar lo que se requiere que el estudiante comprenda o demuestre en
el desarrollo de cada constructo, generando posibles distinciones entre
las acciones que los identifican. Asi, la labor del equipo se encamina
a la definicion de indicadores particulares diferenciados para cada
uno de los tres constructos y dirigidos a la comprension de cada idea
de la estocastica abordada en los proyectos. Dichos indicadores han
estado dirigidos tanto a la constatacion del aprendizaje como a apoyar
el disefio y afinacion de las secuencias de instruccion, en un proceso
dindmico que a su vez contribuye a perfeccionar los mismos indicado-
res. Estos indicadores emergen de ahondar en la conceptualizacién de
las nociones estadisticas (Fernandez y Andrade, 2010) y trascienden
propuestas mas usuales como las de los estdndares de competencias
bésicos propuestos por el Ministerio de Educaciéon Nacional (MEN)
(2006). Se cuenta, por consiguiente, con conjuntos de indicadores
que caracterizan los constructos en cuestion, relativos a diferentes
ideas de la estadistica y la probabilidad, los cuales no necesariamente
implican el desarrollo de alfabetizacion, razonamiento y pensamiento
estadistico en los estudiantes, pero si permiten determinar y cualificar
los avances de manera conectada. Asi, es posible identificar, en la
resolucion de una misma tarea, indicadores asociados a diferentes
constructos; es decir, una misma evidencia podria servir para argu-
mentar el desarrollo de alfabetizacién o razonamiento. Cabe anotar
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que la asignacién de verbos produjo, casi siempre, caracterizaciones
muy sintéticas del pensamiento estadistico.

Investigacidn de disefio y experimentos de ensefianza

En varios de los proyectos realizados por el equipo EdEst, con la meto-
dologia de investigacion llamada “Investigacion de disefio” y en parti-
cular con los experimentos de ensefianza,” la elaboracion de secuencias
de instruccién que abordan conceptos de la estocastica ha estado funda-
mentada, en primer lugar, por la exploracion obligada de los contenidos
estocasticos que se tratan, la cual ha ampliado su comprension y sus
relaciones con otras nociones, clarificando su estructura conceptual,
En segundo lugar, por la didactica relativa a los contenidos tratados,
lo cual ha posibilitado considerar concepciones erradas y obstaculos de
aprendizaje como punto de partida, delinear trayectorias hipotéticas
de aprendizaje, involucrar ideas para que los estudiantes aprendan a
su propio ritmo, incluir la teorfa de cambio conceptual, para que los
estudiantes cuestionen su conocimiento y sean conscientes de sus con-
cepciones parciales o erradas para reconceptualizarlas. En tercer lugar,
por la interaccién cercana y permanente alcanzada entre los profesores
de las clases y el equipo de investigacion, durante los experimentos
de ensefianza, dirigida a analizar como se materializan o transforman
las hipoétesis de aprendizaje sugeridas, como planear la actuacion del
profesor en la clase, como modificar y continuar la ensefianza con base
en los aciertos y que dificultades se presentan.

Las secuencias de instruccion construidas se pueden implemen-
tar en espacios académicos de diversos niveles de escolaridad y contri-
buyen a la reflexién conceptual en diferentes frentes de la educacién

21 Los experimentos de ensefianza caben dentro del paradigma de la “Investigacion
de disefio” y por lo tanto se presentan como una metodologfa cuyo principal pro-
pdsito no es evaluar la efectividad del disefio de instruccién que se formuld con
anterioridad, sino probar y modificar conjeturas hechas sobre el aprendizaje de los
estudiantes en clase. Este proceso mejora, a su vez, el disefio de instruccién (Cobb,
Confrey, DiSessa, Lehrer y Schauble, 2003).
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estadistica. Ademas, la evolucién del equipo de investigacién alcanza
reconocimientos importantes con respecto a principios teéricos que
caracterizan la investigacion de diseiio y el enfoque tedrico de la
alfabetizacion, razonamiento y pensamiento estadistico, trabajados en
conjunto por el equipo EdEst.

De una parte, el objetivo de la metodologia de investigacion de
disefio estd claramente centrado en el desarrollo de teorias acerca del
aprendizaje, a partir de probar hipétesis o conjeturas hechas sobre el
aprendizaje de los estudiantes en clase. Por su parte, el enfoque de
“Alfabetizacién, razonamiento y pensamiento estadistico” se dirige
mas a propiciar el desarrollo de estos constructos en los estudiantes, en
lugar de fomentar una comprension procedimental. Por consiguiente,
se centra en llevar a cabo acciones especificas que los promuevan. Asi,
aunque en la literatura no se encuentran recomendaciones explicitas
sobre no trabajar de manera conjunta ese enfoque con esa metodologia
de investigacion, no sorprende que, por sus prop6sitos distintos, en el
ambiente internacional haya una desvinculacién entre ellos. En efecto,
en disertaciones doctorales de varios paises, que fueron revisadas, la
utilizacién de ese enfoque no estd ligada a investigaciones enmarcadas
bajo la metodologia de investigacion de disefio.

La inferencia estadistica y la probabilidad

Con respecto ala variable aleatoria, los estudios de indole epistemologica
reportados en Ruiz (2006) destacan dos paradigmas: una perspectiva
de magnitudes aleatorias que restringe y concibe la variable aleatoria
como un fendmeno aleatorio de resultados numéricos, y una aproxi-
macion de variables aleatorias de la que emerge el caracter funcional de
la variable aleatoria. La comprensién conceptual ganada por el equipo
EdEst acerca de la variable aleatoria confirma la vigencia de estas dos
concepciones de la variable aleatoria en la educacién. Es claro que la
concepcion de la variable aleatoria como magnitud, con nombre propio
como la binomial o la hipergeométrica, no impide que se tenga éxito
en la solucién de los problemas tipicos de probabilidad presentados
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en libros de texto. Sin embargo, no considerar el caracter funcional de
la variable aleatoria si genera dificultades en los estudiantes cuando
se enfrentan a situaciones que son tan comunes a los textos escolares,
como las que surgen en contextos de muestreo estadistico.

Ademas, la significativa relacién de la variable aleatoria con
los conceptos de espacio muestral y experimento aleatorio que se ha
podido determinar, muestra que en el aprendizaje los estudiantes, atin
después de puntualizar los posibles resultados del experimento aleato-
rio, no reconocen el espacio muestral como el conjunto conformado
por ellos (Fernandez, Andrade y Sarmiento, 2013), quizds porque a
pesar de conocer la definicion de espacio muestral es usual que en
muchas situaciones de ensefianza se sefiale el conjunto de valores de
la variable aleatoria como el espacio muestral. Se advierte entonces
que abordar el célculo de probabilidades a partir del espacio muestral
constituido por los puntos muestrales, para las situaciones donde el
nimero de posibles resultados es finito y moderado, no solo facilita
la asignacién de probabilidades sino que contribuye a la comprension
de los estudiantes relativa a dichas probabilidades, pues pueden notar
el papel del espacio muestral en dicho célculo, por ser equiprobable y
porque es posible comprobar que esos son los nimeros que intervie-
nen en el calculo y si la probabilidad calculada es correcta.

Proyeccion

La preeminencia encontrada a nivel investigativo internacional del
enfoque tedrico de la alfabetizacién, razonamiento y pensamiento
estadistico, la necesidad manifiesta de la educacion de persistir en el
desarrollo de razonamiento estadistico y la convergencia de tal enfoque
con ideas de la educacién matematica critica, llevan a nuestro equipo
a reconsiderar el empleo del enfoque “Alfabetizacién, razonamiento
y pensamiento estadistico”, esta vez en conjunto con la perspectiva
critica, como camino plausible para la investigacion educativa en
estadistica. Proyectamos, entonces, dar un giro a los planteamientos
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tedricos que sustentan tanto la investigacion sobre la ensefianza y el
aprendizaje de la estadistica como las propuestas de clase que surgen
del proceso de indagacién, con la incorporacion paulatina de elemen-
tos de la educacion matematica critica.

La complejidad de los principios de la educacién matematica
critica y el difundido reclamo acerca de la necesidad de consistencia
con los métodos de investigacién ponen sobre la mesa repensar esos
métodos y profundizar en el estudio de dichos principios, los cuales
solo se iran aclarando a medida que se vaya desarrollando investiga-
cién al respecto.

Esperamos, ademas, que este trabajo contribuya a la construc-
cidén de la disciplina emergente de la educacion estadistica critica, en
la que autores como Campos (2016) y Oliveira (2010), entre otros, han
ya abonando terreno.

Seccidén 3: Equipo “Diversidad, educacion
matematica y subjetividades”

Balance analitico

El equipo “Diversidad, educacién matematica y subjetividades”
(Edumadys)* se constituy6 hace unos doce anos por integrantes del
grupo Didéctica de la Matematica. Dichos integrantes tenian un interés
inicial en la ensefianza y el aprendizaje del célculo y poco a poco fueron
virando su ejercicio investigativo hacia una vision critica y politica de
la educacién matematica. La perspectiva actual esta centrada en cues-
tionar la narrativa de la (in)clusién y la promesa de un mejor futuro,
con la que se ha configurado el poder de la educacién matematica en
la formacién de la ciudadania moderna. Asumimos que la educacién

22 En el afio 2018, el equipo Edumadys estd conformado por los profesores Gloria
Garcia, Claudia Salazar, Gabriel Mancera, Francisco Camelo y Julio Romero.
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matemdtica y el aprendizaje de las matematicas son practicas sociales
complejas constituidas en una multiplicidad de contextos, los cuales
tienen resonancia en las formas como la ensefianza y el aprendizaje
se realizan en las aulas. Asi, resignificamos la nocion de escenarios de
aprendizaje (Alre, Skovsmosey, Valero, 2005) como nocién que hace
posible identificar dimensiones interdependientes y relevantes nece-
sarias para una mejor comprension acerca de cémo la inclusién en el
aprendizaje de las matematicas estd implicada en la inclusién cultural
y social. Con especial énfasis hemos realizado estudios empiricos para
montar escenarios de aprendizaje inclusivos (Garcia, 2015) en clases
de matematicas donde la participacion es evidente y estd relacionada
con las posibilidades de inclusién social. Nuestros intereses por estu-
diar y comprender los procesos de (in)exclusion en la escolarizacion
de las matematicas comprenden estudios sobre el funcionamiento del
curriculo de matematicas como una tecnologia de gobierno y sobre
las practicas de evaluacion de las matematicas, reinstalando el caracter
histérico y culturalmente determinado que supone la escolarizaciéon
obligatoria de las matematicas.

En los doce afios de trabajo en este enfoque hemos desarrollado
tres proyectos de investigaciéon colaborativamente con profesores
y estudiantes en formacion inicial y continuada de profesores de
matemdticas. Nuestras experiencias investigativas se han situado en el
contexto de practicas educativas con las matemdticas en instituciones
de educacién basica y media ubicadas, casi todas, en zonas llamadas
de riesgo social. Cada experiencia investigativa y pedagdgica ha sido
completamente distinta pues cada contexto ha implicado comprender
las caracteristicas propias de la comunidad institucional, sus practicas
y sus problematicas en relacién con la organizacién curricular de la
institucion educativa. Esto nos ha permitido identificar situaciones
sociales y culturales que permean las intenciones de estudiantes y
profesores (Mancera, Camelo, Salazar, Valero, 2012). En lo que sigue,
exponemos un balance analitico sobre las investigaciones y direccio-

nes de tesis asociadas.
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Entre el 2003 y 2006 iniciamos la reflexion sobre las practicas
de evaluacién de las matematicas® y su comprensién como uno de
los dominios implicados en estrategias de gobierno, en la medida en
que el nexo entre el conocimiento matematico y las capacidades del
individuo se constituyen en tecnologias para responder por la produc-
cién de una objetivacion cognitiva individual acorde con la formacién
del recurso humano que demanda el proyecto educativo moderno. La
adopcioén del discurso psicoldgico en el estudio de la ensefianza y el
aprendizaje de las matematicas ha permitido construir una visién del
estudiante como sujeto cognitivo universal cuya “actividad cognitiva”,
localizada en su interior, es central en la adquisicion de estructuras
conceptuales y relaciones matematicas. Este discurso es compaginado
con la premisa del desarrollo lineal en el proceso de aprendizaje. Con
estos referentes, las practicas de evaluacion parecen producir sola-
mente sujetos cognitivos objetivados al mismo tiempo que establecen
las normas sobre el estudiante exitoso y sobre quien no lo es (Garcia
y Montejo, 2012). Mientras las normas cognitivas provienen de
regulaciones institucionales y nacionales (en la mayoria de los casos
publicos), las valoraciones sobre las actuaciones matematicas que se
consideran validas en la clase son implicitas. Estas valoraciones esta-
blecen un orden social en las relaciones entre profesor y estudiantes y
entre estudiantes y entretejen relaciones de poder en el aula. Es en este
sentido que el discurso de la evaluacién autoriza o desautoriza, legitima
o deslegitima, incluye o excluye. En consecuencia, lo que se aprende
de matemaiticas en el aula no solo tiene que ver con la compresion
o la competencia matematica, pues también se aprenden actitudes,
disposiciones y sensibilidades hacia las matematicas. Este enfoque del
estudio del poder y sus efectos en las practicas de evaluacién en el

aula nos permitié comprender las formas y los diversos usos como

23 Entre el 2003 y 2005 desarrollamos el proyecto Modelos y prdcticas de evaluacién en
la educacion bdsica. El caso del campo multiplicativo con el apoyo de Colciencias y la
Universidad Pedagdgica Nacional, proyecto en el cual participaron tres estudiantes
de la Maestria en Docencia de la Matemdtica, de la Universidad Pedagdgica Nacional.
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profesores y estudiantes construyen y definen sus propios ambitos y
categorias de bueno o malo para el aprendizaje de las matematicas.

Al integrarnos al estudio que realizaban redes de maestros de
matemdticas (del sector rural y ubicadas en zonas de riesgo social)
sobre la indiferencia, rechazo y ciertas modalidades de resistencia de
un considerable nimero de estudiantes hacia el aprendizaje de las
matemdticas (incluyendo el ausentismo), problematizamos el desin-
terés por el aprendizaje a partir de las intenciones de los estudiantes
(Camelo, Penaloza, 2009). En los contextos rurales, las intenciones y
las perspectivas de futuro expresadas por los estudiantes (ser alguien
en la vida, tener trabajo y conseguir algo) ponen de presente referentes
complejos de orden social y cultural. Mientras para algunos profesores
el desinterés de los estudiantes narra las condiciones de vida cultural y
social de los jovenes, para la mayoria de los estudiantes el aprendizaje
de las matemdticas es fuente de exclusion social.

Entre los afios 2007 y 2009 integramos un equipo con profesores
de un colegio publico urbano para reinventar el curriculo de matema-
ticas, colaborativamente, con una posicion politica que apostaba por
el cambio y la inclusion en la escuela al posibilitar la construccion de
subjetividades sociales.?* Con la nocidn escenario de aprendizaje como
herramienta tedrica y metodoldgica para la investigacion acerca del
aprendizaje en contextos complejos de in(exclusion) articulamos las
siguientes dimensiones: intencionalidades y disposiciones de los estu-
diantes; politicas del conocimiento matematico; contenido matematico
del aprendizaje; interacciones entre profesor y estudiantes y entre
estudiantes, y materialidad del aprendizaje. Movilizamos posibilidades
de relacionar la dimensidn epistemoldgica del eje del conocimiento
matematico y el eje de constitucion de nuevas subjetividades con temas

24 Entre el 2007 y 2009 desarrollamos la investigacion Reinventando el curriculo y los
escenarios de aprendizaje de las matemdticas. Un estudio desde la perspectiva de la
educacion matemdtica critica con la colaboracién del Instituto para la Investigacion
Educativa y el Desarrollo Pedagdgico de Bogotd (ibep), Colciencias, la Universidad
Pedagdgica Nacional y la Universidad de Aalbor (Dinamarca).
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educativos referentes a situaciones sociales reales cercanas a la vida
social y econdmica. Intentamos, de un lado, articular y legitimar prac-
ticas sociales en las que los estudiantes participan con las matematicas,
y de otro lado, permitir que los estudiantes encuentren motivos para
participar en las diferentes actividades desde diferentes saberes. De este
modo, los estudiantes pueden participar desde diferentes niveles y con
diferentes roles en las actividades, aun si sus habilidades matematicas
son bastante diferentes. Las matematicas se esconden tras estructuras
y situaciones, el conocimiento matematico se centra en el uso y su
importancia radica en las consecuencias éticas y sociales. El escenario es
organizado en diferentes escenas. Cada escena es compuesta por dife-
rentes estrategias pedagdgicas para ofrecer flexibilidad en los procesos
de participacion en las actividades matematicas y estd soportada por un
conjunto de recursos educativos que incluyen recursos tecnolégicos y
materiales didacticos. Los escenarios de aprendizaje incluyen la apertura
a las formas de organizacién de los tiempos y de los espacios escolares
definidos para el aprendizaje.

En el montaje del escenario “Espacialidad” nos basamos en
resultados de estudios empiricos centrados en dos dimensiones: dis-
posiciones e intenciones de los estudiantes y practicas espaciales con
las matemadticas en el contexto social y cultural de los estudiantes. Los
andlisis de las entrevistas y las observaciones nos permitieron estable-
cer, como referente del escenario, los saberes espaciales en las viven-
cias de los estudiantes en relacién con los conocimientos espaciales
que transitan en el curriculo (geografico, ambiental y euclidiano). En
el estudio de los saberes espaciales se incorporaron estrategias como
narraciones y mapas representativos de los espacios sociales (fami-
liares y escolares). Los estudiantes se vincularon colectivamente a las
actividades propuestas exhibiendo diversas habilidades. Lo anterior
ayudo a cambiar las propias visiones de los estudiantes sobre sus posi-
ciones como estudiantes en la clase de matematicas (Valero, Garcia,
Camelo, Mancera y Romero, 2012).
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Es importante destacar que los estudiantes organizaron sus
vivencias espaciales en una red de relaciones, eligiendo referentes rele-
vantes, y construyeron saberes como el sociogeografico y cultural del
barrio donde habitan y donde se localiza la escuela. La aproximacion
realista condujo a que los calculos que debian realizarse adquirieran
significado en relacion con la solucién de cada situacion y a pregun-
tarse si los resultados eran pertinentes o no segtin el contexto.

Con base en los adelantos alcanzados en el montaje de los esce-
narios en la investigacion desarrollada entre 2011 y 2014 buscamos
responder la siguiente pregunta:*® ;Cémo se puede utilizar la nocién
de subjetivacion para comprender los procesos de ensefianza y apren-
dizaje de las matematicas en contextos donde la exclusién (e inclu-
sion) de los estudiantes de la participacion en la clase de matematicas
es muy evidente y esta relacionada con la exclusién (posibilidades de
inclusién) social?

El propésito de la pregunta es reflexionar sobre la posibilidad de
integracién curricular como politica de conocimiento, expresada en
una transversalidad de temas o problemas fuera del universo educativo,
pero cercanos a los intereses o preocupaciones de los alumnos como
centro de organizacién. Lo anterior incluye saberes matematicos vincu-
lados a la vida social, politica y econdmica de los estudiantes.

Los escenarios explorados por estudiantes de la Maestria en
Docencia de la Matematica,” interesados en el enfoque sociopolitico,
se desarrollaron en condiciones naturales de las instituciones y clases
de matematicas. Fueron escenarios con referencias reales, cercanos a
los intereses o preocupaciones de los estudiantes (“Viajar”, “Residuos

» « » o«

solidos”, “No le des la espalda a tu espalda”, “Matematicas y loncheras

25  Estudio del papel de los escenarios y ambientes de aprendizaje de las matemdticas en
los procesos de inclusién en las clases. Colciencias, Universidad Pedagdgica Nacional,
Universidad de Aalborg (Dinamarca) y Universidad Distrital Francisco José de
Caldas. En este proyecto participaron cinco estudiantes de Maestria en Docencia de
la Matemdtica, en la Universidad Pedagdgica Nacional.

26  Martinez (201 1), Parra y Rojas (201 1), Navarrete (2013), Martinez y Péez (2015),
Samboni y Chévez (2015), Gémez (2017).
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saludables”). Las situaciones pusieron de presente una serie de habi-
lidades y competencias culturales de los estudiantes y favorecieron su
interaccién permanente, aunque generaron dificultades con el desa-
rrollo de las organizaciones curriculares institucionales, usualmente
conformadas por piezas de contenidos matematicos identificados
légicamente tanto en el tiempo como en los espacios de aprendizaje
(Salazar, Mancera y Camelo, 2012).

Algunos de los estudiantes posicionados por su valoracién
como “perdedores” participaron con estrategias matemadticas no
sistematizadas por la matematica escolar. Se organizaron por equipos
para “indagar” sobre datos del mundo real (precios, calorias, diversas
medidas), mientras otros se dedicaron a hacer calculos. Las activi-
dades iniciales buscaban el reconocimiento de lo que significa cada
situaciéon como problema complejo, la identificacién de condiciones
y la comprensiéon de principios bésicos, incluidos algunos aspectos
éticos relacionados con cada situacién social. Por ejemplo, en el caso
del escenario “No le des la espalda a tu espalda”, se analizaron las con-
secuencias para la salud que tenia el peso de las maletas escolares en
la espalda. Las actividades inclufan situaciones para usar y desarrollar
habilidades matematicas en acciones como: recolectar informacion,
ilustrar relaciones o correlaciones, identificar dependencias, contar,
medir, elaborar modelos matematicos, construir y analizar graficas,
entre otros.

Un aspecto importante fue el uso de transiciones lingiiisticas
del lenguaje natural a uno matematico. La semdntica del lenguaje
natural permiti6é a los estudiantes hacer interpretaciones y discutir
asuntos normativos. Por ejemplo, en el escenario “Viajar” ellos no
consideraron el supuesto estandar de velocidad constante, pues los
tiempos reales de parada del autobus fueron considerados dentro del
tiempo real del viaje. Esto dio lugar a una grafica discontinua de la
velocidad. Los estudiantes utilizaron las matematicas para describir
las situaciones sociales y, en casi todos los escenarios, los argumentos
que utilizaron estaban validados por la experiencia (comprar celular,
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cargar la maleta, consumir comida chatarra, consumir agua, etc.).
En general, los estudiantes comprendieron las conexiones entre las
relaciones de las magnitudes involucradas en cada situacién social con
modelos simples como la funcién lineal.

Aportes conceptuales

Al asumir la educacion matematica y el aprendizaje de las matematicas
como practicas sociales complejas constituidas en una multiplicidad
de contextos en acciéon hemos mostrado la importancia de incluir, en
el andlisis de los procesos de exclusion, las relaciones entre diversas
dimensiones interrelacionadas de las practicas de educacién matema-
tica que tienen un impacto en aula. Especificamente, mostramos la
importancia de generar ambientes de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas en torno a la nocion de escenarios de aprendizaje como
una posibilidad de generar procesos de identificacion y subjetivacién
entre diferentes estudiantes a quienes la organizacion tradicional de la
clase de matemdticas posiciona como excluidos.

Al asumir que los estudiantes son sujetos constituidos por
intenciones y disposiciones, su participacion en el aprendizaje debe
ser entendida como un acto deliberado, consciente e intencionado
en donde ellos identifican las razones para aprender. Como avances
conceptuales sefialamos: el debilitamiento de los ambientes de apren-
dizaje ordenados y clasificados por las habilidades matematicas de
los estudiantes, la integracion de las subjetividades a las intenciones
curriculares y la exploracion de los procesos de modelaciéon matema-
tica en la educacién matematica bésica.

Con el montaje de los escenarios y de los ambientes de aprendi-
zaje hemos movilizado la relacion entre la dimension epistemoldgica
del conocimiento matematico y el eje de constitucién de las nuevas
subjetividades sociales, especificamente en el nivel secundario de la
educacion colombiana. Consideramos que sin un analisis y cuestio-
namiento al qué de la inclusion estos procesos pueden seguir siendo
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reducidos al ideal del logro de un todo unificado y objetivado en el que
los estudiantes siguen siendo diferenciados a partir de nociones tacitas
de normalidad. O la inclusion puede ser reducida a estrategias meto-
dolégicas para “integrar” o adaptar aquellos estudiantes reconocidos
como “diferentes”. Compartimos que los procesos de exclusion de la
clase de matematicas son procesos politicos puesto que en la mayoria
de los casos los desempeiios de los estudiantes se privatizan y perso-
nalizan a priori, en vez de ser considerados como las oportunidades
de aprendizaje que la estructura escolar, el contexto sociopolitico y
los ambientes de aprendizaje abren para que los estudiantes perciban
oportunidades de aprendizaje (Valero y Garcia, 2012).

Destacamos el trabajo colaborativo entre investigadores, profe-
sores y estudiantes como un espacio para generar un proceso de inno-
vacion y desarrollo del curriculo escolar en matematicas y también de
aprendizaje y de desarrollo profesional de profesores de matematicas,
especialmente en cuanto a la (re)significacion de saberes docentes, a
partir del estudio sobre las practicas escolares con las matematicas.
Es decir, propendemos por generar espacios donde los colectivos de
trabajo entre los profesores del colegio y los profesores de las univer-
sidades puedan encontrarse con la intencidn de diseniar, reflexionar
y constituir una propuesta para entender la investigacion, la practica
de la ensefanza, el curriculo, la institucién educativa, la innovacién
ligada a la reflexion colectiva sobre la practica y al desarrollo centrado
en la misma escuela (Camelo y Pefialoza, 2009).

Proyeccion

Nuestra linea de investigaciéon nos impone el reto de participar en
estructuras organizativas para consolidar redes académicas de investi-
gacion en temas como educacién matematica, equidad y diversidad, y
crear nuevas formas de relacidn, como las redes tematicas, para abor-
dar cuestiones relacionadas con equidad y diversidad en educacion.
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A nivel conceptual, nos proponemos profundizar en las nocio-
nes de escenarios de aprendizaje y ambientes de aprendizaje, como
herramientas tedricas y analiticas para acercarnos a las relaciones
dialécticas entre diversas dimensiones de la practica de la educacién
matematica y aportar asi a las teorizaciones sobre el aprendizaje de las
matematicas en contextos de exclusion. Esperamos profundizar tam-
bién en el papel de la modelacion, centrandonos en enfoques temati-
cos basados en una epistemologia de uso de las matematicas escolares.
Pondremos de relieve el papel de la modelizacién en la comprension
del papel de las matematicas en situaciones sociales relacionadas con
el ambiente, la economia y el consumo.

En nuestros proyectos buscaremos profundizar en el rescate de
la subjetividad en la educacion matematica secundaria, configurada
sobre posibilidades epistemolégicas y politicas que puedan trans-
forman los curriculos y las didacticas de las matematicas escolares.
Un aspecto importante y necesario serd trabajar con profesores en
formacion inicial y continuada para desestructurar las barreras ins-
titucionales, epistemologicas, psicosocioldgicas y culturales sobre el
desconocimiento de proyectos interdisciplinarios que vinculen a las
matematicas.

Balance general

El recorrido descrito por cada uno de los equipos que conforman el
grupo Didactica de la Matematica permite identificar como ntcleo
comun, que ha mantenido unido a sus integrantes, una visiéon del
aprendizaje de las matematicas como un asunto complejo que tiene
diversas aristas que atender. En los diferentes proyectos de investi-
gacioén adelantados por los tres equipos procuramos interrogar el
aprendizaje de las matematicas bajo diversas perspectivas que han ido
marcando la pauta de la investigacion en educacion matematica a nivel
internacional y que permean la investigacion hecha en Colombia.
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En el proceso de convertirnos en investigadores, a partir de un

propdsito investigativo inicial comun, los integrantes del grupo fuimos

diversificando y especializando intereses, asi como agrupandonos en

equipos seguin las dindmicas profesionales de cada uno, con el objetivo

de profundizar en dominios matematicos y fenémenos involucrados

en el aprendizaje y la enseflanza de las matemadticas. Sin embargo,

hemos procurado una sana interaccién como grupo, lo cual que nos

ha permitido apoyarnos y fortalecernos mutuamente, respetando la

diversidad de enfoques.

Los aportes del ejercicio investigativo a la comunidad y su

impacto en el pais se resumen en:

La participacion en el desarrollo de politicas publicas, inclui-
do el aporte a la formulacién de los lineamientos curriculares
para el area de matematicas (MEN, 1998); la participacién en
la construccién de los estindares basicos de competencias
matematicas (MEN, 2006); comentarios criticos a dos versio-
nes de Derechos Basicos de Aprendizaje (MEN, 2015), y cues-
tionamientos a las politicas educativas de inclusién para las
matematicas escolares.

La formacion de profesores de matematicas inicial y con-
tinuada, con la formulacién de espacios académicos para
los programas de pregrado y postgrado de la Universidad
Pedagégica Nacional; la asesoria a otras universidades
para la apertura de programas de postgrado (Universidad
de la Amazonia, Universidad del Chocd, Universidad del
Magdalena, Universidad de los Llanos); la direccion de traba-
jos de grado y tesis; la vinculacién de estudiantes y profeso-
res en proyectos de investigacion; la participacién con cursos
cortos y conferencias en diferentes universidades del pais, y la
produccion de textos escolares.

La participacién de los integrantes del grupo en diferen-
tes eventos que convocan a la comunidad de educacion
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matemadtica (Encuentro Colombiano de Matemética Educativa,
Encuentro Colombiano de Educacion Estadistica, Encuentro
de Geometria y sus Aplicaciones, encuentros regionales de
educacion matematica, etc.).

» Lapublicacién de resultados de investigacion en libros (Grupo
Interno de Trabajo Editorial de la Universidad Pedagogica
Nacional, Fondo Editorial de la Universidad Distrital,
Editorial Grao) y revistas cientificas tales como Educational
Studies in Mathematics, Boletim de Educagdo Matemadtica
(Bolema), Ensefianza de las Ciencias, Educacién Matematica,
ReLime, Epsilon, Voces y Silencios, Lecturas Matemadticas,
Tecné, Episteme ¢ Didaxis (TED), Revista Colombiana de
Educacibn, etc.

En la produccién investigativa de los tres equipos se evidencian
diferencias tanto conceptuales como de frecuencia y cuantia, que
son cabal y permanentemente reconocidas por los equipos mismos.
Varios factores son determinantes de tales diferencias. Uno de ellos
es el drea especifica que abordan y los enfoques tedricos que sustentan
los procesos investigativos, los cuales tienen desarrollos desiguales a
nivel internacional. Otro factor determinante es el niimero de inte-
grantes de cada equipo y las alianzas que han podido establecer con
otros grupos o investigadores. En particular, el equipo EdEst, que
tiene la menor produccidn, cuenta en este momento con solo dos inte-
grantes e infortunadamente no ha podido establecer cooperaciones
con grupos externos. El ejercicio de hacer un balance como el pre-
sentado e identificar nuestras fortalezas nos hace ver en prospectiva
la posibilidad de un enriquecimiento académico, convirtiéndonos
en tres grupos diferentes pero dispuestos a trabajar en red. Esto nos
permitird avanzar en la consolidacién de las lineas de investigacion y
dar apertura al surgimiento de nuevos derroteros.
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Mas de cuarenta afnos de investigaciéon educa-
tiva del pais se expresan hoy en los aportes que
la Universidad Pedagodgica Nacional ha hecho a
través del ciup. En este proceso, la trayectoria de
los grupos de investigacion, algunos de los cuales
registran su existencia desde 1978, ha evidenciado
la amplia y prolifica producciéon académica de los
profesores, la cual ha sido difundida a través de
diferentes medios (digitales e impresos) y variados
escenarios de discusion.

Con el propodsito de hacer un balance de esta pro-
duccion intelectual y de visibilizar la trayectoria
investigativa de los grupos de la Universidad, el
Centro de Investigaciones-ciup, el Grupo Interno
de Trabajo Editorial y el Comité de Publicaciones
invitaron a los grupos de investigacién a formar
parte de la Coleccidn ciup 41 afos y finalmente
quince grupos de la Universidad atendieron esta
iniciativa, que responde a los propdsitos estableci-
dos en el Plan de Desarrollo Institucional 2014-2019:
Una universidad comprometida con la formacion de
maestros para una Colombia en paz.
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