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encuentro.

3



4

 

FORMATO 

RESUMEN ANALÍTICO EN EDUCACIÓN - RAE 

Código: FOR020GIB Versión: 01 

Fecha de Aprobación: 10-10-2012 Página 1 de 4 

1. Información General 

Tipo de documento Trabajo de grado 

Acceso al documento Universidad Pedagógica Nacional. Biblioteca Central 

Titulo del documento 
Diseño de un software por medio de dinámica molecular (DM) para 

la explicación del comportamiento de gases clásicos. 

Autor(es) Andrés Garzón Mayorga 

Director Néstor Fernando Méndez Hincapié  

Publicación Bogotá, Universidad Pedagógica Nacional, 2014. 48p 

Unidad Patrocinante Universidad Pedagógica Nacional. 

Palabras Claves Dinámica molecular, mecánica estadística, gases. 

2. Descripción 

El continuo crecimiento de los ordenadores, el cual se ha dado desde la década de los 50, así como 
su aplicación a la solución de diversos problemas científicos, ha originado un hecho que algunos 
han denominado una tercera metodología de investigación científica: la simulación por 

ordenador. Generalmente, cualquier fenómeno físico se puede estudiar haciendo uso de tres 
metodologías: la experimentación, la formulación de modelos teóricos y el uso de las 

simulaciones. El fin de una simulación por ordenador es dar solución a modelos teóricos de gran 
complejidad, mediante el uso de los métodos numéricos. 
 

En el área de la física, la simulación por ordenador fue introducida en la década de los 50 con el 
fin de estudiar y analizar sistemas compuestos por muchos cuerpos con el trabajo de Metropolis, el 

cual se realizó en el ordenador de “Los Alamos”. La primera simulación numérica la cual modeló 
el comportamiento de un líquido se hizo mediante un método que consistió en generar números 
aleatorios, a este método se le dio el nombre de MonteCarlo, nombre inspirado en los casinos 

existentes en aquella ciudad. En esa misma década, en el año 1957, Alder y Wainright realizaron 
una investigación sobre el diagrama de fases de esferas duras mediante una simulación por 

dinámica molecular, a diferencia del método de Montecarlo, este método es de corte 
determinístico y se basa en la solución de las ecuaciones de Newton del movimiento. Para esto se 
utilizaron ordenadores UNIVAC e IBM 704. 

 
A partir de aquel momento, los métodos de dinámica molecular y Montecarlo han tenido una 

enorme aplicación a una gran cantidad de problemas, siendo empleados con éxito para simular 
sistemas compuestos por una gran cantidad de partículas (gases, líquidos, solidos), extendiéndose 
mediante el desarrollo de nuevos algoritmos en forma paralela al avance tecnológico de los 

ordenadores. 
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4. Contenidos 

1. Ideas fundamentales de los gases 

 

Se inicia este capítulo hablando brevemente del concepto de gas, para luego entrar a definir el 

sistema estadístico más simple: el gas ideal (o en algunas obras denominado: el gas perfecto), 

abarcado el anterior concepto se deduce la ecuación de estado de dicho sistema. Posterior al 

estudio de los gases ideales, se estudian los sistemas de partículas interactuantes, los gases reales 

(en algunas obras llamado: el gas imperfecto) y similar a la sección anterior se hace énfasis en su 

ecuación de estado: la ecuación de Van Der Waals y la ecuación de virial. 

 

2. Fundamentos de mecánica estadística clásica  

 

Este capítulo inicia con el concepto de equilibrio estadístico, abarcado este concepto se deduce 

una relación muy importante: la ley de distribución de Maxwell-Boltzmann (caso general), para 

luego entrar a estudiar una aplicación del gas ideal: el concepto de distribución de velocidades. 

Después de estudiar los casos generales, se hace estudio del caso particular de dicha distribución 

de velocidades: caso en 2D, parte que se tendrá en cuenta en este trabajo en el capítulo de análisis 

y resultados. 

 

3. Dinámica molecular   

 

Este capítulo constituye la parte fundamental de este trabajo, se inicia hablando sobre dicho 

simulación, posterior a ello se hablan sobre los elementos que constituyen tal simulación: el 

potencial intermolecular y el algoritmo de integración en el tiempo, se finaliza este capítulo 

hablando del uso de las unidades reducidas en una simulación de DM y se presenta una tabla de 

unidades reducidas para un gas de argón. 

 

4.  Análisis y resultados  

 

Abordado el marco teórico que comprende los tres capítulos mencionados anteriormente, ya se 

está preparado para hablar sobre la simulación por dinámica molecular realizada por el autor. 

En la parte de análisis, se habla sobre la construcción de las dos simulaciones: la de gas ideal y la 

de un gas bajo interacciones moleculares y se tienen en cuenta aspectos como: el lenguaje de 

programación en que se diseñó, las variables que se tuvieron en cuenta y las diferentes rutinas y 

subrutinas principales. 

Finalmente, en la parte de resultados se realizan los diagramas de presión VS temperatura para las 

dos simulaciones, un diagrama de presión VS volumen para la simulación de gas ideal y las 

distribuciones de velocidades, los resultados que arrojan ambas simulaciones son comparados y 

contrastados con la teoría en general. 
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5. Metodología 

La metodología usada en este trabajo es de corte cuantitativo-comparativo, ya que no solo tiene 

como objetivo medir, sino comparar. Inicialmente se hace una revisión extensa de la literatura 

para luego observar los datos arrojados por el programa de computo (simulación por dinámica 

molecular construida por el autor), abarcados estos dos aspectos se realizan los respectivos 

procesos de comparación y se observa finalmente si la simulación arroja los resultados esperados, 

acorde con los modelos teóricos.   

 

6. Conclusiones 

1. Se diseñó un programa de cómputo que simula la interacción molecular en dos dimensiones de 

partículas que interactúan bajo el potencial de Lennard-Jones, mostrando específicamente el 

comportamiento de la distribución de velocidades que permite contrastarse con la del gas ideal. 

 

2. El programa calcula la presión asumiendo choques completamente elásticos con las paredes del 

recipiente arrojando resultados estables acorde a lo esperado. 

 

3. El programa utilizó como integrador de movimiento el método de velocidad de Verlet 

optimizado, pero es posible utilizar otros más sencillos o más complejos dependiendo de los 

objetivos que se quieran alcanzar. 

 

4. Con el programa diseñado y la metodología expuesta en este Trabajo, para realizar las gráficas 

de presión contra temperatura y de los histogramas, pueden ser utilizadas para la enseñanza de la 

física estadística en los temas de gases reales. Se sugiere que en la medida que se tengan 

computadoras más potentes se trabaje con un mayor número de partículas que permitan obtener 

histogramas más finos. 

 

Elaborado por: Andrés Garzón Mayorga 

Revisado por: Néstor Fernando Méndez Hincapié  
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Introducción

El continuo crecimiento de los ordenadores, el cual se ha dado desde la década de los
50, aśı como su aplicación a la solución de diversos problemas cient́ıficos, ha originado un
hecho que algunos han denominado una tercera metodoloǵıa de investigación cient́ıfica:
la simulación por ordenador. Generalmente, cualquier fenómeno f́ısico se puede abordar
haciendo uso de tres metodoloǵıas: la experimentación, la formulación de modelos teóricos
y el uso de las simulaciones. El objetivo de una simulación por ordenador es dar solución
a modelos teóricos de gran complejidad, mediante el uso de los métodos numéricos.

En el área de la f́ısica, la simulación por ordenador fue introducida en la década de
los 50 con el fin de abordar sistemas compuestos por muchos cuerpos con el trabajo de
Metropolis, el cual se realizó en el ordenador de “Los Alamos”. La primera simulación
numérica la cual modeló el comportamiento de un ĺıquido se hizo mediante un método que
consistió en generar números aleatorios, a este método se le dio el nombre de MonteCarlo,
nombre inspirado en los casinos existentes en aquella ciudad. En esa misma década, en el
año 1957, Alder y Wainright realizaron una investigación sobre el diagrama de fases de
esferas duras mediante una simulación por dinámica molecular1, a diferencia del método
de Montecarlo, este método es de corte determińıstico y se basa en la solución de las
ecuaciones de Newton del movimiento. Para esto se utilizaron ordenadores UNIVAC e
IBM 704.

A partir de entonces, los métodos de dinámica molecular y Montecarlo han tenido
una enorme aplicación a una gran cantidad de problemas, siendo empleados con éxito
para simular sistemas compuestos por una gran cantidad de part́ıculas (gases, ĺıquidos,
solidos), extendiéndose mediante el desarrollo de nuevos algoritmos en forma paralela al
avance tecnológico de los ordenadores.

b En este trabajo se hace uso del método de dinámica molecular para modelar un
gas ideal (en donde se dan por despreciables las interacciones moleculares) y un gas real,
siendo escogido un potencial intermolecular: el potencial de Lennard Jones y un algoritmo
de integración en el tiempo: el algoritmo de Verlet.

1Tema abordado en el presente trabajo

11
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Caṕıtulo 1

Ideas fundamentales de los gases

1.1. Introducción

Se define un gas como un sistema de part́ıculas en los cuales, bajo unas ciertas con-
diciones de densidad, por lo general, muy baja (en promedio unas mil veces menor que
los ĺıquidos y los sólidos) la separación de las part́ıculas es tan grande que se puede lle-
gar a suponer que las part́ıculas se mueven libremente unas de otras, de modo que las
fuerzas intermoleculares (entre moléculas) pueden llegar a ser un factor despreciable. Del
estudio del comportamiento de estos sistemas en condiciones muy variadas de presión y
temperatura se han podido proponer algunos modelos sobre la estructura de un gas.

b En este caṕıtulo se abordará una breve noción sobre el gas ideal y gas real y sus
respectivas ecuaciones de estado.

1.2. Gas ideal: el sistema estad́ıstico más simple

Se inicia este caṕıtulo hablando del sistema estad́ıstico más simple: el gas ideal (en
algunas obras también llamado, el gas perfecto).

En estado gaseoso la densidad de la materia es pequeña, de modo que la distancia que
existe entre part́ıculas es grande si se compara con las dimensiones de las mismas. debido
a ello, durante gran parte del tiempo del movimiento, las part́ıculas del gas se encuentran
bastante alejadas unas de otras.

Por otro lado, las fuerzas intermoleculares disminuyen rápidamente con la distancia
y tienden a ser un factor despreciable cuando las moléculas se encuentran bastante se-
paradas unas de otras (a distancias que superan sus dimensiones geométricas), debido a
esto la caracteŕıstica fundamental del movimiento de las moléculas en un gas es la leve
interacción (o nula) de las mismas en la mayor parte del tiempo. Debido a esa falta de in-
teracción, las moléculas del gas se mueven con movimiento rectiĺıneo y uniforme mientras
no se produzca una colisión entre las mismas o entre una molécula y una de las paredes del
recipiente. Puede suponerse que las moléculas no sufrirán deformaciones como resultado
de las continuas colisiones, esto quiere decir que los choques entre moléculas siguen los
mismos principios de los choques entre esferas solidas ordinarias. En una colisión entre
moléculas se tiene lugar a un intercambio de enerǵıa cinética y momentum. Análogamen-
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14 CAPÍTULO 1. IDEAS FUNDAMENTALES DE LOS GASES

te, en la colisión de una molécula con una de las paredes del recipiente, o dicho de otra
manera, con una molécula del material de las paredes, se admite que la molécula de gas
es reflejada elásticamente por las mismas hacia el interior del recipiente.

Z Se define gas ideal (o gas perfecto) al sistema estad́ıstico en el cual sus compo-
nentes individuales (átomos, moléculas) interactúan entre si solo cuando existen choques
entre estos, mientras que el resto del tiempo se mueven libremente. (Levich, 1985).

1.2.1. Hipótesis básicas

Desde el punto de vista microscópico (molecular) un gas ideal se define con base a las
siguientes hipótesis, algunas mencionadas anteriormente

A1 Todo volumen macroscópico de gas se encuentra constituido por un gran núme-
ro de moléculas. En condiciones normales (presión y temperatura ambiente) hay
aproximadamente 3× 1025 moléculas por metro cubico.

A2 Las moléculas se encuentran separadas grandes distancias, comparadas con sus pro-
pias dimensiones y se encuentran en estado de continuo movimiento. Esto significa
que el volumen ocupado por las moléculas es una fracción muy pequeña del volumen
ocupado por el gas.

A3 Las moléculas no ejercen fuerza alguna, excepto cuando chocan. Entre los choques
con otras moléculas o con las paredes del recipiente, y en ausencia de fuerzas exter-
nas, las moléculas poseen movimiento rectiĺıneo y uniforme.

A4 Los choques de moléculas entre śı, y con las paredes del recipiente son completa-
mente elásticos y tienen duración despreciable. Se considera que las paredes del
recipiente son perfectamente lisas y por lo tanto en las colisiones de las moléculas
con las paredes, no existe variación en la velocidad tangencial.

A5 Cuando no existen fuerzas externas, las moléculas se encuentran distribuidas unifor-
memente por todo el recipiente. Sea N el número total de moléculas en un recipiente
de volumen V , el número de moléculas por unidad de volumen está definido como

n =
N

V
(1.1)

A6 Todas las direcciones de las velocidades de las moléculas son igualmente probables,
ya que las mismas poseen un movimiento aleatorio y obedecen las leyes de Newton
del movimiento.

Luego, debido al gran número de moléculas, las cuales poseen un movimiento alea-
torio, a las continuas colisiones entre part́ıculas y entre las part́ıculas y las paredes del
recipiente, se puede suponer que la velocidad en todas las direcciones es la misma, es
decir que las velocidades moleculares se encuentran distribuidas isotrópicamente. Dicho
lo anterior, se puede afirmar que las propiedades macroscópicas de un gas se encuentran
determinadas por el comportamiento “ázaroso” (o mejor “al azar”) de sus constituyentes
individuales o microscópicos, a continuación se analizará cómo la presión no es ajena a
dicho comportamiento aleatorio.



1.2. GAS IDEAL: EL SISTEMA ESTADÍSTICO MÁS SIMPLE 15

1.2.2. Presión de un gas ideal: ecuación de estado

Considérese un gas ideal compuesto por N moléculas contenidas en un recipiente
de volumen V . Las moléculas se mueven en distintas direcciones y chocan entre ellas
en numerosas ocasiones y con las paredes del recipiente ejerciendo una fuerza sobre las
mismas.

En cuanto a los choques con las paredes se refiere, hay una transferencia de cantidad de
movimiento entre la pared y cada una de las moléculas que impactan con ellas. La fuerza
estará dada por la cantidad de movimiento entregada en cada choque por el número de
colisiones por unidad de tiempo que las moléculas realizan con la pared (Casares, 2011).

Por hipótesis, como las colisiones son totalmente elásticas, si una molécula llega a
la pared con cierta velocidad ~v rebotará invirtiendo su componente de velocidad normal
vn n̂, no afectando la componente tangencial. Por lo tanto, el cambio en la cantidad de
movimiento lineal está dado por

∆p = mvn − (−mvn)

∆p = 2mvn (1.2)

Donde p es la cantidad de movimiento y m es la masa de la molécula. La fuerza normal
F ejercida por una molécula sobre la pared está dada por

F =
∆p

∆t

Si se toma ∆t como el tiempo que tarda una mólecula con velocidad vn en viajar a

través del recipiente y devolverse, una distancia igual a 2 l, entonces ∆t =
2 l

vn
, donde l es

la longitud del recipiente que contiene el gas.

De este modo la presión está definida por la suma de la fuerza de todas las part́ıculas
que chocan con la pared del recipiente

P =
∑ F

A
=

∑ 2mv2n
2A l

Donde A es el área de la pared sobre la cual impacta la molécula, siendo aśı, el volumen
V del recipiente puede ser expresado como V = A l, la ecuación anterior se puede escribir
en la forma

P =
m

V

∑
v2n (1.3)

La sumatoria se hace sobre todas las part́ıculas. Ahora, el módulo o magnitud de la
velocidad de una part́ıcula está dada por la suma de los cuadrados de las componentes
de la velocidad
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v2n = v2x + v2y + v2z

La suma de las distintas velocidades en una determinada dirección debe ser inde-
pendiente de la misma, ya que las moléculas no tienen un movimiento preferencial por
ninguna dirección (Casares, 2011). De este modo, la expresión anterior se puede escribir
de la forma

v2x = v2y = v2z

Como vn es la velocidad normal a cualquier pared, entonces vn puede ser cualquiera
de las componentes vx, vy y vz. Por otro lado, la velocidad cuadrática media se define
como

v̄2 =
1

N

∑
v2 =

1

N
[
∑

v2x +
∑

v2y +
∑

v2z ] =
3

N

∑
v2n

∑
v2n =

N v̄2

3
(1.4)

Sustituyendo en la expresión (1.3) se tendŕıa

P =
m

3V
N v̄2 (1.5)

La expresión anterior muestra que la presión es proporcional al número de moléculas,
a la velocidad cuadrática media e inversamente proporcional al volumen. Haciendo uso de
la relación entre la enerǵıa cinética promedio (ĒC) de las moléculas con la temperatura
T se obtiene, sustituyendo en la expresión (1.5)

ĒC =
1

2
m v̄2 =

3

2
k T (1.6)

P =
m

3V
N

3 k T

m

P V = N k T (1.7)

Esta expresión se conoce como ecuación de estado del gas ideal. En esta expresión,
T es la temperatura del gas y k es la constante de Boltzmann que tiene el valor de
k ≈ 1,3805 × 10−23 J K−1 ≈ 8, 6178 × 10−5 eV K−1. Existe otra manera de exhibir la
ecuación de estado (1.7), realizando algunas operaciones algebraicas triviales se obtiene
el siguiente resultado
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P V = nRT (1.8)

donde R = k NA se conoce como constante universal de los gases1 y n =
N

NA

, donde

NA se conoce como la constante de Avogadro 2.

1.3. Sistemas de part́ıculas interactuantes: Gases reales

En la sección anterior, se realizó un breve estudio de las propiedades de un gas ideal,
sistema en el cual se consideraban despreciables o nulas las interacciones entre sus molécu-
las. En esta sección se abordará el estudio de los gases reales (en algunas obras, llamado
gas imperfecto), en los cuales existe interacción entre sus constituyentes microscópicos
(moléculas).

Cuando las moléculas se encuentran separadas grandes distancias, la interacción entre
las mismas queda reducida a debiles fuerzas de atracción que decrecen rapidamente al
aumentar la distancia entre sus centros. Luego, a distancias muy pequeñas, cuando las
moléculas entran en contacto, de modo que se produce una penetración mutua entre
sus capas electrónicas, se da lugar a una fuerza de repulsión muy fuerte. debido a esta
repulsión, no es posible que una molécula penetre apreciablemente en la otra y que se
deforme debido a una colisión o choque con otra molécula (Levich, 1985).

Una posible gráfica de la enerǵıa potencial de interacción de dos moléculas es la
presentada en la figura 1.1. Supóngase que las fuerzas de atracción son tan débiles que
el mayor valor de la enerǵıa potencial de atracción se alcanza cuando las moléculas se
acercan hasta entrar en contacto (distancia entre los centros igual al diámetro d) (Levich,
1985).

Ahora, para un análisis más riguroso deśıgnese una distancia ρ en la cual no se dependa
de la interacción molecular. A esta magnitud se le denominará radio de interacción. Siendo
aśı la gráfica de la enerǵıa potencial mostrada en la figura, se puede sustituir por la
siguiente expresión

u =


0 Si r ≥ ρ

−u(r) Si ρ > r > d
∞ Si d ≥ r

(1.9)

Donde r representa la distancia entre los centros de la i-esima y la j-esima part́ıcula.
Esto quiere decir que la interacción es igual a cero o nula cuando la distancia entre
los centros de cada molécula es mayor que ρ, es una atracción (signo negativo de u(r))
cuando la distancia entre los centros es menor que ρ, pero mayor que d, de modo que las
moléculas no están en contacto, y finalmente se transforma en una repulsión muy fuerte

1R ≈ 8, 3143 J mol−1 K−1

2El número de Avogadro se define como el número de átomos en 0, 012Kg de carbón 12; esto es
6, 023 × 1023. Un mol de sustancia se define como la cantidad de materia constituida por un número de
Avogadro de componentes microscópicos que conforman la sustancia (átomos, móleculas)
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(infinitamente intensa) cuando las moléculas entran en contacto o se produce la colisión
entre las mismas. El valor de ρ es en promedio igual a tres o cuatro diámetros moleculares
(Levich, 1985).

Por otra parte, si la densidad del gas es suficientemente pequeña, la separación entre
molécula y molécula es grande si se comparan con sus dimensiones geométricas. Admı́tase
debido a esto que, a la distancia de interacción no se acercan simultáneamente entre si
más de dos moléculas a la vez, lo que quiere decir que las moléculas solo interactúan a
pares. Los eventos en los que se da lugar interacciones de agrupaciones de tres, cuatro o
más part́ıculas se darán por despreciables (Levich, 1985).

Figura 1.1:

1.3.1. Ecuación de estado de Van Der Waals

Desde hace mucho tiempo se encontró la relación entre las variables termodinámica
del gas ideal. Pero esta ecuación de estado no predice la transición gas-ĺıquido. El estudio
inicial del comportamiento de un gas en su camino a convertirse en ĺıquido y viceversa,
fue realizado por el f́ısico T. Andrews en el año 1869. En este trabajo se mostró como el
gas de bioxido de carbono se comporta en sus fases vapor-ĺıquido.

Cuatro años después, en 1873, el f́ısico Johannes Diderick van der Waals en su tesis
doctoral que él tituló “On the continuity of the gaseous and the liquid state” propusó una
teoŕıa para explicar el comportamiento de una sustancia en la región de coexistencia
ĺıquido-vapor. Usando argumentos basados en el tamaño de las moléculas de un gas,
aśı como tomando en cuenta que las fuerzas de interacción lejos de las paredes del reci-
piente son fuerzas atractivas entre moléculas, llegó, de forma empirica, al resultado de la
ecuación de estado de un mol de gas no ideal (o imperfecto).

La expresión a la que llegó tiene la forma

(P +
a

v2
)(V − n b) = nRT (1.10)
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Donde V es el volumen del recipiente en el cual se encuentra encerrado el gas, n el
número de moles, P es la presión que las part́ıculas ejercen sobre las paredes del recipiente
y T es la temperatura del gas. a y b son parámetros fenomenologicos que se explicarán a
continuación.

El modelo de Van Der Waals propone las siguientes hipótesis

B1 Respecto al volumen, se considera a las part́ıculas o moléculas como esferas y que el
volumen de la ecuación de estado debe ser el volumen “accesible” a las part́ıculas,
el cual correspondeŕıa al del recipiente menos el volumen propio de las moléculas,
este volumen propio se denomina co-volumen, y se denota con el parámetro b.

B2 Respecto a la presión, de acuerdo con los razonamientos de van der Waals, debe ser
proporcional a la fuerza ejercida por las moléculas que se encuentran en el interior
del gas, y que será mayor cuanto mayor sea el número de moléculas por unidad de
volumen. Por tanto, la presión se ha de reducir en una cantidad proporcional a n2

o igual a αn2 en donde α es una constante o factor que depende de la intensidad de
la fuerza de atracción. Como el número de moléculas N está dado por nNA siendo
n el número de moles, resulta

αn2 = α (
N

V
)2 = αNA

2 n
2

V 2
=

αNA
2

v2
=

a

v2
(1.11)

Donde se ha sustituido el producto de αNA
2 por el parámetro a, el cual se encuentra

relacionado con las fuerzas intermoleculares de atracción y depende de las caracteristicas
de cada gas, la variable v es el volumen espećıfico molar y no debe ser confundido
con alguna velocidad molecular. En el siguiente cuadro se muestran las correciones a la
ecuación de estado del gas ideal

Gas ideal Gas de van der Waals

Corrección de volumen v v − b
Corrección de presión P P − a

v2

Cuadro 1.1: Corrección de la ecuación de estado de gas ideal.

Otra forma de expresar la ecuación de estado de un gas real es en forma virial, como
sigue

P =
nRT

V
+
n2B

V 2
+
n3C

V 3
+
n4D

V 4
+ · · · (1.12)

donde las cantidades A, B, C son cantidades caracteŕısticas de cada gas, denominadas
segundo, tercer, ETC, coeficiente virial. En el gas ideal se verifica que A = B = · · · = 0.),
estas cantidades están definidas como siguen

A = RT B = RT b − a C = RT b2, · · · (1.13)
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Resumen y comentarios

En el primer caṕıtulo de este trabajo se abordó en el estudio del gas ideal y el gas
real y sus respectivas ecuaciones de estado. Realizado el recorrido por este caṕıtulo, se
verá en el siguiente una aplicación general y particular (en dos dimensiones) del gas ideal,
uno de los conceptos fundamentales de este trabajo: la distribución de velocidades.



Caṕıtulo 2

Fundamentos de mecánica
estad́ıstica clásica

2.1. Introducción

La f́ısica estad́ıstica, conocida también como mecánica estad́ıstica o termodinámica
estad́ıstica es aquella área de la f́ısica que tiene como objetivo realizar una conexión entre
el mundo microscópico (el cual está conformado por part́ıculas o unidades elementales y
sus interacciones) con el mundo macroscópico, objeto de estudio de la termodinámica.

♠ Microscópicamente, un sistema se compone de una gran cantidad de part́ıculas
(átomos, moléculas) cuyo comportamiento está regido o gobernado por las leyes de la
mecánica clásica o cuántica. Debido al gran número de part́ıculas que componen los
sistemas, no es posible hacer una descripción adecuada usando solamente las leyes de la
mecánica.

♠ Macroscópicamente, un sistema conformado por una gran cantidad de part́ıculas
se trata como un continuo el cual puede describirse en función de variables macroscópicas
(aproximadamente 3 v 8), como por ejemplo: la presión, la temperatura, el volumen,
ETC (Campos D, 2004).

Z La f́ısica estad́ıstica surge al combinarse dos elementos: las leyes de la mecánica
(clásica o cuántica) y las hipótesis estad́ısticas, dichas hipótesis son introducidas con el
objetivo de tratar con el gran número de part́ıculas que conforman un sistema. Dicho lo
anterior, no es posible realizar el estudio de un sistema que tenga muchas part́ıculas, por
ejemplo del orden del número de Avogadro de part́ıculas, si se hace uso, solamente de las
leyes de la mecánica (Campos, 2004).

b El presente caṕıtulo tiene por objetivo abordar brevemente algunos conceptos de
la mecánica estad́ıstica clásica.

21
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2.2. Equilibrio estad́ıstico

Considérese un sistema aislado1 compuesto por N part́ıculas.

C1 A cada part́ıcula se le asocian varios estados de enerǵıa E1, E2, E3, · · · Los cuales
pueden estar discretizados o bien, formar un continuum.

C2 Transcurrido un determinado tiempo, las part́ıculas pueden estar distribuidas entre
los estados de enerǵıa existentes, esto quiere decir que n1 part́ıculas tienen una
enerǵıa E1, n2 part́ıculas tienen enerǵıa E2, n3 part́ıculas tienen E3, ETC.

El número total de part́ıculas está dado por

N = n1 + n2 + n3 + · · ·+ =
∑
n=1

ni (2.1)

La enerǵıa total del sistema es

U = n1E1 + n2E2 + n3E3 + · · ·+ =
∑
n=1

niEi (2.2)

Las expresiones anteriormente mencionadas se cumplen para un sistema de part́ıcu-
las no interactuantes o de muy leve interacción, ya que de lo contrario se tendŕıa que
considerar la enerǵıa potencial de interacción entre pares de part́ıculas.

Por hipótesis, como se está considerando un sistema aislado, la enerǵıa total U debe
ser constante. Sin embargo, la distribución de las part́ıculas entre los diferentes estados
de enerǵıa vaŕıa constantemente debido a los continuos choque entre las mismas. Por
ejemplo, en un gas, una part́ıcula muy “rápida” puede chocar con otra muy “lenta” y
hacer que la primera disminuya su rapidez y la segunda en contraste la aumente, en este
ejemplo las dos part́ıculas cambian sus estados de enerǵıa después del choque. En otras
palabras, los números n1, n2, n3, · · · que definen la distribución de las N part́ıculas entre
los diversos estados de enerǵıa están variando. Ahora, supóngase que para cada estado
macroscópico del sistema existe una distribución que es más probable que cualquier otra.
De modo que: dadas las condiciones f́ısicas de un sistema de part́ıculas (el número total
de las mismas, la enerǵıa total y la estructura de cada part́ıcula) hay una partición mucho
más probable. Una vez que se da esta condición, se dice que el sistema se encuentra en
equilibrio estad́ıstico (Alonso & Finn, 1995).

Un sistema en equilibrio estad́ıstico está caracterizado por no apartarse de la partición
más probable (excepto por algunos cambios o fluctuaciones muy leves) a menos que sobre
el sistema actué un agente externo, esto significa que los números n1, n2, n3 pueden
cambiar y tomar valores aproximados a la partición más probable sin que esto produzca
efecto alguno (Alonso & Finn, 1995).

En este caṕıtulo se estudiará como llegar a la partición (ley de distribución) más
probable) en un sistema aislado. Actualmente se manejan tres leyes de distribución o sea

1Es un sistema termodinámico rodeado por paredes ŕıgidas caracterizado por no tener contacto alguno
con el resto del universo.
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tres estad́ısticas. Una es la que se denomina ley de distribución de Maxwell-Boltzmann
(la que se estudiará en este caṕıtulo) que es la base de la mecánica estad́ıstica clásica,
las otras dos, que no son de interés en el presente trabajo son las leyes de distribución de
Fermi-Dirac y Bose-Einstein que pertenecen a la estad́ıstica cuántica.

2.3. Ley de distribución de Maxwell-Boltzmann

Considérese ahora un sistema el cual, está compuesto de N part́ıculas identicas, en-
tendiéndose por idénticas a aquellas part́ıculas que poseen la misma composición y es-
tructura.

Figura 2.1: Distribución de un sistema de N part́ıculas entre diversos estados de enerǵıas

Obsérvese ahora, la partición dispuesta en el esquema mostrado en la figura 1.1. En
esta figura las ĺıneas horizontales denotan un estado de enerǵıa Ei y los puntos el número
ni de part́ıculas que ocupan dicho estado. En el ejemplo ilustrado n1 = 4, n2 = 0, n3 = 1
y n4 = 3.

De entrada, supóngase que todos los estados de enerǵıa son igualmente habitables por
las part́ıculas; palabras más, palabras menos, todos los estados tienen igual probabilidad
de ser ocupados por la part́ıculas del sistema. Con este supuesto se observará el número
de maneras diferentes en que se puede obtener la partición exhibida en la figura (1.1)

D1 Para llenar el estado de enerǵıa E1 se puede tomar la primera part́ıcula de entre
N posibles, ya que existen N modos diversos de escoger la primera part́ıcula. Des-
pués de esto, si se quiere escoger la segunda part́ıcula, existen ahora N − 1 modos
de elección, ya que restan N − 1 part́ıculas. Para la tercera existen N − 2 modos
disponibles y para la cuarta N − 3 modos diferentes. Dicho lo anterior, el núme-
ro de modos diversos en que se pueden elegir las cuatro primeras part́ıculas para
disponerlas en el estado E1 está dado por

N(N − 1)(N − 2)(N − 3) =
N !

(N − 4)!
(2.3)

Dividiendo (2.3) por 4! se tend́ıa

N !

4!(N − 4)!
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La expresión general que resulta al colocar n1 part́ıculas en el estado E1 es

N !

n1(N − n1)!
(2.4)

La expresión (2.4) corresponde al número de permutaciones de N objetos (part́ıculas)
tomados de n1 a la vez.

D2 Luego, si se quiere colocar n2 part́ıculas en el estado E2 se debe modificar (2.4) con
(N − n1) en vez de N , que es el número restante de part́ıculas y n2 en vez de n1,
obteniéndose

(N − n1)!

n2(N − n1 − n2)!
(2.5)

D3 Para llenar el tercer estado E3 se dispone de (N − n1 − n2) part́ıculas y se desea
situar n3 part́ıculas en él, luego (2.4) se expresa como

(N − n1 − n2)!

n3(N − n1 − n2 − n3)!

Y aśı sucesivamente se puede seguir el proceso hasta llenar todos los estados de enerǵıa.
El número de modos diferentes de obtener la distribución o partición n1, n2, n3,· · · se da
multiplicando las expresiones (2.4) y (2.5) y las que corresponden a los estados de enerǵıa
faltantes.

N !

n1(N − n1)!
· (N − n1)!

n2(N − n1 − n2)!
· (N − n1 − n2)!

n3(N − n1 − n2 − n3)!
· · ·

Cancelando términos se obtendŕıa

P =
N !

n1!n2!n3!
(2.6)

Donde (2.6) corresponde al número de modos en que se puede obtener la distribución
n1, n2, n3, · · · ,.

En el caso en que un estado de enerǵıa tenga más probabilidad de ser ocupado (2.6)
cambia. Sea gi, la probabilidad de encontrar una part́ıcula en el estado Ei, def́ınase la
probabilidad de encontrar ni part́ıculas como gi× gi× · · · = gni

i , esto significa que

P =
N !gn1

1 g
n2
2 g

n3
3 · · ·

n1!n2!n3! · · ·
(2.7)

lo cual es equivalente a
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P = N !
∏
i=1

gni
i

ni!
(2.8)

La expresión (2.8) corresponde a la probabilidad de una distribución en la estad́ıstica
de Maxwell-Boltzman (estad́ıstica clásica).

A partir de la expresión anterior, se puede obtener el estado de equilibrio, que como
se ha definido es el que se da cuando el sistema alcanza la distribución más probable, esto
se logra determinando por el máximo de P en la expresión (2.8) y teniendo en cuenta
que el número de part́ıculas N y la enerǵıa del sistema U deben ser constante (relaciones
(2.1) y (2.2)). La partición la cual tiene la máxima probabilidad está definida como sigue
2

ni = gie
−α−βEi (2.9)

Donde α y β son variables que se relacionan con las propiedades f́ısicas del sistema.

Se puede expresar el parámetro α en función de N (el número total de part́ıculas), de
la siguiente forma

N = n1 + n2 + n3 + · · ·+

N = g1e
−α−βE1 + g2e

−α−βE2 + · · ·

N = e−α (g1 e
−βE1 + g2 e

−βE2 + · · · )

N = e−α(
∑
i=1

gi e
−β Ei)

Donde

Z =
∑
i=1

gi e
−β Ei (2.10)

La variable Z se conoce como la función de partición o suma de estados (esta letra
Z viene de la palabra de origen alemana Zustandssumme, que traduce suma de estados),
esta cantidad depende de la temperatura y de los parámetros que determinan los niveles
de enerǵıa, al sustituir (2.10) en (2.9) se obtiene la siguiente expresión

ni =
N

Z
gi e
−βEi (2.11)

La expresión (2.11) se conoce como la ley de distribución de Maxwell Boltzmann, el
parámetro β representa la enerǵıa del sistema o más precisamente, la enerǵıa media de
una part́ıcula, como se abordará a continuación.

2El procedimiento matemático para llegar a este resultado es muy complejo, por este hecho se remite
al lector a que lo consulte en la obra [2].
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2.3.1. El parámetro β: La temperatura

El parámetro β de las expresiones (2.10) y (2.11) está relacionado directamente con
una cantidad f́ısica: la temperatura, la cual juega un papel central en la termodinámica
y está relacionada con la sensación de “frio”, “caliente” o “tibio” que experimentan los
sentidos, más que como una propiedad cuantitativa o medible. Nótese en las expresiones
mencionadas que el parámetro β debe tener unidades inversas de enerǵıa (J−1).

Def́ınase este parámetro β como sigue

k T =
1

β
(2.12)

Donde T se conoce como temperatura absoluta del sistema y k es la constante de
Boltzmann, que tiene el valor de

k ≈ 1,3805 × 10−23 J K−1 ≈ 8, 6178 × 10−5 eV K−1

Téngase en cuenta que el parámetro T de la temperatura dado en la expresión (2.15)
corresponde a una definición estad́ıstica, esto significa que se debe aplica a sistemas que se
encuentren en equilibrio estad́ıstico y por lo tanto, no es válida para part́ıcula individules
o para sistemas que no estén en dicho estado de equilibrio. Esto se da ya que β solo
aparece en la expresión relacionada con la distribución más probable de un sistema, que
por definición corresponde a un estado de equilibrio (Alonso & Finn, 1995). La función
de partición Z se puede expresar, en función del parámetro T de la forma

Z =
∑
i=1

gie
− Ei

KT (2.13)

Ahora, la expresión (2.11) que corresponde a los números de ocupación se puede
expresar en función de la definición (2.15)

ni =
N

Z
gie
− Ei

KT (2.14)

(2.14) es la distribución de Maxwell Boltzmann en función de la temperatura.

2.4. Distribución de velocidades

Las part́ıculas en un gas se suponen en movimiento aleatorio, partiendo de este he-
cho, no es posible plantearse la cuestión de cuantas part́ıculas poseen exactamente una
velocidad dada v. Sin embargo, puede plantearse la cuestión de determinar el número de
part́ıculas que cuyas velocidades se encuentran comprendidas en un determinado inter-
valo de las mismas, por ejemplo, aquellas cuyo valor se encuentran entre dos velocidades
v1 y v2. La ley de distribución de velocidades fue deducida por James Clerk Maxwell,
quien valiéndose del cálculo de probabilidades, determinó el número de part́ıculas ∆N ,
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cuyas velocidades se encuentran en el intervalo existente entre una velocidad dada v y
otra v + ∆v.

Según Maxwell, el número de part́ıculas ∆N cuyas velocidades relativas se encuentran
comprendidas entre u y u + ∆u, (donde ∆u debe tomarse muy pequeño con relación a
u) está definido por

∆N =
4√
π
N e−u

2

u2 ∆u (2.15)

Donde la variable u se conoce como velocidad relativa, la cual está dada por

u =
v

vmp
(2.16)

Donde v es la velocidad dada y vmp, la velocidad más probable de las part́ıculas del
gas en cuestión a una temperatura dada.

Z La velocidad más probable Es aquella, que como su nombre lo indica, tiene más
posibilidad de ocurrencia, segun los cálculos de Maxwell se define como

vmp =

√
2 k T

m
(2.17)

Donde k es la constante de Boltzmann, m la masa de una part́ıcula y T la temperatura
absoluta del gas. Como se observa esta cantidad es proporcional a la temperatura absoluta
del gas

Tomándose como abscisas los valores de la velocidad relativa de las part́ıculas u y

como ordenadas el valor de la magnitud
∆N

N ∆u
(definido como función de distribución),

se obtiene la curva representada en la figura (2.2). Esta curva tiene su máximo para
u = 1, lo que corresponde a un valor de la velocidad v igual a la velocidad más probable
vmp.

El número relativo de part́ıculas
∆N

N
, cuyas velocidades se encuentran comprendidas

en el intervalo u y u + u + ∆u es igual al producto de la ordenada de la curva por ∆u,
esto significa que puede representarse como el área de la franja mostrada en la figura
(2.3).
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Figura 2.2: La función de distribución de Maxwell.

Figura 2.3: El área de la franja representa el número relativo de part́ıculas cuyas veloci-
dades se encuentran comprendidas en el intervalo de velocidades dado ∆u

2.4.1. Cálculo de valores medios

Velocidad promedio: El valor promedio de cualquier variable o cantidad se encuen-
tra al multiplicar cada valor de esta variable o cantidad (en este caso, la velocidad) por
el número de part́ıculas que tienen este valor, luego se suman todos estos valores y se
dividen entre N (el número total de part́ıculas).

Lo anteriormente dicho, se expresa como

ū =
1

N

∫ ∞
0

u dN =
1

N

∫ ∞
0

u
dN

du
du

Teniendo en cuenta que
dN

du
=

4√
π
N e−u

2
u2, entonces la integral se transforma en
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ū =
4√
π

∫ ∞
0

u3 e−u
2

du

Al realizar el cálculo de la integral y las respectivas operaciones algebraicas se llega
al resultado siguiente

ū =

√
8

π

k T

m
≈ 1,6

√
k T

m
(2.18)

Por ultimo, los velocidad más probable y la velocidad promedio se pueden relacionar
de la siguiente manera

vmp : ū = 1 : 1, 128

Figura 2.4: En este gráfico: 1. Velocidad más probable vmp, 2. Velocidad promedio.

2.5. Caso particular: distribución de velocidades de

un gas en 2D

En esta sección se presentará el análisis de un gas ideal en dos dimensiones, particu-
larmente en la obtención de distribución de velocidades.

Número de estados

Se parte del hecho que la enerǵıa de una caja de potencial bidimensional de dimen-
siones a × a es
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E =
π2 ~2

2ma2
(n1

2 + n2
2) (2.19)

Donde n2
1 y n2

2 son enteros positivos. Sea k2 = ξ2 + η2 para el cual ξ y η son variables
de un espacio abstracto donde los enteros coinciden con n2

1 y n2
2 respectivamente. En este

espacio cada punto representa un estado. Para hallar el número de estados N (E) con
enerǵıa entre 0 y E, se debe hallar el área del primer cuadrante de la circunferencia de
radio k, ya que solo se permiten valores positivos. En este espacio

E =
π2 ~2

2ma2
k2 (2.20)

k2 =
8ma2E

~2
(2.21)

Entonces el número de estados será un cuarto del area de la circunferencia de radio k

N (E) =
1

4
π k2 (2.22)

N (E) =
2 πma2E

~2
(2.23)

De tal manera que el número de estados con enerǵıas entre E y E + dE es el diferencial
de la anterior expresión

dN(E) =
2 πma2

~2
dE (2.24)

Ahora recuérdese que para la distribución de Maxwell-Boltzman

ni =
N

Z
gi e
− Ei

k T (2.25)

donde N es el número total de part́ıculas, Z es la función de partición, gi es el número
de estados con enerǵıa Ei, k es la constante de Boltzman y T la temperatura del sistema.
Pasando al ĺımite continuo:

dn =
N

Z
e−

Ei
k T

2 πma2

~2
dE (2.26)

Ahora recordando

Z =

∫ ∞
0

e−
Ei
k T dN(E) (2.27)



2.5. CASO PARTICULAR: DISTRIBUCIÓN DE VELOCIDADES DE UN GAS EN 2D31

Sustituyendo en las ecuaciones (2.24) en (2.27) se obtiene

Z =
2 πma2 k T

~2
(2.28)

Reemplazando este resultado en (2.26) se obtiene

dn

dE
=

N

k T
e−

Ei
k T (2.29)

En lo que resulta en la distribución de enerǵıas de Maxwell-Boltzman para un sistema
bidimensional. Haciendo E = 1

2
mv2 se encuentra la distribución de velocidades:

dn

dv
=

N m

k T
v e−

mv2

2 k T (2.30)

Se puede determinar ahora, la velocidad más probable diferenciando (2.30) e igualando
a cero

d(dn/dv)

dv
=

N m

k T
(e−

mv2

2 k T − mv2

kT
e−

mv2

2 k T )

N m

k T
(e−

mv2

2 k T − mv2

kT
e−

mv2

2 k T ) = 0

1 − mv2

k T
= 0

De lo que se obtiene

vmp =

√
k T

m
(2.31)

Resumen y comentarios

Se ha hecho un recorrido por los conceptos fundamentales de la termodinámica es-
tad́ıstica, se llegó a uno de los conceptos importantes en este trabajo: la distribución de
velocidades de Maxwell-Boltzman, además de ello, se estudió el caso de dicha distribución
en un gas ideal en dos dimensiones. Con esto se han abarcado dos caṕıtulos que cons-
tituyen el soporte teórico de este trabajo, en el caṕıtulo siguiente se estudiará la parte
fundamental y esencial del mismo: la simulación por dinámica molecular.
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Caṕıtulo 3

Dinámica molecular

3.1. Sobre el método

En toda simulación de dinámica molecular (léase abreviadamente como DM) se tiene
como fin modelar o simular el movimiento de muchas part́ıculas, ya sea por efectos de
interacción entre ellas o por fuerzas externas, el movimiento de las part́ıculas obedece a
las leyes del movimiento de Newton, de las cuales, la segunda ley es la más acertada para
la descripción del movimiento de las part́ıculas en el sistema (Amaya, 2011).

Dicho movimiento molecular obedece a la expresión

d2~ri
dt2

=
~fi
mi

(3.1)

Donde ~fi corresponde a la fuerza que actúa sobre la i-esima part́ıcula que tiene de
masa mi y ~ri hace referencia al desplazamiento de la i-esima part́ıcula con respecto a
un marco de referencia. Esto quiere decir que este método es de ı́ndole determińıstico,
donde dadas las condiciones iniciales (conjunto de posiciones y velocidades), la evolución
temporal del sistema, después de un intervalo de tiempo, está en principio completamente
determinado.

La resolución de este problema no puede exhibirse mediante métodos anaĺıticos, dado
la gran cantidad de constitutentes individuales que componen el sistema (del orden del
número de Avogadro: 6,023 × 1023), dada esta situación, se hace necesario el uso de
métodos numéricos y herramientas computacionales, dando al método de DM un papel
muy importante en la solución de problemas en los cuales las interacciones sean de ordenes
de magnitud como los anteriormente mencionados (Amaya, 2011).

Z Los elementos principales que conforman el método de dinámica molecular son los
siguientes

F1 Los potenciales intermoleculares

F2 Un algoritmo de integración en el tiempo.

b A continuación se describirán de manera detallada cada uno de estos elementos.
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3.2. El potencial intermolecular

Uno de los elementos que se tienen en cuenta para la simulación en DM es el potencial
intermolecular, ya que gracias a este es posible calcular las fuerzas intermoleculares que
gobiernan el sistema conformado por part́ıculas de manera exacta, y modelar el movi-
miento de los constituyentes del sistema de forma más acertada y precisa (Amaya, 2011).

Siendo aśı, def́ınanse los potenciales intermoleculares como las funciones que expresan
la enerǵıa potencial entre pares de part́ıculas; esto quiere decir que la enerǵıa potencial
intermolecular del sistema sobre una determinada molécula i, está definida como la suma-
toria de la enerǵıa potencial de dicha part́ıcula con respecto a las restantes que conforman
el sistema.

En términos generales, y al igual que con la enerǵıa, la fuerza total sobre una deter-
minada part́ıcula i, está definida como la sumatoria de la derivada de la enerǵıa potencial
o potencial intermolecular con respecto a la posición de dicha part́ıcula i, dicha fuerza se
expresa de la siguiente forma

~Fi = −
∑ dV (rij)

drij
(3.2)

En esta expresión, ~Fi representa la fuerza total sobre la i-esima part́ıcula V (rij) repre-
senta el potencial intermolecular que describe las interacciones del sistema y rij representa
la distancia entre la part́ıcula i y la part́ıcula j.

b El potencial intermolecular que se estudiará en este trabajo será el potencial de
Lennard-Jones o L-J, a continuación en la siguiente sección.

3.2.1. Potencial de Lennard-Jones

El potencial de Lennard Jones o LJ es un potencial intermolecular muy utilizado
en las simulaciones de DM, fue propuesto por Jhon Lennard Jones en 1924 inicialmente
para átomos de argón. En este potencial se considera la interacción entre pares de átomos
ya sea a grandes o a pequeñas distancias, dichos átomos son considerados como esferas
solidas e indeformables. La expresión del potencial LJ es la exhibida en (3.3) y su gráfica
se muestra en la figura (3.1)

U(rij) = 4 ε[(
σ

rij
)12 − (

σ

rij
)6] (3.3)

G1 El parámetro ε se denomina enerǵıa de disociación o enerǵıa de enlace, este describe
la enerǵıa de contacto entre pares de átomos de un determinado material a una
distancia de equilibrio (Amaya, 2011).

G2 El parámetro σ es la distancia a la que se pueden acercar un par de moléculas sin
que las repulsiones sean muy fuertes, o lo que es lo mismo, es un parámetro que
provee información del “tamaño” de una molécula en relación con las que la rodean.
Por eso muchas veces se identifica σ con el diámetro molecular.

rij es la distancia entre la part́ıcula i y la part́ıcula j
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Figura 3.1: Gráfica del potencial de Lennard-Jones

Los dos términos de este potencial tienen el siguiente significado:

H1 El término
1

r12
domina en las distancias cortas para un modelo de repulsión entre

átomos cuando se encuentran muy próximos. Su origen está relacionado con el
principio de exclusión de Pauli.

H2 El término
1

r6
prevalece para las interacciones atractivas entre dos átomos a largas

distancias.

i Nótese que u(r) = 0 en r = σ, el parámetro ε define la profundidad del potencial

en el mı́nimo de u(r); este valor mı́nimo ocurre en r = 2
1
6 σ. Los parámetros ε y σ del po-

tencial de L-J los cuales dan una buena aproximación con las propiedades experimentales
del argón liquido son ε = 1,65 × 1021 J y σ = 3,4A (Gould & Tobochnik 2006).

Z Finalmente la fuerza sobre la i-esima part́ıcula, debido al potencial de L-J está de-
finida de la siguiente forma.

F(r) = ∇u(r) =
24 ε

r
[2(
σ

r
)12 − (

σ

r
)6] r̂ (3.4)

Donde r̂ hace referencia al vector unitario.

3.3. Algoritmos de integración en el tiempo

Una vez se ha escogido el potencial intermolecular del sistema, este es utilizado para el
cálculo de la fuerza intermolecular, que como consecuencia de la segunda ley de Newton
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hará que las part́ıculas del sistema se muevan de sus posiciones actuales. Para poder
utilizar estos valores de manera útil en el desarrollo temporal del sistema, es necesario
hacer uso de métodos numéricos que ubiquen a la part́ıcula en una nueva posición de
equilibrio después de un instante de tiempo al que se le conoce como paso de tiempo
(timestep), denotado como ∆t. (Amaya 2011).

El algoritmo comúnmente usado tiene la forma

xn+1 = xn + vn ∆t +
1

2
an (∆t)2 (3.5)

yn+1 = vn +
1

2
(an+1 + an) ∆t2 (3.6)

Para simplificar la notación se ha escrito el algoritmo solamente para una componente
del movimiento de la part́ıcula. La nueva posición se usa para realizar el cálculo de la
nueva aceleración an+1 la cual es a su vez usada junto con la variable an para obtener la
nueva velocidad vn+1. El algoritmo representado en el juego de ecuaciones corresponde a
una forma del conocido algoritmo de Verlet (véase apéndice A de este trabajo) (Gould &
Tobochnik 2006).

3.4. Unidades

En cualquier simulación resulta a menudo conveniente expresar cantidades tales como
la temperatura, la densidad, la presión, velocidad y otras en algo denominado unidades
reducidas. Esto significa que se deben escoger unidades convenientes para la enerǵıa ε,
la longitud σ y la masa m para, posteriormente expresar las otras cantidades en términos
de estas unidades básicas.

Los valores de ε y σ para el argón están definidos en la tabla 2. Se escoge la unidad
de masa para ser la masa de un átomo m. Aśı por ejemplo, se mide las velocidades en
unidades de ( ε

m
)
1
2 y el tiempo en unidades de σ (m

ε
)
1
2 . Si se toma m = 6,69 × 10−26Kg,

la masa de un átomo de argón, entonces la unidad de tiempo será t = 2,17 × 10−12 S.
Las unidades de algunas de las cantidades f́ısicas de estudio se exhiben en la tabla 2.
Todas las variables en una simulación de DM están expresadas en unidades reducidas,
por ejemplo, el tiempo en una simulación de DM viene expresado en unidades de σ (m

ε
)
1
2 .

Como ejemplo, supóngase que se pone en marcha (lo que se conoce como compilar y correr)
un programa de DM para 2000 pasos de tiempo con un paso de tiempo de ∆t = 0,01. El
tiempo que tardaŕıa la marcha del programa estaŕıa definido por 2000 × 0,01 = 20 en
unidades reducidas de t = 4,34 × 10−11 S para el argón. El tiempo total de un simulación
en DM se encuentra en el rango de 10S − 104 S en unidades reducidas, que corresponde
a una duración aproximada de 10−11 10−9 S (Gould & Tobochnik 2006).
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Cantidad Unidad Valor para el argón

Longitud σ 3,4 × 10−10m

Enerǵıa ε 1,65 × 10−21 J

Masa m 6,69 × 10−26Kg

Tiempo σ (σ
ε
)
1
2 2,17 × 10−12 S

Velocidad ( ε
m

)
1
2 1,57 × 102 m

S

Fuerza ε
σ

4,85 × 10−12N
Presión ε

σ2 1,43 × 10−2N ·m−1
Temperatura ε

k
120K

Cuadro 3.1: Tabla de unidades reducidas usadas en una simulación de dinámica molecular
de part́ıculas interactuando v́ıa el potencial de Lennard-Jones. la cantidad k representa la
constante de Boltzmann, la cual tiene un valor de 1,38 × 10−23 J

K
. La unidad de presión

se presenta para un sistema bidimensional. (Gould & Tobochnik 2006).

Resumen y comentarios

Este caṕıtulo constituye el cierre de lo que se denomina el marco teórico de este
trabajo, en este se ha hecho un recorrido abarcando la simulación por DM y los elemen-
tos que constituyen dicha simulación y que serán de aplicación en este trabajo. Ya se
está preparado para la aplicación de los conceptos que se han estudiado en estos tres
caṕıtulos.

A continuación, se pasará a la parte de análisis y resultados de la simulación realizada
por el autor de este trabajo.
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Caṕıtulo 4

Análisis y resultados

4.1. Implementación de la simulación

Se llevó a cabo el diseño de dos simulaciones usando el método de DM. En la primera
se modeló un gas ideal (Gasideal.cpp) y en la segunda un gas real o bajo interacciones
moleculares, en esta se ha escogido un potencial intermolecular: el potencial de Lennard
Jones (LJ.CPP). Estas simulaciones fueron realizadas en el lenguaje de programación
C++ (véase sus respectivos códigos en el anexo B) haciendo uso de la libreŕıas “vector”1

y “Random”2 realizadas por el grupo de simulación de sistemas f́ısicos de la Universidad
Nacional de Colombia (U.N).

Para comenzar en las dos simulaciones, se declaran las siguientes variables de entrada:

/ El paso de tiempo o timeStep, simbolizado como “Deltat”

/ La aceleración de la gravedad (g) y la temperatura del gas (T ). Para las dos
simulaciones, el valor de g = 0

/ se definen las dimensiones del recipiente mediantes las variables Lx y Ly.

/ y por último se define el número de part́ıculas del sistema por trabajar, mediante
las variables N = Nx*Ny.

Algunas rutinas principales en la implementación de la simulación son las siguientes:

â Inicialmente, se crea la clase para las part́ıculas (class cparticle), con las siguientes
propiedades: masa (m), radio (R), un vector de posición (vector 3D r), la velocidad (V ),
la fuerza (F ) y propiedades rotacionales como la posición angular (Theta), la velocidad
angular (omega), el momento de torsión o torque (tau) y el momento de inercia (I).

â En la subrutina void Inicie(double x0,double y0,double Vx0,double Vy0,double the-
ta0,double omega0,double m0,double R0); se asignan a las part́ıculas de propiedades como
la posición inicial en x (x0), las posición inicial en y (y0), la velocidad inicial en x (Vx0),

1Con esta libreŕıa se pueden efectuar operaciones vectoriales como la suma, la resta, el producto
(punto o escalar y vectorial o cruz), aśı como calcular la norma de un vector.

2Esta libreŕıa sirve para la generación de números aleatorios.
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la velocidad inicial en y (Vy0), la posición angular inicial (theta0), la velocidad angular
inicial (omega0), la masa inicial (m0) y el radio inicial (r0). Estas variables están incluidas
en una función “public”, esto significa que el usuario puede manipular los valores de estas
variables.

â Luego, se crea la clase colisionador (class Colisionador) en la que se define las
interacciones moleculares entre y paredes del recipiente.

â En la subrutina void Colisionador::CalculeFuerzas(Cuerpo *Grano,double dt) se
calculan las fuerzas de interacción que actúan entre las part́ıculas del sistema.

4 Para la simulación de gas ideal, no se cargan las fuerzas, ya que para este tipo de
gases no se tienen en cuenta las fuerzas de interacción entre las part́ıculas del sistema,
esto lo hace la ĺınea

void Colisionador::CalculeFuerzas(Cuerpo *Grano,double dt){

int i,j;

for(i=0;i<N+4;i++)

{Grano[i].F.cargue(0,0,0); Grano[i].tau=0;}

for(i=0;i<N;i++)

for(j=i+1;j<N+4;j++)

Choque(Grano[i],Grano[j],dcontacto[i][j],hold[i][j],dt);

4 En la simulación del gas bajo interacciones moleculares, se declara la fuerza debido
al potencial de Lennard Jones, esto se hace con la subrutina

void Colisionador::CalculeFuerzas(Cuerpo *Grano,double dt){

vector3D Rij, Normal;

double normRij;

int i,j;

for(i=0;i<N+4;i++) {Grano[i].F.cargue(0,0,0); Grano[i].tau=0;}

for(i=0;i<N-1;i++){

for(j=i+1;j<N;j++){

Rij = Grano[i].r - Grano[j].r;

normRij = norma(Rij);

Normal = Rij/normRij;

Grano[i].F+=(24*Normal/normRij)*(2/pow(normRij,13)-1/pow(normRij,7));

Grano[j].F-=Grano[i].F;

â Por último, en la subrutina void InicieAnimacion(void) se genera la animación, en
el cual se observa el movimiento de todas las part́ıculas en un instante de tiempo. Dicha
animación se hace con ayuda del software gráfico de GNPLOT.
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4.2. Resultados

4.2.1. Resultados de la simulación: gas ideal

Se implementó el programa GasIdeal.cpp que simula el movimiento aleatorio de un
sistema de part́ıculas de un gas de Argón en dos dimensiones. El programa produce
dos archivos, en uno crea las velocidades del sistema de part́ıcula durante 60 pasos de
tiempo, (vmean.txt) y en el otro las distribuciones de velocidades mediante histogramas
(histograma.txt).

El sistema de trabajo consta de 36 part́ıculas, posee una temperatura absoluta de
120 K y se encuentra confinado en una caja de dimensiones 100× 100 (unidades de longitud)2.
Se hace uso de las unidades reducidas para el argón, todas las part́ıculas poseen una masa
de 1 unidad de masa (que para el argón equivale a 6,69 × 10−26 kg) y un diámetro σ de 1
unidad de longitud (que equivale a 3,4× 10−10 kg). Además del número de part́ıculas y las
dimensiones del recipiente, se declara otra variable de entrada: la constante de Boltzman
Bm. Teniendo esta variable, se calcula la presión en el sistema (P ) usando la ecuación
de estado del gas ideal y también la velocidad más probable (VEL0). A continuación se
exhibirá un diagrama P-T y P-V.

Diagrama P-T

Se realizó un diagrama de presión (P ) VS temperatura (T ) dejando como constante
las dimensiones del recipiente (100 × 100), se tomaron los valores de la temperatura desde
100 K hasta 600 K (véase cuadro 4.1), obteniéndose la siguiente grafica

Temperatura Presión

100K 3,47413 × 10−22

150K 5,2119 × 10−22

200K 6,94825 × 10−22

250K 8,6853 × 10−22

300K 10,4224 × 10−21

350K 12,1594 × 10−21

400K 13,8965 × 10−21

450K 15,6336 × 10−21

500K 17,3706 × 10−21

550K 19,1077 × 10−21

600K 20,8448 × 10−21

Cuadro 4.1: Diagrama P-T a volumen constante, para un sistema con 36 part́ıculas.

En este grafica se puede observar como la presión crece linealmente con la temperatura,
esto tiene la siguiente explicación: La ecuación de estado para el gas ideal(como se dedujo
en el caṕıtulo 1 relaciona a la presión (P ) con la temperatura (T ) de la siguiente forma
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Figura 4.1: Diagrama P-T a volumen constante, para un sistema con 36 part́ıculas.

P =
N k T

V

Si se toma
N k

V
como constantes, se observa la proporcionalidad (crecimiento lineal)

de P con T , se podŕıa decir entonces que
N k

V
es la pendiente de la recta mostrada en la

gráfica P-T.
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Diagrama P-V

Se realizó un diagrama de presión (P ) VS volumen (V )3 dejando como constante la
temperatura del sistema (120K), se tomaron los valores de las dimensiones del recipiente,
partiendo desde Lx × Ly = 10 × 10 = 100 hasta 100 × 100 = 10000 (ver cuadro 4.2),
obténiendose la siguiente gráfica

Área Presión

100m2 4,16895 × 10−20

400m2 1,04224 × 10−20

900m2 0,463217 × 10−20

1600m2 0,260559 × 10−20

2500m2 0,166758 × 10−20

3600m2 0,115804 × 10−20

4900m2 0,0850806 × 10−20

6400m2 0,0651399 × 10−20

8100m2 0,0514685 × 10−20

10000m2 0,0416895 × 10−20

Cuadro 4.2: Diagrama P-V a temperatura constante (120K) constante, para un sistema
con 36 part́ıculas.

En esta gráfica se puede observar cómo la presión decrece a medida que crecen las
dimensiones del recipiente, esto tiene la siguiente explicación: la ecuación de estado para el
gas ideal relaciona la presión con las dimensiones del recipiente (teóricamente el volumen)
de la siguiente forma

P =
N k T

V

Si se toma N K T = β como constante, se observa

P =
β

V
.

la proporcionalidad inversa de P con V .

3En este caso, como el sistema de trabajo se considera en dos dimensiones, entonces se toma no el
volumen, sino el área del recipiente
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Figura 4.2: Diagrama P-V a temperatura constante (120K) constante, para un sistema
con 36 part́ıculas.

4.2.2. Resultados de la simulación: gas real

Se implementó el programa (LJ.CPP) que a diferencia del anterior, simula el movi-
miento aleatorio de un sistema de part́ıculas bajo interacciones moleculares en un gas de
argón. Al ser compilado, este programa produce dos archivos en extensión .txt”. En uno
arroja los valores de las velocidades, la presión y la corrección de la ecuación de estado
del gas ideal, al que se le denomina virial, el cual es el producto de las respectivas fuerzas
entre part́ıculas y las posiciones de las mismas, esto lo produce en un archivo llamado
(datos.txt”), todo esto se hace en 60 pasos de tiempo. En el otro archivo se produce la
distribución de velocidades mediante histogramas.

El sistema de trabajo consta de un total de 36 part́ıculas y se encuentra confinado
en un recipiente cuyas dimensiones son 100 × 100 (unidades de longitud cuadradas). Se
hace uso de las unidades reducidas para el argón, todas las part́ıculas tienen 1 unidad de
masa (que para el argón equivale a 6, 69 × 10−26Kg) y un diámetro σ de 1 unidad de
longitud (que equivale a 3, 4 × 10−10m en unidades reducidas para el argón). La presión
se calcula como el promedio de los choques (fuerzas) de las part́ıculas sobre las paredes

del recipiente. La fuerza de una part́ıcula sobre una pared es
2mv

∆t
.

Diagrama P-T

Se realizó un diagrama de presión P vs T dejando constantes las dimensiones del
recipiente (100 × 100), se tomaron los valores de la temperatura desde 100K hasta
600K (véase cuadro 4.3) obteniéndose la siguiente gráfica
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Temperatura Presión

100K 0,00450
150K 0,00325
200K 0,005625
250K 0,00750
300K 0,00850
350K 0,01
400K 0,011
450K 0,01375
500K 0,01475
550K 0,017
600K 0,01875

Cuadro 4.3: Diagrama P-T a volumen constante, para un sistema con 36 part́ıculas.

Figura 4.3: Diagrama P-T a volumen constante, para un sistema con 36 part́ıculas.

En esta gráfica se puede observar la proporcionalidad directa que existe entre la tem-
peratura y la presión en un gas real, esta grafica tiene la siguiente explicación.

Como se dedujo en el caṕıtulo 1, la ecuación de estado del gas real en forma virial,
tomando hasta el segundo coeficiente, tiene la forma

P =
nRT

V
+
n2(RT b − a)

V 2

Si se toman
nR

V
, b y a como constantes, la expresión toma la forma de una ecuación

de primer grado (y = mx + φ), donde en este caso
nR

V
seŕıa la pendiente de una recta

y el segundo término seŕıa el y intercepto.
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4.2.3. Distribución de velocidades

En esta sección, se hará una comparación de las distribuciones de velocidades en la
simulación de gas ideal y en la del gas bajo interacciones moleculares, en cada simulación
se han tomado cinco temperaturas diferentes, siendo 100 K la más baja y 900 K la más
alta. Se hará una comparación en la cual se observará como se distribuyen las velocidades
del sistema de part́ıculas a medida que se eleva la temperatura del gas.

En los histogramas producidos, el eje de las abscisas (eje x) representa las velocidades
de las part́ıculas y el eje de las ordenadas (eje x) representa la población o número total
de part́ıculas.

Distribución de velocidades a 100 K

Figura 4.4: Distribución de velocidades en un sistema de 36 part́ıculas a 100 K. Izquierda:
gas ideal, derecha: gas bajo interacciones moleculares

Explicación: A una temperatura de 100K se puede observar en los histogramas que
el 100 % de las población de part́ıculas (36 part́ıculas) poseen velocidades comprendidas
de 0 < V < 2,5, siendo V la velocidad. Acá se puede inferir que a 100K o a temperaturas
más bajas la distribución de velocidades en un gas ideal tiene la misma forma que la de
un gas bajo interacciones moleculares.

Distribución de velocidades a 300 K

Explicación: En la simulación de gas ideal el 89 % de la población de las part́ıcu-
las (que corresponde a 32) tienen una velocidad V de 0 < V < 2,5 y el 11 % (que
corresponde a 4), una velocidad V de 2,6 < V < 6.

En el gas bajo interacciones moleculares, aproximadamente el 83 % (que corresponde
a 30 part́ıculas) tienen una velocidad V de 0 < V < 2,5 y el 17 % (que corresponde a 5
part́ıculas), una velocidad de 2,6 < V < 6.

Con lo arrojado por los histogramas, se puede inferir que la distribución de velocidades
a 300K se comporta de manera similar.
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Figura 4.5: Distribución de velocidades en un sistema de 36 part́ıculas a 300 K. Izquierda:
gas ideal, derecha: gas bajo interacciones moleculares

Distribución de velocidades a 500 K

Figura 4.6: Distribución de velocidades en un sistema de 36 part́ıculas a 500 K. Izquierda:
gas ideal, derecha: gas bajo interacciones moleculares

Explicación: En la simulación de gas ideal el 69 % de la población de las part́ıcu-
las (que corresponde a 25) tienen una velocidad V de 0 < V < 2,5 y el 31 % (que
corresponde a 10), una velocidad V de 2,6 < V < 6.

En el gas bajo interacciones moleculares, aproximadamente el 61 % (que corresponde
a 22 part́ıculas) tienen una velocidad V de 0 < V < 2,5 y el 39 % (que corresponde a 5
part́ıculas), una velocidad de 2,6 < V < 6.

Acá ya se podŕıa comenzar a inferir que a medida que la temperatura del gas sube,
las población de las part́ıculas que tienen una velocidad V de 0 < V < 2,5 comienza
a disminuir y en contraste, la población que tiene una velocidad V entre 2,6 < V < 6
aumenta, en pocas palabras, la velocidad del grupo de part́ıculas comienza a crecer.
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Distribución de velocidades a 700 K

Figura 4.7: Distribución de velocidades en un sistema de 36 part́ıculas a 700 K. Izquierda:
gas ideal, derecha: gas bajo interacciones moleculares

Explicación: En la simulación de gas ideal el 19 % de la población de las part́ıculas
(que corresponde a 7) tienen una velocidad V de 0 < V < 2,5 y el 31 % (que corresponde
a 10), una velocidad V de 2,6 < V < 6.

En el gas bajo interacciones moleculares, la distribución cambia, en el histograma se
observa el nacimiento de un tercer grupo de part́ıculas. En este histograma aproximada-
mente el 53 % (que corresponde a 19 part́ıculas) tienen una velocidad V de 0 < V < 2,5
y el 45 % (que corresponde a 16 part́ıculas), una velocidad de 2,6 < V < 6 y el tercer
grupo, que corresponde al 2 % (1 part́ıcula) poseen una velocidad V de 6,1 < V < 8,5.

Para esta temperatura, se ve además de la diferente distribución de velocidades en los
gases, que la velocidad del sistema de part́ıculas en el gas bajo interacciones moleculares
es mayor que la del gas ideal.

Distribución de velocidades a 900 K

Figura 4.8: Distribución de velocidades en un sistema de 36 part́ıculas a 900 K. Izquierda:
gas ideal, derecha: gas bajo interacciones moleculares
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Explicación: En la simulación de gas ideal el 14 % de la población de las part́ıculas
(que corresponde a 5) tienen una velocidad V de 0 < V < 2,5 y el 84 % (que corresponde
a 30), una velocidad V de 2,6 < V < 6, a esta temperatura nace un tercer grupo de
part́ıculas con velocidad V de 6,1 < V < 8,5 que corresponde al 2 % (1 part́ıcula).

En el gas bajo interacciones moleculares, aproximadamente el 34 % (que corresponde
a 12 part́ıculas) tienen una velocidad V de 0 < V < 2,5 y el 64 % (que corresponde a
23 part́ıculas), una velocidad de 2,6 < V < 6 y el tercer grupo, con una velocidad, que
corresponde al 2 % (1 part́ıcula) poseen una velocidad V de 6,1 < V < 8,5.

Para esta temperatura, se observa que las distribuciones de velocidades para ambos
gases son similares, se comienza a ver una distribución de Maxwell-Boltzman.
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Conclusiones

Después de haber hecho un amplio recorrido por la teoŕıa de este trabajo, la cual es
soportada en los tres primeros caṕıtulos y de observar los resultados arrojados por las
dos simulaciones realizadas, se ha llegado a las siguientes conclusiones:

- Se diseñó un programa de cómputo que simula la interacción molecular en dos di-
mensiones de part́ıculas que interactúan bajo el potencial de Lennard-Jones, mostrando
espećıficamente el comportamiento de la distribución de velocidades que permite contras-
tarse con la del gas ideal.

- El programa calcula la presión asumiendo choques completamente elásticos con las
paredes del recipiente arrojando resultados estables acorde a lo esperado.

- El programa utilizó como integrador de movimiento el método de velocidad de Ver-
let optimizado, pero es posible utilizar otros más sencillos o más complejos dependiendo
de los objetivos que se quieran alcanzar.

- Con el programa diseñado y la metodoloǵıa expuesta en este trabajo, para realizar
las gráficas de presión contra temperatura y de los histogramas, pueden ser utilizadas
para la enseñanza de la f́ısica estad́ıstica en los temas de gases reales. Se sugiere que en
la medida que se tengan ordenadores más potentes se trabaje con un mayor número de
part́ıculas que permitan obtener histogramas más finos.
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