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Introduccion

Se presenta un escrito en el que se muestran los movimientos relacionados, por
ejemplo, con el movimiento periddico de los pistones de un motor, que se llama
movimiento oscilatorio, y se muestra a través del estudio del sistema masa resorte,
por otro lado se tratan las ondas mecénicas y su superposicién, finalmentese estudian

las ondas sinusoidales y no sinusoidales, utilizando las series de Fourier.

Este trabajo escrito sustenta la programacién hecha en Mathematica, que es uno de
los softwares utilizados en la actualidad para realizar graficas de funciones, cdlculos
numéricos y analiticos; de sumatorias, productorias, derivadas e integrales; explora-
ciones geométricas, andlisis de datos estadisticos, estudios geograficos y financieros,
entre otro. Es un software disenado no sélo para hacer procesos algebraicos, calculos
complejos y crear manipulables, sino que ademas es empleado como editor de imége-
nes, analizador de audio, compilador de datos estadisticos y analisis, herramienta de

diseno de piezas mecanicas y estructuracion de modelos robéticos.

Cuando se estudia el oscilador arménico que surge de emplear las leyes de Newton
y Hooke o la Mecéanica Lagrangiana, se obtiene una ecuacién diferencial de segundo
grado que se traduce en dos soluciones, cuya expresién viene dada en términos de
senos y/o cosenos, que comprenden la solucién de la ecuacién diferencial y que

depende de si el oscilador es libre o no.

Se hace necesario el modelado matemético con ayuda de Mathematica, para resolver

situaciones problema de sistemas oscilatorios y de ondas, a partir de ecuaciones
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diferenciales, porque no se encuentran con facilidad programas de modelado que
sirvan de apoyo para la comprension de algunos de los conceptos fisicos. Dentro del
campo profesional, se evidencia que el uso de la tecnologia en el aula de clase es
fundamental, por eso el interés de este trabajo es mostrar la aplicacién matematica
que tienen las oscilaciones y las ondas, y como estos temas tiene aplicaciones en la

quimica y la biologia.

En los procesos matematicos tratados, esta la solucién de ecuaciones diferenciales
y sistemas de ecuaciones desacopladas, que permiten encontrar las ecuaciones de
movimiento de los sistemas que se presentan. En el apartado de ondas se evidencia
la solucién de una ecuacién de onda en el campo matematico, y en el campo de la

fisica se evidencian los resultados en las curvas de Lissajous.

Los resultados obtenidos en el trabajo escrito, permitieron hacer la programacién en
Mathematica, para crear los applets que modelan estas situaciones, en campos como
fisica, quimica y biologia. Los resultados logrados en Mathematica son mostrados a

través de las figuras y los cédigos de programacion presentados en cada seccion.



Justificacion

El uso de herramientas tecnolégicas para la creaciéon de applets o manipulables,
admite una mayor compresion de temas matematicos, fisicos, bioldgicos, econémicos,
entre otros, porque permiten ver lo que sucede cuando se hace un analisis de diversas
situaciones cambiando una o varias condiciones iniciales del problema. Programas

como Mathematica permiten hacer ese tipo de analisis con gran detalle.

Gracias a que en Mathematica es posible realizar graficos de funciones con coordena-
das cartesianas, esféricas o polares, debido a que existen comandos especificos para
cada uno de estos tipos de graficos, para la mayoria de los procesos matematicos
existe una sentencia especifica, ademés es uno de los programas mas dinamicos, y
como su nombre lo indica especializado en los procesos matemdticos y/o cientifi-
cos, debido a que cuenta con la sentencia Manipulate, en la que basta determinar
cudles son las variables de la funcién que se quiere manipular y éstas aparecen como

deslizadores.

El uso de nuevas herramientas tecnologias contribuyen en el aprendizaje y la en-
senanza de las matematicas y la fisica, porque ayudan a entender con mayor faci-
lidad y fluidez, los conceptos a estudiar, y esto se debe a que a los estudiantes les
agradan estos entornos, que les permiten explorar y realizar conjeturas. Los estu-
diantes pueden interactuar con los manipulables de forma virtual, lo que permite

asi la exploracién y planeacién de miltiples escenarios.



Objetivos

A continuacion se presenta el objetivo general y los objetivos especificos que hacen

parte del trabajo.

General
Desarrollar y elaborar applets o manipulables, en Mathematica, que permitan vi-
sualizar los sistemas oscilatorios y de ondas, apoyados con un sustento teérico, tanto

fisico como matematico.

Especificos

= Modelar y crear manipulables del movimiento arménico simple.

= Estudiar y realizar manipulables del movimiento oscilatorio amortiguado.

= Modelar y crear manipulables del movimiento oscilatorio forzado.

» Estudiar y realizar los sistemas de ondas sinusoidales y su aplicacién.

= Estudiar y realizar manipulables de los sistemas de ondas no sinusoidales y su
aplicacion.

» Estudiar las aplicaciones de los sistemas oscilatorios en otros campos cientificos

como la biologia y la quimica.

= Realizar un documento en el cual se plasmen las bases tedricas y los resultados

obtenidos en el trabajo de grado.



1. Antecedentes

Se hace una descripcion de las bases tedricas de las oscilaciones y las ondas que
sustentan la programacion y trabajo realizado en Mathematica, los resultados obte-
nidos son incluidos como un apartado en cada tema, mostrado a través de graficos.
Ademas, se muestran ejemplos en los que los resultados son tutiles. En la primera
parte se hace una breve descripcion de las leyes de Newton, la ecuacion de Lagran-
ge y una pequena introduccion a la mecanica Hamiltoniana, utilizadas en de los

sistemas oscilatorios, que se presentaran mas adelante.

1.1. Leyes de Newton

También llamadas Leyes de Movimiento, permiten describir el movimiento de astros,
proyectiles y el funcionamiento mecéanico de las maquinas en general, los problemas
de mecanica presentados en el escrito pueden ser resueltos con las leyes de Newton.

Los tres principios que describen esta ley son:

Definicién 1.1. Primera Ley: (ley de inercia), todo cuerpo que se encuentre en
reposo o en movimiento rectilineo a velocidad constante, debe permanecer en reposo
o en su movimiento a velocidad constante, a menos de que una fuerza externa no
equilibrada actie sobre €él:
E F=0,
y cada componente de la fuerza es nula:
E F, = 0,

expresado de forma vectorial como:

<
I
O
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O _F=a=0. (1)
Definicién 1.2. Sequnda Ley: si una fuerza externa actia sobre un cuerpo, este
se acelera. La direccion de la aceleracion es la misma que la direccion de la fuerza
neta. El vector de fuerza neta es igual a la masa del cuerpo multiplicada por su

aceleracion. Se puede escribir de forma matemdtica como:

Zﬁ:m-&’, (2)

en estos casos la masa es una magnitud constante [7].

Definicién 1.3. Tercera ley: si el cuerpo A ejerce una fuerza sobre el cuerpo B,
entonces, B ejerce una fuerza sobre A. Estas dos fuerzas tiene la misma magnitud
pero sentidos opuestos [7]. B .

| Fap |=| —Fpa | - (3)
1.2. Mecanica Lagrangiana
Para hablar de la mecanica lagrangiana es necesario mencionar a Joseph Louis de
Lagrange (Piamonte 1736 - Paris 1813), quien aplica sus conocimientos matematicos
en la sistematizacién de la mecanica, que anteriormente habia tratado Galileo (1638),
utilizo el analisis de variaciones, que habia desarrollado con Euler, deduciendo asi las
ecuaciones generales con las que se pueden resolver problemas de mecanica [5], como

se explicara a continuacion.

Considere un sistema de N particulas, cada una de las cuales tiene, coordenadas

{r;}. El problema consiste en encontrar 7;(t), es decir encontrar 3N movimientos.
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Las coordenadas generalizadas son el minimo conjunto ¢; de n variables en funcion

de las cuales pueden escribirse los 77;.

i = filar, -gn. 1),
a ese numero minimo se le llama grados de libertad de un sistema, que estan liga-
dos a las coordenadas generalizadas. Un sistema con k ecuaciones de ligadura y N
particulas se define como g = 3N — k, donde g son los grados de libertad, 3N los
movimientos posibles de cada particula (el 3 indica el movimiento en las tres dimen-
siones) y k representa el niimero de ecuaciones de la ligadura. Los grados de libertad

definen el niimero de coordenadas independientes que caracterizan el sistema.

Retomando, g = 3N — k = {¢;}, coordenadas generalizadas ¢;, con j = 1,...,g. Se
establece una relaciéon entre los vectores y las coordenadas generalizadas, utilizando

las ecuaciones de ligadura:

—

si se deriva la ecuacién (4)) con respecto a t, se obtiene:

b= iy = 2nda OF Ogn  OF; _ N~ O dFi
T T g o T ag o T ot & oq; " " at
ori 9qu ri 9¢n

Donde = v,ri- En la ecuacion se estan considerando sélo

o0 ot " ag, ot

las variaciones sobre las coordenadas y no sobre el tiempo, entonces

9 oo
or;
— aqj J ( )

utilizando el principio D’Alambert, si se aplica una determinada fuerza, ésta provoca

12



un cambio en los estados dindmicos de las particulas.

Este principio incluye las causas y los efectos, de un todo, que permiten transformar

un sistema estdtico en uno dindmico [5], que es mucho mas facil de solucionar de

—

forma matematica, Zf\i (ﬁz —p)or; = 0 entonces, reemplazando el resultado obtenido

en la ecuacion (j)),
N

- = N 87"1 - 87‘1
Z(Fz — p) Z mvza dq; - (6)
1 4

i=1 j=1 =1 j=

Se definen las fuerzas generalizadas como,

Nﬁaﬁ

Q' = =
J aq]

=1

teniendo en cuenta el principio de los trabajos virtuales (se define como el producto
OW virtual = F’Z - 07;), que se utiliza en un sistema en equilibrio y que busca anular las
suma de los trabajos producidos por las fuerzas, que se ejercen sobre cada particula
del sistema. De forma matemdtica » Frér;, = > FLO7; + > f:éﬁ» = 0, quiere decir

que, S E07 =0 V67

Adems3s:

ZN:m = % i d (O —ZN:m-i 500\ (595
" at Yt \og ) J & tde L\ Mo, )~

iz Y S o S (L BV
2 it 0qj — 2t dt 8(1] a(]j.

donde K = %va es la energia cinética de la masa en movimiento .

Los resultados anteriores, se pueden sustituir en la ecuaciéon @, como sigue:

13



SICRDICED SICRD Ste i o (Y (S B 1

es decir, Q,_i 8_[( B 8_K -
Tdt \ 94, 0q;)

La ecuacion se conoce como la ecuacién de Lagrange [5]. Las fuerzas se pueden
expresar como el gradiente del potencial, para este caso, F; = —VU, siendo U la
energia potencial, entonces la ecuacion se puede escribir como:

@[y ()
dt 8(]3 an 8qj ’

sea que U no depende de cj}, por lo que,

d| o 0
dt {3%( U)} {3%’( U)} 0 ®)
definiendo asi una nueva funcion
L=K-U, 9)

que representa el Lagrangiano, que muestra la diferencia entre la energia cinética
(K) de la masa del movimiento y la energia potencial eldstica asociada al resorte

(U) del sistema y que debe cumplir,

d (0L 0L

donde L es una funcién escalar.
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1.3. Mecanica Hamiltoniana

La mecédnica lagrangiana consiste en una funcion, que es funciéon de coordenadas
{¢;} generalizadas, y velocidades {¢;}, L = L({¢;, ¢:},t), por otro lado la mecanica
hamiltoniana consiste en utilizar como variables {¢;, p;}, por lo que se sustituye la

velocidad por los momentos generalizados p;.
Se va a definir la mecanica lagrangiana como sigue,
. OL :
H:ZQia_q_L:ZQipi_La (11)

despejando las coordenadas generalizadas,

oL
9qi

Di = =pi({@gi,di};t) = ¢ = &i({@i, di};t)

sustituyendo en la ecuacion ([11)),
H({gi,pi},t) Zquz L= Zqz {ai,pit v — LH{ai, di{aw, pe s 1) 1, 1) . (12)

entonces el hamiltoniano quedo expresado en sus coordenadas {¢;, p;} , por lo que,
= L({gi,¢i};t) > H = H({qi, pi};1) -

Para obtener las ecuaciones de movimiento que satisfacen las coordenadas y los mo-

mentos generalizados, se calcula el diferencial de H con respecto al tiempo, derivando

H, OH OH OH
dH = Z <8 dqz api dpz> + Wdt, (13)

i
utilizando la ecuacién ((12)),

o oL oL .. oL
dH = Z(pz‘d%' + qidpi) — Z (G_Qd% - 8_q~dqi) ol

7 7
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C : : oL
dH = Z(pz'd%; + qidp;) — Z (Pidg; + pidd;) — —-dt,

para el ultimo paso se Z.utilizé, g—i =0,y p; = g_qLi’ si se simpliﬁi: y se iguala con la
ecuacién ([13)),
; (Z—qui + Z—dei) + aa—ljdt = ;(q'idpi — pidg;) — %—fdt, (14)
luego los coeficientes diferenciales,
q'j:gz, pi:—gfi, j=12,..s., (15)

con 2 — _9IL

5: = — > las ecuaciones anteriores se llaman ecuaciones de Hamilton. Este

apartado se utilizara en la seccion de aplicacion del modelo de Englandes et al.
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2. Sistemas oscilatorios masa - resorte

En este apartado se describen los sistemas oscilatorios y su aplicacion, correspondien-
te a los sistemas masa resorte horizontal y sistemas acoplados con n masas idénticas.
Si una particula se mueve a lo largo del eje x, esta presenta un movimiento armoni-
co simple, cuando su desplazamiento x, desde la posicion de equilibrio, varia con el
tiempo de acuerdo a la funcién:

x = Asin(wt + ¢p) , (16)
donde A representa la amplitud, w la frecuencia, y g es el angulo de fase, A, w
y ¢, son constantes. El maximo desplazamiento de la posiciéon de equilibrio ocurre

cuando la funcién seno de (wt + ¢g) es £1 por lo que,

T(t)maz = £A,
la amplitud A y el angulo de fase ( estan determinados por las condiciones iniciales.

Como la funcién seno es periédica x(t) = x(t + T'), luego,

sin(wt 4 o) = sin [w(t + 1) — o] = sin(wt + po + wT')
= sin(wt + o) cos(wT') + sin(wT’) cos(wt + ¢y) ,

por lo tanto,
cos(wT) = 1= wl =2m,

en donde se debe cumplir que,
; (17)
la funcion es periddica en el tiempo y su es frecuencia f = % = 5=. En el momento

en que t = 0 se establecen las magnitudes de posiciéon xg y velocidad vy como se
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muestra a continuacion:
Partiendo de la ecuacién (|16)),

xo = Asin(w - 0+ ¢o) = Asin(py),

la distancia cuando ¢ = 0 queda establecida como,

xo = Asin(pp) . (18)

De forma similar para la velocidad, si vy = i—f lt=0, entonces,

v = wA cos(w - 0+ ),

la velocidad cuando ¢t = 0 queda definida como,
vo = wA cos(yp) - (19)

Con las ecuaciones y (19)) se puede calcular la amplitud A y el dngulo de fase

¥o0-

Para el caso de la amplitud (A), se tiene que,

zo = Asin(go) sin(po) = %
o = wA cos(yo) cos(po) = 25
como sin®(pg) 4 cos®(¢g) = 1,
()
20 )
(7) + (G ’
con lo que se concluye que,
2
v
A=\\[z3+ w—g : (20)



Ahora bien, para el angulo ¢, se tiene que,

xo = Asin(pg) A= Sinaf—o@o)
vo = wA cos(po) A= #‘E%)

partiendo de,
Lo Vo

sin(¢o) B w cos (o) 7

se concluye que,

o = arctan <%> . (21)
Vo

Aunque, se ha definido el sistema armonico simple en términos de la funcién seno,

también se pude definir en términos de coseno, como se muestra a continuacion:
x = Acos(wt+ ), (22)

la posicién y velocidad, cuando ¢t = 0, son respectivamente,

o = Acos(pg) vy = —wAsin(yy),

se pueden definir la amplitud y el angulo g, respectivamente, como sigue,

)
/ v v
A=\\[13+ - o = arctan (——0 ) ,
w W

2.1. Sistema masa resorte

En el sistema masa resorte, cuando se aleja la masa de la posicién de reposo ésta
vuelve a la posicién de equilibrio, describiendo oscilaciones sinusoidales o sinusoidales
amortiguadas en torno a esa posicién. A continuacién se explican los tres casos en

que se presenta este sistema:
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e

Figura 1: Masa sujeta a un resorte

2.2. Oscilador libre

En un sistema masa resorte horizontal, se considera una masa m, con movimiento
en una dimension, en donde el movimiento tiene un grado de libertad, su masa se
considera despreciable y su comportamiento es lineal (obedece la Ley de Hooke [7]),

se quiere a encontrar la ecuaciéon de movimiento que describe el sistema.

Se determina la energfa cinética (K') de la masa del movimiento y la energia potencial

elastica (U) asociada al resorte, como se ve a continuacién,

1 1
K= 5771562 y U = 5]{?372,

de esta forma la ecuacién lagrangina del sistema es:

1 1

L:K—U:§mj:2—§k:c2,
entonces, i (9_L _(9_L_O
dt \ Oz oxr

las fuerzas generalizadas son nulas () = 0 ya que no hay rozamiento, se obtiene,
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T+ —x=0,
m

i+twiz=0, (23)

con wj = £,

Se observa que la ecuacién (23]) es una ecuacién diferencial lineal homogénea con
coeficientes constantes, cuyas condiciones iniciales de posicién x(0) y velocidad z(0),

cuando ¢t = 0, son:
z(0)=zy y x(0)=d,

la solucién general de la ecuacién diferencial , que se describe en el anexo 7 es:
z(t) = Acos(wot) + Bsin(wpt) . (24)
Para hallar los valores de A y B, se determina la derivada de la ecuacion ,

&(t) = —woAsin(wot) + woB cos(wy) ,

con wy = \/g , aplicando las condiciones iniciales,

z(0) =A=A=u,

: k
#(0)=wB=B="2 si w=— = B=ai,
Wo m

|3

de esta forma la solucién general es:

2(t) = o cos (%) + :fco\/% sin (%) . (25)

También se puede encontrar una funcién solucion, particular, que se puede escribir

de la forma,
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z(t) = Acos(wt + ¢p), luego xz(t) = Acos <\/ ﬁt + g00> ,
m

donde la amplitud y el dngulo de fase son, respectivamente,

2
A= \/x% + (”01/@) y o = arctan (—@ E) )
k oV m

Para el sistema masa resorte vertical, se suspende verticalmente un resorte y se fija

una masa m del extremo libre, el alargamiento del resorte depende del peso de la
masa. Por la ley de Hooke, el resorte ejerce una fuerza restauradora F' opuesta a la
direccion de elongacién y proporcional a la cantidad de elongacion s y se expresa

como F' = ks, donde k es la constante de elasticidad [12]. Cuando la masa m se

L f+s f+s+i

' R

a. b. C.
Figura 2: Masa sujeta a un resorte vertical
une al resorte vertical, el resorte se alarga una cantidad s, logrando la posicién de
equilibrio entonces el peso se equilibra a través de la fuerza restauradora ks, como se
muestra en la figura 2b., el peso esta definido por W = mg, ademads la condicién de
equilibrio es mg = ks. Como se ve en la figura 2. la masa se desplaza una cantidad

y de la posicién de equilibrio, entonces la fuerza restauradora del resorte es k(s+y).
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Utilizando la mecanica Lagrangiana se halla la ecuacién de movimiento:

Se determina energia cinética (K) de la masa del movimiento y la energia potencial

eldstica asociada al resorte (U),

2

de esta forma la ecuacién lagrangina del sistema es:

1 1 1 1
K=-my® vy U:§k(s—l—y2)—mg:§l<:s~|—ky2—mg:§k(s—l—y2)—mg,

1 1

L=K-U=-mj*— ky*

U=gmy —gky,
entonces, d /ol B al, »
dt \ Oy oy

las fuerzas generalizadas son nulas () = 0 ya que no hay rozamiento, se obtiene,
.k
y+—y=0,
m

j+wiy=0, (26)

con wi = % Como las ecuaciones de movimiento y su solucién son completamente

analogas al sistema masa resorte horizontal en este caso y en los presentados mas

adelante, se tiene para el oscilador libre, jj+w?y = 0 y y(t) = A cos(wt)+ B sin(wt),

conw:\/g; Yy=ycont=0yvy=ycont=0.
Diagrama de fase:

La descripcién de los movimientos dindmicos son representaciones (x, @) (al rededor
de un punto fijo), que pueden ser consideradas como coordenadas de un espacio
bidimensional, llamado espacio de fase. Los espacios de fase son espacios con 2n

dimensiones, donde n es el nimero de grados de libertad.
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Las curvas en el espacio fase representan la evolucion temporal del sistema con unas
condiciones iniciales dadas. El diagrama de fase de un sistema, son todos los caminos
posibles de las diferentes condiciones iniciales que puedan darse. Por ejemplo para
el caso del oscilador libre se tiene:
z(t) = Acos(wt + ¢p) ,
t(t) = —Awsin(wt + ¢o) ,
son las ecuaciones paramétricas de cada una de las curvas que conforman el diagrama
de fase de un oscilador libre en una dimension. Si se elimina el tiempo en las dos
ecuaciones, se obtienen las curvas del diagrama de fase, para este caso tendria la

forma: .
x? 2

F+A2w2:1’

lo que quiere decir que las curvas del diagrama de fase del oscilador libre son elipses

de semiejes A y Aw, y su trayectoria es en el sentido de las manecillas del reloj.

Como es un punto fijo del espacio de fase el que describe el estado del sistema y
como este se moverd siguiendo una determinada curva a lo largo del espacio fase,
entonces se puede ver lo que ocurre cuando se perturba al rededor de un punto fijo,

para sistemas con un grado de libertad.

Sea el sistema auténomo,
q=f(a.p),

p=9(q,p),

cuando el flujo en el espacio fase es estacionario, se denomina puntos fijo. En un

punto fijo se cumple que (qo, po):

f(QO7p0> = 07
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9(qo,po) = 0.

Lo que ocurre cuando se perturba al rededor de un punto fijo es,

8¢ = fq(q0,20)0q + fo(qo,p0)op + ...,

0P = 94(q0,90)0q + 9p(q0, P0)p + ...,

entonces,

d oq fq<QO7p0) fp(CImpo) oq

op 9¢(90, %)  9p(q0,P0) op

la matriz,

Ja(q0,p0)  fp(d0, o)
M —
94(90,90)  9p(q0, Po)
se llama matriz de estabilidad, si E = (0q,dp), la ecuacién 1) queda reescrita

como, dFE =

que es un sistema lineal de ecuaciones de lineal que tiene una solucién general de la

forma
Y
FE = chle’\lt + C2D2€)\2t s

en donde D; son los autovectores y A; los autovalores de la matriz M. Los vectores

51 y 52 son una base local del plano fase.
Clasificacién de puntos fijos

Si se supone que el polinomio caracteristico de la ecuacion diferencial Z+ bz +cx = 0

lineal homogénea, donde b y ¢ son constantes, es:

AN —a\+b=0,
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entonces a A
’ A==-—+Y— A=da>—14b,

2 2
por lo que los puntos se clasificaran dependiendo de los signos de a, b, y A. Si los A
son imaginarios puros, la perturbacién permanecer acotada y girara al rededor del
punto fijo, por el contrario si los A son reales, la solucion crecera o decrecera expo-

nencialmente.

= Nodo estable: Se le llama nodo estable cuando a < 0y A > 0. A\; y Ay son

reales negativos con Ay < Ay < 0.

Figura 3: Nodo estable

Como se observa en la figura 3] la perturbacién decae en todas las direcciones

entonces el flujo converge hacia el punto fijo.

= Nodo inestable: Se le llama nodo inestable cuando a < 0, 0 < b < %, y

0 <A <|al. A y A son reales positivos con A\; > Ay > 0.

=

Figura 4: Nodo Inestable
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Se observa en la figura[d] la perturbacién crece en todas las direcciones entonces

el flujo crece exponencialemente.

= Punto hiperbdlico: Es un punto hiperbélico cuando b < 0. \; y As son reales

N

con A\; < 0 < Ag.

_/
=

Figura 5: Punto hiperbdlico

En la figura [} las perturbacién se alejan del origen.

» Espiral estable: Ocurre cuando a < 0, y A < 0. Ay y Ag son complejos

conjugados con \; = —a + i, Ay = —a — i[3.

@)

S

Figura 6: Espiral estable

Como se observa en la figura[g], el flujo gira en forma de espiral acercandose al

punto fijo.
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= Espiral inestable: Sucede cuando a > 0, y A > 0. A\; y Ay son complejos

conjugados con A\; = a + i3, \y = a — i3, ademés 8 = _V;A_

N

4

7D

Figura 7: Espiral estable

En la figura[7] el flujo gira en forma de espiral alejandose del punto fijo.

» Puno eliptico: Sucede cuando a =0y b > 0. A; y Ay son puramente imagina-

rios A = +ivb, Ay = —iv/b. La figura [8, muestra que el flujo gira al rededor

il BN
N

Figura 8: Punto eliptico

de un punto fijo, formando una elipse.

= Puntos degenerados: Ocurre cuando A = 0. A\; y Ay son iguales y reales
A1 = Ay = 3. Pueden ocurrir dos casos, uno cuando las lineas de flujo son

rectas y otro cuando son curvas.

Para el caso en el que las lineas de flujo son rectas, se presenta una estrella

estable a < 0 y las lineas convergen al punto fijo como se muestra en la figura
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Ok; en el caso de la estrella inestable a > 0, y las lineas divergen del punto fijo

como se ve en la figura [9p.

/

N/
/

B

Figura 9: Punto eliptico

Para el caso en el que las lineas de flujo son curvas, se presenta un nodo estable
a < 0 y las lineas convergen al punto fijo como se muestra en la figura [10a; en
el caso del nodo inestable a > 0, y las lineas divergen del punto fijo como se

ve en la figura [10p.

_— T
/ /

Figura 10: Punto eliptico

Ejemplo 1. Sistema masa resorte horizontal - libre

Una masa de 2,0 kg, se encuentra atada a un resorte cuya constante de elasticidad

es de 4,0 % En t = 0 s el resorte se elonga 0,50 m y se lanza hacia su punto de
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equilibrio con una velocidad inicial de 1,0 =. Determine la ecuacién de movimiento
x(t).
Para solucionar el problema se tiene m = 2,0 kg y k& = 4,0 g, se deduce que

la ecuacion de movimiento que describe el sistema masa resorte horizontal libre

esta dada por,
20+4x =0, I+4+2r=0,

el desplazamiento inicial y la velocidad inicial son,

1
e(0)=5m y #(0)=-1=,
el signo negativo implica el sentido de la velocidad inicial. Ahora w = \/g =2,

luego la solucién general de la ecuacién diferencial y su derivada son:

z(t) = Acos(vV2t) + Bsin(vV2t),
si se aplican las condiciones iniciales a x(t) y @(t) se obtiene A=1y B=—/2 1a

ecuacion de movimiento es,
1
w(t) =5 cos(V2t) — V2sin(v/2t) . (28)
El codigo Mathematica utilizado para este ejemplo, se describe a continuacion:

Mathematica 1: Solucién de la ecuacién z”(t)+2x(t) = 0 con condiciones z(0) = 1/2

y 2'(0) = —1

a = DSolve[{x"[t] + 2 x[t] == 0, x[0] == 1/2, X[0] == —1}, x, {]

En la grafica posicién en funcién tiempo, se observa que el comportamiento de la
grafica, representa a un movimiento armoénico simple y corresponde a la ecuacién

(28).
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Mathematica 2: Gréfica de la posicion z(t) y la velocidad z/(t)

1 Plot[Evaluate[x[t] /. a, {t, 0, 15}], PlotRange —> All, ImageSize —> {400, 300},
AxesLabel —> {Style[Tiempo (s), ltalic, 12], Style[" Posicion_(m)", ltalic , 12]}]
2 Plot[Evaluate[x'[t] /. a, {t, 0, 15}], PlotRange —> All, ImageSize —> {400, 300},

AxesLabel —> {Style[Tiempo (s), ltalic, 12], Style[" Velocidad_(m/s)", Italic , 12]}]

Posicion ()

A WAWAWANES
YAVAVAR

Velocidad (mis)

STAWAWAYES
SIAVAVAVA

Mathematica 3: Trayectoria de la particula en el espacio de fase (velocidad-posicion)

1 ParametricPlot[Evaluate[{x[t], x'[t]} /. a], {t, 0, 50}, ColorFunction —> Hue, AxesLabel

—> {Style[" Posicion_..(m)", ltalic, 12], Style[" Velocidad_._(m/s)", Italic , 12]}]
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Velooidad {m's)

Posicion (1

2.3. Oscilador amortiguado

Para este caso se presenta una fuerza de amortiguamiento por friccion que es direc-
tamente proporcional a la velocidad del cuerpo oscilante. Sobre el cuerpo actia una
fuerza adicional debida a la friccion, luego basta adicionar un término a las ecuacio-
nes de movimiento, Fy = —bt, en donde, la velocidad estd definida por v, = ‘% y bes
una constante positiva para describir la intensidad de la fuerza de amortiguamiento

[7]. Las unidades en el S.I. de [b] = Zs.

La ecuacién de movimiento se puede encontrar, utilizando la mecanica lagrangiana,
que se determina a partir de la energia cinética (K) de la masa del movimiento y la

energia potencial eldstica asociada al resorte (U) como sigue,

1 1
KzémiQ U:§kx2 y Q= —bx,

Donde @) son las fuerzas generalizadas, que representa las fuerzas de amortiguamien-
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to, de esta forma el Lagrangiano del sistema es:

1 1
L=K-U=-mi*— —ka®
U 2m$ ka ,
dado que,
d(ony _or_,
dt \ 0z ox 7
se obtiene,

b k
mi+kr=—-bx, i+ —ax+ —x=0,
m m

reemplazando wf = £ y 2I' = 2

i+ 203 +wir =0, (29)

Se observa que la ecuacion , es una ecuacion diferencial lineal homogénea con
coeficientes constantes, la solucion general de esta ecuacion diferencial, se describe en
el anexo 7, donde se evidencian tres casos, w? > I'?, w? < I'? y w? = I'?, relacionados
con el movimiento oscilatorio subamortiguado, sobreamortiguado y amortiguamiento

critico, respectivamente.

2.3.1. Oscilador subamortiguado

Para el caso en que w? > I'? | y cuyas condiciones iniciales de posicién z(0) y velo-

cidad #(0), cuando ¢t = 0, son:

r(0) =z y (0) =,

la solucién general de la ecuacion diferencial y su derivada son:

z(t) = e " [Acos(wit) + Bsin(wit)] ; @(t) = —Te M [~ Aw (sin wit) + Bw; cos(wit)] ,

con w; = /w3 — I'?, aplicando las condiciones iniciales y encontrando su derivada,
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z(0) =A= A=ux; i(O):—FBwléB:_&

le ’
si, w; = \/wg — I'? entonces,

reescribiendo la solucién general:

() = e [xo cos @/ﬂt) - F\/%sm (\/ﬁt)] O 30)

conw=%2 yI =L,

m7
La particularidad de las oscilaciones amortiguadas es que su amplitud ya no es
constante, pues disminuye con el tiempo, si el valor de b va en aumento entonces
la amplitud disminuye y su frecuencia angular es menor, cuando b es muy grande

. 2 , :
tiende a cero, esto ocurre cuando % - 41’? = 0, se podria concluir que, b = 2vkm.

Ejemplo 2. Sistema masa resorte horizontal - subamortiguado

Una masa que pesa 0,5 kg esta unida a un resorte. La constante de elasticidad del
resorte es de 5,0 % Si la masa se elonga 2,0 m de la posicion de equilibrio, encuentre
los desplazamientos de z(t) si se sabe que el medio circundante ofrece una resistencia

numéricamente igual a la velocidad instantdnea b = 1 %

Los datos para solucionar este problema son, m = 0,5 kg, k =5 % yb=1 %, luego

la ecuacion diferencial de movimiento describe el sistema masa resorte horizontal es:

1
g d 450 =0, &+20+10z=0,

se puede comprobar que w? > I'? con,
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x(t) = e "(Acos 3t + Bsin3t).
Las condiciones iniciales son 2(0) = —2m y #(0) = 0 2, entonces A = =2y B = —2,
entonces,

2
z(t)=e""' <—2 cos 3t — 3 sin 375) ,

determina la ecuacién de movimiento del sistema.

X (0) (m) [-2 Sistema masa resorte Amortiguado
V(0) (m/s) [0 Ecuacion diferencial:
kl (N/m) |5 Genfral;
by (N s/m) 1 m%inn%inq x(t)=0

m (kg) : Con condiciones dadas;

T s - IO R

2 g dt

1) =llk+

Ecuacion solucion:
x[t] » —g; e (3 Cos[3 (] + Sin[3 (])

Posicion en funcién del iempo

WAL

Diagrama de fase

Velocidad en funcién del tiempo

: | | i /

w g 1072 Yimgsy

]
ra

Figura 11: Ejemplo 2 Subamortiguado

Al utilizar Mathematica, es posible observar las graficas de posicién y velocidad en
funcién del tiempo estas se van decayendo suavemente hasta llegar a la posicion de

equilibrio, por otra parte en el diagrama de fase (velocidad en funcién de la posicién)
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se observa una curva que se dirige al origen del plano, todo esto debido al factor de

amortiguamiento del sistema, como se muestra en la figura

2.3.2. Oscilador con amortiguamiento critico
Este caso se presenta cuando w? = I'? | cuyas condiciones iniciales de posicién x(0)

y velocidad 4(0), cuando ¢t = 0, son:
.23(0) =X y .2?(0) :Jfo,

la solucion general de la ecuacion diferencial y su derivada son::

z(t) = e"T(At + B); i(t) = (-I) e (At + B) + AelT
aplicando las condiciones iniciales,

x(0)=B=B=uxy, (0)=-TB+A=1y=-I'B+A,
despejando A y reemplazando el valor de B = x,

A= l:() -+ FI’O s
de esta forma la solucion general es:
LE(t) = 6(7F)t [(LEO + FLC()) t+ 513'0] . (31)

En este caso el sistema ya no oscila, lo que quiere decir que vuelve a la posicion de

equilibrio sin oscilar, cuando el objeto se desplaza y se suelta.

Ejemplo 3. Sistema masa resorte horizontal - amortiguado critico

Una masa de 0, 25 kg esta atada a un resorte, que tiene una constante de elasticidad

k=4,0 g Suponiendo que una fuerza amortiguada que es igual a dos veces la velo-
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cidad instantanea que actia sobre el sistema, determine la ecuaciéon de movimiento,
si la masa se libera desde la posicion de equilibrio lanzandola hacia la izquierda con

una velocidad de 3,0 2.

Para la solucién de este problema se tiene la siguiente informacién m = 0,25 kg,
k=4,0 % yb=2,0 %s, la ecuacion diferencial de movimiento describe el sistema

masa resorte horizontal es entonces,

1
Z—l:i’+2:t—|—16x:(), T+ 8r+ 162 =0.
Ahora, si b =2 X5 entonces w? = I'? con, z(t) = e *(At + B).
El desplazamiento inicial y la velocidad inicial son #(0) = 0 my ¢ = —3,0 %

respectivamente, el signo negativo indica que a la iltima condicién se le aplica una

velocidad hacia la izquierda. Se encuentra que A =0y B = —3 entonces
x(t) = —3te™,
que determina la ecuacién de movimiento.
En la figura [12| es posible apreciar como, a causa del amortiguamiento critico, la
masa se dirige de la posicion inicial hacia el punto de equilibrio del sistema manera

inmediata, al analizar el diagrama de fase se observa que la curva inicia de manera

suave y al transcurrir el tiempo se dirige de manera abrupta al origen.
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X (0) (m) [0 Sistema masa resorte Amortiguado

V) (mfs) [-3 Ecuaci6n diferencial:
ky (Nm) [4 General;
b (Ns/m) |2 axin dx(t)
m ke L m P + by = + Ik x(t)=0
4 Con condiciones dadas:
T (s) [s 1 x ) 2 dxit) sxit) =0
tis) =ikl s oad at B

Ecuacion solucién:
xt] » -3t

Pasicién en funcion del tiempo

Diagrama de fase

Velocidad en funcién del tiempo

W

w 107 ymgs)

-0.5 0o 05

= (% 1072 )(m)

Figura 12: Ejemplo 3 Amortiguamiento Critico

2.3.3. Oscilador sobreamortiguado

En el caso de w? < I'?| cuyas condiciones iniciales de posicién z(0) y velocidad z(0),

cuando ¢t = 0, son:
z(0)=z¢y y x(0)=d,

la solucién general de la ecuacion diferencial y su derivada son:

z(t) = AelTHet L Bel-T=wn)t . ) — (T 4 wy) AeTHHw2)t (T — ,) BelTT—w2)t

con wy = 4/I'? — w2, aplicando las condiciones iniciales, se obtiene:

z(0)=A+ B,
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JJ(O) = <—F+W2)A+(—F—WQ)B,

ZL:O = (-F+W2)A+ (—F —WQ)B, (33)
despejando A y B de las ecuaciones y ,

l:() + Io(r + w2)
2(4)2

sl we = 4/I'? — w3, de esta forma la solucién general es:

.%'0(&]2 — F) — jf()

A: B:

? Y

2&)2

£(t) = {93'0 + xo(T + wz)] 6(,p+\/m)t+ {xo(cug -T) - :‘co] (r-vTER)e (34)

N 2(4)2 QWQ

Este sistema, que oscila con una amplitud constante decreciente, se presenta cuando
b > 2v/km, tampoco se presenta oscilacién y el sistema regresa al equilibrio con mas

lentitud, que en el amortiguamiento critico.

Ejemplo 4. Sistema masa resorte horizontal - Sobreamortiguado

En un sistema masa resorte horizontal cuyas condiciones iniciales estan dadas por

wg =15, 2l =3 m]\;g, 2(0) = =1y @y = —4. Halle la ecuacién de movimiento x(t).

Se puede determinar la ecuacién diferencial del sistema, & + %x' + 1—10x =0, de esta

manera, se identifica que el sistema es sobreamortiguado. La ecuacion de movimiento

esta dada por,

1 VB, -
2(t) = 5y | (117 - 53v/65)e” 5t — (=117 + 53V65)e

e
8

Utilizando Mathematica: En la figura [I3] se pueden visualizar los diferentes diagra-
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3
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x[t] = ziu —117J - 117.J

Posicion en funcion del tiempo

Diagrama de fase

Velocidad en funcién del tiempo
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e = 05
9 tis .

= (% 1072 )m)

Figura 13: Ejemplo 4 Sobreamortiguado

mas de posicién en funcion del tiempo, velocidad en funcién del tiempo y diagrama
de fases, que corresponden a las condiciones dadas. Como se puede observar el desa-
rrollo del movimiento tiende a disminuir hasta que llega a ser nulo, ademés es posible
ver como la velocidad también disminuye a medida que el tiempo transcurre y como

esta oscila, esto debido al coeficiente de amortiguamiento.

2.4. Oscilador forzado

Si se mantiene una oscilaciéon de amplitud constante, aplicando una fuerza impulsora
que varie con el tiempo, con periodo y frecuencia definidos, se observara el fenémeno

de oscilacion forzada. Para el caso de la oscilacién amortiguada se toma una fuerza
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impulsora periédica, pero para este caso la frecuencia angular con la que la masa
estd oscilando, es igual, a la frecuencia angular impulsora, luego la amplitud de la

oscilacién que resulta, es mayor que cuando las dos frecuencias son distintas [7].

Se analiza una fuerza F'(0) = F,,, cos(w;t) y el cambio de la amplitud en una oscilacién
forzada, en funcién de la frecuencia angular de la fuerza impulsora (w;). Se presentan
dos casos uno en el que el oscilador es libre forzado y otro caso en el que el oscilador

es amortiguado forzado.

2.4.1. Oscilador libre forzado
F(t)
Figura 14: Masa sujeta a un resorte
En un sistema masa resorte, con una masa puntal m, con movimiento en una di-
mension, el movimiento tiene un grado de libertad, el resorte no tiene masa y su
comportamiento es lineal (obedece la Ley de Hooke [7]), pero se analiza con una fuer-

za que varia senoidalmente, como F(t) = Fjcos(wit) se va a encontrar la ecuacion

de movimiento que describe el sistema.

Utilizando la mecénica lagrangiana, se determina la energia cinética (K) de la masa

del movimiento y la energia potencial eldstica asociada al resorte (U) como sigue,

1 1
K= §m:1;2 y U= 5]{372,

de esta forma el Lagrangiano del sistema es:
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1 - 1
L=K-U-= éme — (ékﬁ) , Q= gcos(wtt) ,

como,

afony o R
dt \ Ot (%—mcoswt,

se obtiene,

i+ wir = F, cos(wit), (35)

3

conwl =Ly F, =

La solucién de esta ecuacién diferencial esta compuesta por la solucién de la ecua-
cién diferencial homogénea xp(t) y una solucién particular z,(t), esta solucién esta

descrita por z(t) = z,(t) + z,(t), como se muestra a continuacion.

Solucién homogénea,

ip 4+ wir, =0,
por los métodos usuales, la solucién es, xp,(t) = A cos(wt) + B sin(wt).

Ahora, por el método de coeficientes indeterminados (método para hallar una so-
lucién particular de la ecuacion lineal completa, que consiste fundamentalmente en
intuir la forma de una solucién particular), se plantea una solucién particular de la

forma,

zp(t) = ay cos(wt) + by sin(wit)
hallando la primera y segunda derivada, se obtiene,
i, (t) = —ayws sin(wit) + by cos(wit) ,  7p(t) = —aywy cos(wyt) — buw; sin(wit)
reemplazando estos valores en la ecuacién (35)),
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—ayw? cos(wit) — biw? sin(wyt) + w2 [ay cos(wt) + by Bsin(wt)] = F,, coswt

reorganizando la expresion anterior,

(wia; — wiay) cos(wit) + (wiby — wiby) sin(wit) = F,, coswyt

entonces,
(wia1 —wiay) =F, v (wiby —wiby) =0,

se encuentran los valores para a; y by,

F,

2 2
wO _wt

a)] =

y 61:0

La solucién de la ecuacién diferencia (35)) es,

z(t) = Acos(wot) + Bsin(wot) + ay cos(wit) + by sin(wyt) ,

reemplazando los valores de a; y by,

(t) = Acos(wot) + Bsin(wot) + ——— cos(wit)

Wy — Wi
encontrando la derivada de la ecuacién anterior y aplicando las condiciones iniciales

z(0) y ©(0), se encuentran los valores de Ay B,

Fm :tO

Cuando wy tiende a w; el sistema esta en resonancia, lo que quiere decir que una
fuerza relativamente pequena, aplicada de forma repetida, hace que la amplitud
del sistema se haga muy grande, un ejemplo de sistema de resonancia es la onda

cuadrada que se vera mas adelante.

Ejemplo 5. Sistema masa resorte horizontal - Libre forzado
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Determinar la ecuaciéon de movimiento para un sistema masa resorte, con las si-

_1
2

my ©(0) = & ™ ademéds m = 4,0 kg y

guientes condiciones iniciales x(0) = :

k=120 % y suponiendo que la masa se mueve bajo la accién de una fuerza externa

F =3,0Ncos(2t).

se tiene la siguiente informacién para resolver el problema, m = 4,0 kg, k = 12,0 g

y F' = 3,0Ncos(2t), la ecuacién diferencial de movimiento que describe el sistema,

. 12 3 cos(2t)
T+ —x=——"
4 4 ’

el desplazamiento inicial y la velocidad inicial son z(0) = —3 m y @(0) =

Sy [}

|3

respectivamente. Se puede encontrar que A =:y B = %, entonces,

1
2

z(t) = }LCOS (\/§t> + % sin (\/§t> - 30%(%) :

que describe la ecuaciéon de movimiento del sistema libre forzado.

Utilizando Mathematica:

Es posible observar en la figura que en el grafico correspondiente a la posicién
en funcién del tiempo, se ve un acotamiento debido al forzamiento representado

3 cos(2t . . . .,
%(), debido a esta misma la velocidad también sufre un

por la funcién f(t) =
acotamiento, el diagrama de fase permite visualizar el desarrollo del movimiento con

respecto a la velocidad.
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Figura 15: Ejemplo 5 Libre Forzado

2.4.2. Oscilador amortiguado forzado

Para este caso sobre el cuerpo actia una fuerza adicional debida a la friccién, basta
adicionar un término a las ecuaciones de movimiento, Fy = —bv, en donde, la
velocidad esta definida por o, = Z—f y b es una constante positiva para describir la
intensidad de la fuerza de amortiguamiento [7] y se analiza con una fuerza que varia

senoidalmente, como F'(t) = Fy cos(wit).

La ecuacién de movimiento se puede encontrar utilizando la mecanica lagrangiana,
se determina la energfa cinética (K) de la masa del movimiento y la energia potencial

elastica asociada al resorte (U) como sigue,
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Figura 16: Masa sujeta a un resorte

1
K=-mi* y U:§k:x2,

de esta forma el Lagrangiano del sistema es:

1 1
L=K-U= §m$2 — 5]{;3:2, Q = fm cos(wit) — b,

entonces,

d (0L 0L f (1)

— | == | — 5= = fmcos(wit),

dt \oi) Ox '
se obtiene,

i+ 203 + wiz = F,, cos(wit) (36)
conwl =Ly F, = f—n‘i, obteniendo asf la ecuacién de movimiento.

La solucion de esta ecuacion diferencial la determina la solucién de la ecuacién
diferencial homogénea x5,(t) y una solucién particular z,(t), que esta definida por

z(t) = zp(t) + z,(t) como se muestra a continuacion.

Soluciéon homogénea,
&y 4 20y, + wix, =0,

por los métodos usuales, se presentan tres soluciones,
Caso 1: subamortiguado - forzado

Para el caso en que w? > I'?, se tiene,

x = e " [Acos(wot) + Bsin(wot)] . (37)
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Ahora por el método de coeficientes indeterminados, se plantea una soluciéon parti-

cular de la forma,
xp(t) = ay cos(wyt) + by sin(wyt) ,

hallando la primera y segunda derivada, se obtiene,

i, (t) = —ayw; sin(wit) + biw; cos(wit) , #,(t) = —a1w; cos(wit) — biw? sin(w;t)

reemplazando estos valores en la ecuacion [36),

—aw? cos(wit) — byw? sin(w;t) + 2T [—ayw; sin(wit) 4 byw; cos(wit)] +

wi [(ay cos(wst) + by Bsin(w;t)] = F, coswit
reorganizando la expresion anterior,
(wgal —wlay — 2Fa1) cos(wyt) + (wgbl — w?by + 2Fb1) sin(wt) = F,,, coswyt
entonces,
(wgal - wfal - 2Fa1) =F, vy (wgbl — thbl +2Ib;) =0,
se encuentran los valores para a; y by,

Fn

L — by =0
wi —w?—2T Yoo ’

a; =

luego, F,, cos(wyt)

t) = ——F—+~——.
7p(t) wi —w?—2T

La solucién de la ecuacion diferencial 35 z(t) = x4 (t) + 2,(t) , cuando w? > I'? es,

F,, cos(wyt)

t)=e 1A t Bisi t —_—
z(t) = e " [Acos(wot) + B sin(wy )ng—wf—zr’

encontrando la derivada de la ecuacién anterior y aplicando las condiciones iniciales

z(0) y ©(0), se encuentran los valores de Ay B,

47



Fon p="0, L il
5= =—+— |2 === -
wid —w? -2 Y wo wo | wa —w?—2T

A:.TO—

Caso 2: sobreamortiguado - forzado

Para el caso en que w? < I'?, se tiene,

x = AelTHe0)t | pel-Two)t. (38)
F,, cos(wyt)

se tiene, ) = Ae"THwo)t | po(=T—wo)t |
=) ‘ ¢ wd —w} =2l

encontrando la derivada de la ecuacion anterior y aplicando las condiciones iniciales

z(0) y ©(0), se encuentran los valores de Ay B,

jfo 4 (F + wo)l‘o 4 (F + CL)(])Fm
2wy 2wy 2w(wd —w? —2I")’

To I' + wo E,
B=—-20 4 (1- )
2wy * ( 2wy ) (xo Wi — wi — 2F>

Caso 3: critico - forzado

A:

Para el caso en que w? = I'?, se tiene,
r=e (At + B), (39)

se tiene, F,p, cos(wit)

t)=e (At + B) + 5———2=
o(t) = e (At + )+wg—w$—2r’

encontrando la derivada de la ecuacién anterior y aplicando las condiciones iniciales

z(0) y #(0), se encuentran los valores de Ay B,

F
A—ig+T (mg— ——tm B=gy— ——m
ot (1’0 w%—w?—QF) Y "o wd —w? =20
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Ejemplo 6. Sistema masa resorte - Amortiguado forzado

Una masa de m = 7,0 kg atada a un resorte que se mueve bajo la acciéon de una

fuerza externa F' = 2,0 cos(t) N. Si la constante del resorte es k = 4,5 % y
b=0,8 %s. Determine la ecuacién de movimiento del sistema x(t).

Se tiene la siguiente informacién para resolver el problema, m = 7,0 kg, k =4,5 g

y F'=2,0cos(t) N, la ecuacién diferencial de movimiento que describe el sistema es,

- 4 - 9 2 cos(t)

T+ —t+—x=

35 14 7T

el desplazamiento inicial y la velocidad inicial son z(0) = =2 m y #(0) = & =

respectivamente.

Se encuentra que A = 0,21 y B = 3, 88, entonces,

20 cos(t)

o(t) = 35t [0, 21 cos(t) + 3,88 sin(t)] — 3

que describe la ecuacion de movimiento del sistema amortiguado forzado.

Empleando el manipulate correspondiente a este tipo de movimiento, el cual es

posible encontrar en el anexo 7.1, se tienen las siguientes graficas:

Al observar el diagrama de posicién en funcion del tiempo presentado en la figura
se puede afirmar que debido al amortiguamiento y el transcurso del tiempo el

movimiento resultante, sera el correspondiente a la funcién de forzamiento, que en

2 cos(t)
7

este caso es f(t) = , en el diagrama de fase es posible visualizar como el

movimiento se desarrolla inicialmente como un espiral pero al transcurrir el tiempo

49



X (0) (m) ';' Sistema masa resorte Amortiguado Forzado

V(0) (m/s) % meg:ﬂd;f:;fnml.
kb, ®5/m) (a5 L ma
bl (Ns/m) 08 « Cun:;nd.icinnesdadas'
mﬂ,?) ! ?‘%‘” s 0. s‘ﬂ - 4.5x() =2Cos(1wt)
2
Wi: 1
T (s

Posicion en funcion del tiempo

0e

L0 A
LN R TRYAVATATAYA

Diagrama de fase

Velocidad en funcion del tiempa

DN NN
RVAVRVAVAVATI

1.0
-10 -05 00 05 1.0

x (m)

Figura 17: Ejemplo 6 Amortiguado Forzado

se transforma en una curva cerrada.

2.5. Masa sujeta a dos resortes
Ahora se analiza el caso en que la masa este acoplada a dos resortes fijos, como se
ve en la imagen las constantes de elasticidad son k y ki, las longitudes entre los

resortes cuando estan en equilibrio, son [ y L.

Caso 1: Ahora se analiza el caso en que los coeficientes de elasticidad son diferentes,

k y kl.
La mecanica lagrangiana esta determinada por la energia cinética (K) de la masa
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I ki

Figura 18: Masa sujeta a dos resortes con k y k;

L
14
k l k4

Figura 19: Masa sujeta a dos resortes, con coeficientes de elasticidad k y k.
del movimiento y la energia potencial eldstica asociada al resorte (U), como sigue,
1 1 1
K = —mai? U= —ka*+ =k2?,
2 Y 2 2
de esta forma el Lagrangiano del sistema es:

1 1
L=K-U=-mi’

1
— —kx? + Zk2? —
5 2I+21I,Q O,

ya que no hay fuerzas generalizadas. Definiendo,

4oy oL
dt \ 0z or

F4zw? =0, (40)

se obtiene,

con w2 = M
m

Se observa que la ecuacién (40) es una ecuacién diferencial lineal homogénea con

coeficientes constantes, cuyas condiciones iniciales de posicién z(0) y velocidad 2(0),
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cuando ¢t = 0, son:

la solucién general de la ecuacién diferencial (40f), se describe en el anexo 7, es:

x(t) = Acos(wt) + Bsin(wt); #(t) = —Awsin(wt) + Bw cos(wt) ,

con w = %, aplicando las condiciones iniciales,

. T
z(0)=A=A=u1y, #0)=Bw=B=—,
w
siw=4/HE  entonces,
m
m
B =2y ———
Nkt k)

de esta forma la solucion general es:

k+k : mo . k+k
x(t):xocos,( - 115) +x01/k+k1 sm( ; 1) : (41)

La funcién solucién también se puede escribir de la forma (ecuacion [22)),

x(t) = Acos(wt + ¢g) ,

donde zy y vy representan,

Vg 2 v
A=\|z2+ (f) Yy o = arctan (_w_a(c]o) :

amplitud y angulo de fase respectivamente.

Caso 2: Como en este caso las constantes de elasticidad k y k; son iguales, k = k;.

Partiendo del caso anterior se tiene que:

i+awy=0, (42)

que describe el movimiento del sistema, con w = 1/%. Entonces,
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Figura 20: Masa sujeta a dos resortes con k; = k

- (yE) B (E).

La funcién solucién también se puede éscribir de la forma (ecuacion [22)),

z(t) = Acos(wt + ¢p) ,

donde zy y ¢ representan,

2
A= /2% + (@) Yy o = arctan (—U—O) .

w wTo

Ejemplo 7. Sistema de una masa acoplada con dos resortes‘

Dos resortes con constantes k = 7,0 % y k= 13,0 %, estan unidos a una masa
m = 5,0 kg, y los extremos libres de los resortes se unen a dos soportes fijos, ademas
las superficies carecen de rozamiento. Con la informacion dada encontrar la ecuacion

de movimiento x(t) que describe este sistema.

Utilizando Mathematica, se pueden visualizar las graficas de posicién en funcién del
tiempo, velocidad en funcién del tiempo y le diagrama de fase (velocidad - posicién).

Se puede observar que el movimiento resultante en este sistema es de manera regular
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y sin ningun tipo de debilitamiento, al observar el diagrama de fase se genera una
curva cerrada dando la impresién de un movimiento perpetuo. Como a continuacién

se se observa en la figura

. @ (r,nj =03 Sistema de una masa y dos resortes
V() (mfs) (02 Ecuacién diferencial:
1 13 General;
km) 7 £
) + (k + ky) x(t
m (kg) 3 e TEFR)O=
T [s Con condiciones dadas;
2
1(s) [=[w][u]+ SEIP L 20x(9=0

Ecuacién solucién:
x[t] = —0.5Cos[2t] + 0.1 Sin[2 ]

Posicién en funcion del tiempo

AWAWAWAWAY
= VEVAVEVAN

Diagrama de fase

Velocidad en funcion del tempo

NANDNN L
RTAVAVAVAY RS

¥ fmfs)

-04-02 00 02 0.4

Figura 21: Ejemplo 7 Masa Sujeta a Dos Resortes

Ejercicios planteados:

1. Suponga que una masa de 1,0 kg sujeta a un resorte de constante k = 4,0 % a)
Determine la ecuacion de movimiento de un oscilador libre amortiguado, si la masa
se libera 2,0 m a la izquierda de su posiciéon de equilibrio, comprimiendolo, desde el
reposo, suponiendo que la fuerza amortiguada es 4 veces la velocidad instantanea,

b) Halle z(t) y v(t), ¢) Grafique z(t) y v(t) y ¢) Elabore el diagrama de fase del
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sistema.

2. Considere una masa de 3, 0 kg sujeta a un resorte vertical de constante k = 10,0 %
Si la masa se suelta 2,0 m por debajo de la posicién de equilibrio con una velocidad
inicial descendente de 1,0 &, a) Determine la ecuacién de movimiento, b) Utilizando
la informacién del item anterior halle z(¢) y v(t), ¢) Elabore el diagrama de fase del

sistema.

3. Determinar la ecuacion de movimiento de un sistema masa resorte horizontal
formado por una masa de 8,0 kg sujetada por un muelle de constante £ = 32,0 %,
se supone que, en ausencia de amortiguamiento, actia una fuerza externa dada por
F(t) = 16 cos(4t). La masa se libera desde la posicién de equilibrio con una velocidad
inicial ascendente de 1,0 2, a) Grafique x(t) y v(t) y b) Elabore el diagrama de fase

del sistema.

4. A un sistema masa resorte horizontal no amortiguado con parametros m = 1,0 kg
y k=9,0 X se le aplica una fuerza externa dada por F(t) = 5cos(3). a) Determine

la ecuacion de movimiento suponiendo que x(0) = 1y & = 0, b) Grafique z(t) y v(t)
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3. Sistemas acoplados

Como se observo en el apartado anterior, los casos presentados, estan relacionados
con una masa. Para este apartado se exponen los casos con dos y tres masas, ademas
se presenta la generalidad con n masas, mostrando los casos en que las constantes

de elasticidad del resorte k, son iguales o diferentes.

3.1. Dos masas idénticas acopladas

Se analizan los casos con dos masas idénticas atadas a dos y tres resortes. Se tienen
dos masas idénticas que estan conectadas entre si mediante tres resortes, en donde
las constantes de restitucion son k, ki y ko, la longitud entre los resortes cuando

estdn en equilibrio son [ y L.

L
4 4
k ki k2

Figura 22: Dos masas idénticas conectadas por resortes.

3.1.1. Dos masas idénticas conectadas por tres resortes.
Como se muestra en la figura se tienen dos masas idénticas que estan conectadas
entre si mediante tres resortes, en donde las constantes de restitucion son k, ki v ko,

la longitud entre las masas cuando estan en equilibrio son [ y L.

Para encontrar la ecuacién de movimiento utilizando la mecanica lagrangiana, se

determina a partir de la energfa cinética (K') de la masa del movimiento y la energia
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Figura 23: Dos masas idénticas conectadas por tres resortes, con coeficientes de elasticidad
k? kl y k2

potencial elastica asociada al resorte (U) como sigue,

1 1 1 1 1
K = émx% + émxg y U= ék(x1)2 + §k1(x2 —x1)* + §k2(x2)2 :
de esta forma el Lagrangiano del sistema es:
1 . 1 . 1 1 1
L=K-U-= émmf + 577111% — 5/{3(1‘1)2 — 51{31(272 — 1'1)2 — ék’g(l’g)Q,
aplicando la ecuaciéon de Lagange para zq,
d (0L oL 0
dt \ 0z oxr
se obtiene
' k k1
- A — =0 44
1+ miﬁl m(l'z 1) 5 (44)
para T, se obtiene, & 1
o+ —y + — (29 — 1) =0, (45)
m m

Las ecuaciones (44)) y comprenden un sistema de ecuaciones diferenciales aco-
pladas, al desacoplarlas se encuentra la solucion, como se muestra en el anexo 6, y

encontrar los valores para las frecuencias w, y wp, para esto se tienen las ecuaciones:

miy = —(k+ki)vy +kiwy  y  miy =k — (ki + ko)1a,
entonces los valores propios de la raiz, para este caso son,
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kA 2k + ko /(K + 2k + ko)? — A(kky + kky + kiks)
- 5 ,

kA 2k + Ry — /(K + 2k + ko) — A(kko + kky + kiks)
— 5 :

Aa

Ab

por lo que

Y

o _\/k+2/{51+k2+\/(k+2k1+k2)2—4(l€k2+k‘k‘1+k’1k’2)

2m

bl

y \/k+2k1 + kg — /(K + 2Ky + ko)? — 4(kky + kky + kiko)
b pu—
2m

en consecuencia la solucién de las ecuaciones diferenciales (44]) y (45) son:

x1 = Acos (wat + @a) + B cos (wpt + ¢p) (46)
xo = Acos (wat + @a) — Bcos (wat + @) (47)

respectivamente; donde x1(0), x2(0) y sus derivadas representan,

. . 9 : : ;
A:\/(I10+I20>2+M, B:\/(xlo_x20>2+M’

Wq Wy

T, + T, )] . @y = arctan [_

ZL’IO — IQO :|
M
wa(T1, + T2,

g = arctan [—
wb(xlo - x20)

como se muestra en el anexo 7.
A continuacion se presentan tres casos particulares, que se deducen del caso anterior:

Caso 1: Se muestra el caso en que las constantes de restitucion del segundo y tercer
resorte son iguales, como se muestra en la figura Partiendo del caso general, se

tiene que:

mil = —(k + kl).’ll'l + k'.Z'Q y m.f.li'g = k’.ﬁl?l — 2]{1'2 s
encontrando la solucién a este sistema, como se muestra en el anexo 6, se encuentran
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Figura 24: Dos masas idénticas conectadas por tres resortes, con coeficientes de elasticidad
k y k‘l

k1+3k+/ (k1+3k)2—4(2kk1 +k2)
2

los valores propios de la raiz, para este caso son, A\, =

ke1+3k—+/ (k1+3k)2—4(2kk1 +k2) ke1+3k—/ (k1+3k)2—4(2kk1 +k2)
vy o= 5 , por lo que w, = o
ke1+3k-+/ (k1 +3k)2—4(2kk1 +k2) . ., .
yoowp = T , en consecuencia la solucién de las ecuaciones

diferenciales son:

1 = Acos(wat + @a) + B cos(wpt + ¢p) , (48)

x1 = Acos(wat + @a) — B cos(wpt + ¢p) (49)

respectivamente, en donde x1(0), 22(0) y sus derivadas representan,

i i )2 : .
A= \/@10 +552o)2+M7 B = (xlo—x20)2+M7
Wa m

Ty, + T2 )] v, = arctan [_

L1y — T2 :|
)
Wa (1, + T2,

P = arctan [—
wp (L1, — Ta)

como se muestra en el anexo 7.

Caso 2: Se muestra el caso en que las constantes de restitucion del primer y tercer
resorte son iguales como se muestra en la figura Partiendo del caso general, se

tiene que:

mil = —]{ZIL'l + kl(Z'Q — .Tl) y mfi‘Q = —k]?Q — kl(IEQ — Il) s
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Figura 25: Dos masas idénticas conectadas por tres resortes, con coeficientes de elasticidad
k y kl

encontrando la solucién a este sistema, como se muestra en el anexo 6, se encuentran

los valores propios de la raiz, para este caso son, A\, = ky A\, = k+2k;, conw, = %

yVwp = \/%, en consecuencia la solucion de las ecuaciones diferenciales son:

k k + 2k

1 = Acos (\/—t—l—goa) + B cos ki St | (50)
m m
[k [k + 2k

To —Acos( —t+90a) — B cos ha 1t+90b ) (51)
m m

respectivamente, en donde x1(0), x2(0) y sus derivadas representan,

: — ) .
AZ\/($1O+$20)2+M7 B:\/(x10_$20)2+w’

k k+ 2k,

p, = arctan { \/ m i } ©p = arctan { A/ m_ ity = 1
a — I N b — - )
k (3310 + LL’QO) k + 2]€1 (3310 — LL’QO)

como se muestra en el anexo 7.

Caso 3: Caso en que las constantes de restitucién de todos los resortes son iguales.

Partiendo del caso general, se tiene que:

ma'i'l = —2]6371 + kl’g y mfli'g = kill'l — 2]533'2,

encontrando la solucién a este sistema, como se muestra en el anexo 6, se encuentran
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Figura 26: Dos masas idénticas conectadas por tres resortes, con k = k1 = ko

los valores propios de la raiz, para este caso son, A\, = k y Ay, = 3k, con w, = \/% y

wy = \/%, en consecuencia la solucion de las ecuaciones diferenciales son:

x1 = Acos (\/ ﬁt—i—goa) + B cos (\/ %t—{—gob) (52)
m m

x9 = Acos (\/Et—l—tpa) — Bcos <\/%t+gob> . (53)
m m

respectivamente, en donde x1(0), x2(0) y sus derivadas representan,

m(:’vlo +i’20)2 m(i‘lo +j320)2

A= \/($10 + x20)2 + T , B= \/(1'10 - J320)2 + T’

© —arctan[ ”m L1 T 2y } © —arctan[ ”m L1 = T2y }
a — Al 7 7 N b — A/ 5. 7. |
k (l’lo + J)QO) 3k ('Tlo - 1’20)

como se muestra en el anexo 7.

Ejemplo 8. Modos simétrico y antisimétrico‘

Las figuras [27]y 28 muestran los modos simétrico y antisimétrico del sistema acopla-

do, dos masas idénticas y tres resortes y sus diagramas de velocidad contra tiempo:
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X Nfm) [Z1a
x, (Nfm) [Z1a
Vv, (N/fm) [-03
vy (Nrm) [Co3

Fky /m) [s
m (kg (11

Ts [s
() [=|[»l[al+

Sistema de dos masas y tres resortes
Sistema de ecuaciones diferenciales:

alx) (g
1153 L ox -9l @ -—m M =0

11“—’2gﬂ +9x2 (0 +9 [x2(®—x1 B]=0

Paosicién en funcion del tiempo

Diagrama de fase

Velocidad en funcién del tiempo

Figura 27: modo simétrico de sistema con dos masas idénticas y tres resortes con condi-

ciones iniciales: x1(0)

vy (Nfm) [-03
vy (N/m) [-03
T
Ky vrmy [7
7
m (kg [z
T [s
t(s) [+

=-1,1,y&(0)=-03y k=9, m=11.

Sistema de dos masas y tres resortes
Sistema de ecuaciones diferenciales:
3ERO L =Tl ® = ©1=0
2
"—gﬁ +Tx3 O+ 7T [x2 (6 =31 (O] =0

Posicién en funcién del tiempo

I P | W
- 28 o o

Velocidad en funcion del tiempo

P )
IR A\

Diagrama de fase

" N

Figura 28: modo anti simétrico de sistema con dos masas idénticas y tres resortes con
condiciones iniciales: x1(0) = 1,1,29(0) = —=1,1 y #(0) = — — 0,3, k =9,0 y m = 3,0.

3.1.2.

Dos masas idénticas conectadas por dos resortes

En donde las constantes de restituciéon son k y k1, la longitud entre las masas cuando

estan en equilibrio son [ y L. La ecuacion de movimiento utilizando la mecanica la-

grangiana, se determina a partir de la energia cinética (K') de la masa del movimiento
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Figura 29: Dos masas idénticas conectadas por dos resortes, con k # kq

y la energia potencial eldstica asociada al resorte (U) como sigue,

1 1 1 1
K = §mx% + émxg y U= 5/{::101 + 51{:1(:102 —11)?,

de esta forma el Lagrangiano del sistema es:

1 . 1 . 1 1
L=K-U= 577127% + ém:vg — ékxl — 5]@1(172 — .’El)z,
aplicando la ecuacion de Lagange para x1,
d (0L oL 0
dt \ 0z or
se obtiene,
i1+ wiry — wy (g —x1) =0, (54)
para xs, se obtiene,
. 2 -
To + CL)O/(.TQ — SL’1> = O, (55)

2 _ k 2 _ k . .
con wy = -1y wy = 2. Las ecuaciones | y 1) comprenden un sistema de
ecuaciones diferenciales acopladas, para encontrar la solucién al sistema, se deben
desacoplar las ecuaciones (H4) y (55)), como se muestra en el anexo 6, y encontrar

los valores para las frecuencias w, y wp. Se tienen las ecuaciones:

m:’él = —(k‘ -+ kl)l'l + k1$2 y m.@g = /{1.%1 — kliL‘Q s
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. . , 2k1+k++/4k?+k2
en consecuencia los valores propios de la rafz, para este caso son, A\, = ——————

2k +h—+/4k?+k2 2k1+k-++/4k?+k2 2k1 +k—/4k? +k2
Y>\b=+7p0f10quewa: —am YW=V an

consecuencia la solucién de las ecuaciones diferenciales (54)) y (55)) son:

2ky + k + \/4k? + k2 2k1 + k — \/4k? + k2
z1 = Acos (Jlt+gz1 + B cos —1t+¢'2 s (56)
2m 2m
2k1 + k + /4k? + k2 2k1 + k — \/4k? + k2
zz—Acos(\}zlt+¢1 — Bcos 2—1t+<p2 s (57)
m m

respectivamente, en donde x1(0), 22(0) y sus derivadas representan,

2m(iy, + d2,)?

2k + k + Ak, + E2

A= ('2710 +IB20)2

Qm(ilo + i20)2

(2k1 + k — 4k, + k2)

B = (mlo - 1'20)2 +

©, = arctan | — 2m L1y 2y
‘ 2k kAR TR (2 ) |
t [ 2m Si'lo - .i'go ]
p = arctan |— :
7 | 2]{71—’—]?—\/4]{3%—’—]{?2 (xlo_x%)_

como se muestra en el anexo 7.
A continuacion se presenta el caso particular, que se puede deducir del caso anterior:
Caso 1: Se muestra el caso en que las constantes de restitucion son iguales, entonces

ki1 = k. Partiendo del caso general, se tiene que:

mi, = —2kxy +kre vy mIy = kxy — kxg,

encontrando la solucién a este sistema, como se muestra en el anexo 6, en conse-
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Figura 30: Dos masas idénticas conectadas por dos resortes, con k = ky

cuencia los valores propios de la raiz, \, = %k y N = %gk:, Wy = /305

wp = 1/ %%, en consecuencia la solucién de las ecuaciones diferenciales son:

3—Vbhk 3—Vbk
r1 = Acos \/_—t—l—tpl + Bcos \/——t‘i‘(ﬁz )
2 m 2 m
3—vVH k 3—vVhk
Ty = Acos \/_—t~|—g01 — Bcos \/_—t+4,02 ,
2 m 2 m

respectivamente.

En donde z(0), z2(0) y sus derivadas representan,

2(j310 + jfgo)Qm

B+VvHk

. o 9 2(i‘10 + .CL’QO)Q’ITL
B = \/(1‘10 20) + (3 _ \/g)k )

2m illo + jfgo
(3 + \/g)k (9310 + "EQO)

A= \/(3710 -+ %20)2 +

e = arctan | —

2m i‘lo - Zi'go

(3 — \/S)k (xlo - :E20) 7

pp = arctan | —

como se muestra en el anexo 7.
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Ejemplo 9. Sistema de dos masa acopladas por dos resortes

En una superficie horizontal, una masa m; = 5,0 kg estda unida a una pared fija
mediante un resorte con constante k = 4,0 % Otra masa ms = 5,0 kg esta unida a

la masa m; mediante un resorte con constante k; = 7,0 g

Se tiene que, m; = my = 5,0 kg, k = 4,0 % y ki = 7,0 %, se concluye que las
ecuaciones de movimiento son,

. 1 1 . 2
CC1+§$1—§(ZC2—$1):0, £C2+?($2—l'1):0,

Los objetos estan alineados en forma horizontal, de modo que los resortes tiene su

longitud natural. Encuentre las ecuaciones de movimiento que describen este sistema.
Al hacer uso de Mathematica es posible ver los siguientes graficos:

En la figural31]el diagrama de posicién en funcion del tiempo se observa la trayectoria
de las masas al transcurrir el tiempo, también se puede observar la velocidad que
cada una de las masas y las figuras que se forman en el diagrama de fase son curvas

cerradas.
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T O)(m) [o Sistema de dos masas y dos resortes con un extremo libre

Xz (O)(m) [0 Sistema de ecuaciones diferenciales:
vy (D(mfs) | -05 dxy ()
v, (O)mfs) [2 57+4x1(t)—7|13(t)—xl(t)|=ﬂ
. 2
Ky avjm) 7 552 47 ) - m (0] =0
n At
i (kg) s
T [5
tis) [=wlu+ Posicion en funcion del tiempa
= (m
15 .
— P T
) . 10 \/_ _'_H\/_‘_
| DT AT A R -

Diagrama de fase

Velacidad en funcién del tiempo

3

v s
=

Figura 31: Ejemplo 9, dos masas sujetas a dos resorte con un extremo libre

Ejemplo 10. Sistema de dos masa acopladas por un resorte

Dos masas m; = 19,0 kg y me = 19,0 kg se encuentran unidas por un resorte

con constante k = 2,0 % Encuentre la ecuacién de movimiento que describe este

sistema.
El codigo Mathematica utilizado para este ejemplo es:

Mathematica 4: Solucion de la ecuacion diferencial

. NDSolve[{x"[t] + 2/19 (x]t] — y[t]) == 0, y"[t] + 2/19 (y[t] — x[t]) == 0, x[0] == —0.8,

y[0] == 0.4,y'[0] == 0.2, x[0]==0}, {x, y}, {t, 0, 50}]
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Mathematica 5: Grafico de las posiciones de las dos masas en funcion del tiempo

1 Plot[Evaluate[{x[t],

—> {Style[" Tiempo__(s)", ltalic, 12],

y[t]} /. First[%]], {t, 0, 50}, PlotLegends —> "Placeholder”

, AxesLabel

Style [" Posicion_..(m)", ltalic , 12]}]

Fosicion ()

g ) 1 | I S T | Ll

Ejercicios propuestos:

Tiempo (3
0

1. Como se ve en la figura[32] se tienen dos masas idénticas conectadas por un resorte,

en donde, la constante de restitucion es k, la longitud entre las masas cuando estan en

equilibrio es L. Encuentre las ecuaciones de movimiento que describen esta situacion.

L

mmm,m

T

ommmmm-

I‘-.'l

Figura 32: Dos masas idénticas conectadas por un resorte

2. Se tienen dos resortes y dos masas estan unidos en linea recta sobre una superficie

horizontal sin fricciéon. El sistema se pone en movimiento manteniendo la masa ms

en su posicién de equilibrio y moviendo la masa m; a la izquierda de su posicién de
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equilibrio una distancia de 1,00 m, para luego liberar ambas masas. Determine las

ecuaciones de movimiento si m; = mo = 2,0 kg, k1 = 4,0 % vy ko = 3,3 g

3. Dos resortes y tres masa se unan en linea recta sobre una superficie horizontal

sin friccién. Deduzca el sistema de ecuaciones diferenciales si m; = mgy = 1,0 kg,

4. Dos masas unidas por un resorte se unen en linea recta sobre una superficie
horizontal sin friccién. El sistema se pone en movimiento manteniendo la masa ms
en su posicion de equilibrio y moviendo la masa m; a la izquierda de su posicion de
equilibrio a una distancia de 2,0 m, para luego liberar ambas masas. Determine las
ecuaciones de movimiento para las dos masas teniendo en cuenta que m; = mo = 2,0

kgyk=1,0Z.

3.2. Tres masas idénticas acopladas

Como se muestra en la figura[33] se tienen tres masas idénticas que estédn conectadas
entre si, mediante 4 resortes, en donde las constantes de restitucion estaran dadas
por k, ki, ke y k3, la longitud entre las masas cuando estan en equilibrio son [ y L.
No se trata la solucién de esta situacién dado lo extenso de los resultados, pero se

muestra algunos casos particulares.

3.2.1. Tres masas idénticas conectadas por cuatro resortes.
Como se muestra en la figura|34], se tienen tres masas idénticas que estan conectadas

entre si mediante cuatro resortes, en donde las constantes de restitucién estaran
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Figura 33: Tres masas idénticas conectadas por cuatro resortes

dadas por k y k1, ademas la longitud entre las masas cuando estan en equilibrio son

L y . Se encontraran las ecuaciones de movimiento que describen esta situacion.

Figura 34: Tres masas idénticas conectadas por cuatro resortes

Para encontrar la ecuacién de movimiento utilizando la mecanica lagrangiana, se
determina la energia cinética (K') de la masa del movimiento y la energia potencial
eldstica asociada al resorte (U) como sigue,

1 1
K:§m¢%+§m¢§+§m¢§ y U=

1

1 1 1
2kxf + =25+ =k (zo — 1) + =k (23 — 12)

2 2 2

de esta forma el Lagrangiano del sistema es:

1 1 1 1 1 1 1
L=K-U-= §ma:f + émxg + §mx§ — 51@% — 51@% — §k1(x2 — )% — §k;1(x3 —19)?,
aplicando la ecuaciéon de Lagange para zq,
d (0L oL 0
dt \ Ot or '
se obtiene
’ k k
@+~ — — (29 —11) =0, (60)
m m

ara Is, se obtiene
b )
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.k k
$2—E1(ZE2—I1)+E1($3—$2):0, (61)

y finalmente para x3, definiendo,

. k k
T3 + —X1X3 + —1 (ZE3 — 372) = 0, (62)
m m

las ecuaciones (61)) y (62) comprenden un sistema de ecuaciones diferenciales aco-
pladas, para encontrar la solucion al sistema, se deben desacoplar las ecuaciones

(61)) v (62]) como se muestra en el anexo 6, y encontrar los valores para las frecuencias

Wa, Wy Y We, para esto se tienen las ecuaciones:

miﬁl = —kl'l‘i‘kl(ﬂfg—l'l), mli'g = —k1($2—$1)+k1($3—$2) y me"g = —]ﬁ(ilfg—l'z)—]{]l'g,

entonces los valores propios de la raiz, para este caso serdn, X\, = (k + ky),
3k+k1++/ k2 —2kk1 +9k2 3k+k1—+/k2—2kk1 +9k2 k+k

Ap = ) y Ae = B) , CONL Wq = Tlv

, en consecuencia la solucion

3k+k1+/k2—2kk1+9k? Bktky—/k2—2kk1+9k3
Wy = 2m Yy We = 2m

de las ecuaciones diferenciales , y son:

x1 = Acos (Wat + @) — C cos (wet + ¢3) , (63)
Ty = Acos (Wal + o) + B cos (wyt + pa) + C cos (wet + 3) | (64)
xg = Acos (wWat + p2) + B cos (wyt + p2) — C cos (wet + ¢3) . (65)

A continuacion se presenta el caso particular, que se puede deducir del caso anterior:
Caso 1: los coeficientes de elasticidad son iguales, con k = k; = ko = k3. Partiendo

del caso general, se tiene que:
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Figura 35: Tres masas idénticas conectadas por cuatro resortes

m:}él = —2]€$1 + kl‘g, miQ = kl‘l — 2]{?1’2 + k’flfg y mffg = k’{lfg — kl’g,

encontrando la solucién a este sistema, como se muestra en el anexo 6, se encuentran

los valores propios de la raiz, para este caso son, A\, = 2k, \y = k(2 + \/5) y

A = k(2 —+/2), por lo que w, = \/%, wp = \/k(%ﬂ) V We = \/k(%ﬁ), en

consecuencia la solucién de las ecuaciones diferenciales son:

2 2— /2
x1 = Acos (\/Ekt%-%) — C'cos IC(T\/_)tﬂLSO?, ; (66)

2k k(2 2 k(2 —+/2
xQ:Acos< Et—%goz)—l—Bcos <+T\/_)t+g02 +C cos <T\/_)t—|—cpg

(67)
12k k(2 2 k(2 —+v2
xr3 = Acos < —t+ 902> +B cos (;\/_)t + @9 | —C'cos (—\/_)t + 3
m m m
(68)

Ejemplo 11. Sistema de tres masa acoplada con cuatro resortes‘

Cuatro resortes con constantes k = 13,0 %, ki=17,0 %, ke = 10,0 %, ks = 20,0 %,
estdn unidos a masas de m = 0,15 kg, y los extremos libres de los resortes se unen

a dos soportes fijos, ademas las superficies carecen de rozamiento y las condiciones
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iniciales son x1 = —1,0 m, v; = 0,2 &, para la masa uno, ro = 0,0 m, v, = 0,4 =,

para la masa dos, 3 = 1,0 m, v3 = —0,5 7, para la masa tres.

Utilizando Mathematica:

X (0)(m) [-1 Sistema de tres masas y cuatro resortes
X (0)(m) [0 Sistema de ecuaciones diferenciales:
X5 (O)(m) 1 I

V; (0)(m/s) (02 o'lﬁd_dr?& 131 =7 kel a6l =0

v, (0)(m/s) [0

0.15‘ixﬂ + 7 [x2(t) = x1(6)] = 10 [x3(t) = x2(6)] = 0
Vs (0)(m/s) [-05 at

d)

2

kb m) 7 o.ls"—:ji+1o[x3(:}-xz(t)1+zoxa(r)=u
ky (N/m) [10 Pasicién en funcién del tiempo
k; Nm) (20 2m

ke ®m) [13 L L )

mikg [o1s . ! - - ‘ - .

T STTRSTRSSTSY e TENHHTIEITD mmmm{

gt : )

Ly ki x ke z M 0
T TTTITG wavTeatm]

_4

TS
tis) =]+ | RUz

Velocidad en funcién del tiempo

« tmfs)

Figura 36: Ejemplo 11

Es posible visualizar las graficas de posicién en funcién del tiempo, velocidad en
funcién del tiempo y le diagrama de fase (velocidad - posicién) gracias a la figura
Donde se puede observar el sistema de ecuaciones diferenciales a solucionar, por
otra parte los graficos de posicion en funcién del tiempo y velocidad en funcion del
tiempo y el diagrama de fase de velocidad en funcién de la posicién, y las condiciones

iniciales antes declaradas, esto con el fin de analizar el desarrollo el sistema.
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3.2.2. Tres masas idénticas conectadas por tres resortes.

Como se muestra en la figura |37, se tienen tres masas idénticas que estan conectadas
entre si mediante tres resortes, en donde las constantes de restitucion estaran dadas
por k, ki1 v ko, la longitud entre las masas cuando estan en equilibrio son L y [. Se

encontraran las ecuaciones de movimiento que describen esta situacion.

Figura 37: Tres masas idénticas conectadas por tres resortes, con coeficientes de elasticidad
k7 kl y k2

Utilizando la mecénica lagrangiana para encontrar la ecuaciéon de movimiento, se
determina la energia cinética (K') de la masa del movimiento y la energia potencial

elastica asociada al resorte (U) como sigue,

1 1 1 1 1 1
K = §mxf + §mm§ + §mx§ y U= §kx% + 5]{31(1'2 —1)* + §k2(l‘3 —19)?,
de esta forma el Lagrangiano del sistema es:
L:K—U:lmva—i-—ma':Q—i-—mj:Q—lkxz—lk( To — T )2—1/{ (13 — x9)*
oMY T 5y T 5Ny — STy = RGP 1 52T — T2)",
aplicando la ecuacion de Lagange para x1,
d (OL\ 0L _ 0
dt \ Oz ox
se obtiene
’ k k
Ib'"l + —x — —1(1’2 - .Tl) = 0, (69)
m m
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para xs, se obtiene,

. Kk ko
_ _ e =0 70
T m (ZEQ ZU1) + m (.173 LBQ) s ( )
y finalmente para x3, se obtiene,
4 0 (71
€T —_— _ =
3 m T3 $2) ) )

las ecuaciones (44)) y (45) comprenden un sistema de ecuaciones diferenciales aco-
pladas, para encontrar la solucién al sistema, se deben desacoplar las ecuaciones
©9), (70) y (71), como se muestra en el anexo 6, y encontrar los valores para las

frecuencias wg, wy, y we, para esto se tienen las ecuaciones:

m;t'l = —k$1+k($2—331), mx"Q = —k($2—$1)+k(33’3—$2) y ml’g = —k(.l?g—l’g),
entonces los valores propios de la raiz, para este caso son Ay, A\p v A, con w, = ’\E‘l,

wy = \/% V W, = ,/%, en consecuencia la solucién de las ecuaciones diferenciales

7 YSOH:

x1 = Acos (Wat + ¢,) — C cos (wet + @) | (72)
Ty = Acos (Wat + ¢,) — Bcos (wyt + o.) + C cos (wet + ) (73)
x3 = Acos (Wat + @,) + Bcos (wpt + @) + C cos (wet + o) - (74)

respectivamente.

A continuacion se presenta el caso particular, que se puede deducir del caso anterior:

Caso 1: Los coeficiente de elasticidad son iguales, con k = ki = ky = k3. Partiendo

del caso general, se tiene que:
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Figura 38: Tres masas idénticas conectadas por tres resortes, con k = k1 = ko

maﬁ'l = —k$1+k($2—$1) s mx"g = —/{;(:1:2—1;1)—1—/4:(:63—:1:2) y m.T3 = —k(xg—SC2> s
encontrando la solucién a este sistema, como se muestra en el anexo 6, se encuentran

los valores propios de la raiz, para este caso son, A\, = k, A\, = 2k y A\, = k(2—k), con

k 2% k(2—Fk) . . .
We =1/ =, wWp =1/ = v we. =1/ ——, en consecuencia la solucién de las ecuaciones
m m m

diferenciales son:

2
x1 = Acos (\/%i%-goa) — C cos (\/EktﬂLSOc) ; (75)

k 2k 2k
T9 = Acos (\/—t—{—goa) — Bcos (\/ —75+S0c> + C' cos (\/ —t+90c> ,  (76)
m m m

k 2k 2k
3 = Acos <\/—t+goa> + B cos (\/ —t+<ﬂc> + C cos (\/ —t‘i‘@c) , (77
m m m
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respectivamente.

3.2.3. Tres masas idénticas conectadas por dos resortes.
Se tienen tres masas idénticas que estan conectadas entre si mediante dos resortes,
en donde las constantes de restitucién estaran dadas por k£ y ki, la longitud entre

las masas cuando estan en equilibrio son [ y L.

L
¢

Figura 39: Tres masas idénticas conectadas por dos resortes, con coeficiente de elasticidad

kyk

Utilizando la mecénica lagrangiana, se determina la energia cinética (K) de la masa

del movimiento y la energia potencial eldstica asociada al resorte (U) como sigue,

1 1 1 1
K= 57711’% + 57711}% + 57711’3 y U= 5/6(33'2 — SL’1>2 + ékl(l'g — 56'2)2 ,
de esta forma el Lagrangiano del sistema es:
1 5 1 5 1 5 1 1
L=K-U-= me% + §mx§ + §m:p§ — §k(m2 — 1) — §k1(x3 —19)?,
aplicando la ecuaciéon de Lagange para zq,
d (0L oL 0
dt \ O or '
se obtiene
' k k
3:“.1 + —x1 — —29 = O, (78)
m m

ara Is, se obtiene
b )
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m - m

k k k k
To — —x1 + (——l——l) r9g — —x3 =0, (79)
m m

y finalmente para x3, se obtiene,

T3 + e Rt 0, (80)
las ecuaciones , y comprenden un sistema de ecuaciones diferenciales
acopladas, se deben desacoplar las ecuaciones 7 y , para encontrar la
solucién al sistema, como se muestra en el anexo 6, y encontrar los valores para las

frecuencias w,, wy v w,, para esto se tienen las ecuaciones:

mazy = —k(z1 — x2), miy = —k(zg —x1) + k1(x3 —x2) 'y mis = —k(xz — x3),
entonces los valores propios de la raiz, para este caso son, A, = 0,

N =k+k +k—kki+k y MN=k+k —/k2—kk +k? por lo que

k+ki14++/k2—kky+k2 k+ki—+/k2—kk1+k?
w, = 0, wb:\/ v Ly we. = v L

m c m

, en consecuencia la

solucion de las ecuaciones diferenciales , y son:

x1 = Acos () — Ccos (wet + @) , (81)
xy = Acos (p,) — Bcos (wpt + @) + C cos (wet + ¢c) (82)
x3 = Acos (pg) + Bcos (wyt + ¢.) + C cos (wet + @) (83)

respectivamente.

A continuacién se presentan el caso particular, que se puede deducir del caso anterior:

Caso 1: En este caso los coeficientes de elasticidad son iguales, k, con k = ky, se
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encontraran las ecuaciones de movimiento que describen esta situacion.

I
¢
S LUUTLTLLIIsr e f0000000000 @
L r, k |, T9 k ‘?: Tq

s o o e Ifﬂﬂﬁﬁﬂﬂﬂﬂwl

Figura 40: Tres masas idénticas conectadas por dos resortes, con k1 = k

mzy = —k(z1 — x2), miy = —k(zg —x1) + k(xg —x2) y  mas = —k(zs —x9),
encontrando la solucién a este sistema, como se muestra en el anexo 6, se encuentran
los valores propios de la raiz, para este caso son, A\, = 0, A\, = k y A\, = 3k, con
we = 0, wp = \/% V We = ?n—k, en consecuencia la solucién de las ecuaciones

diferenciales son:

o

x1 = Acos (p,) — C cos ( —1 + goc) , (84)

5e

ﬁt + goc> + C' cos ( —t+ goc> , (85)

5=

xo = Acos (¢,) — B cos (

oE
B

k
xg3 = Acos (¢q) + Bcos ( —t+ g00> + C cos ( —t+ <Pc> ) (86)

respectivamente.
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3.3. Sistema de " masas idénticas acopladas

En este caso el coeficiente de elasticidad esta dado por k, k1, ke,..., k,, se encontraran

las ecuaciones de movimiento que describen esta situacién.

L L
QL S S L D S LR E DDk rmmm{
k ky ko ks Fn

Figura 41: n masas sujetas por n resortes, con coeficiente de elasticidad k, k1, ko, k3...,
kn_1y kn

En los apartados anteriores se ha utilizado la mecanica lagrangiana para encontrar
mas facilmente las ecuaciones de movimiento, para este caso, se determina la energia
cinética (K') de la masa del movimiento y la energia potencial elastica asociada al

resorte (U) como sigue,

1 1 1 1

K = 5m:‘cf + §mj:§ + émx'g +. me'ifl + émi‘i,
1
2

1 1 1 1
U= k.fl?% + 5]61(.272 — .Tl)2 + 5]@2(173 — .1'2)2 + ...+ §kn71<l’n — l‘n71)2 + Eknxi,

de esta forma el Lagrangiano del sistema es:

L=K-U,
1 .9 ) 1 .9 .9 1 .9
L= oM + oM + 5Mi + .o+ M + M=
1 1 1 1 1
EkIQ — 5]4?1(1‘2 — I1)2 — 5]{52(1'3 — IE2)2 — ... — §kn—1(l'n — l‘n—l)2 — §k’nl‘i,

aplicando la ecuacién de Lagrange para x,,_1, ya que lo otros casos se han abordado

en la seccién anterior,

df oL | _ oL _,
dt 8(1:71,1) (91'”,1_ ’
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d oL ' oL

axn—l

- _kn—2(xn—1 + xn—2) + kn—l(xn - xn—l) )

se obtiene,

kp— kp—
= (-rn—l - xn—2) - .

Ty + (X — Tp—1) =0, (87)

m

aplicando la ecuacion de Lagrange para z,,

afony or
dt \ O, or,

d OL oL
— = ma —— = —kp_1(xy, — Tp_1) — kpx
dtaxn n Gmn n 1( n n 1) n4n
se obtiene,
R k
e + ol (xn - xn—l) + _nxn = 07 (88)
m
conw? =k 2 =lety2 ) = Ens2 aq ecuaciones comprenden un sistema

de ecuaciones diferenciales acopladas, para encontrar la solucion al sistema, se deben

desacoplar el conjunto de ecuaciones (88)), como se muestra en el anexo 6 y encontrar

los valores para las frecuencias wy, ws, w3, ..., Wy_1 V Wy, para esto se tienen las
ecuaciones:
n
.. 2 2 o o
E T+ wi o (r; — ;1) +wijz; =0 con j=1,2,3,..n. (89)
j=1

entonces se deben encontrar los valores propios de la raiz, para este caso, A\1, Ao y A3,

vy A1 Y A, CcON Wy = 1/%, Wy = ,/%, w3 = \/%3, ey Wy = ,/%", en consecuencia

la solucién de las ecuaciones diferenciales |89|se pueden hallar a partir de la ecuacién:

> x(t) = ajjA; cos (wit + ;) (90)

j=1
como se muestra en el anexo 6.
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4. Curvas de Lissajous

Se trataran las curvas de Lissajous, debido a que estas se obtienen a partir de
oscilaciones armonicas simples de dos dimensiones, en este apartado se muestra el
estudio de éstas curvas utilizando oscilaciones armoénicas simples de dos dimensiones.
A continuacion se evidencia como se hace la transposicién entre las oscilaciones de

una dimension a dos dimensiones.

4.1. Oscilador arménico simple de una dimensién

Como se vio en la seccion sistema masa resorte, la ecuacién de movimiento que

representa el sistema masa resorte horizontal libre es,
i+twiz=0, (91)

cuya solucién puede ser:
z(t) = Acos(wot + @a) , (92)

en donde A es la amplitud, wy representa la frecuencia y ¢, la fase y graficamente

se observa que en las figuras 42|y [43] estos valores pueden modificar la figura.

¥
2

e e
/2 . \
-1
-2

Figura 42: A=2,wy=1y p, =3.

Las figuras [42] y [43] se crearon con la ayuda del el manipulable oscilador arménico
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s

=i

Figura 43: A=2,wy =2y p, =5.

simple cuyo cédigo de programacion se puede encontrar en el anexo 7.4 en el apartado

de oscilador armoénico simple

Otra forma de expresarla solucion de la ecuacién es,
x(t) = Acos(wot) + Bsin(wpt) , (93)

en este caso la amplitud y la fase estan determinadas por los valores de A y B, la
frecuencia sigue siendo wy. En la figura44]si A =2, B =1y wy = 1. Entonces la
amplitud, como se muestra en la figura [44] es 2, 25, si se cambian los valores de A y

B, A=1, B =2y la frecuencia se deja igual, como se observa en la figura

¥y

2l

-

At

_al

Figura 44: Ecuacién (93), A=2, B=1y wy = 1.

Se observa en las figuras [44] y [45] que los valores de A y B determinan la amplitud
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_al

Figura 45: Ecuacién (93), A=2, B=1y wy = 1.
y fase del sistema.

Las figuras [44] y [45] se realizaron haciendo uso del manipulable oscilador arménico
simple, cuyo codigo de programacion se puede encontrar en el anexo 7, en el apartado

de oscilador armoénico simple.

4.2. Oscilador armoénico simple de dos dimensiones

Se analiza lo que ocurre con cada una de las soluciones anteriores del sistema unidi-
mensional, en el sistema de dos dimensiones. Primero se pasa el sistema anterior a

dos dimensiones como sigue:
P+wir=0=p+wip=0,
en donde p = (z,y).

Se tiene,
i+twiz=0,

. 2
y+wy =0,
se observa que son dos movimientos oscilatorios independientes con la misma frecuen-
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cia w, luego para el caso particular de la ecuacion (92) se obtienen como soluciones

del sistema,
x(t) = Acos(wot + ©a) , (94)

y(t) = B cos(wot + ¢p) , (95)
y para las ecuaciones y (05) respectivamente,

y(t) = Acos(wot) + Bsin(wot) , (96)

y(t) = C cos(wot) + D sin(wpt) , (97)

graficando las ecuaciones , , y , que se pueden obtener las figuras de

Lissajous. En las ecuaciones y , los valores A y B representan la amplitud
de los ejes x y y respectivamente, los valores de ¢, v ( determina la fase de cada uno
de los sistemas, estos valores se observan mejor en la figura |46, siempre serd cerrada

a menos que wy < 1.

Figura 46: Ecuaciones f04) y (95), A=1, B=1,wy =1, pa =5y ¢y = 6.
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Como las diferencias entre las ecuaciones , y , (]@ son muy pocas en

cuanto a la representacion, entonces los calculos se hardn solo con las ecuaciones
(194) v (95). Ahora se analiza el caso en que las frecuencias son diferentes, para esto

se reescribiran las ecuaciones de la siguiente manera,

z(t) = Acos(w.t + @), (98)

y(t) = B cos(wst + ¢s) (99)

con w, # wy. Los valores de A y B representan la amplitud de cada sistema y ¢,,

vy las fases, en la figura [47] se observa mejor esta situacion,

iy

=10

Figura 47: Ecuaciones y(@9), A=2,B=1w, =3, wp=2, 0, =1y g, =4.

En la figura se observa que las curvas son cada vez mas complejas, pero se
puede determinar cudndo son o no curvas cerradas. Por ejemplo, si una de las dos
frecuencias es nimero entero la curva es cerrada, pero siw, =ny w, =bconn ¢ Z
la curva es abierta. Si las frecuencias aumentan entonces las curvas se haran mas
complejas, incluso si se deja una de ellas estable y la otra varia [4]. Las figuras
y [A7] se hicieron empleando el manipulable figuras de Lissajous 2D, cuyo cédigo de
programacion se puede encontrar en el anexo 7.5, en el apartado que lleva el nombre

de esta seccidn.
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Aplicaciones cuvar de Lissajous:

Un osciloscoio es un instrumento que sirve para ver la representacién grafica de las
senales eléctricas. Este instrumento mide tensiones en funcién del tiempo, representa
las senales eléctricas en forma de coordenadas en una pantalla. El eje x representa
el tiempo vy el eje y las tensiones o voltaje, las representaciones que aparecen en la
pantalla son las figuras de Lissajous [§]. En el osciloscopio las figuras de Lissajous
sirven para medir y comparar las frecuencias (entre los limites 0, 1 y 10, aunque
se restringe a frecuencias cuya relacién es, el cociente entre niimeros enteros que se
encuentran entre dichos limites, con el fin de facilitar su visualizacién) y fases de las

entradas de corriente.

Este método determina la diferencia de fases si se cumplen las siguientes condiciones:

» La frecuencia de las dos senales debe ser la misma
= La amplitud de las dos senales debe ser la misma

= La forma de la onda debe estar perfectamente centrada

La relacion entre las dos frecuencias, fg y fy, frecuencia horizontal y vertical res-
pectivamente, se puede determinar porque generar una figura que la caracteriza.
Dependiendo de la relacion entre las frecuencias de las senales y sus diferencias de

fase se pueden obtener las figuras de Lissajous. que se presentan en el cuadro [T}

Si las ondas tiene la misma frecuencia fy = fy, se visualiza alguna curva de la

primera fila. Si la diferencia de las dos senales es de 0° o 180° se visualiza una linea
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fv _ wg Fis Eis 3m
o wy 0 4 2 4 T
1:1 .

1:2
1:3
1:4

Cuadro 1: Relacién de frecuencias y desfase

recta y si la diferencia es de 90° se observa una circunferencia o una elipse [10].

La relaciéon de frecuencias se puede determinar trazando una tangente horizontal
y otra vertical a los bucles (picos redondeados) de la curva cerrada y contando
el nimero de puntos de tangencia con las rectas horizontal y vertical. Entonces
la relacion entre las dos frecuencias, donde Ty y Ty son el nimero de puntos de

tangencia horizontales y verticales respectivamente es,

T
%{ = T—fv{ (100)

Por otra parte las figuras de Lissajous también se pueden utilizar para determinar la
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relacién de fases de dos ondas de la misma frecuencia. Si las senales tienen la misma
fase, resultard como figura una recta inclinada que sube de izquierda a derecha y el

angulo de inclinacién dependerd de la amplitud de las dos senales [§].

El método para determinar la diferencia de fases funciona si se cumplen las siguientes

condiciones:

La frecuencia de las dos senales a comparar debe ser la misma.

La amplitud de las dos senales debe ser la misma.

La forma de onda debe estar centrada respecto a los ejes x y y, o hay que

ubicar el punto en el centro del eje de ordenadas.

4.3. Oscilador armoénico simple de tres dimensiones
En estd seccion se analiza lo que ocurre con cada una de las soluciones anteriores
del sistema unidimensional, en el sistema de tres dimensiones. Primero se pasa el

sistema anterior a dos dimensiones, como sigue:

itwizr=0= p+wip=0,

donde p = (x,y, z), entonces si se tiene,

i+twiz=0,

j+wiy=0,

F4+wiz =0,
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se obtienen tres movimientos oscilatorios independientes con la misma frecuencia

wp, que para el caso particular de la ecuacion se obtienen como soluciones del

sistema,
x(t) = Acos(wot + @a) , (101)
y(t) = B cos(wot + @) , (102)
y(t) = C cos(wot + ) , (103)
y para la ecuacién (93]),
y(t) = Acos(wot) + Bsin(wpt) , (104)
z(t) = C cos(wpt) + D sin(wpt) , (105)
z(t) = E cos(wpt) + F sin(wot) , (106)

con las ecuaciones ([101]), (102]), (103)), (104)), (105|y (106)), que se pueden obtener las

figuras de Lissajous en tres dimensiones. En las ecuaciones (101)), (102) y (103)), los

valores A, B y C representan la amplitud de los ejes z, y y z respectivamente, los
valores de ., ¢, v @. determina la fase de cada uno de los sistemas, estos valores

se observan mejor en la figura 48|

Si wp < 1 la figura no se cierra.

Ahora se analiza el caso en que las frecuencias son diferentes, para esto se reescribiran

las ecuaciones de la siguiente manera,

z(t) = Acos(wat + ©a) (107)
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Figura 48: Ecuaciones (101)), (102) y (103), A=B=C =1, wp =1, 90, =3, 9op =5y
Ye = 1.

y(t) = Bcos(wpt + ¥p) , (108)

y(t) = C cos(wet + ¢e) , (109)
con w, # wp # w.. Los valores de A, B y C representan la amplitud de cada sistema

Y ©a, ©b Y e las fases, en la figura 9] se observa mejor esta situacion.

Figura 49: Ecuaciones (107), (108) y (109), A = 1,5, B =1, C = 2, wy = 4, wp = 2,
(.dc:l, QDG,:3, Sob:4yng:2

Una vez mas es posible apreciar que las figuras cada vez se vuelven més complejas, sin
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mencionar que por cada cara del cubo se pueden observar las figuras de Lissajous
que componen la figura fina y los diagramas bidimensionales correspondientes se
ven en el cuadro [2] Las figuras 48] [49] y [2] se realizaron haciendo uso parcial o total
del manipulable figuras de Lissajous 3D, cuyo cddigo de programacién se puede

encontrar en el anexo 7.6, en el apartado que lleva el nombre de esta seccion.

Diagrama xy ‘ Diagrama yz ‘ Diagrama xz

e

Cuadro 2: Diagramas de dos dimensiones, de las figuras A=15 B=1,C = 2,
Wo =4 wp=2,wc=10a=3, pp =4y pc=2.
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5. Deduccion de la ecuacion de onda

Para obtener la ecuacién de onda a partir del los sistemas acoplados masa resorte,
se debe suponer que el nimero de oscilaciones acopladas es muy grande y tiende a
infinito, la separacién que hay entre ellas tiende a cero y que la longitud de onda

permanece constante.

Como se tienen que mantener finitas la inercia por unidad de longitud (esta rela-

cionado con las propiedades del material, determina la resistencia maxima de un

m L

elemento estructural bajo flexién) (E’ 5) y los acoplamientos eldsticos (resortes)

lo ’lo

(ki A>, se supone que los pardmetros m, L, k! y A de los osciladores individuales

tienden a cero.

La variable de oscilacién u;(t), se hace un cambio de variable w;(t) = z;(t) de la
ecuacion , para convertirse en una funcién de dos variables continuas u(z,t), en
donde z es la variable continua que marca y ordena los elementos del movimiento

oscilatorio.

En el paso a las redes continuas se consideran los siguientes limites:

n — 00, lo — 0, nly = cte,,
L k' A
{m, Lkt A} @, —,——,— ¢ —> ctes finitas,
lo o 1o "o
2j — 2, u;(t) — u(z,t),

el sistema de ecuaciones para una red homogénea de n masas idénticas, no
forzada y no amortiguada, queda reescrito de la siguiente manera:
82

@u(m, t) = w?u(z,t) + wi[u(z + Az, t) —u(z,t)] — w? [u(z,t) —u(z — Az, )], (110)
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se ha utilizado la notacion lo = Az. Si se quieren obtener coeficientes finitos al tomar
el limite de Az — 0, se multiplica y se dividen los dos tltimos términos del lado

derecho de la ecuacién (110 por Az,

a—u(m, 1) = wlu(z, b) + o [u(z + Az, t) — u(z, t)A—ZQu(z, t) +u(z — Az, t)]

2
2% Az,

la cantidad wAz, tiene dimensiones de velocidad y tiende a un limite infinito cuando

Az — 0, entonces se define:
v= lim wAz. (111)
Az—0

Cuando se toma el limite de Az — 0 el sistema a original de n ecuaciones ordinarias

toma la forma de una ecuacién diferencial parcial,

02 o
@u(z,t) = —wi — (2, ) == u(z,1) (0<z<1L), (112)

la ecuacién ((112)) es una ecuacién diferencial parcial, lineal, homogénea y de segundo

orden en z y t, en la que se deben considerar estas dos posibilidades:

= si w = 0, se denomina ecuacion clésica de ondas.

= si w # 0, se denomina ecuacion de Klein-Gordon.

5.1. Solucién de la ecuacion clasica de onda
Para la ecuacion de onda unidimensional de una perturbacion que se propaga en
un medio unidimensional, estd descrita por la funcién u(x,t) que sea solucién de la

ecuacion diferencial,

0? 0?
@u(z, t) = U2@u<z,t) con (0<z<1L), (113)
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donde v es la rapidez de la propagacién de la onda.

La funcién solucion de la ecuaciéon de onda se plante como un producto de funcién
independientes, se tratara la variable espacial z por separado, de la variable temporal

t, por consiguiente se tiene que:

u(z,t) = f(z)g(t), (114)
la parte espacial es representada por f(z) y la parte temporal por g(t). Reemplazando
la ecuacién ((113)) en la ecuacion (114) se tiene que,

% (z)g(t)zvz% (2)g(t). (115)

en este caso f(z) no depende del tiempo entonces se puede tomar la derivada como

una constante, en la parte izquierda de la ecuacién, en la parte derecha g(t) no

depende de la posicién entonces también se toma como constante, es decir,

F(2)g(t) = v*f"(2)g(t) (116)

dondedonde §(t) := 2273 es la derivada temporal y f” := 227{ es la derivada espacial,

entonces de la expresion anterior se despejan las funciones derivadas,

vy G0
()

como la funcién ¢(t) no depende de la posicién entonces las derivadas de esta tam-

poco, luego el cociente de la ecuacién (117)), se puede escribir como una constante,
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v2g(t)”
lo mismo sucede con la ecuacién ([118]),
V2 f”( Z)
C f= y
f(2)

entonces las ecuaciones ((117)) y (118 se pueden escribir como sigue,

f'(2) = ¢ f(2), (119)

g(t) = cpg(t), (120)
de las dos ecuaciones se puede concluir que la funcién que se estd buscando, es una
funcién en la que su derivada debe ser proporcional a la original y por otro lado,

esta estructura es de una ecuacion diferencial de la que se conocen las soluciones,

x(t) = Acos(wt) + Bsin(wt),

por consiguiente las soluciones de las ecuaciones (118)) y (119)) son,
f(z) = A, cos(kz) + B, sin(kz), (121)

g(t) = A; cos(wt) 4+ By sin(wt) , (122)

partiendo de la forma general,

u(z,t) = f(2)g(t),

y sustituyendo las soluciones encontradas, ecuaciones ([121)) y se obtiene,
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u(z,t) = [A, cos(kz) + B, sin(kz)] [A; cos(wt) + By sin(wt)] , (123)

efectuando las operaciones respectivas,

u(z,t) = A, A cos(kz) cos(wt)+A, By cos(kz) sin(wt)+ B, Ay sin(kz) cos(wt)+ B, By sin(kz) sin(wt) ,

utilizando las identidades trigonométricas,

cos(kz 4+ wt) + cos(kz — wt) L ALB, sin(kz — wt) — sin(kz — wt)

=AA
'LL(Z, t) t 2 2

sin(kz + wt) + sin(kz — wt) \B.B, cos(kz + wt) — cos(kz — wt)

B.A
+ t 2 2 )

entonces la solucion resulta ser,

u(z,t) = Acos(kx — wt) + Bsin(kx — wt) . (124)
Ahora se analizardn los parametros k y w; se tiene la ecuacién (120]) entonces la

solucién es la ecuacion (122)) y se hace la sustitucién,

5—; [A; cos(wt) + By sin(wt)] = ¢y [A; cos(wt) + By sin(wt)]
desarrollando las derivadas,
d : : :
pr [—Awsin(wt) + Buwsin(wt)] = ¢f [A; cos(wt) + By sin(wt)] ,
[— Aw?® cos(wt) — Byw? sin(wt)] = ¢y [A; cos(wt) + By sin(wt)] |

factorizando —w? se tiene,

—w2 =Cy,

reemplazando este resultado en la ecuacién ((119)),

w?= -2 (125)



Si se hace el tratamiento para la ecuacién (119)) y su solucién es la ecuacién ((121]),

se obtiene (1)
k2= (126)
v?g(t)
si se sustituye la ecuacién ((125)) en la ecuacién (126]), se obtiene,
k% = W_Q
v2’
w
== 127
U k Y ( )
reemplazando en la ecuacion 1} w = 2?” v k= 27” entonces,
A
= 128
v=12, (125)

donde T es el periodo y A es la longitud de onda

5.2. Ondas

Las ondas o movimiento ondulatorio dependen de la propagaciéon de una perturba-
ci6n en un medio determinado (por perturbacién se entiende a cualquier tipo de
cambio efectuado en un medio que genere una propagacién). La propagacién y la
perturbacion tienen direccion, la direccion de la perturbacion la determina el lugar
en el que se produce la perturbacién, y la direccion de la propagaciéon la define la

direccién en la que se transmite la energia [6].

Las ondas se pueden clasificar de dos formas, por el medio de propagacién y por su
direccién; cuando se clasifican por el medio de propagacién se dividen en mecénicas

y electromagnéticas; pero, si se clasifica por su direccién se habla de paralelas y
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perpendiculares, que también son llamadas longitudinales y transversales, respec-
tivamente, esta ultima clasificacién sélo se aplica a la clase de ondas mecénicas y

seran descritas en la siguiente seccion.

5.2.1. Ondas electromagnéticas:

Son ondas que no necesitan un medio para propagarse, porque se pueden propagar
en el vacié o se propagan en un medio material como el agua o el aire. Se pue-
den definir como ondas que viajan de un lugar a otro originando una perturbacién
del campo electromagnético. Son ondas transversales, porque el campo eléctrico y
magnético son perpendiculares a la direccién de la propagacion. Ejemplos de las on-
das electromagnéticas son las ondas de radio, television, las micro-ondas, la radiacion

infrarroja, visible o ultravioleta.

5.2.2. Ondas mecanicas:

Estas ondas se caracterizan porque necesitan un medio, para que se puedan propagar,
se pueden definir como ondas que viajan de un lugar a otro a través de un medio
material, lo que origina una perturbacion transitoria en el medio en el que se propaga.
Todo movimiento ondulatorio tiene una energia asociada, en la que se transporta

energia, pero el material no se desplaza.

Un ejemplo claro de ondas mecdanicas son las ondas sonoras que necesitan del aire
para propagarse. Las ondas mecanicas se pueden clasificar teniendo en cuenta la

direcciéon del movimiento de las particulas de la materia, lo que quiere decir con
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respecto a la direccién en la que se propaga la onda [6], como se muestra a conti-

nuacion.

longitudinales: Si el movimiento de la perturbacién es en un sentido y otro,
a lo largo de la direccion de la propagacién entonces es una onda longitudinal.
Por ejemplo el sonido, se propaga a través de medios materiales que mantengan la
perturbacion, entonces se hace evidente que no se propagan en el vacid, como es el
caso del sonido que puede generar un terremoto, pues las particulas y la propagacion

de onda se mueven en la misma direccion.

Oscilacion de particulas

>

Propagacidn de ondas

>

Figura 50: Ejemplo de onda longitudinal, de un resorte que se comprime y se estira.

Transversales Si el movimiento de la perturbacién es de forma perpendicular a la
direccién de la propagacion de la onda, entonces se trata de una onda transversal. Si
se presenta el caso de una onda mecanica de desplazamiento, la onda es transversal,
si las particulas que estan siendo afectadas por la onda son perpendiculares a la

direccion de la propagacion de la onda.

100



Oscilacidn de particulas

Propagacion de ondas

7

Figura 51: Ejemplo de onda transversal, de una cuerda.

Ondas armodnicas o senoidales: Las ondas armoénicas son aquellas en que la
perturbacién se mueven con un movimiento armoénico simple y presentan la forma
de la funcién seno o coseno. Algunos de los elementos que caracterizan a estas ondas

SOI:

Fase: Es el movimiento de una onda que esta comprendido entre dos puntos conse-

cutivos de posiciones semejantes.

Periodo (T): Es el tiempo que pasa durante la fase. En una onda periddica es el

intervalo de tiempo en que se forma una onda completa. Unidades (s)

Frecuencia (f): El nimero de fases por cada unidad de tiempo. La frecuencia es

inversa al periodo, unidades s™! = Hz, f = % :

Longitud de onda (\): Es la distancia, que se mide en la direccién de la propaga-
cion de la onda, que existe entre dos puntos consecutivos de posiciones semejantes.
Para una onda periddica, es la distancia entre dos crestas, dos valles o dos nodos no

consecutivos.

Rapidez de onda (v): Magnitud de la velocidad de propagacién de la onda, que
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A

se puede determinar sélo por las caracteristicas del medio, unidades =, v = 4.

Frecuencia angular (w): Es la frecuencia angular del movimiento arménico simple,

: Rad _ _ 27
unidades =%, w =27f = L.

Y

Figura 52: Movimiento de la onda que describe una cuerda.

Amplitud (A): Es la altura de una cresa o la profundidad de un valle, unidades
m.

Cresta

N '

Valle

Figura 53: Se muestran las crestas y los valles, que son los puntos més altos y bajos de la
onda respectivamente.

Ondas senoidales: Tomando una onda con forma senoidal, teniendo un tren de

ondas a lo largo de una cuerda de la forma:

y = Asin(wt + kx), (129)

donde A representa la amplitud, w la frecuencia angular, la direccion de la velocidad

es +x, con w =27 f y k= 2 por lo que la ecuacion (129) queda reescrita como:
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y(x,t) = Asin 2w (t — E) : (130)

v

El tiempo necesario para que un punto en cualquier posicién x realice un ciclo

Y

Figura 54: Onda senoidal perturbada en t=0 y con amplitud A

completo de movimiento transversal, es el periodo 7T', en este caso equivale a un
cambio de 27 radianes en la fase. Durante ese tiempo la onda recorre una distancia

que corresponde a la longitud de onda:

== 131
A= (131)

entonces la ecuacién ((130)) se puede reescribir:

y(x,t) = Asin 27 (% + %) : (132)

de acuerdo a esta ultima expresion se puede concluir que y, en cualquier instante,

toma el mismo valor en z.

5.3. Superposicion de ondas
La superposicion entre ondas, hace referencia a la interferencia de dos o mas ondas
de la misma naturaleza, con frecuencias idénticas o similares, coinciden simultanea-

mente en una region del espacio. Luego que estas coinciden, cada una continua su
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camino como si no hubiera existido interferencia alguna. De esta interferencia resulta

la creacién de un nuevo patrén de ondas.

El principio de superposicion de ondas establece que la magnitud del desplazamiento
ondulatorio en cualquier punto del medio es igual a la suma de los desplazamientos

en ese mismo punto [4], es decir, si se tienen dos ondas arménicas,

Y1 = Ay sin(kz — wit + 1),
Yo = Agsin(kz — wat + p9) ,
donde A; y As representan la amplitud, w; y wy la frecuencia y 1 y @9 el angulo

de fase, partiendo del caso general,

Y =Y)+ Yy = Aysin(kz — wit + ¢1) + Agsin(kx — wot + ¢2) (133)

Se analizan los casos en que las constantes A, w y ¢ son iguales o diferentes.

5.3.1. Interferencia constructiva

Esta se refiere a la superposiciéon de dos o mas ondas de la misma naturaleza, con
frecuencias iguales, que cuando se interfieren, crean un nuevo patrén de ondas de
mayor intensidad (amplitud), que llegan a la cima en el antinodo y retoman su forma

original.

Caso 1 Si la amplitud, la frecuencia y la fase son iguales, A = A} = Ay, w = wy; = wo

Yy @ = @1 = 9, la ecuacion (133]) queda reescrita como,
Y =2Asin(kz —wt + o), (134)

104



el movimiento ondulatorio resultante es una onda de amplitud igual al doble de la

amplitud original.

Caso 2 Si las amplitudes son diferentes, pero la frecuencia y la fase son iguales,

Al # Ay, w=w1 =wy ¥ @ = p1 = Yo, la ecuacién ((133)) queda reescrita como,

Y = (A) + Ay) sin(kx — wt + @) , (135)
si las ondas estan en fase x = 0, el movimiento ondulatorio resultante es una onda

de amplitud A; + A,.

Las ecuaciones (133)) y ([134] representa las ondas resultantes, cuando las dos ondas
estan en fase, quiere decir que ambas alcanzan los valores maximos y minimos en los
mismos instantes y pasan por cero al mismo tiempo, donde el periodo y la frecuencia

sera el mismo.

Al observar la figura es posible afirmar las ondas contribuyen a la creacién de

una tercera dando la impresion de que se envuelven la una a la otra.

5.3.2. Interferencia destructiva

Esta se refiere a la superposicién de dos o mas ondas de la misma naturaleza, con
frecuencias idénticas o similares, que cuando se interfieren, crean un nuevo patrén
de ondas de menor intensidad (amplitud), luego de pasar el punto llamado nodo, las

ondas vuelven a su estado original antes de interferirse.
Caso 3

Si las ondas que se interfieren estan desfasadas en media longitud de onda (se logra
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+ Primer Onda Interferencia Constructiva de Ondas

Amplitud (m ) I Primer Onda:
Y, =3Sin[4x—2t+(1.5
I deOnda(rad/m] I Siegl.lnd:llo:dn' ( 1
Frecuencia (rad /s ) I Y:=4Sin[4x—-2t+(1.5)]

Fase (rad) I

A AAAAA AAAN
VAVRYATRTAYRYATAY
Frecuencia (rad /s ) I

I Ondas resultante:
Y=Y, +Y;
10

AAAAAALL AN
VYT VVVVY

~ Segunda Onda

Amplitud (m)

T de Onda(rad/m]

Fase (rad)

tiempo (5] I 1

=]

Figura 55: Ejemplo de ondas constructivas.

sumando 7 radianes al argumento de la funcién sin), lo que quiere decir que la
cresta coincide con el valle de la otra, la resultante de estas dos ondas es una onda
de amplitud cero, entonces no habria onda resultante. Si A = A1 = Ay, w = w1 = wy

Y p = 1 = 9, la ecuacion ((133)) queda reescrita como,

Y = Asin(kz—wt+¢)+Asin(kx—wt+p+m) = Asin(kr—wt+p)—Asin(kx—wt+p+m1) =0,

la ecuacién ((136)) representa el valor de la onda resultante. (136)

Caso 4 Si las amplitudes son diferentes, pero la frecuencia y la fase son iguales,

Al # Ay, w=w; =wy ¥ @ = p1 = o, la ecuacién ((133)) queda reescrita como,

Y = (A; — Ay) sin(kz — wt + ¢) (137)

el movimiento ondulatorio resultante es una onda de amplitud | A; — As |. Si las
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ondas estan en fase x = 0, serdn opuestas si ¢ = 7, quiere decir que ambas alcanzan
los valores maximos y minimos en los mismos instantes y pasan por cero al mismo

tiempo aunque sus sentidos son opuestos como se observa en la figura |56

~ Primer Onda Interferencia Destructiva de Ondas

Amplitud (m) | Primer Onda:
tt de Onda( rad/m) I ;L;ﬂii:‘[()l[;;;_nt+(_l)]
Frecuencia ( rad /s ) I Y:=4Sin[-2x-0.5t+(3)]
Fase (rad) I 4r
~ Segunda Onda f //\
0 . L / L - L .
Amplitud { m) I 2 e p 8 \3/ 13 14 Y
I de Onda(rad/m) I ) - \
—al
Frecuencia (rad /s ) I
. Ondas resultante:
Fase (rad] I Y=V, 4V
=1 z
10
tiempo I 1

ANIANYAN
_E_\/\]‘V\/\/

Figura 56: Ejemplo de ondas destructivas.

Como es posible observar las ondas por separado tienen una amplitud considerable
pero al realizar la superposicién de las ondas se tiene como resultado una curva con
una amplitud que en este caso tiende a ser nula. Las figuras correspondientes a los
ejemplos de ondas constructivas y destructivas fueron realizadas con la ayuda del
manipulable superposiciéon de ondas que se puede encontrar en el anexo 7.3 en el

apartado interferencia de ondas

La interferencia de ondas constructivas y destructivas , son los casos extremos, para

la interferencia de ondas, los casos intermedios en los que las ondas componentes
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estdn desfasadas una de la otra por cualquier fracciéon de longitud de onda, se pre-

sentan a continuacién.

Caso 5 Si las amplitudes y las frecuencias son diferentes, pero las fases son iguales,

se tiene Ay # As, w = w1 = wa ¥ 1 # 2, la ecuacion ((133]) queda reescrita como,

Y = A;sin(kx — wt + 1) + Agsin(kz — wtys) , (138)

utilizando identidades trigonométricas y factorizando se obtiene,

Y = A [sin(kz — wt) cos p1 + sin 9 cos(kx — wt)] + Ay [sin(kz — wt) cos p1 + sin g cos(kx — wit)] ,

si se toma,
Acosp = Ajcospr + Ag cos sy,

Asinp = Ajsinpy + Agsings ,

entonces,
Y = Asin(kzr — wt + @)

por lo que la onda compuesta es senoidal y con igual frecuencia, aunque su amplitud y
fase sean diferentes. Para este caso las fases entre las dos ondas que interfieren tienen
una diferencia de fase multiplo par de 7, la amplitud que resulta es un méaximo, pero

si es multiplo impar, da un minimo.

Caso 6 Si las amplitudes son iguales, pero la frecuencia y las fases son diferentes,

A=A = Ay, w # we ¥y @1 # e, la ecuacién (133)) queda reescrita como,

Y = Asin(kz — wit + ¢1) + Asin(kx — watys) (139)

utilizando identidades trigonométricas y factorizando se obtiene,

1 1
Y = 2asin E(Qk:x — (w1 + (x)g)t):| oS [§(w1 —wo)t+ (1 — @2l),
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ahora se define la fase y la frecuencia como sigue,

1 1
w' = 5(011 +wa); ¢ = =(p1+ ),

2
1 1
W' = E(Wl — wy); ¢’ = 5(@1 — p2),
entonces,

Y = 2Asin(w't + ¢') cos(w"t + ¢,

la onda resultante son grupos de ondas que estan separadas por nodos, que se produ-
cen periédicamente. Si las frecuencias son cercanas entonces los nodos estardn mas

separados, pero si las frecuencias son iguales los nodos desaparecen.
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6. Ondas no sinusoidales:

No todas las ondas tiene una representacion sinusoidal, como pasa con las ondas de
sonido que emiten diversos instrumentos, dicho de otra forma, es distinta la onda
que emite un clarinete a la que emite un piano y estas no son sinusoidales pero si
tienen un periodo, luego si es posible encontrar una representacion matematica a
partir de senos y cosenos, con ayuda del teorema de Fourier que permite expresar
cualquier funcion periédica mediante sumas de senos y cosenos e identificando cuales

son sus frecuencias.

Figura 57: Onda Cuadrada

La figura [57| muestra un clésico ejemplo de las ondas no sinusoidales esta es la onda

cuadrada.

6.1. Series de Fourier
Cualquier funcion de una variable z que este definida entre dos limites y que se repite
periédicamente, que ademas tienen un nimero finito de discontinuidades puede ser

representada mediante la serie de Fourier, de la forma:
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WE

flz) = [a,, cos(nx)] + Z by, sin(nzx)] , (140)
n=0

i
o

usando las propiedades de sumatorias se obtienen,

Z a, cos(nx) + b, sin(nz)| ,
n=0

como las funciones cos(z) y sin(z) tiene periodo 27 y se tienen que el periodo de la

funcién no sinusoidal tiene periodo 2L, el periodo resultante es 7, de modo que se

o0

tiene, f(z) = Z <an cos [n%x] + b, sin [%xb )

. n=0
cuando n = 0 se tiene,

Om S+ b Or B
Qg COS Lw 0 Sin L:zc = ag,

entonces,

f(z) =ao+ ; (an cos [%x} + by, sin [%x}) , (141)
cada uno de los coeficientes de la sumatoria se denominan coeficientes de Fourier y se

obtiene mediante la solucion de las siguientes integrales, para una funcién periddica:

:%/if(x)cos (%x) dz,
:%/_LLf(x)sin <n%x> dx ,

6.1.1. Funciones pares e impares

Es importante definir las funciones pares e impares cuando se habla de series de
Fourier, porque si se realizan gréaficas de las funciones que representan algunos tipos
de ondas en las que se puede identificar de manera adecuada la paridad o no de las

funciones. A continuacion se da una definicién de funcién par e impar:
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Funcién par: una funcion es par si su grafica es simétrica respecto al eje vertical,

lo que quiere decir que f(t) = f(—t)

Figura 58: Funcién par.

Funcién impar: una funcién es impar si su grafica es simétrica respecto al origen,

lo que quiere decir que —f(t) = f(—t)

A

N
A

Figura 59: Funcién impar.

Transformada de Fourier

Sea la funcién f(t), localmente integrable, donde su integral valor absoluto esta

acotada en R. la transformada de Fourier se define a partir de la siguiente ecuacién:

f(w) :/ f(t)e_iwtdt (142)
su trasformada inversa es, -
Ft) = S /OO F(w)e™'dw (143)
S on oo
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se observa que en las ecuaciones (142)) y (143)) se puede calcular F'(w), cuyo dominio

es la frecuencia a partir de f(¢),en el que el dominio es el tiempo, y viceversa.

La transformada de Fourier se denota por F(w) de f(t) que respectivamente se

denota por F' o f, es decir

Pl = Fw) == [ " (et

ahora para obtener f(t) a partir de F(w), que se llama la transformada de Fourier

inversa y se denota por F~1,

FU@) = 10 = 5= [ rwetar,

como algunas funciones no poseen transformada de Fourier, entonces debe cumplir

la condicién de suficiencia para que la transformada de Fourier de f(z), F(w) es:

/_00 lg(z)|2dx < oo, (144)

e e}

lo que quiere decir que f(z) sea de cuadrado sumable. Funciones que no vayan
asintéticamente a cero cuando x tienda a oo y —oo en general no tiene transformadas

de Fourier.

A continuacion se observaran las aproximaciones de tres ondas no sinusoidales me-
diante las series de Fourier, con el animo de tener mayor claridad en cuanto al método
utilizado por Fourier, dichas ondas son, la onda cuadrada, la onda escalonada y la

onda triangular. Se utilizaron las series de Fourier para programar y modelar en
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Mathematica dichas ondas, como se muestra a continuacion.

Onda cuadrada: la representacion por partes de la onda cuadrada es,

-2 st —2<x<0
f(z) =

2 s1 O<x<?2

teniendo en cuenta que L = 2 al calcular los coeficientes de Fourier se obtiene,

1 2
Qo 4/;2][(:6) T )

1 2
anzé/Qf(x)cos (%x) dex =10,

b, = 1/22 F()sin <n§x> dr — _ 4(1 — cos[n]) |

2 nm

en la figura 60| se puede apreciar la serie de Fourier asociada
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n términos

n periodos |2

Aproximacion a la Onda Cuadrada por series de Fourier
Onda Cuadrada:

-2 -2<x=0
f[x]:{z 0<x<2
0 True

Serie de Fourier Asociada:
o Sl | sslig) sl

EES S5z

Figura 60: Onda Cuadrada aproximacién por series de Fourier, con una aproximacién de

orden 6

Onda escalonada: la representacion a trozos de la onda escalonada es,

;

-2 s 2<xr< -1
=9 z si —-1<z<1

2 st l<zx<?2

\

como L = 2 al calcular los coeficientes de Fourier se tiene,

1 2
ag 4 /_2 f(l') €T )

1 /2
anzé/Qf(x)cos (%x) de =0,

oL [ ey (15 e - e~ 26 )

)
n2m?

la figura |61| muestra la serie de Fourier asociada
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nterminos I Aproximacion a la Onda Escalonada por series de Fourier

n periodos |3 Onda Escalonada:
-1 -2<x<-1
x -l=x=1
=11 1<x<2
0 True

Serie de Fourier Asociada:

22m8nF] gy 2098 gupeyg eS| supag
= - - _ - - -

flx]=-

] x 9 2z 257 3z

2079 5[ 1] Sinfix3] 2(-2-9) Sin[ 22X Sinfszx] 22110 Sin[ LX) Sinf6zx) 2(-2-13% Sin[ 222] Sinf7s] 2@-18x) sin[ 23]
FLES 4x 81 5% 1212 6x 16952 T= 22552

Figura 61: Onda Escalonada aproximacién por series de Fourier y se cuenta con una
aproximacion de orden 15

Onda triangular: la representacién por partes de la onda triangular es,

1+2 1 —2<x<0
f(z) =

l—2z s1 O<zx<2
teniendo en cuenta que L = 2 al calcular los coeficientes de Fourier se obtiene,

1 /2
ap=~- [ f(z)de =0,
1/,

bl

1 /2 F(2) cos (n;x> dp — _2(—2 + 2COS[;L27:12—|— nsin[nm))

1 [? . /N
bn—i/_Zf(x)sm(Ta,’) de =0,

en la figura [62| es posible observar la serie de Fourier asociada
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ntérminos

nperiodos |3

Figura 62: Onda Triangular,

de orden 20

Aproximacion a la Onda Triangular por series de Fourier
Onda Triangular:

1+x -2<x=<0
f[x];{l—x 0<x=2
0 True

Serie de Fourier Asociada:

i_[I]_Bc.:s[ﬂ] §Cs[ 122 scps[“'z;‘]-"scs.s[%]*_scps["j;’ L1 e I L o L b DL b
T2 9a 2527 49 8lx’ 11 169 252" 2895 361z

10
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7. Aplicaciones

Se presentan las aplicaciones en quimica y fisica del sistema oscilatorio masa resorte,

con una molécula triatémica y ondas, con el modelo del ADN.

7.1. Moléculas triatémicas:

Las moléculas triatomicas son un grupo de atomos ligados, se representan con el
simbolo del elemento al que pertenecen y a este se le anade el nimero de dtomos.
El agua (H,0), el diéxido de carbono (COs), el amonio (N Hy), el acido sulfirico
(H5S0y), el propano (C3Hg), el hidréxido de sodio (NA(OH)) y el acido fosférico

(H3POy), son ejemplos de moléculas triatémicas.

Se va a describir el comportamiento mecanico de una molécula lineal de C'O,:

L

Figura 63: Modelo mecénico para la molécula CO2

Utilizando la mecénica lagrangiana para encontrar la ecuaciéon de movimiento, se
determina la energia cinética (K') de la masa del movimiento y la energia potencial
eldstica asociada al resorte (U) como sigue,

1 1 1 1 1
K= §m$%+§M$§+§me§ y U= ék($2—l‘1)2+§k($3—$2)2,
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m es la masa del oxigeno y M la masa del carbono, de esta forma el Lagrangiano

del sistema es:

aplicando la ecuaciéon de Lagrange para 1,

oy on_
dt \ 0z or

dtoi, Oy E T
se obtiene, k
7 + E(Cﬂl - -TQ) =0, (145)
para s, d (0L oL
— =] -=—=0
) dt (8:&:)8 Oz ’
d oL . L
oy M By = kw2 =) + klws — 22),
se obtiene, k
by + (=1 205 — 25) = 0 (146)
y finalmente para x3, d (0L oL
— (=) —-=—=0
dt (83:) Ox ’
doL _ . OL — kay— )
ddi; oy TN
se obtiene, k
T3+ E(_l‘Q +x3) =0, (147)

Para encontrar la solucion al sistema, se deben desacoplar las ecuaciones ({145]), ({146

y (147), como se muestra en el anexo 6, y encontrar los valores para las frecuencias

Wa, Wy ¥ We, que para este caso son wy = 0, wy = /& v w, = ﬁ(1+2ﬂ) en
ay Wp Y We, qUE D a y Wh m Y We m M)

consecuencia se presentan tres modos normales, hallando los vectores propios, que
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se describen en el anexo 6:

» para w, = 0 el vector propio es, v(1,1,1), en este modo normal, todas las

masas tiene en mismo desplazamiento, como se observa en la figura

Figura 64: Modo normal para w, = 0

= para wy, = \/z el vector propio es, v(1,0,—1), en este modo normal los des-
m
plazamientos de las masas m son opuestos mientras la masa M permanece

estatica, como se observa en la figura [65]

-+ —

L SUNNGDDE LU ELBEEELE. OGN AL DL LI EE

Figura 65: Modo normal para w, = %
= para w, = % (1 + 2%) el vector propio es, v(0,0,0), en este modo normal

los desplazamientos de las masas m son iguales y la masa central M lo hace

en direccién opuesta a estas, como se observa en la figura
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Figura 66: Modo normal para w, = % (1+2%)

7.2. Modelo de Englander et al.

En 1980 S.W. Englander et al. proponen un modelo mecénico bastante sencillo,
para describir los estados ante la ruptura de los puentes de hidrogeno presentes en

los enlaces de las bases (Adenina - Timina, Citosina - Guanina) que conforman las

cadenas del ADN.

Laidea de Englander et al. consiste en modelar la estructura, azicar - fosfato por una
cadena de osciladores acoplados, las bases son modeladas por péndulos. Consideran-
do solo los movimientos giratorios en el plano xy, ademés, asume que la otra cadena
generada por la ruptura de la molécula ADN produce un potencial efectivo sobre la

primera cadena de la forma V, = —mgh, algo andlogo a un campo gravitatorio.

Las bases poseen un momento de inercia I y los nucleétidos (enlaces azicar-fosfatos)

se comportan como un resorte de torsién con una constante 7 ver figura [67] y [68

Si I es el momento de inercia y 7 el coeficiente de torsién de los nucledtidos. Entonces

el hamiltoniano del sistema es

1 Tl?
H=25w2+27(wn+1—son)2+Ve(901,---,s0N), (148)
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Figura 68: Movimiento de rotacién en el modelo mecénico de una doble cadena de ADN,
donde h = I(1 — cospy).

por lo que las ecuaciones de movimiento que describen el sistema son:

. av,
I(Pn = Tl2(90n+1 - Q(Pn + 30n71> + 8g0€ ) (149)
si se considera que V, = —mgh entonces se tiene para ¢, la ecuacion,
]Qpn = Tl2(Q0n+1 - 2()071 + Son—l) - mgl sin Pn (150)

si ahora se supone que la distancia a (distancia entre los nucleétidos) es lo suficien-

temente pequena, la ecuacion por derivadas parciales se obtendria,

oV,
Toy = 1a% 0., <. 151
Y = TA P,y + g (151)
B n 0v,
Sptt - szz 850 )
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utilizando variables adimensionales,

oV,
TT = pZZ , 152
@ w27+ 5, (152)
y su ecuacion en derivadas parciales adimensionales,
OTT — pZZ =siny, (153)

que es la ecuacién se Sine-Gordon. Las soluciones que se presentan a la ecuacion

(153)) son conocidas como kink y antikink, que se muestran en el anexo 6,

Z-=vVT
©(Z,T) = arctan {exp (il—“;z)} . V<1, (154)

La particularidad de estas ondas viajeras, es que su energia se localiza al rededor del
centro kink y antikink. las soluciones de las ecuaciones kink y antikink corresponden
a la propagacion de los estados abiertos del ADN [3]. si se supone que se tiene dos
cadenas, y cada una de ellas genera un potencial efectivo V. (¢, ;) = mg;lcos g, ;,

J = 1,2, sobre la otra. Las ecuaciones de movimiento son dos ecuaciones desacopladas

de Sine-Gordon,
ply = w%cplzz — w% sin @1 ,

P2 = w%cpZzz — wg sin s .
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velocidad
Xp (0)(m)
X (0)(m)

Solucién Kink Solucion anti—kink

Superposicion de las Soluciones kink y anti—kink

Figura 69: gréficos de las soluciones kink y anti-kink en 3D.
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8. Conclusiones

Durante la creacién de esta monografia se logré estudiar los sistemas oscilatorios
masa resorte propuestos, los cuales son el movimiento armonico simple, el amorti-
guado y el forzado, de dos tipos de formas los cuales son, el uso de la fisica clasica
empleando las leyes de Newton y por otra parte el uso de la mecanica Lagrangia-
na que se hace recurriendo al andlisis hecho por Lagrange. Ademés se estudiaron
otros sistemas oscilatorios que no se habian propuesto como los diferentes sistemas
acoplados, dichos sistema son los que involucran dos masas y tres masas, y de esta

manera deducir el modo general de n masas idénticas.

Con respecto a los manipulables o applets relacionados a los sistemas oscilatorios,
aunque, inicialmente se tenia contemplado realizar los manipulables o applets de
manera individual, se decidié realizar un manipulable que incluyera todos los siste-
mas antes mencionados, estos tienen las figuras de posicién en funcion del tiempo,
velocidad en funcién del tiempo, ademas, se realizé un manipulable que muestra los
diagramas de fase de los sistemas oscilatorios. Por otra parte, se realizé6 un manipu-
lable que muestra la posicion velocidad y aceleracion en funcion del tiempo de los

sistemas acoplados que involucran dos masas.

Con relacion a los sistemas de ondas se realizé la deduccién de la ecuacién de una
onda partiendo de la ecuacién del sistema acoplado de n masas idénticas y dando
como resultado la ecuacion general de una onda, el manipulable creado con respecto

a las ondas, es el de la superposicién de ondas para mostrar cuando la interferencia
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de ondas puede ser constructiva o destructiva bajo ciertas condiciones.

Otro elemento de estudio fue la superposicion de ondas de manera perpendicular,
dando como resultado las figuras de Lissajous, estas se estudiaron en dos y tres di-
mensiones para los cuales se realizaron los manipulables en los que se puede observar
la figura de Lissajous resultante y las ondas unidimensionales o sistemas oscilatorios

que lo componen.

Se mostré que dentro del campo de la quimica existen aplicaciones de los siste-
mas oscilatorios, presentando un modelo que es aplicable a los tipos de moléculas
triatémicas. También se presentan la aplicacién en el campo de la biologia con el
modelo de ruptura del ADN, en la estructura azucar - fosfato, a través de una cadena

de osciladores acoplados.
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ANEXOS

Anexo 1: Jules Antoine Lissajous

Matematico y fisico Francés. Nacié en Versalles (Francia), el 4 de mayo de 1822,
reconocido por las curvas que estudié, que fueron analizadas por Nathaniel Bowditch
en 1815 con la ayuda de un péndulo compuesto, en 1841 entrd en la Ecole Normale
Supérieure. En 1847 fue nombrado profesor de Matematicas en el Liceo Saint-Louis,

en donde permanecié hasta 1874.

En 1855 hizo estudios, reflejando con un espejo, un haz de luz sobre otro espejo,
que se encontraba vibrando, las figuras resultantes son hoy conocidas como las figu-
ras o curvas de Lissajuos. Del estudio de las curvas surgio la publicacién titulada,
caso particular de la estereoscopia proporcionada por el estudio de los movimientos

vibratorios épticos, en 1856.

En 1873 Lissajous recibe el premio Lacaze, gracias a sus estudios realizados sobre las
vibraciones y debido especialmente a los experimentos efectuados, pues sus curvas
ya habian sido estudiadas antes. En 1867 los experimentos fueron exhibidos en la
Exposicién Universal de Paris. Finalmente murié el 24 de junio de 1880, a la edad

de 58 anos en Polombiéres Francia [10].
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Anexo 2: Jean Baptiste Joseph Fourier

Nace en Francia en el ano 1768, noveno hijo de los doce, de un sastre. En su temprana
edad se educéd en una escuela de monjes, alli sobresalié siempre en el estudio de las
matematicas. Participo en la revolucion francesa y conté con grandes amistades que
lo ligaron a la politica, como Napoleén Bonaparte. Luego de desligarse del mundo
de la politica, se dedicé por completo al mundo cientifico, al estudio de la fisica y
las matematicas dejando grandes aportes por sus investigaciones y métodos para
resolver ciertos problemas. Finalmente, Fourier fallece en Paris el 16 de mayo de

1830 dejando consigo un gran legado de estudios en fisica.

Histéricamente las series de Fourier surgieron al resolver un problema de contorno
de ecuaciones en derivadas diferenciales, empleando el método de separacién de
variables. Como ha sido habitual a través de la historia, los matematicos de la
época (1753) rechazaron su teoria porque pensaban que era imposible expresar una
funcién f(x), cualquiera, como suma de senos y cosenos. El ingeniero Joseph Fourier
se encargd de recopilar informacion y realizar pruebas exhaustivas para convencer

al mundo cientifico de la veracidad de la teoria presentada.
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Anexo 3: Solucion ecuacion diferencial sistema ma-

sa resorte

Oscilador libre:

Como la ecuacién (23) Z +wix = 0 es una ecuacién diferencial lineal homogénea con

coeficiente constante, se toma en consideracion la ecuacién siguiente,

= CeM,
se halla para qué valores de \ la ecuacion anterior es solucion de la ecuacién dife-

rencial, si A satisface la ecuacién de segundo grado,

N4 ws =0,

las soluciones de esta ecuacién son,

/\1 = —Wwo? V )\2 = Wo?,

la solucion general de la ecuacion es:

x = e [Acos(Bt) + Bsin(pt)] ,

para escribir la solucion a =0y 8 = wy, luego,

x = Acos(wot) + Bsin(wpt) . (155)

Oscilador amortiguado

Como la ecuacion (29) Z + 2T'i + wiz = 0 es una ecuacién diferencial de segundo
orden y con coeficiente constantes entonces, se toma en consideracion la ecuacién

siguiente, z=CeM,
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se halla para qué valores de A la ecuacion anterior es solucién de la ecuacién dife-

rencial, si A satisface la ecuacién de segundo grado,

N+ 2TA+wiA=0,
para encontrar las soluciones de esta ecuacién se utiliza, la ecuacién secular,

b= Vb? — 4dac

A
2a ’

en donde a = 1, b = 2I" y ¢ = w?, reemplazando en la ecuacién anterior,

A=—T4/I? — w2,

wg > T2,

entonces se dan 3 casos,

wi < T2,

2 2
WOZP,

que se relacionan con el movimiento oscilatorio amortiguado, sobre amortiguado y

critico, que se trataran a continuacion.

subamortiguado

wi>T?,

Con la que se obtienen dos raices complejas

T

)\1:—F+ W(Q)— i,

Ay = —T — Jwg —T%.
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Se toma la frecuencia angular como w = /w3 — I'? para simplificar célculos, luego
para definir las soluciones de la ecuacién se tiene que a = —I''y § = w,

x = e [Acos(Bt) + Bsin(Bt)] ,

= e " [Acos(wt) + Bsin(wt)] . (156)

Sobreamortiguado

wi<T?,

Se encuentran dos raices reales pero no describen exactamente un movimiento osci-

latorio,

A =—-T+VI?%—w?,

M =-T—VI?2—w?,
Se toma la frecuencia angular como w = /w3 — I'? para simplificar célculos, para
definir las soluciones de la ecuacion se tiene que o = —I'+w y ag = ="' — w,

— ait ast
r = Ae“'" + Be*?" |

x = AelTTTe0)t | pe(-T-wo)t (157)

amortiguado critico
2

2
wO:F,

En el que se presenta una raiz doble,
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)\1:)\2:_F7

para definir las soluciones de la ecuacién se tiene que oy = —I

r = ealt(At + B) s

r=e At + B). (158)

Sistema oscilatorios con dos resortes

Como la ecuacién (40) 7 +zw? = 0 es una ecuacién diferencial lineal homogénea con

coeficiente constante, se toma en consideracién la ecuacién siguiente,

r = CeM,
se halla para qué valores de A la ecuacién anterior es soluciéon de la ecuacién dife-

rencial, si A satisface la ecuacién de segundo grado,

N4 w? =0,

las soluciones de esta ecuacion son,

)\1:—\/560\/)\2:\/5wi,

la solucion general de la ecuacion es:

z = e* [Acos(Bt) + Bsin(St)] ,
para escribir la solucién se considera que a =0y § = v/2w, luego,
x = Acos(vV2wt) + Bsin(v2wt) . (159)

134



Anexo 4: Soluciéon ecuaciones desacopladas

Dos ecuaciones acopladas

A continuacién se muestra la forma general de encontrar mas facilmente la solucién

de las ecuaciones acopladas, luego se deben desacoplar como sigue:

La forma general de las ecuaciones de movimiento se muestra a continuacion,

miy = —kxy + k(22 — 1) miy = —kwy — ky(x2 — 1),

mil - k1x2 - .T1<k' + kl) mfl}g = ]{711’1 — ZL’Q(I{? + kl) s

y se pueden escribir matricialmente como:

Zfl k + ]{?1 —]{31 I

.i'g —kl k + kl )

que se reescribe de forma mas breve como sigue,

mi+ Az =0, (160)
x E+k  —k
en donde x = y A= , teniendo en cuenta que la matriz A
) —kl k + ]{71

es simétrica.

Ahora para desacoplar las ecuaciones, se va a tomar 7 = Sx en consecuencia se tiene

que 7j = S& con S una matriz constante e invertible. De la ecuacién (168)) obtenemos,
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mi = —ar,

multiplicando esta ecuacién por la matriz S se obtiene,

mSit = —ASIz,

por propiedades de la matriz inversa se tiene que,

mSi = —SASS™'r = —SAS ',

como resultado

Aa O
SAS_, = Ad = :
0 X\
entonces,
Aa O
mn=— R
0 N

que dan como resultado las ecuaciones desacopladas,

Mg = —AaTa mny, = — XM

Mg + Aafe = 0 mny + Ny = 0,

hallando det(A — AI) = 0 se obtiene:

kE+k  —k A0

ki k+k 0 A

efectuando la resta entre las matrices,
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desarrollandolo se obtiene,

(k+k)—N?—k=0,

factorizando, (k= \)(k+2k —\) =0,
en consecuencia los valores propios de la raiz son, \, = ky A\, = k + 2k;.

Se deben calcular los vectores propios, primero para A, = k,

aq 0
(A= A1) = ,
Q9 0
(k+ k) —k —k
reemplazando (A — A\, 1) = )
—k (k+Fk)—k
(]{7 + kl) — k —k aq 0
—k‘ (l{? + ]{?1) — l{/’ a9 0

desarrollando se obtiene,

[(k+ k1) —k]ay — kjay =0,

factorizando, kiar = klasy,

a; = as y si a; = 1 entonces ay =1,

luego el vector propio para \, = k + 2kq,
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(A — )\2[) - 5
by 0
(k+ k1) — (k + 2ky) —k
reemplazando (A — A1) = )
—k (k+ k1) — (K + 2ky)
—k (k+ k) — (k+2ky) | \bo 0

desarrollando se obtiene,

[(k+ k1) — (k+2k1)] by — kiby =0,

factorizando, kby = —kbs .
—by = by y si by = 1 entonces by = —1, se concluye que la matriz S esta determinada
por:
ay bl 1 1
S p— pu— y
as bg 1 -1

ahora se determina 7) = S% como sigue,

Ta 1 1 i

o 1 -1 21

se obtiene dos ecuaciones:

No = 1 + T2 My = T1 — T2,

Normalizando los vectores,
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~ 1 @
a=-—
lal
a2
luego,
2 . L[
a=—
V2 1

entonces 17j, y 7j, estarian definidos por,

. 1
77a - \/§

(21 + 22)

“mil, |
o | ,,
1 1
V2 —1

Si se efectia la suma y resta de las ecuaciones anteriores se obtiene:

Suma:

Na + 1 = E(% +$2) +

COmo 7g = L1 Y Mg = X1,

Na + b
o 163
1 \/5 ( )
Resta: . ..
Ta — 1o = i(5151—56'2)+i(f7é1—5‘52) =k
’ V2 V2 V2
COMO fjg = T2 y My = T2, _
gy = 1 ?772 , (164)
Retomando las ecuaciones desacopladas (161)), donde w? = % y Wi = %,
Mijq + Ag =0 iy + winp = 0. (165)

Como las ecuaciones (|165)) son ecuaciones diferenciales lineales homogénea con coe-

ficientes constantes entonces, se toma como solucién las siguientes ecuaciones,

Na = A cos(wat + ©g)
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se reemplazan los valores de 7, y en 7, en las ecuaciones ((165)),

_ Acos(wat + @q) + B cos(wyt + ©p) _ Acos(wat + @,) — B cos(wyt 4 @)

I = € 9
' V2 ’ V2

se sabe que A y B son constantes, v/2 puede ser incluida dentro de estas y las

ecuaciones quedan escritas como:

x1 = Acos(wat + ¢q) + B cos(wpt + ¢p) (166)

xy = Acos(wat + pa) — B cos(wpt + @) . (167)

Tres ecuaciones acopladas
A continuacién se muestra la forma general de encontrar mas facilmente la solucién

de las ecuaciones acopladas, se deben desacoplar como sigue:

La forma general de las ecuaciones de movimiento se muestra a continuacion,

m:il = —k‘[L’l + ]{7(23'2 — 1‘1) mi'g = —]{J(I‘Q — ZL‘l) + kﬁ(l‘g — [L’Q) s
mii'3 = —l{i(l‘g - .I‘Q) - kl’g,
ii'l 2k —k 0 T
mil g, | = — -k 2k -k T )
Z.I;‘3 0 —k 2k xs3

que se reescribe de forma mas breve como sigue,
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mi + Ax =0, (168)

endonde x = | o, | YA= | _k 2k —Fk |, teniendo en cuenta que la matriz A

es simétrica.

Ahora para desacoplar las ecuaciones, se va a tomar 7 = Sz en consecuencia se tiene
que 7) = S& con S una matriz constante e invertible. luego de la ecuacién (168)
obtenemos,

mi = —azr,

multiplicando esta ecuacién por la matriz S se obtiene,

mSi = —ASIz,

por propiedades de la matriz inversa se tiene que,

mSi = —SASS'x = —SAS 1,

como resultado

SASy=Ad=109 ) 0]
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entonces,

Ao 0 O
mnp=-=10 X 0[7
0 0 A

que dan como resultado las ecuaciones desacopladas,

MmNy = —Nala (169)
mny = _>\b77b7 (170)
mne = —Ae, (171)

hallando det(A — M) = 0 se obtiene:

% —k 0 A0 O
“k 2t —k|—=10 X o] =0, (172)
0 —k 2k 00 A

efectuando la resta entre las matrices,

desarrolldandolo se obtiene,

(2k — \)(2k* — 4kX + A\ =0,

en consecuencia los valores propios de la raiz son, A, = k, A\, = k(k + /2) ¥
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Ae = k(k —/2).

Se deben calcular los vectores propios, primero para A\, = 2k,

ai 0
(A= A1) a | = 10>
as 0
2k — 2k —k 0
reemplazando (A — A\, 1) = ko 9%k -2k —k |,
0 —k 2k — 2k
2k — 2k —k 0 ax
—k 2k — 2k —k as | =
0 —k 2k — 2k as
desarrollando se obtiene,
a, =0,
—a; = as,
a1 =aszy as = 0sia; =1 entonces ag = —1,
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luego el vector propio para A\, = k(2 + v/2),

by 0
<A - )‘b[) bl =101 >
b3 0
2k — k(2 +v/2) —k 0
reemplazando (A — A1) = _k 2k — k(2 + v2) _k :
0 —k 2k — k(2 +/2)
2k — k(2 +/2) —k 0 by 0
—k 2k — k(2 ++/2) —k b| =101
0 —k 2k — k(2+v2) | \ b3 0
desarrollando se obtiene,
—\/§b1 == b2 5
y
bl = b37

b1 = b3, —\/2b; = by y si by = 1 entonces b3 =1y by = -2 , ahora el vector propio

para A\, = k(2 — \/5),

C1 0
(A - >‘C[> c | = 0] >
C3 0
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2k — k(2 — /2) —k

reemplazando (A — A1) = _k 2% — k(2 — V/2)

0 —k
2k — k(2 —/2) —k 0
—k 2k — k(2 — v/2) —k
0 —k 2k — k(2 —/2)

desarrollando se obtiene,
\/501 = Cg,

y

C1 = C3,

01203,\/501202)/8101zlenton(36803:1y02:\/5,

Se concluye que la matriz S esta determinada por:

ap b o 1 1 1
5= ag by | = 0 —V2 V2
as b3 C3 —1 1 1

ahora se determina 7 = S% como sigue,
Ma 1 1 1 T
=10 —v2 V2| |4

T —1 1 1]\
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entonces se obtiene tres ecuaciones:
o= =@+ dy +ds iy = —V2a V25 = i+ iy — s,

Normalizando los vectores,

a1 by C1
1 ~ 1 ~ 1
a = — b = T b b = T Y
lall | 2 ol | o] | 2
as b3 C3
luego,
1 1 1

Q)
Il
i
o
)
|
DO |
|
5
)
Il
Sl
5

entonces fj,, 7y v 7. estarian definidos por,
. 1 (&1 + i + i3) . 1( NG, NG, ) . 1( b1 B + i)
a = =X x x = =V <4ry — x e = =(—Z x xs3),
n /2 1 2 3 b 5 2 3 n 9 1 2 3
se resuelve el sistema de ecuaciones y se encuentran los valores de 21, Zo v Z3:
V2 L V2 \/5..+1.. ) _ﬂ..+\/§..+1..
T = 92 Na e Ty = 4 Na 92 b 2776 I3 = 4 Na 9 b 27707

COmo 7jg = L1, Ny = Ta Y e = T3 Y Ny = T1, Mp = T2 ¥ N = X3, entonces,

T = 77711 — N (173)
—Na — M+ 37, (174)
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V2 V2

= Yo S+ e, 1
3 = M+ =5+ 5 (175)
Retomando las ecuaciones desacopladas (]169[), (]170[) y (]171[), se reemplaza w? = ;\n—“,
wp = gy wl= 3,
mﬁa + X =0 ﬁa + Wgna =0, (176)
mijy + Ap = 0 iy + wity = 0, (177)
Mije + Ae = 0 fie + wW2n. =0, (178)

Como las ecuaciones (176)),(177) vy (178), son ecuaciones diferenciales lineales ho-

mogénea con coeficientes constantes entonces, se toma como soluciéon las siguientes

ecuaciones,

Na = A cos(wat + @q) my = B cos(wyt + ¢p) ne = C cos(wet + @) ,

se reemplazan los valores de n;, 72 v 13 en las ecuaciones (176]), (177)) y (178):

2
T, = %A cos(wqt + ¢q) — B cos(wpt + ¢y) ,

2 2 1

Ty = \/T_A cos(wWat + pa) — gB cos(wpt + p) + 50 cos(wet + @),
2 2 1

T3 = %A cos(wat + ¢q) + \/T_B cos(wpt + p) + 50 cos(wet + ¢c)

como A, B y C son constantes, las ecuaciones quedan escritas como:

x1 = Acos(wat + ¢q) — B cos(wpt + ) , (179)

Ty = Acos(wat + ©a) — B cos(wpt + ¢p) + C cos(wet + ), (180)
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13 = Acos(wat + ©q) + B cos(wpt + ¢p) + C cos(wet + ), (181)

n ecuaciones acopladas

Se tienen las ecuaciones :

ij —i—w?_l(xj — T ) — w?(xjﬂ —z5)=0 1=1,2,3,..n,
=1

> mi = —kj_i(xj — xjm1) + k(250 — 2;) =0 1=1,2,3,..n,
j=1

realizando el mismo procedimiento para 2 y tres masas, se puede llegar a concluir

que: n
D () = ajiA; cos (wit + @)
j=1

encontrando los valores propios de la raiz se puede determinar la la matriz S (matriz

constante e invertible), ésta determina los valores para a,j,

a1 Qg ... Q14
Q21 Q22 ... (25

S = :
a1 Aj2 ... Qjj
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Anexo 5: Amplitud y angulo de fase de ecuaciones

desacopladas

Dos ecuaciones desacopladas

Se tiene las ecuaciones (179)) y (181))

21(t) = Acos(wat + @a) + B cos(wpt + ¢s)

To(t) = Acos(wat + ) — B cos(wpt + ¢p) ,

en el momento en que ¢ = 0 se establecen las magnitudes de distancia y velocidad.

La distancia, cuando ¢ = 0 estaria dada por,

21(0) = Acos(p,) + Bcos(ps) , (182)

x2(0) = Acos(p,) — Bcos(vp) , (183)

__dx

y al hallar la velocidad, v(t) = & , se obtiene,

v1(t) = —wAsin(w,t + p,) — wpB sin(wpt + @) ,

Vo (t) = —waAsin(w,t + v,) + wp B sin(wyt + ¢y) ,

cuando t = 0 la velocidad queda determinada por,

v1(0)

—waAsin(p,) — wpBsin(yy) , (184)

v2(0) = —w,Asin(@,) + wpBsin(py) . (185)
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Con las ecuaciones ((182)), (183)), (184)) y(185)), se puede calcular a amplitud A y B

y el angulo ¢, v .

Para la amplitud A se tiene que,

21(0) + 22(0) = Acos(g,) cos(ipg) = xl(oijf(o)
v1(0) + v2(0) = —waAsin(gp,) sin(pg) = vl(O)sz(O)

Como sin®(p,) + cos?(p,) = 1 luego,

con lo que se concluye que,

A= \/ 22(0) + 2 () + [M] , (186)

2
Wy

Para la Amplitud B se tiene que,

21(0) — 22(0) = B cos(vp) sin(gp) = —’“(0);2(0)

v1(0) — v2(0) = —w, B sin(yy) cos(pp) = %

Como sin?(py) + cos?(¢p) = 1 luego,

wlt) + o)\ (02(0) —xa(0))*
( B >+( ) |

con lo que se concluye que,
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B - \/ 1(0) = (0 + (MO0 (187)

Ahora bien para el angulo ¢,, se tiene que,

21(0) + 22(0) = A cos(pa) A= xlf?g)s?‘;;)m)
v1(0) + v2(0) = —waAsin(pa) A= _v;if();fg)))

partiendo de,

21(0) +22(0) — v1(0) + v2(0)

COS(goa) B Sin(@(l)%l

se concluye que, v1(0) + v4(0)

. = arctan |— 188
v 21(0) + 22(0)w, (188)
Ahora para el angulo ¢y, se tiene que,
21(0) — 22(0) = Bcos(py) B = 20l
01(0) — v3(0) = —wyBsin(p) B = -ul-ul)
partiendo de,
21(0) — 22(0) _ ~v1(0) +v2(0)
cos(p) sin(p )wp
se concluye que
' 0) —v2(0
@y = arctan |— 0i(0) = 5(0) (189)

21(0) — 22(0)w,
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Anexo 6: Solitones Kink y Antikink en la ecuacion

de sine-Gordon

la ecuacion de sine -Gordon es una ecuacion diferencial no lineal, las aplicaciones de
esta se ven en la teorfa de campos relativista, en la fisica (del estado solido) y en el
trasporte de seniales de la fibra éptica. Se presentan las soluciones de topo soliton (es
una particula que permite alta capacidad de transmision de senales. La tecnologia
que se refiere a este tipo de particula) kink y antikink haciendo un moldeamiento

matematico.

Ecuacién de sine-Gordon: Partiendo de la teoria de campos la ecuacién lineal de

Klein Gordon es:

9 o e (190)
que se puede obtener del lagrangiano,
1 ([0p]? o’ 1
L= 3 ([8_35} — [E - §m2902, (191)

. 2 . % c s 1. .
si se reemplaza §(m?®") por una variacién periédica m? [1 — cos(y)], se obtiene,

P D%*p .
w—ﬁ:m%mg&, (192)

ecuacion diferencial no lineal de Sine-Gorndon.

Para este caso se tomara m =1,

P Py
@_W =smae, (193)

Solucién de la ecuacion de Sine-Gordon, si ¢(x,t) = u(x — vt) = U(e), en donde
v es la velocidad del solitén, haciendo los cambios de variable en la ecuacion [193]

152



teniendo en cuenta que, d B de d - d

dr  drde  de’

d _ded

di  dide  de’

resulta
) d2

(1- %)

sin u

la ecuacién 1} se multiplica por z—g y se divide por 1.v2, resulta,

=sinu, (194)

d*u du sinu du

cudu _Smu cu 1
de? de (1 —02)de’ (195)

teniendo en cuenta que,

[y
de?2  de |2 \ de -

sinu du  d <cosu>

de \ 1 — 22

(=) de  de
la ecuacién ((195)) quedaria escrita como,

d |1 /du\? d Ccos U
(= =) = 196
de [2 (ds) ]+d€ (2—1}2> 0, (196)

integrando la ecuacién (196|) se obtiene,

1 (du 2+ CcoS U 4 (197)
2 \ de 1—02

en donde A e una constante de integracién. resolviendo la ecuacién diferencial (197]),

du 2cosu
— = +4/2A — 198
de V 1—02’ (198)

se hace un cambio de variable, B = A(1 — v?),

du_

== +vV B — cosu, (199)
£
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1

2

integrando a ambos lados de la ecuacién ((199)),

“ du [ 2 c
— =t — de , 200
/uo VB — cosu 1—1)2/50 (200)

se toma B = 1 por conveniencia y teniendo en cuenta que, 1 — cos = 2sin? g, se

simplifica la ecuacion [200}

u d 2 €
/—e::ﬂ/—z/ de | (201)
uo /2 sin? 1=v% Jo

2
resolviendo las integrales de la ecuacién (200 y recordando que ¢(x,t) = u(e) se

obtiene,

o(z,t) = darctan [exp <i%ﬂ . (202)

esta ecuacion representa la soluciéon analitica de la ecuacion de Sine-Gordon. El signo
positivo hace referencia a los solitones kink y el signo negativo hace referencia a los

solitones antikink.

Anexo 7: Cdédigos de programacion de manipula-

bles

Anexo 7.1: Sistemas oscilatorios libre, amortiguado y forzado

Oscilador libre

Mathematica 6: Manipulable del Oscilador libre

resorte [a0_, y10_, y20_] :=

Module[{a = a0, y1 = y10, y2 = y20, n = 50}, h = (y2 — y1)/n;
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3 xv = Tablelk, {k, y1, y2, h}];

yv = Table[a Sin[(r Pi)/2], {r, 0, n}];

'

Line[Transpose@{xv, yv }]];

Manipulate[

o

With[{s =

]

8 Quiet@NDSolve[{(x"\[Prime]\[Prime])[t] + (k1/m) x[t] == 0,
9 x[0] == x0, Derivative[1][x][0] == xpO0},

10 x, {t, 0, T=(2 Pi Sqrt[m])/Sqrt[k1]}]},

12 Column[{Column[{Style[’ Sistema_masa_resorte_Libre", Bold, 18,

13 FontFamily —> "Times"],

14 Style [" Ecuacion.. diferencial :", 15, Bold, FontFamily —> "Times"],
15 Style [" General;", 15, Bold, FontFamily —> "Times"],

16 Style ["m\!\ (\*FractionBox[\ (\ (\*SuperscriptBox[\ (\

17 \[ DifferentialD J\), -\ (2\)]x\)-A((£) V)V,

15 \(\[ DifferentialD ]\*SuperscriptBox[\(t\),-\(2\)]\)]\) -4\

19 \\(\*SubscriptBox[\ (k\),-\(1\)]\)x(t)-=.0", 15, Bold,

20 FontFamily —> "Times"],

21 Style [" Con_condiciones_dadas;”, 15, Bold,

22 FontFamily —> "Times"],

23 Row([{Style[m, Bold],

24 Style [" 2\'\(\*FractionBox[\ (\ (\*SuperscriptBox[\(\

25 \[ DifferentialD ]\), -\ (2\)]x\)-A((£) )N\ \-A), A

26 \(\[ DifferentialD J\*SuperscriptBox[\(t\),-\(2\)]\)]\)", Bold,

27 FontFamily —> "Times"],

28 Style ["_+.", Bold, FontFamily —> "Times"], Style[kl, Bold],
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29

30

31

33

35

36

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

Style [" x(t).=.0", Bold, FontFamily —> "Times"]}],
Style [" Ecuacion_solucion:", 15, Bold, FontFamily —> "Times"],
Style [DSolve[{(x"\[Prime]\[Prime])[t] + (k1/m) x[t] == 0,
x[0] == x0, Derivative[1][x][0] == xp0}, x[t], t ][[1, 1]],
Bold, FontFamily —> "Times"|}, Alignment —> Left],
Row[{Graphics|
{Thickness[.001], Blue,
Line[{{—2 Sqrt[x0"2 + xp0~2/(k1l/m)], —0.4}, {—2 Sqrt[
x0"2 + xp0°2/(k1/m)], 0.4}}], Gray,
resorte [0.3, —2 Sqrt[x0"2 4+ xp0~2/(k1/m)],
Evaluate[x[tf] /. s ][[1]]], Red,
Disk[{ Evaluate[x[tf] /. s ][[1]] 0}, 0.07]},
PlotRange —> {{—2 Sqrt[x0"2 + xp0~2/(kl1/m)] — 0.1,
Sqrt[x0"2 + xp0°2/(k1/m)] + 0.1}, {-0.5, 0.5}},
ImageSize —> {200, 200}, Axes —> True],
Plot[Evaluate[x[t] /. s], {t, 0, tf},
PlotRange —> {{0,
Tx(2 Pi Sqrt[m])/Saqrt[k1]}, {—Sqrt[x0"2 + xp0~2/(k1/m)],
Sqrt[x0°2 4+ xp0°2/(k1/m)]}}, AspectRatio —> 1/3,
ImageSize —> 450, AxesLabel —> {Text["t_(s)"], Text["x_(m)"]},
PlotLabel —>
Style [" Posicion_en_funcion._del _tiempo”, Italic , 15]]}],
Row[{ Plot[Evaluate[Derivative[1][x][t] /. s], {t, 0, tf},
PlotRange —> {{0,
T«(2 Pi Sqrt[m])/Sqrt[k1]}, {—Sqrt[

kl/m (x0"2 4+ xp0~2/(k1/m))], Sqrt[
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55

56

57

59

60

61

62

63

64

65

66

67

68

69

70

72

k1/m (x0°2 4+ xp0°2/(k1/m))]}}, AspectRatio —> 1/3,
ImageSize —> 450,

AxesLabel —> {Text["t_(s)"], Text['v_(m/s)"]},
PlotLabel —>

Style [" Velocidad_en_funcion_del _tiempo"”, ltalic , 15]],
ParametricPlot[Evaluate[{x[t], x '[t]} /. s]. {t, O, tf},
PlotRange —> {{—0.05 — Sqrt[x0"2 + xp0~2/(k1/m)],

0.05 + Sqrt[x0"2 + xp0~2/(k1/m)]}, {—0.05 — Sqrt]

kl/m (x0°2 + xp0"2/(k1/m))],

0.05 + Sqrt[kl/m (x0"2 + xp0~2/(k1/m))]}}, Frame —> True,
ImageSize —> 250, PlotRange —> All, ImagePadding —> 50,
AspectRatio —> 1, Axes —> False,

FrameLabel —> {Text[

"xo(\[Times].\\(\*SuperscriptBox[\(10\), -\(=2\)]\))(m)"],

Text["v.(m/s)"]},

PlotLabel —> Style[’ Diagrama.de._fase”, Italic, 15]]}]},

Alignment —> Center]],

{{x0, 0.1,
Text@Row[{Style['x", ltalic , 20], Style["_(0)_(m)", 15]}]}},
{{xp0, 0.2,
TextORow[{Style["v", ltalic , 20], Style[".(0)_(m/s)", 15]}]}},
{{Kk1, 7,

Text@Row[{Subscript[Style[" k", Italic , 20], 1],

Style["-(N/m)", 15]}]}},

{{m, 1, Text@Row[{Style["m", Italic, 20], Style["_(kg)", 15]}]}},
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81

82

83

84

85

86

87

{{T. 3, Text@Row[{Style['T", Italic, 20], Style["_(s)", 15]}]}}.
Grid[{{Control[{{tf, 0.1,
Text@Row[{Style["t", Italic , 20], Style[".(s)", 15]}]}, 0.1,
Tx(2 Pi Sqrt[m])/Sqrt[k1], .1, Trigger, DisplayAllSteps —> True,
AppearanceElements —> {"StepLeftButton”, " StepRightButton”,
"PlayPauseButton”, " ResetButton” }}]}, {}}].

ControlPlacement —> Left, SaveDefinitions —> True]

Sistema masa resorte Libre
Ecuacién diferencial:

alx _
10 173w =0
Ecuacién solucion:
xl] - 01 Cos[ V7 1] +0.07559295in[V7 ]

Posicion en funcion def tiempo

Diagrama de fase

Velocidad en funcién del tiempo

Figura 70: Vista previa del manipulable Manipulable de sistemas masa resorte horizontal
libre

La figura [70| se puede apreciar la que el manipulable en cuestiéon cuenta con cajas
en la parte izquierda que permiten ingresar los valores de las variables, constantes
y condiciones iniciales del sistema, entre estas se pueden encontrar la constante de
elasticidad (k), la constante de amortiguamiento (b), masa (m), entre otros, en la
parte derecha del manipulable podemos apreciar el diagrama masa resorte horizontal

y las gréaficas de posicién y velocidad en funcion del tiempo, y el diagrama de fase
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el cual corresponde a la posicién en funcién de la velocidad

Oscilador Amortiguado

Mathematica 7: Manipulable Oscilador Amortiguado

1 resorte [a0_, y10_, y20_] :=

Module[{a = a0, y1 = y10, y2 = y20, n = 50}, h = (y2 — y1)/n;

»

s xv = Tablelk, {k, y1, y2, h}];

~

yv = Table[a Sin[(r Pi)/2], {r, 0, n}];

5 Line[Transpose@{xv, yv }]];

7 Manipulate[

oo

With[{s =

9 Quiet@NDSolve[{(x"\[Prime]\[Prime])[

10 t] + (b/m) Derivative[l][x][t] + (k1/m) x[t] == 0,
1 x[0] == x0, Derivative[1][x][0] == xp0},
12 x, {t, 0, T=(2 Pi Sqrt[m])/Sqrt[k1]}]},

13

14 Column[{Column[{Row[{Style[’ Sistema_masa_resorte_Amortiguado”,

15 Bold, 18, FontFamily —> "Times"]}],

16 Style [" Ecuacion. diferencial :", 15, Bold, FontFamily —> "Times"],
17 Style [" General;", 15, Bold, FontFamily —> "Times"],

18 Style [" m_\!\ (\*FractionBox[\ (\ (\*SuperscriptBox[\ (\

1o \[ DifferentialD J\), -\(21)]x\)-\((£) )\ (\\A=\)V), -\
20 \(\[ DifferentialD ]\xSuperscriptBox[\(t\),-\(2\)]\) ]\) -+-\

21 \I\(\*SubscriptBox[\(b\),-\(1\)]\) \"\ (\*FractionBox[\ (\ (\
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22 \[ DifferentialD ]x\)-\((£)\)\(\\\o\)\),2\(\[ DifferentialD J£\)]\)o+_\

23 \I\(\*SubscriptBox[\(k\),-\(1\)]\) x(t)-=-0", 15, Bold,

24 FontFamily —> " Times"],

25 Style [" Con_condiciones_dadas;", 15, Bold, FontFamily —> "Times"],
26 Row([{Style[m, Bold],

27 Style [" 2\\(\*FractionBox[\(\ (\*SuperscriptBox[\(\

28 \[ DifferentialD ]\), -\ (2\)]x\)-\((£) )\ (\\\-\)), -\

20 \(\[ DifferentialD J\*SuperscriptBox[\(t\),-\(2\)]\)]\)", 15, Bold,

30 FontFamily —> "Times"], " +.", Style[b, Bold],

" Style [* 2\!\(\#FractionBox[\ (\(\[ DifferentialD Jx\)-\((£)\)\(\\\
22 \2\)\),-\(\[ DifferentialD ]t\)]\)", 15, Bold, FontFamily —> " Times"],
33 "+, Style[k1, Bold],

34 Style[" x(t).=.0", 15, Bold, FontFamily —> "Times"]}],

55 Style [ Ecuacion_solucion:", 15, Bold, FontFamily —> "Times"],
36 Style [DSolve[{(x"\ [Prime]\[Prime])[

57 t] + (b/m) Derivative[1][x][t] + (k1/m) x[t] == 0,

38 x[0] == x0, Derivative[1][x][0] == xp0}, x[t], t][[1, 1]].
30 Bold, FontFamily —> "Times']}, Alignment —> Left],

40 Row/[{Graphics|

i {Thickness[.001], Blue,

a2 Line[{{—2 Sqrt[x0"2 + xp0~2/(k1/m)], —0.4}, {—2 Sqrt|
43 x0"2 + xp0°2/(k1/m)], 0.4}}], Gray,

4 resorte [0.3, —2 Sqrt[x0"2 + xp0~2/(k1/m)],

" Evaluate[x[tf] /. s ][[1]]], Red,

40 Disk[{Evaluate[x[tf] /. s ][[1]], 0}, 0.07]},

a7 PlotRange —> {{—2 Sqrt[x0"2 + xp0~2/(k1/m)] — 0.1,
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48

49

50

52

53

57

58

60

61

62

63

64

66

67

68

69

70

71

72

73

Sqrt[x0"2 + xp0~2/(k1/m)] + 0.1}, {~0.5, 0.5}},
ImageSize —> {200, 250}, Axes —> True],
Plot[Evaluate[x[t] /. s], {t, 0, tf},
PlotRange —> {{0,

Tx(2 Pi Sqrt[m])/Sqrt[k1]}, {—0.05 — Sqrt[

x0"2 + xp0°2/(k1/m)], 0.05 + Sqrt[x0"2 + xp0~2/(k1/m)]}},

AspectRatio —> 1/3, ImageSize —> 450,
AxesLabel —> {Text["t(s)"], Text[ x.(m)"]},
PlotLabel —>
Style [" Posicion_en_funcion_del _tiempo”, Italic , 15]]}],
Row[{Plot[Evaluate[Derivative[l][x][t] /. s], {t, 0, tf},
PlotRange —> {{0,
Tx(2 Pi Sqrt[m])/Sqrt[k1]}, {—0.05 —
Sqrt[kl/m]«Sqrt[x0"2 + xp0~2/(k1/m)],
0.05 + Sqrt[kl/m]*Sqrt[x0"2 + xp0~2/(k1/m)]}},
AspectRatio —> 1/3, ImageSize —> 450,
AxesLabel —> {Text["t_(s)"], Text['v_(m/s)"]},
PlotLabel —>
Style [" Velocidad_en_funcion_del _tiempo"”, ltalic , 15]],
ParametricPlot[Evaluate[{x[t], x'[t]} /. s]. {t, O, tf},
PlotRange —> {{—0.05 — Sqrt[x0"2 + xp0~2/(k1/m)],
0.05 + Sqrt[x0"2 + xp0~2/(k1/m)]}, {—0.05 —
Sqrt[kl/m]«Sqrt[x0"2 + xp0~2/(k1/m)],
0.05 + Sqrt[kl/m]+Sqrt[x0~2 + xp0~2/(k1/m)]}},
Frame —> True, ImageSize —> 250, PlotRange —> All,

ImagePadding —> 50, AspectRatio —> 1, Axes —> False,
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74

75

76

78

80

81
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FrameLabel —> {Text|

"x-(\[Times].\\(\+SuperscriptBox[\(10\), -\(=2\)]\))(m)"],

Text["vo(\[Times].\!\ (\*SuperscriptBox[\(10\), .\

\(=2V)I\))(m/s)"]},

PlotLabel —> Style[' Diagrama_de_fase”,

Alignment —> Center]],

{{x0, —1, Text@Row[{Style['x", ltalic , 20], Style["_(0)_(m)", 15]}]}},

{{xp0, 10/3,

Text@Row[{Style["v", Italic, 20], Style["-(0)-(m/s)", 15]}]}},

{{k1, 13,
TextORow[{Subscript[Style['K", Italic , 20],
Style ["-(N/m)", 15]}]}},
{{b, 1/2,
TextORow[{Subscript[Style['b", Italic |, 1],

Style ["-(N_s/m)", 15]}]}},

{{m, 0.1, Text@Row[{Style["m", Italic, 20], Style["_(kg)",

{{T. 5, Text@Row[{Style["T", Italic, 20], Style["_(s)",

Grid[{{Control[{{ tf, 0.01,

Text@Row[{Style["t", ltalic , 20], Style["_(s)",

1],

Italic, 15]]}},

15]}]}, 0.1,

Tx(2 Pi Sqrt[m])/Sqrt[kl], .1, Trigger, DisplayAllSteps —> True,
AppearanceElements —> {"StepLeftButton”, " StepRightButton",
"PlayPauseButton”, " ResetButton" } }]}, {}}],

ControlPlacement —> Left, SaveDefinitions —> True]

En la figura [71] se puede apreciar el manipulable correspondiente al sistema amor-
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Sistema masa resorte Amortiguado

Ecuacion diferencial:

General;
) axi
=E +h,

"a Ty

Con condiciones dadas;

dxi  dx®
0.1 5% L =D
af t

+k x® =0

- 13x(t) =0
Ecuacion solucion:
x0t] 5 — 12" (1. Cos 111243 €] — 0.0749111 Sin[11.1243 )

Posicitn en funcion del tiempo

Diagrama de fase

Velocidad en funcion del tiempo

T TE 20

Figura 71: Vista previa del manipulable Manipulable de sistemas masa resorte horizontal

amortiguado

tiguado, el cual cuenta con cajas en la parte izquierda que permiten ingresar los

valores de las variables, constantes y ademas de los parametro con los que contaba

el anterior manipulable este cuenta con la constanta de amortiguamiento (b;), en la

parte derecha del manipulable podemos apreciar el diagrama masa resorte horizontal

y las graficas de posicion y velocidad en funcién del tiempo, y el diagrama de fase

el cual corresponde a la posicién en funcion de la velocidad y en la parte superior

las ecuaciones del sistema

Oscilador Libre forzado

Mathematica 8: Manipulable Oscilador libre forzado

1 resorte [a0_, y10_, y20.] :=

> Module[{a = a0, y1 = y10, y2 = y20, n = 100}, h = (y2 — y1)/n;
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3 xv = Tablelk, {k, y1, y2, h}];

yv = Table[a Sin[(r Pi)/2], {r, 0, n}];

'

Line[Transpose@{xv, yv }]];

Manipulate[

o

With[{s =

]

8 Quiet@NDSolve[{(x"\[Prime]\[Prime])[t] + (k1/m) x[t] == (c/m)x
9 Cos|wfxt], x[0] == x0, Derivative[1][x][0] == xp0},

10 x, {t, 0, T=(2 Pi Sqrt[m])/Sqrt[k1]}]},

12 Column[{Column[{Style[’ Sistema_masa_resorte_Libre_Forzado", Bold,

13 18, FontFamily —> "Times"],

14 Style [" Ecuacion.. diferencial :", Bold, FontFamily —> "Times"],
15 Style [" General:", Bold, FontFamily —> "Times"],

16 Style ["m\!\ (\*FractionBox[\ (\ (\*SuperscriptBox[\ (\

17 \[ DifferentialD 1), 2\(2) 1)\ ()N,
15 \(\[ DifferentialD J\SuperscriptBox[\(t1), -\(2\)]\)]\)+-\
19 \1\(\#SubscriptBox[\ (K\), -\ (1\)]\) () -=-\!\(\SubscriptBox[\ (F\),.\
20 \(0\)]\)-Cos(\!\(\#SubscriptBox]\(w\),-\(F\)]\) -t) ", Bold,

21 FontFamily —> " Times"],

22 Style [" Con_condiciones_dadas:", Bold, FontFamily —> "Times"],
23 Row([{Style[m, Bold] Style|[

24 "\ (\*FractionBox[\(\ (\*SuperscriptBox [\ (\[ DifferentialD ]\)\

25, A\ (2\) ) AR VNN, A\ DifferentialD [\« SuperscriptBox [\(t\

26 \),-\(2\)]\)]\)", Bold, FontFamily —> "Times"], " +.",
27 Style [k1, Bold, FontFamily —> "Times"],

28 Style [" x(t)-=.", Bold, FontFamily —> "Times"],
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29

30

31

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

54

Style[c, Bold, FontFamily —> " Times"],
Style ["_Cos(_", Bold, FontFamily —> "Times"], Style[wf, Bold],
Style[" _#_t_)", Bold, FontFamily —> "Times"]}],
Style [" Ecuacion_solucion:", 15, Bold, FontFamily —> "Times"],
Style [ FullSimplify |
DSolve[{(x"\[Prime]\[Prime])[t] + (k1/m) x[t] == (c/m)=
Cos[wfst], x[0] == x0, Derivative[1][x][0] == xp0}, x[t],
t JJ[[1, 1]]. Bold, FontFamily —> "Times']},
Alignment —> Center]|, Row[{Graphics|
{Thickness[.001], Blue,
Line[{{—2 (Sart[(x0 — c/(k1 — m+wf*2))"2 + (xp0/(Sqrt[k1] /
Sart[m]))"2] +
Sart[(c/(
kL — mswf 2))"2]), —0.5}, {~2 (Sart[(x0 — ¢/(
kl — mswf*2))"2 + (xp0/(Sqrt[k1] /Sqrt[m]))*2] +
Sart[(c/(kl — m+wf2))"2]), 0.5}}], Gray,
resorte [0.3, —2 (Sqrt[(x0 — c/(kl — mswf"2))"2 + (xp0/(Sqrt|
k1] /Sart[m]))"2] + Sart[(c/(k1 — m+wf"2))"2]),
Evaluate[x[tf] /. s |[[1]]]l, Red,

Disk[{ Evaluate[x[tf] /. s ][[1]], O}, 0.1]},

PlotRange —> {{—2 (Sqrt[(x0 — ¢/(k1l — m*wf"2))"2 + (xp0/(Sqrt|

k1] /Sqrt[m]))"2] + Sqrt[(c/(kl — mxwf"2))"2]),
2 (Sqrt[(x0 — c/(kl — m*wf"2))"2 + (xp0/(Sqrt[kl] /Sqrt|
m]))"2] + Sart[(c/(kl — m«wf"2))"2])}, {1, 1}},
ImageSize —> {200, 250}, Axes —> True],

Plot[Evaluate[x[t] /. s], {t, 0, tf},
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57

59

60

61

62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73
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75

76

7

78

79

80

PlotRange —> {{0,
T«(2 Pi Sqrt[m])/Sart[k1]}, {—0.1 —
7/4 Sqrt[(x0 — ¢/(k1 — mswf*2))"2 + (xp0/(Sart[kl] /Sqrt]
m]))"2 + (c/(k1 — mxwf"2))"2],
0.1 + 7/4 Sqrt[(x0 — c/(k1 — mswf"2))"2 + (xp0/(Sqrt[k1] /
Sart[m]))"2 + (c/(k1 — mswf*2))"2]}},
AspectRatio —> 1/3, ImageSize —> 450,
AxesLabel —> {Text['t(s)"], Text['x.(m)"]},
PlotLabel —>
Style [ Posicion _en_funcion_del _tiempo”, ltalic , 15]]}],
Row[{Plot[Evaluate[Derivative[1][x][t] /. s]. {t, 0, tf},
PlotRange —> {{0,
T«(2 Pi Sqrt[m])/Sqrt[k1]}, {—0.5 —
Sqrt[k1/
m]%7 /4 (Sqre[(x0 — c/(k1 — m+wf*2))"2 + (xp0/(Sqrt[k1] /
Sart[m]))"2 + (c/(k1 — mxwf2))"2]),
0.5 + Sqrt[kl/
m]%7 /4 (Sqre[(x0 — c/(k1 — mswf*2))"2 + (xp0/(Sqrt[k1] /
Sart[m]))"2 + (c/(k1 — mswf*2))"2])}},
AspectRatio —> 1/3, ImageSize —> 450,
AxesLabel —> {Text['t(s)"], Text["v.m/s)"]}.
PlotLabel —>
Style [" Velocidad_en_funcion_del _tiempo"”, ltalic , 15]],
ParametricPlot[Evaluate[{x[t], x'[t]} /. s], {t, 0, tf},
PlotRange —> {{—0.1 —

7/4 Sqrt[(x0 — c/(k1 — mxwf"2))"2 + (xp0/(Sqrt[kl] /Sqrt|
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105

106

m]))"2 + (c/(k1 — mxwf2))"2],
0.1 + 7/4 Sqrt[(x0 — ¢/(k1 — mxwf"2))"2 + (xp0/(Sqrt[kl] /
Sart[m]))"2 + (c/(kL — mswf*2))"2]}, {~05 —
Sqrt[k1/
m]%7 /4 (Sqre[(x0 — c/(k1 — m+wf*2))"2 + (xp0/(Sqrt[k1] /

Sart[m]))"2 + (c/(k1 — mxwf"2))"2]),

0.5 + Sqrt[kl/
m]x7/4 (Sqrt[(x0 — c/(k1 — m*wf"2))"2 + (xp0/(Sqrt[k1] /
Sqrt[m]))"2 + (¢/(k1 — mxwf"2))"2])}}, Frame —> True,
ImageSize —> 250, PlotRange —> All, ImagePadding —> 50,
AspectRatio —> 1, Axes —> False,
FrameLabel —> {Text["x_.(m)"], Text["v_(m/s)"]},
PlotLabel —> Style[' Diagrama.de_fase", Italic, 15]]}]},

Alignment —> Center]],

{{x0, —2, Text@Row[{Style["'x", Italic , 20], Style[".(0)_(m)", 15]}]}},
{{xp0, 6,

TextORow[{Style["v", ltalic , 20], Style[".(0)_(m/s)", 15]}]}},
{{k1, 15,

TextORow[{Subscript[Style[' k", Italic , 20], 1],

Style["(N/m)", 15]}]}},

{{m, 2, Text@Row[{Style['m", Italic, 20], Style["_(kg)", 15]}]}},
{{c. 3, Style["\\(\#SubscriptBox[\(F\),-\(o\)]\)", ltalic , 20]}},

{{wf, 4, Style["\!\(\*SubscriptBox[\(W\),.\(f\)]\)", Italic , 20]}},

{{T, 20, Text@Row[{Style["T", ltalic, 20], Style["-(s)", 15]}]}},
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107

108

110

111

112

Grid[{{Control[{{ tf, 40,
Text@Row[{Style["t", ltalic , 20], Style["-(s)", 15]}]}, 0.1,
Tx(2 Pi Sqrt[m])/Sqrt[kl], .1, Trigger, DisplayAllSteps —> True,
AppearanceElements —> {"StepLeftButton”, " StepRightButton”,
"PlayPauseButton”, "ResetButton” }}]}, {}}],

ControlPlacement —> Left, SaveDefinitions —> True]

Sistema masa resorte Libre Forzado

E(s) =]+

Diagrama de fase

Velocidad en funcion del tiempo

Figura 72: Vista previa del manipulable Manipulable de sistemas masa resorte horizontal
amortiguado

La figura muestra el manipulable correspondiente al sistema libre forzado, a
diferencia de los anteriores este cuenta con las cajas para introducir los valores de

frecuencia de forzamiento (wy) y la constante de forzamiento (Fp)

Oscilador Amortiguado forzado

Mathematica 9: Manipulable Oscilador amortiguado forzado
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1 resorte [a0_, y10_, y20_] :=

Module[{a = a0, y1 = y10, y2 = y20, n = 100}, h = (y2 — y1)/n;

»

s xv = Tablelk, {k, y1, y2, h}];

yv = Table[a Sin[(r Pi)/2], {r, 0, n}];

'

5 Line[Transpose@{xv, yv }]];

Manipulate[

o

With[{s =

I

8 Quiet@NDSolve[{(x"\[Prime]\[Prime])[t] + (k1/m) x[t] == (c/m)x*
9 Cos[wfxt], x[0] == x0, Derivative[1][x][0] == xp0},

10 x, {t, 0, T=(2 Pi Sqrt[m])/Sqrt[k1]}]},

12 Column[{Column[{Style[’ Sistema_masa.resorte_Libre_Forzado", Bold,

13 18, FontFamily —> "Times"],

14 Style [" Ecuacion. diferencial :", Bold, FontFamily —> "Times"],
15 Style [" General:", Bold, FontFamily —> "Times"],

16 Style ["m_\!\ (\*FractionBox[\ (\ (\*SuperscriptBox[\ (\

7 \[[ DifferentialD J\),2\(2)1x\)-\(£) )W)V,

i \(\[ DifferentialD J\xSuperscriptBox[\(t\),-\(2\)]\) ]\) -\

19 \1\(\#SubscriptBox[\ (K\), -\ (1\)]\)x(t) -=-\!\ (\*SubscriptBox[\ (F\),.\
20 \(0\)]\)-Cos(\!\(\#SubscriptBox]\(w\),2\(F\)]\) t) ", Bold,

21 FontFamily —> "Times"],

22 Style [" Con_condiciones_dadas:”, Bold, FontFamily —> "Times"],
23 Row[{Style[m, Bold] Style|

24 "\ N\ (\*FractionBox[\ (\(\*SuperscriptBox [\ (\[ DifferentialD ]\)\

25,2\ (2\) ) A () VANANN-A)N), A\ DifferentialD [\« SuperscriptBox [\(t\

26 \),-\(2\)]\)]\)", Bold, FontFamily —> "Times"], " +.",
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27

28

29

30

31

33

34

36

37

39

40

41

42

43

44

46

47

48

49

52

Style [k1, Bold, FontFamily —> " Times"],
Style[" x(t).=_", Bold, FontFamily —> "Times"],
Style[c, Bold, FontFamily —> " Times"],
Style[" _Cos(_", Bold, FontFamily —> "Times"], Style[wf, Bold],
Style["_#_t.)", Bold, FontFamily —> "Times']}],
Style [ Ecuacion_solucion:", 15, Bold, FontFamily —> "Times"],
Style [ FullSimplify |
DSolve[{(x™\[Prime]\[Prime])[t] + (k1/m) x[t] == (c/m)s
Cos[wfst], x[0] == x0, Derivative[1][x][0] == xp0}, x[t],
t JJ[[1, 1]}, Bold, FontFamily —> "Times"]},
Alignment —> Center], Row[{Graphics]|
{Thickness[.001], Blue,
Line[{{—2 (Sqrt[(x0 — c/(kl — mswf*2))"2 + (xp0/(Sqrt[k1] /
Sart[m]))"2] +
Sart[(c/(
kL — mswf*2))"2]), —0.5}, {~2 (Sart[(x0 — c/(
k1 — mswf*2))"2 + (xp0/(Sart[k1] /Sqrt[m]))*2] +
Sart[(c/(k1 — m#wf*2))"2]), 05}}], Gray,
resorte [0.3, —2 (Sqrt[(x0 — c/(k1 — mswf*2))"2 + (xp0/(Sqrt]
k1] /Sart[m]))"2] + Sart](c/(kl — mewf"2))"2]),
Evaluate[x[tf] /. s ][[1]]], Red,
Disk[{Evaluate[x[tf] /. s |[[1]], 0}, 0.1]},
PlotRange —> {{—2 (Sqrt[(x0 — c/(kl — m+wf"2))"2 + (xp0/(Sqrt|
k1] /Sart[m]))"2] + Sart[(c/(k1 — mxwf"2))"2]),
2 (Sqrt[(x0 — c/(k1 — mswf*2))*2 + (xp0/(Sqrt[kl] /Sqrt]

mD)"2] + Sart[(c/(kL — mwf*2))°2])}, {1, 1}},
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54

55

57

58

59

60

61

62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

7

78

ImageSize —> {200, 250}, Axes —> True],
Plot[Evaluate[x[t] /. s], {t, 0, tf},
PlotRange —> {{0,
T«(2 Pi Sqrt[m])/Sart[k1]}, {—0.1 —
7/4 Sqrt[(x0 — c/(k1 — m*wf2))"2 + (xp0/(Sqrt[kl] /Sqrt|
m))"2 + (c/(kL — mewf2))"2],
0.1 + 7/4 Sqrt[(x0 — ¢/(k1 — mxwf"2))"2 + (xp0/(Sqrt[kl] /
Sart[m]))"2 + (c/(k1 — m+wf"2))"2]}},
AspectRatio —> 1/3, ImageSize —> 450,
AxesLabel —> {Text["t(s)"], Text["x_(m)"]},
PlotLabel —>
Style [" Posicion _en_funcion_del _tiempo"”, Italic , 15]]}],
Row[{Plot[Evaluate[Derivative[l][x][t] /. s]. {t, 0, tf},
PlotRange —> {{0,
Tx(2 Pi Sqrt[m])/Sqrt[k1]}, {-0.5 —
Sqrt[kl/
m]%7/4 (Sqrt[(x0 — c/(k1 — mxwf*2))"2 + (xp0/(Sqrt[k1] /
Sart[m]))"2 + (c/(k1 — mxwf"2))"2]),
0.5 + Sqrt[k1/
m]*7/4 (Sqrt[(x0 — c¢/(k1 — mswf*2))"2 + (xp0/(Sqrt[k1] /
Sart[m]))"2 + (c/(k1 — m+wf"2))"2])}},
AspectRatio —> 1/3, ImageSize —> 450,
AxesLabel —> {Text["t_(s)"], Text["v.m/s)"]},
PlotLabel —>
Style [" Velocidad_en_funcion_del _tiempo"”, ltalic , 15]],

ParametricPlot[Evaluate[{x[t], x'[t]} /. s]. {t, O, tf},
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101
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104

PlotRange —> {{-0.1 —
7/4 Sqrt[(x0 — c/(k1 — m+wf*2))"2 + (xp0/(Sqrt[k1] /Sqrt|
m)"2 + (c/(kL — mewf2))"2],
0.1 + 7/4 Sqrt[(x0 — ¢/(k1 — mxwf"2))"2 + (xp0/(Sqrt[kl] /
Sqrt[m]))"2 + (c/(k1 — mswf*2))"2]}, {~0.5 —
Sqrt[k1/
m]*7/4 (Sqrt[(x0 — c¢/(kl — mswf*2))"2 + (xp0/(Sqrt[k1] /

Sqrt[m]))"2 + (c/(k1 — mxwf"2))"2]),

0.5 + Sqrt[kl/
m]«7/4 (Sqrt[(x0 — c/(k1 — mxwf"2))"2 + (xp0/(Sqrt[k1] /
Sqrt[m]))"2 + (¢/(k1 — mxwf"2))"2])}}, Frame —> True,
ImageSize —> 250, PlotRange —> All, ImagePadding —> 50,
AspectRatio —> 1, Axes —> False,
FramelLabel —> {Text['x.(m)"], Text['v.(m/s)"]},
PlotLabel —> Style[’ Diagrama.de._fase”, Italic, 15]]}]},

Alignment —> Center]],

{{x0, —2, Text@Row[{Style['x", ltalic , 20], Style["(0)—(m)", 15]}]}}.
{{xp0, 6,
TextORow[{Style['v", ltalic , 20], Style["_(0)_(m/s)", 15]}]}},
{{k1, 15,
Text@Row|[{Subscript[Style[' k", Italic , 20], 1],
Style["(N/m)", 15]}]}},
{{m, 2, Text@Row[{Style["m", ltalic, 20], Style["_(kg)", 15]}]}},

{{c, 3, Style["\!\(\*SubscriptBox[\(F\),-\(o\)]\)", Italic, 20]}},
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105

106

1

o

7

108

109

110

111

1

—

2

1

2

{{wf, 4, Style["\'\(\*SubscriptBox[\(W\),.\(fF\)]\)", Italic , 20]}},
{{T, 20, Text@Row[{Style["T", Italic, 20], Style["-(s)", 15]}]}},
Grid[{{Control[{{ tf, 40,
Text@ORow[{Style["t", ltalic , 20], Style[".(s)", 15]}]}, 0.1,
Tx(2 Pi Sqrt[m])/Sqrt[kl], .1, Trigger, DisplayAllSteps —> True,
AppearanceElements —> {"StepLeftButton”, " StepRightButton",

"PlayPauseButton”, " ResetButton" } }]}, {}}],

ControlPlacement —> Left, SaveDefinitions —> True]
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Velocidad en funcién del tiempo

Figura 73: Vista previa del manipulable Manipulable de sistemas masa resorte horizontal
amortiguado forzado

Oscilador de una masa y dos resortes

Mathematica 10: Manipulable una masa dos resortes

resorte [a0_, y10_, y20_] :=

Module[{a = a0, y1 = y10, y2 = y20, n = 50}, h = (y2 — y1)/n;
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3 xv = Tablelk, {k, y1, y2, h}];

yv = Table[a Sin[(r Pi)/2], {r, 0, n}];

'

Line[Transpose@{xv, yv }]];

Manipulate[

o

With[{s =

]

8 Quiet@NDSolve[{(x"\[Prime]\[Prime])[t] + ((k2 + k1)/m) x[t] == 0,
9 x[0] == x0, Derivative[1][x][0] == xpO0},

10 x, {t, 0, T=(2 Pi Sqrt[m])/Sqrt[k1]}]},

12 Column[{Column[{Style[’ Sistema_de_una_masa_y_dos_resortes”, Bold,

13 18, FontFamily —> "Times"],

14 Style [" Ecuacion.. diferencial :", Bold, 15, FontFamily —> "Times"],
15 Style [" General;", 15, Bold, FontFamily —> "Times"],

16 Style ["m\!\ (\*FractionBox[\ (\ (\*SuperscriptBox[\ (\

17 \[ DifferentialD ]\ ), -\ (2\)]x\)-\((£) \)NON\-V)N), -\
15 \(\[ DifferentialD ]\*SuperscriptBox[\(t\),-\(2\)]\)]\) o+o(ket2\

10 \I\(\#SubscriptBox[\(k\),_\(1\)]\) )x(t).=.0", 15, Bold,

20 FontFamily —> "Times"],

21 Style [" Con_condiciones_dadas;”, 15, Bold,
22 FontFamily —> "Times"],

23 Row([{Style[m, Bold],

24 Style [

"\ N\ (\*FractionBox[\ (\ (\*SuperscriptBox[\(\[ DifferentialD ]\),\

262\ (21) )\ VAN

27 \(\[ DifferentialD J\*SuperscriptBox[\(t\),-\(2\)]\)]\)". Bold,

N
ot

28 FontFamily —> "Times"], "_+.", Style[k2 + k1, Bold],
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38

39

40
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42

43
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46

47

48

49

50

51

52

53

54

Style[" x(t).=.0", Bold, FontFamily —> "Times"]}],
Style [" Ecuacion_solucion:", 15, Bold, FontFamily —> "Times"],
Style [DSolve[{(x"\ [Prime]\[Prime])[t] + ((k2 + k1)/m) x[t] == 0,
x[0] == x0, Derivative[1][x][0] == xp0}, x[t], t][[1, 1]].
Bold, FontFamily —> "Times"]}, Alignment —> Center],
Row/[{ Graphics]
{Thickness[.001], Blue,
Line[{{—2 Sqrt[x0"2 + xp0~2/((k2 + k1)/m)], —0.5}, {—2 Saqrt|
x0°2 + xp0~2/((k2 + k1)/m)], 0.5}}],
Line[{{2 Sqrt[x0"2 + xp0~2/((k2 + k1)/m)], —0.5}, {2 Sqrt|
x0°2 + xp0~2/((k2 + k1)/m)], 0.5}}], Gray,
resorte [0.3, —2 Sqrt[x0"2 + xp0~2/((k2 + k1)/m)],
Evaluate[x[tf] /. s ][[1]]], ColorData['HTML"][" YellowGreen"],
resorte [0.3, 2 Sqrt[x0°2 + xp0~2/((k2 + k1)/m)],
Evaluate[x[tf] /. s |[[1]]l. Red,
Disk[{Evaluate[x[tf] /. s ][], 0}, 0.07]},
PlotRange —> {{—2 Sqrt[x0"2 + xp0~2/((k2 + k1)/m)] — 0.1,
2 Sqrt[x0°2 + xp0~2/((k2 + k1)/m)] + 0.1}, {—0.6, 0.6}},
ImageSize —> {200, 250}, Axes —> True],
Plot[Evaluate[x[t] /. s], {t, 0, tf},
PlotRange —> {{0,
T«(2 Pi Sqrt[m])/Sqrt[k2 + ki1]}, {—0.05 — Sqrt|
x0°2 + xp0°2/((k2 + k1)/m)],
0.05 + Sqrt[x0°2 + xp0°2/((k2 + k1)/m)]}},
AspectRatio —> 1/3, ImageSize —> 450,

AxesLabel —> {Text["t(s)"], Text['x(m)"]},
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55 PlotLabel —>
56 Style [" Posicion_en_funcion_del _tiempo”, Italic , 15]]}],

57 Row[{Plot[Evaluate[Derivative[1][x][t] /. s], {t, 0, tf},

58 PlotRange —> {{0,

59 Tx(2 Pi Sqrt[m])/Sqrt[k2 + k1]}, {—0.05 —

60 Sqrt[Sqrt[((k2 + k1)/m)"2]]«Sqrt[

61 x0°2 + xp0~2/((k2 + k1)/m)],

62 0.05 + Sqrt[Sqrt[((k2 + k1)/m)"2]]«Sqrt|

63 x0"2 4+ xp0°2/((k2 + k1)/m)]}}, AspectRatio —> 1/3,
64 ImageSize —> 450,

65 AxesLabel —> {Text["t_(s)"], Text["v_(m/s)"]},

66 PlotLabel —>

67 Style [" Velocidad_en_funcion_del _tiempo"”, ltalic , 15]],

68 ParametricPlot[Evaluate[{x[t], x'[t]} /. s]. {t, O, tf},

69 PlotRange —> {{—0.05 — Sqrt[x0"2 + xp0~2/((k2 + k1)/m)],
70 0.05 + Sqrt[x0"2 + xp0~2/((k2 + k1)/m)]}, {—0.05 —

71 Sqrt[Sqrt[((k2 + k1)/m)"2]]*Sqrt[

72 x0°2 + xp0~2/((k2 + k1)/m)],

73 0.05 + Sqrt[Sqrt[((k2 + k1)/m)"2]]*Sqrt]

74 x0°2 4+ xp0°2/((k2 + k1)/m)]}}, Frame —> True,

75 ImageSize —> 250, PlotRange —> All, ImagePadding —> 50,
76 AspectRatio —> 1, Axes —> False,

7 Framelabel —> {Text['x.(m)"], Text['v.(m/s)"]},

78 PlotLabel —> Style[" Diagrama.de._fase”, Italic, 15]]}]},

79 Alignment —> Center]],

80
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93

94

95

96

97

{{x0, 0.5,
Text@Row[{Style["'x", Italic, 20], Style["-(0)-(m)", 15]}]}},
{{xp0, —0.7,
Text@Row[{Style["v", Italic , 20], Style["_(0)-(m/s)", 15]}]}},
{{k1, 15,
Text@Row[{Subscript[
Style["k", Italic , 20, ColorData[" HTML"][" YellowGreen"]], 1],
Style["o(N/m)", 15, ColorData["HTML"][" YellowGreen"]]}]}},
{{k2, 7, Text@Row[{Style["k", Italic, 20], Style["-(N/m)", 15]}]}},
{{m, 2, Text@Row[{Style['m", Italic, 20], Style[".(kg)", 15]}]}},
{{T, 5, Text@Row[{Style['T", Italic, 20], Style["_(s)", 15]}]}},
Grid[{{Control[{{ tf, 0.01,
Text@Row[{Style['t", Italic , 20], Style["_(s)", 15]}]}, 0.1,
Tx(2 Pi Sqrt[m])/Sqrt[k2 + k1], .1, Trigger,
DisplayAllSteps —> True,
AppearanceElements —> {"StepLeftButton”, " StepRightButton”,
"PlayPauseButton”, " ResetButton” }}]}, {}}].

ControlPlacement —> Left, SaveDefinitions —> True]
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Figura 74: Vista previa del Manipulable de sistemas horizontal de una masa y dos resortes

Anexo 7.2: Sistemas acoplados que involucran dos masas

Oscilador de dos masas y un resorte

Mathematica 11: Manipulable Sistemas acoplados dos masas un resorte

1 resorte [a0_, y10_, y20_] :=

2 Module[{a = a0, y1 = y10, y2 = y20, n = 50}, h = (y2 — y1)/n;
35 xv = Table[k, {k, y1, y2, h}];

4 yv = Table[a Sin[(r Pi)/2], {r, 0, n}];

5 Line[Transpose@{xv, yv }]];

6

7 Manipulate[

s With[{sol =
9 NDSolve[{m x1"[t] == —k1 (x1[t] — x2[t]),
10 m x2"[t] == —k1 ( x2[t] — x1[t]), x1[0] == x01, x2[0] == x02,
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11 x1'[0] == xp01, x2'[0] == xp02}, {x1, x2}, {t, O,

" Tx(2 Pi Sqrt[m])/Sqrt[2 k1]}]},

14 Column[{Column[{Style[’ Sistema_de_dos_masas._y_un_resorte”, Bold, 18,

15 FontFamily —> "Times"],

16 Style [" Sistema_de_ecuaciones.. diferenciales :", Bold, 15,
17 FontFamily —> "Times"],

18 Row/[{Style[m, Bold],

19 Style ["\!\ (\*FractionBox[\(\(\*SuperscriptBox[\ (\

20 \[ DifferentialD ]\),-\(2\)]\*SubscriptBox[\(x\), -\(T\)]\) -\ ((t)\)\(\\\-\
21 \)\),.\(\[ DifferentialD J\xSuperscriptBox[\(t\),-\(2\)]\)]\) +.", 15,

22 Bold, FontFamily —> "Times"], Style[k1, 15, Bold],
23 Style [ -[\'\(\*SubscriptBox[\(x\), -\(1\)]\) (t)-—-\
20 \I\(\#SubscriptBox[\(x\),.\(2\)]\) (t)].=.0", 15, Bold,

25 FontFamily —> " Times"]}],

26 Row[{Style[m, Bold],

27 Style ["\ I\ (\*FractionBox[\ (\(\*SuperscriptBox[\ (\

25 \[ DifferentialD [\),-\(2\)]\\\-\*SubscriptBox[\(x\), -\ (2\)]\) -\
20 \((t)\)\(\\\=\)\),=\(\[ DifferentialD ]\*SuperscriptBox[\(t\),-\

30 \(2\)]\)]\)-+.", 15, Bold, FontFamily —> "Times"],

51 Style [k1, 15, Bold],

32 Style ["-[\\(\*SubscriptBox[\(x\), -\(2\)]\) (t)-—-\

a3 \I\(\#SubscriptBox[\(x\),-\(1\)]\) (t)]-=-0", 15, Bold,

54 FontFamily —> "Times"]}],}, Alignment —> Left], Row[{Graphics]
55 {Blue, Disk[{Evaluate[x1[t0] /. sol ][[1]], 0}, 0.4], Gray,

36 resorte [0.9, Evaluate[x1[t0] /. sol ][[1]],
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38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

57

58

60

61

62

Evaluate[x2[t0] /. sol ][[1]]], Red,
Disk[{ Evaluate[x2[t0] /. sol ][[1]], O}, 0.4]},
PlotRange —> {{—Sqrt[

0172 — x02°2 + (xp01°2 — xp02)/(2 k1/m)] — 2,
Sqrt[x01°2 — x02°2 + (xp01°2 — xp02)/(2 k1/m)] + 2}, {-0.6,
0.6}}, ImageSize —> {200, 250}, Axes —> True],

Plot[{Evaluate[x1[t] /. First[sol ]],
Evaluate[x2[t] /. First[sol ]|}, {t, 0, tO},
PlotRange —> {{0,
T«(2 Pi Sqrt[m])/Sqrt|
2 k1]}, {—Sqrt[x01"2 — x02°2 + (xp01°2 — xp02)/(2 k1/m)] —
2, Sqrt[x01°2 — x02°2 + (xp01°2 — xp02)/(2 k1/m)] + 2}},
AspectRatio —> 1/3, ImageSize —> 450,
AxesLabel —> {Text["t_(s)"], Text['x_(m)"]},
PlotLabel —>
Style [" Posicion_en_funcion._del _tiempo”, Italic , 15]]}],
Row[{ Plot[{Evaluate[x1'[t] /. First[sol ]],
Evaluate[x2'[t] /. First[sol ||}, {t, O, t0},
PlotRange —> {{0,
Tx(2 Pi Sqrt[m])/Sqrt|
2 k1]}, {—Saqrt[(k1/m)]«Sqrt|

0172 — x02°2 + (xp01°2 — xp02)/(2 k1/m)] — 0.25,

Sqrt[k1/m]xSqrt[x01"2 — x02"2 + (xp01°2 — xp02)/(2 k1/m)] +
0.25}}, AspectRatio —> 1/3, ImageSize —> 450,
AxesLabel —> {Text["t_(s)"], Text['v_(m/s)"]},

PlotLabel —>
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63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

Style [" Velocidad_en_funcion_del _tiempo"”, ltalic , 15]],
ParametricPlot[{Evaluate[{x1[t], x1'[t]} /. First[sol ]|,
Evaluate[{x2[t], x2'[t]} /. First[sol ]|}, {t, 0, tO},
PlotRange —> {{—1 — Sqrt[
x01°2 — x02°2 + (xp01°2 — xp02) /(2 k1/m)],
1 + Sqrt|
x0172 — x02°2 + (xp01°2 — xp02)/(2 k1/m)]}, {—0.25 —
Sqrt[k1/m]«Sqrt[x01"2 — x02"2 + (xp01"2 — xp02)/(2 k1/m)],
0.25 + Sqrt[kl/m]=Sqrt|
x0172 — x02"2 + (xp01°2 — xp02)/(2 k1/m)]}},
Frame —> True, ImageSize —> 250, PlotRange —> All,
ImagePadding —> 50, AspectRatio —> 1, Axes —> False,
FrameLabel —> {Text["x_.(m)"], Text["v_(m/s)"]},
PlotLabel —> Style[" Diagrama.de._fase”, Italic, 15]]}]},
Alignment —> Center]],
{{x01, 5,
Text@Row[{Subscript[Style['x", Italic, 20], 1],
Style["-(0)-(m)", 15]}]}},
{{x02, —1.,
Text@Row[{Subscript[Style["x", Italic, 20], 2],
Style ["-(0)~(m)", 15]}]}},
{{xp01, 0.2,
Text@Row[{Subscript[Style["v", Italic, 20], 1],
Style["-(0)~(m/s)", 15]}]}},
{{xp02, 0.2,

Text@Row[{Subscript[Style["Vv", Italic, 20], 2],
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8 Style[" (0)~(m/s)", 15]}]}},

9 {{k1, 7,

91 Text@Row[{Subscript[Style['k", Italic, 20], 1],

92 Style ["o(N/m)", 15]}]}}

93 {{m, 0.15, Text@Row[{Style['m", ltalic, 20], Style["_(kg)". 15]}]}}.
oa {{T, 5, Text@Row[{Style['T", Italic, 20], Style["-(s)", 15]}]}}.

95 Grid[{{Control[{{t0, 3,

96 Text@Row[{Style["t", Italic , 20], Style["_(s)", 15]}]}, 0.1,
97 Tx(2 Pi Sqrt[m])/Sqrt[2 k1], .1, Trigger,

98 DisplayAllSteps —> True,

99 AppearanceElements —> {"StepLeftButton”, " StepRightButton”,
100 "PlayPauseButton”, " ResetButton" } }]}, {}}].

101 ControlPlacement —> Left, SaveDefinitions —> True]

X (0 (m) [5 Sistema de dos masas y un resorte
Xmﬂ)ﬂ() (m; -1 Sistema de ecuaciones diferenciales:
i m/s) [0z 2y
V2 () (i) [62 n.m"—ﬂz‘ﬁ +7 X0 = 32001 = 0
o 2 x,
ke, (Njm) (7 01552 L 5 —x®]=0
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Figura 75: Vista previa del Manipulable de sistemas horizontal de una masa y dos resortes

En la figura[75|se observa el manipulable correspondiente a los graficos de la posicién

y velocidad en funcién del tiempo , de los sistemas acoplados, se puede apreciar que
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©
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20

tanto las condiciones iniciales como los valores de la masa, constante de elasticidad

entre otros, cuentan con cajas para introducir los datos.

Oscilador de dos masas y dos resortes

Mathematica 12: Manipulable Sistemas acoplados dos masas un resorte

resorte [a0_, y10_, y20_] :=
Module[{a = a0, y1 = y10, y2 = y20, n = 50}, h = (y2 — y1)/n;
xv = Tablelk, {k, y1, y2, h}];
yv = Table[a Sin[(r Pi)/2], {r, 0, n}];
Line[Transpose@{xv, yv }]];
Manipulate[
With[{sol =
NDSolve[{m x1"[t] + k1 x1[t] — k2 (x2[t] — x1[t]) == 0,
m x2"[t] 4+ k2 (x2[t] — x1[t]) == 0, x1]0] == x01, x2[0] == x02,
x1'[0] == xp01, x2'[0] == xp02}, {x1, x2}, {t, O,
T (4 Pi)/(
Sqrt[(2 k2 + k1 — Sqrt[4 k272 + k172])/(2 m)] + Sqrt[(
2 k2 + k1 + Sqrt[4 k272 + k172])/(2 m)])}]}.
Column[{Column[{Style|
" Sistema._de_dos_masas_y._dos.reesortes._con_un_extremo.libre"
Bold, 18, FontFamily —> "Times"],
Style [" Sistema_de_ecuaciones.. diferenciales :", Bold, 15,
FontFamily —> "Times"],
Row/[{Style[m, Bold],

Style ["\!\ (\*FractionBox[\ (\ (\*SuperscriptBox[\ (\
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21 \[ DifferentialD [\),_\(2\)]\\\=\*SubscriptBox[\(x\), -\ (1\)]\) -\
22 \((t)\)\(\\\=\)\),=\(\[ DifferentialD ]\*SuperscriptBox[\(t\),-\

23 \(2\)]\)]\)-+.", 15, Bold, FontFamily —> "Times"],

24 Style [k1, 15, Bold],
25 Style [" A\ (\*SubscriptBox[\(x\), -\(1\)]\) (t)-—-", 15, Bold,
2 FontFamily —> " Times], Style[k2, 15, Bold],

o Style [* -[\1\(\#SubscriptBox[\ (x\), \(2\)]\) (t)-—-\

25 \\(\*SubscriptBox[\(x\), -\(1\)]\) (t)]-=-0", 15, Bold,

20 FontFamily —> " Times"]}],

50 Row[{Style[m, 15, Bold],

51 Style ["\ I\ (\*FractionBox[\ (\(\*SuperscriptBox[\ (\

s2 \[ DifferentialD [\),_\(2\)]\\\<\*SubscriptBox[\(x\), -\ (2\)]\) -\
33 \((£)\)\O\\\=\)\),-\(\[ DifferentialD ]\*SuperscriptBox[\(t\),-\

32 \(2\)]\)]\)-+.", 15, Bold, FontFamily —> "Times"],

35 Style [k2, 15, Bold],

36 Style [".[\'\(\#SubscriptBox[\(x\), -\(2\)]\) () ==\
37 \I\(\*SubscriptBox[\(x\),-\(1\)]\) (t)]-=-0", 15, Bold,

38 FontFamily —> "Times"]}],}, Alignment —> Left],

39 Row[{Graphics|

40 {Thickness[.03], Black,

a1 Line[{{—4 (Sqrt[(x01 + x02)"2 + (2 m (xp01 + xp02)~2)/(
0 2 k2 + k1 + Sqrt[4 k22 + k1°2])] +

43 Sqrt[(x01 — x02)"2 + (2 m (xp01 — xp02)"2)/(

1 2 k2 + k1 — Sqrt[4 k22 + k1°2])]),

45 1}, {—4 (Sqrt[(x01 + x02)"2 + (2 m (xp01 + xp02)~2)/(
16 2 k2 + k1 + Sqrt[4 k272 + k172])] +
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47

48

51

52

53

54

55

56

57

59

60

61

62

63

64

65

66

67

68

70

71

72

Sqrt[(x01 — x02)"2 + (2 m (xp01 — xp02)"2)/(

2 k2 + k1 — Sqrt[4 k2°2 + k1°2])]), —1}}],

Thickness[.003], Blue,

Disk[{Evaluate[x1[t0] /. sol J[[1]] —

5 /2 (Sqrt[(x01 + x02)"2 + (2 m (xp01 + xp02)~2)/(

2 k2 4 k1 + Sqrt[4 k2°2 + k1°2])] +

Sqrt[(x01 — x02)"2 + (2 m (xp01 — xp02)~2)/(

2 k2 + k1 — Sqrt[4 k22 + k1°2])]), 0}, 0.3],

ColorData[" HTML"][" YellowGreen"],

resorte [0.5, —4 (Sqrt[(x01 + x02)"2 + (2 m (xp01 + xp02)"2)/(

2 k2 + k1 + Sqrt[4 k2°2 + k1°2])] +

Sqrt[(x01 — x02)"2 + (2 m (xp01 — xp02)"2)/(

2 k2 + k1 — Sqrt[4 k2°2 + k1°2])]),

Evaluate[x1[t0] /. sol ][[1]]

5 /2 (Sqrt[(x01 + x02)"2 + (2 m (xp01 + xp02)"2)/(

2 k2 + k1 + Sqrt[4 k2°2 + k1°2])] +

Sqrt[(x01 — x02)"2 + (2 m (xp01 — xp02)2)/(

2 k2 + k1 — Sqrt[4 k2°2 + k172])])], Purple,

resorte [0.5,

Evaluate[x1[t0] /. sol ][[1]]

5 /2 (Sqrt[(x01 + x02)"2 + (2 m (xp01 + xp02)~2)/(

2 k2 + k1 + Sqrt[4 k272 + k172])] +

Sqrt[(x01 — x02)"2 + (2 m (xp01 — xp02)~2)/(

2 k2 + k1 — Sqrt[4 k2°2 + k1"2])]),

Evaluate[x2[t0] /. sol ][[1]]],

Red,

185



73

74

75

76

7

78

79

80

81

82

83

84

85

86

87

88

89

90

91

92

93

94

95

96

97

98

Disk[{Evaluate[x2[t0] /. sol ][[1]], 0}, 0.3]},
PlotRange —> {{—4 (Sqrt[(x01 + x02)"2 + (2 m (xp01 + xp02)~2)/(
2 k2 + k1 + Sqrt[4 k2°2 + k1°2])] +
Sqrt[(x01 — x02)"2 + (2 m (xp01 — xp02)~2)/(
2 k2 + k1 — Sqrt[4 k2°2 + k1°2])]) —
0.05, (Sqrt[(x01 + x02)"2 + (2 m (xp01 + xp02)"2)/(
2 k2 + k1 + Sqrt[4 k272 + k172])] +
Sqrt[(x01 — x02)"2 + (2 m (xp01 — xp02)~2)/(
2 k2 + k1 — Sqrt[4 k2°2 + k1°2])]) + 0.05}, {—0.6,
0.6}}, ImageSize —> {200, 250}, Axes —> True],
Plot[{Evaluate[x1[t] /. First[sol]] +
5 /2 (Sqrt[(x01 + x02)"2 + (2 m (xp01 + xp02)"2)/(
2 k2 + k1 + Sqrt[4 k2°2 + k1°2])] +
Sqrt[(x01 — x02)"2 + (2 m (xp01 — xp02)"2)/(
2 k2 + k1 — Sqrt[4 k2°2 + k1"2])]),
Evaluate[x2[t] /. First[sol ]]}, {t, 0, t0},
PlotRange —> {{0,
T (4 Pi)/(
Sqrt[(2 k2 + k1 — Sqrt[4 k2"2 + k1°2])/(2 m)] + Sqrt[(
2 k2 + k1 + Sqrt[4 k272 + k172])/(
2 m)])}, {—(Sart[(x01 + x02)"2 + (2 m (xp01 + xp02)~2)/(
2 k2 + k1 + Sqrt[4 k2°2 + k1"2])] +
Sqrt[(x01 — x02)"2 + (2 m (xp01 — xp02)"2)/(
2 k2 + k1 — Sqrt[4 k2°2 + k1°2])]) — 0.05,
7 /2 (Sqrt[(x01 + x02)"2 + (2 m (xp01 + xp02)~2)/(

2 k2 + k1 + Sqrt[4 k272 + k172])] +
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99

100

101

102

103

104

105

107

108

109

110

111

112

113

114

115

116

117

118

119

120

121

122

123

124

Sqrt[(x01 — x02)"2 + (2 m (xp01 — xp02)°2)/(
2 k2 + k1 — Sqrt[4 k2°2 + k12])]) + 0.05}},
AspectRatio —> 1/3, ImageSize —> 450,
AxesLabel —> {Text["t_(s)"], Text['x-(m)"]},
PlotLabel —>
Style [" Posicion_en_funcion._del _tiempo”, Italic , 15]]}],
Row[{ Plot[{Evaluate[x1'[t] /. First[sol ]],
Evaluate[x2'[t] /. First[sol ||}, {t, O, t0},
PlotRange —> {{0,
T (4 Pi)/(
Sqrt[(2 k2 + k1 — Sqrt[4 k272 + k172])/m] + Sqrt][(
2 k2 + k1 + Sqrt[4 k2°2 + k172])/
m])}, {—(Sart[(2 k2 + k1 + Sqrt[4 k2"2 + k1°2])/(2 m)]
Sqrt[(x01 + x02)"2 + (2 m (xp01 + xp02)°2)/(
2 k2 + k1 + Sqrt[4 k272 + k172])] +
Sqrt[(2 k2 + k1 — Sqrt[4 k272 4+ k172])/(2 m)]
Sqrt[(x01 — x02)"2 + (2 m (xp01 — xp02)~2)/(
2 k2 4+ k1 — Sqrt[4 k2 + k1"2])]) —
0.25, (Sqrt[(2 k2 + k1 + Sqrt[4 k2°2 + k1°2])/(2 m)]
Sqrt[(x01 + x02)"2 + (2 m (xp01 + xp02)"2)/(
2 k2 + k1 + Sqrt[4 k2"2 + k1°2])] +
Sqrt[(2 k2 + k1 — Sqrt[4 k2"2 + k1°2])/(2 m)]
Sqrt[(x01 — x02)"2 + (2 m (xp01 — xp02)"2)/(
2 k2 + k1 — Sqrt[4 k2 + k172])]) + 0.25}},
AspectRatio —> 1/3, ImageSize —> 450,

AxesLabel —> {Text["t_(s)"], Text['v.(m/s)"]},

187



125 PlotLabel —>

126 Style [" Velocidad_en_funcion.del _tiempo”, ltalic , 15]],

127 ParametricPlot[{Evaluate[{x1[t], x1'[t]} /. First[sol ]],

128 Evaluate[{x2[t], x2'[t]} /. First[sol ]|}, {t, 0, tO},

129 PlotRange —> {{—0.05 — (Sqrt[(x01 + x02)"2 + (

130 2 m (xp01 + xp02)°2)/(

131 2 k2 + k1 + Sqrt[4 k272 + k172])] +

132 Sqrt[(x01 — x02)"2 + (2 m (xp01 — xp02)~2)/(

133 2 k2 + k1 — Sqrt[4 k2°2 + k1°2])]),

134 0.05 + (Sqrt[(x01 4+ x02)"2 + (2 m (xp01 + xp02)~2)/(
198 2 k2 + k1 + Sqrt[4 k2°2 + k1"2])] +

136 Sqrt[(x01 — x02)"2 + (2 m (xp01 — xp02)"2)/(

. 2 k2 + k1 — Sqrt[4 k2°2 + k1°2])])}, {~0.05 — (Sqrt[(
138 2 k2 + k1 + Sqrt[4 k2°2 + k172])/(2 m)]

139 Sqrt[(x01 + x02)"2 + (2 m (xp01 + xp02)"2)/(

140 2 k2 + k1 + Sqrt[4 k2°2 + k1°2])] +

141 Sqrt[(2 k2 + k1 — Sqrt[4 k2"2 + k1°2])/(2 m)]

142 Sqrt[(x01 — x02)"2 + (2 m (xp01 — xp02)"2)/(

143 2 k2 + k1 — Sqrt[4 k2°2 + k1°2])]),

144 0.05 + (Sqrt[(2 k2 + k1 + Sqrt[4 k22 + k1"2])/(2 m)]
145 Sqrt[(x01 + x02)"2 + (2 m (xp01 + xp02)2)/(

146 2 k2 + k1 + Sqrt[4 k2°2 + k1°2])] +

147 Sqrt[(2 k2 + k1 — Sqrt[4 k2°2 + k172])/(2 m)]

148 Sqrt[(x01 — x02)"2 + (2 m (xp01 — xp02)"2)/(

149 2 k2 + k1 — Sqrt[4 k22 4+ k1°2])])}}, Frame —> True,
150 ImageSize —> 250, PlotRange —> All, ImagePadding —> 50,
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151 AspectRatio —> 1, Axes —> False,

152 FrameLabel —> {Text['x_(m)"], Text["v.(m/s)"]},

153 PlotLabel —> Style[' Diagrama.de_fase”, Italic, 15]]}]}]],
154 {{x01, 0.5,

155 Text@Row[{Subscript[Style['x", Italic, 20, Blue], 1],

156 Style["2(0)(m)", 15, Blue]}]}},

st {{x02, 1,

158 Text@Row[{Subscript[Style['x", Italic, 20, Red], 2],

159 Style["2(0)(m)", 15, Red]}]}},

160 {{xp01, —0.5,

161 Text@Row[{Subscript[Style['v", Italic , 20, Blue], 1],

162 Style["-(0)(m/s)", 15, Blue]}]}},

w63 {{xp02, 2,

164 Text@Row[{Subscript[Style['Vv", ltalic , 20, Red], 1],

165 Style["-(0)(m/s)", 15, Red]}]}},

166 {{k2, 7,

167 Text@Row[{Subscript[Style['k", Italic , 20, Purple], 1],

168 Style["o(N/m)", 15, Purple]}]}},

169 {{k1, 4,

10 Text@Row[{Style["k", Italic, 20, ColorData["HTML"][" YellowGreen"]],
171 Style["2(N/m)", 15, ColorData["HTML"][" YellowGreen"]]}]}}.
112 {{m, 3, Text@Row[{Style['m", ltalic, 20], Style["-(kg)", 15]}]}},
173 {{T, 5, Text@Row[{Style['T", Italic, 20], Style["_(s)", 15]}]}},
172 Grid[{{Control[{{t0, 15,

175 Text@Row[{Style["t", ltalic , 20], Style[".(s)", 15]}]}, 0.1,

176 T (4 Pi)/(
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177

178

180

181

182

1

Sqrt[(2 k2 + k1 — Sqrt[4 k22 + k1°2])/(2 m)] + Sqrt[(
2 k2 4+ k1 + Sqrt[4 k272 4+ k172])/(2 m)]), .1, Trigger,
DisplayAllSteps —> True,
AppearanceElements —> {"StepLeftButton", " StepRightButton”,
"PlayPauseButton”, " ResetButton” }}]}, {}}],

ControlPlacement —> Left, SaveDefinitions —> True]
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Figura 76: Vista previa del Manipulable de sistemas horizontal de dos masas y dos resortes

Oscilador de dos masas y tres resortes

Mathematica 13: Manipulable Sistemas acoplados dos masas tres resorte

resorte [a0_, y10_, y20_] :=

Module[{a = a0, y1 = y10, y2 = y20, n = 50}, h = (y2 — y1)/n;
xv = Tablelk, {k, y1, y2, h}];

yv = Table[a Sin[(r Pi)/2], {r, 0, n}];

Line[Transpose@{xv, yv }]|;
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6 Manipulate[
7 With[{sol =

s NDSolve[{m x1"[t] + kI x1[t] — k2 (x2[t] — x1[t]) == 0,

o mx2"[t] + k3 x2[t] + k2 (x2[t] — x1[t]) == 0, x1[0] == x01,
10 x2[0] == x02, x1'[0] == xp01, x2'[0] == xp02}, {x1, x2}, {t, O,
1 T ((4 Pi)/(\[Sart](1/(

12 2m) (kI +2k2 + k3 +

13 Sqrt[(kl + 2 k2 + k3)"2 —

14 4 (k1 k2 + k1 k3 + k2 k3)])) + \[Sart](1/(

15 2 m) (kI + 2 k2 + k3 —

16 Sqrt[(kl + 2 k2 + k3)"2 —

17 4 (k1 k2 + k1 k3 + k2 k3)])))) H1,

15 Column[{Column[{Style[’ Sistema_de_dos_masas.y.tres._resortes”, Bold,

19 18, FontFamily —> "Times"],

20 Style [" Sistema.de_ecuaciones.. diferenciales :"”, Bold, 15,
21 FontFamily —> "Times"],

22 Row[{Style[m, 15, Bold],

23 Style ["\!\ (\*FractionBox[\ (\ (\*SuperscriptBox[\ (\

24 \[ DifferentialD ]\),-\(2\)]\*SubscriptBox[\(x\ ), \(1\)]\) =\ ((£) )\ (\\\=\

25 \)\),-\(\[ DifferentialD ]\*SuperscriptBox[\(t\),-\(2\)]\)]\)-+-", Bold,

2 15, FontFamily —> "Times"], Style[k1, 15, Bold],

27 Style [" J\'\(\#SubscriptBox[\(x\), -\(1\)]\) -(t)-—.", 15, Bold,
2 FontFamily —> " Times"], Style[k2, 15, Bold],

20 Style [" [\ (\#SubscriptBox [\ (x\), 2\ (2\)]\) () -—-\

so \I\(\xSubscriptBox[\(x\),\(1\)]\) (t)].=-0", 15, Bold,

51 FontFamily —> " Times"]}],
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32 ROW[{Sty|e[m, 15, Bold],
33 Style ["\!\ (\*FractionBox[\ (\ (\*SuperscriptBox[\ (\

s+ \[ DifferentialD ]\), .\(2\)]\*SubscriptBox[\(x\), -\(2\)]\) -\ ((£) \)\(\\\-\
35 \)\),-\(\[ DifferentialD ]\*SuperscriptBox[\(t\),-\(2\)]\) ]\)-+-", 15,

56 Bold, FontFamily —> "Times"], Style[k3, 15, Bold],

a7 Style [" 2\1\(\*SubscriptBox[\(x\), 2\(2\)]\) (t)—+.", 15, Bold,
35 FontFamily —> "Times"], Style[k2, 15, Bold], ,

39 Style ["-[\'\(\#SubscriptBox[\(x\), \(2\)]\) (t)-—-\

a0 \I\(\#SubscriptBox[\(x\),-\(1\)]\)~(t)]-=.0", 15, Bold,

n FontFamily —> "Times"]}],}, Alignment —> Left],

42 Row[{Graphics|

43 {Thickness[.01], Green,

44 Line[{{(11/

45 4) \[Sqrt]((2 (x01"2 4 x02"2))/

s 4+ (2 m (xp01 + xp02)°2)/(k1 + 2 k2 + k3 +
a7 Sqrt[(kl + 2 k2 4+ k3)"2 —

. 4 (k1 k2 + k1 k3 + k2 k3)]) + (2 m (xpOl1 —
19 xp02)°2)/(k1 + 2 k2 + k3 —

50 Sqrt[(kl + 2 k2 + k3)"2 —

51 4 (k1 k2 + k1 k3 + k2 k3)])), —1}, {(11/

52 4) \[Sqrt]((2 (x01"2 4 x02"2))/

53 4 + (2m (xpOl + xp02)~2)/(k1 + 2 k2 + k3 +
54 Sart[(kl + 2 k2 + k3)"2 —

55 4 (k1 k2 + k1 k3 + k2 k3)]) + (2 m (xpOl —
56 xp02)"2)/(k1 + 2 k2 + k3 —

57 Sart[(kl + 2 k2 + k3)"2 —
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69
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71
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82

83

4 (K1 k2 + k1 k3 + k2 k3)])), 1}}],
Line[{{—(11/4) \[Sart]((2 (x01"2 + x02°2))/
4 + (2'm (xpO1 + xp02)~2)/(k1 + 2 k2 + k3 +
Sqrt[(kl + 2 k2 + k3)"2 —
4 (k1 k2 + k1 k3 + k2 k3)]) + (2 m (xp01 —
xp02)°2)/(k1 + 2 k2 + k3 —
Sqrt[(kl + 2 k2 + k3)"2 —
4 (k1 k2 + k1 k3 + k2 k3)])), —1}, {—(11/
4) \[Sqrt]((2 (x01°2 + x02°2))/
4 + (2m (xpO1 + xp02)~2)/(k1 + 2 k2 + k3 +
Sqrt[(kl + 2 k2 + k3)"2 —
4 (k1 k2 + k1 k3 + k2 k3)]) + (2 m (xpO1 —

xp02)"2)/(k1 + 2 k2 + k3 —

Sqrt[(kl + 2 k2 + k3)"2 —
4 (K1 k2 + k1 k3 + k2 k3)])), 1}}],
Thickness[.001], Blue,
Disk[{Evaluate[x1[t0] /. sol ][[1]] —
5 /4 \[Sqrt]((2 (x01"2 + x02"2))/
4 + (2 m (xp01 4+ xp02)*2)/(k1 + 2 k2 + k3 +
Sqrt[(kl + 2 k2 + k3)"2 —
4 (K1 k2 + K1 k3 + k2 k3)]) + (2 m (xp01 —
xp02)°2)/(k1 + 2 k2 + k3 —
Sqrt[(kl + 2 k2 + k3)"2 —
4 (k1 k2 + k1 k3 + k2 k3)])), 0}, 0.3],

ColorData["HTML"][" YellowGreen"],
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99

100

101

102

103

104

106

107

108

109

resorte [0.5, —(11 /
4) \[Sqrt]((2 (x01"2 4 x02"2))/
4 + (2 m (xp01 + xp02)~2)/(k1 + 2 k2 + k3 +
Sqrt[(kl + 2 k2 + k3)"2 —
4 (k1 k2 + k1 k3 + k2 k3)]) + (2 m (xpO1 —
xp02)°2)/(k1 + 2 k2 + k3 —
Sqrt[(kl + 2 k2 + k3)"2 —
4 (k1 k2 + k1 k3 + k2 k3)])),
Evaluate[x1[t0] /. sol ][[1]] —
5 /4 \[Sart]((2 (x01°2 + x0272))/
4 + (2 m (xpO1 + xp02)~2)/(kL + 2 k2 + K3 +
Sqrt[(kl + 2 k2 + k3)"2 —
4 (k1 k2 + k1 k3 + k2 k3)]) + (2 m (xp01 —
xp02)"2) /(K1 + 2 k2 + k3 —
Sqrt[(kl + 2 k2 + k3)"2 —
4 (K1 k2 + k1 k3 + k2 k3)]))], Purple,
resorte [0.5,
Evaluate[x1[t0] /. sol ][[1]] —
5 /4 \[Sart]((2 (x01°2 + x02"2))/
4 + (2 m (xp01 + xp02)°2)/(k1 + 2 k2 + k3 +
Sqrt[(kl + 2 k2 4+ k3)"2 —
4 (K1 k2 + k1 k3 + k2 k3)]) + (2 m (xpO1 —
xp02)°2)/(kl + 2 k2 + k3 —
Sart[(kl + 2 k2 + k3)"2 —
4 (K1 k2 + k1 k3 + k2 k3)])),

Evaluate[x2[t0] /. sol ][[1]] +
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110 5 /4 \[Sqrt]((2 (x01"2 + x02"2))/

111 4 + (2 m (xp01 + xp02)°2)/(k1 + 2 k2 + k3 +
112 Sqrt[(kl + 2 k2 4+ k3)"2 —

118 4 (K1 k2 + k1 k3 + k2 k3)]) + (2 m (xp01 —
114 xp02)°2)/(k1 4+ 2 k2 + k3 —

115 Sqrt[(kl + 2 k2 4+ k3)"2 —

116 4 (k1 k2 + k1 k3 + k2 k3)]))].

117 ColorData[" HTML"][" Gold"],

118 resorte [0.5,

119 Evaluate[x2[t0] /. sol ][[1]] +

120 5 /4 \[Sqrt]((2 (x01°2 + x02"2))/

121 4 + (2 m (xp01 + xp02)°2)/(k1 + 2 k2 + k3 +
122 Sqrt[(kl 4+ 2 k2 4+ k3)"2 —

128 4 (K1 k2 + k1 k3 + k2 k3)]) + (2 m (xp01 —
124 xp02)°2)/(kl + 2 k2 + k3 —

125 Sqrt[(kl + 2 k2 + k3)"2 —

126 4 (k1 k2 + k1 k3 + k2 k3)])), +(11/

127 4) (\[Sqrt]((2 (x01"2 + x02"2))/

128 4+ (2 m (xp01 + xp02)°2)/(k1 + 2 k2 + K3 +
129

130 Sqrt[(kl + 2 k2 4+ k3)"2 —

- 4 (K1 k2 + k1 k3 + k2 k3)]) + (2 m (xpO1 —
132 xp02)°2)/(kl + 2 k2 + k3 —

13 Sart[(kl + 2 k2 + k3)"2 —

134 4 (k1 k2 + k1 k3 + k2 k3)])))]. Red,

135 Disk[{Evaluate[x2[t0] /. sol ][[1]] +
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144
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146

147
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161

5 /4 \[Sqrt]((2 (x01"2 + x02"2))/
4 + (2 m (xp01 4+ xp02)~2)/(k1 + 2 k2 + k3 +
Sqrt[(kl + 2 k2 + k3)"2 —
4 (k1 k2 + k1 k3 + k2 k3)]) + (2 m (xpO1 —
xp02)~2)/(k1 + 2 k2 + k3 —
Sqrt[(kl + 2 k2 + k3)"2 —
4 (k1 k2 + k1 k3 + k2 k3)])), 0}, 0.3]},
PlotRange —> {{—(11/4) \[Sart]((2 (x01"2 + x02"2))/
4 + (2 m (xp01 + xp02)°2)/(k1 + 2 k2 + k3 +
Sqrt[(kl + 2 k2 + k3)"2 —
4 (k1 k2 + k1 k3 + k2 k3)]) + (2 m (xp01 —
xp02)°2)/(kl + 2 k2 + k3 —
Sqrt[(kl + 2 k2 4+ k3)"2 —
4 (k1 k2 + k1 k3 + k2 k3)])), (11/
4) \[Sqrt]((2 (x01"2 + x02°2))/
4+ (2'm (xpOl + xp02)~2)/(k1 + 2 k2 + k3 +
Sqrt[(kl + 2 k2 4 k3)"2 —
4 (k1 k2 + k1 k3 + k2 k3)]) + (2 m (xp01 —
xp02)~2)/(k1 + 2 k2 + k3 —
Sqrt[(kl + 2 k2 + k3)"2 —
4 (k1 k2 + k1 k3 + k2 k3)]))}, {-0.7, 0.7}},
ImageSize —> {400, 100}, Axes —> True],
Plot[{Evaluate[x1[t] /. First[sol]] +
5 /4 \[Sqrt]((2 (x01°2 + x02"2))/
4 + (2 m (xp01 + xp02)~2)/(k1 + 2 k2 + k3 +

Sqrt(kl + 2 k2 + k3)"2 —
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162 4 (k1 k2 + k1 k3 + k2 k3)]) + (2 m (xpO1 —

163 xp02)°2)/(kl + 2 k2 + k3 —

164 Sqrt[(kl + 2 k2 4+ k3)"2 —

108 4 (K1 k2 + k1 k3 + k2 k3)])),

166 Evaluate[x2[t] /. First[sol]] —

167 5 /4 \[Sqrt]((2 (x01"2 + x02"2))/

168 4+ (2m (xpOl + xp02)~2)/(k1 + 2 k2 + k3 +
169 Sqrt[(kl + 2 k2 4+ k3)"2 —

170 4 (K1 k2 + k1 k3 + k2 k3)]) + (2 m (xp01 —
171 xp02)°2)/(kl + 2 k2 + k3 —

172 Sqrt[(kl + 2 k2 4 k3)"2 —

- 4 (k1 k2 + k1 k3 + k2 kK3)]))}, {t, 0, t0},
174 PlotRange —> {{0,

T (4 Pi)/(\[Sart](1/(

176 2m) (k1 +2Kk2 + k3 +

- Sqrt[(kl + 2 k2 + k3)"2 —

178 4 (k1 k2 + k1 k3 + k2 k3)])) + \[Sart](1/(
179 2 m) (kL +2k2 + k3 —

150 Sqrt[(kl + 2 k2 + k3)"2 —

181 4 (k1 k2 + k1 k3+k2k3)]))} {—(9/
182 4) \[Sqrt]((2 (x01"2 + x02"2))/

159 4 + (2 m (xpO1 + xp02)°2)/(kl + 2 k2 + k3 +
184 Sqrt[(kl + 2 k2 + k3)"2 —
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AspectRatio —> 1/3, ImageSize —> 450,
AxesLabel —> {Text["t_(s)"], Text['x_(m)"]},
PlotLabel —>
Style [" Posicion _en_funcion_del _tiempo”, ltalic , 15]]}],
Row[{ Plot[{Evaluate[x1'[t] /. First[sol ]],
Evaluate[x2'[t] /. First[sol ]|}, {t, 0, t0},
PlotRange —> {{0,
T ((4 Pi)/(\[Sart](1/(
2m) (k1 +2k2 + k3 +
Sqrt[(kl + 2 k2 + k3)"2 —
4 (k1 k2 + k1 k3 + k2 k3)])) + \[Sart](1/(
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AspectRatio —> 1/3, ImageSize —> 450,
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4 (k1 k2 + k1 k3 + k2 k3)]) + (2 m (xp01 —
xp02)°2)/(k1 + 2 k2 + k3 —
Sqrt[(kl + 2 k2 + k3)"2 —
4 (k1 k2 + k1 k3 + k2 k3)]))) —

0.25, (\[Sart](1/(

2 m) (kL + 2 k2 + k3 +

200



266

267

269

270

271

272

274

275

276

277

278

279

280

281

282

283

284

285

286

288

289

290

291

Sqrt[(kl + 2 k2 4+ k3)"2 —
4 (k1 k2 + k1 k3 + k2 k3)])) \[Sart]((
2 (x01°2 + x02°2))/
4 4+ (2 m (xp01 + xp02)~2)/(kl + 2 k2 + k3 +
Sart[(kl + 2 k2 + k3)"2 —
4 (K1 k2 + k1 k3 + k2 k3)]) + (2 m (xp01 —
xp02)°2)/(kl + 2 k2 + k3 —
Sart[(kl + 2 k2 + k3)"2 —
4 (k1 k2 + k1 k3 + k2 k3)]))) + 0.25}},
Frame —> True, ImageSize —> 250, PlotRange —> All,
ImagePadding —> 50, AspectRatio —> 1, Axes —> False,
Framelabel —> {Text['x.(m)"], Text['v.(m/s)"]},
PlotLabel —> Style[' Diagrama_de_fase”, lItalic, 15]]}]}]],
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{{k2, 11,
Text@Row[{Subscript[Style[" k", Italic , 20, Purple], 1],
Style ["o(N/m)", 15, Purple]}]}},
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Text@Row[{Subscript|
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{{T, 5, Text@Row[{Style['T", Italic, 20], Style["_(s)", 15]}]}}.
Grid[{{Control[{{t0, 25,
Text@Row[{Style['t", Italic , 20], Style["_(s)", 15]}]}, 0.1,
T (4 Pi)/(\[Sart](L/(
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Sqrt[(kl + 2 k2 + k3)"2 —
4 (k1 k2 + k1 k3 + k2 k3)])) + \[Sart](1/(
2 m) (kI + 2 k2 + k3 —
Sqrt[(kl + 2 k2 + k3)"2 —
4 (k1 k2 + k1 k3 + k2 k3)])))), .1, Trigger,
DisplayAllSteps —> True,
AppearanceElements —> {"StepLeftButton”, " StepRightButton”,
"PlayPauseButton”, " ResetButton" } }]}, {}}],

ControlPlacement —> Left, SaveDefinitions —> True]

202



»

w

[=2]

g

oo

10

11

12

13

Sistema de dos masas y tres resortes
Sistema de ecuaciones dif

2x (©
1252 470 0 -111x ©-x ©]=0

12520 o 0411 (2 O -x O1=0

Velocidad en funcién del tiempo

I \ /\ \V A/ /\ ﬂ /ﬂ\ \ «<>
N’ - \\/‘f s v v \\ )

Figura 77: Vista previa del Manipulable de sistemas horizontal de dos masas y tres resortes

Anexo 7.3: Sistema que involucra tres masas

Mathematica 14: Manipulable Sistema acoplado de tres masas y cuatro resortes

resorte [a0_, y10_, y20_] :=
Module[{a = a0, y1 = y10, y2 = y20, n = 100}, h = (y2 — y1)/n;
yv = Tablelk, {k, y1, y2, h}];
xv = Table[a Sin[(r Pi)/2], {r, 0, n}];
Line[Transpose@{xv, yv }|[;
Manipulate[
With[{sol =
NDSolve[{m x1"[t] + k1 x1[t] — k2 (x2[t] — x1[t]) == 0,
m x2"[t] + k2 (x2[t] — x1[t]) — k3 (x3[t] — x2[t]) ==
m x3"[t] + k3 (x3[t] — x2[t]) + k4 x3[t] == 0, x1[0] == x01,
x2[0] == x02, x3[0] == x03, x1'[0] == xp01, x2'[0] == xp02,
x3'[0] == xp03}, {x1, x2, x3}, {t, O,
T (4 Pi)/(
Sqrt[(2 k2 + k1 — Sqrt[4 k272 + k172])/(2 m)] + Sqrt[(

2 k2 + k1 + Sqrt[4 k2°2 + k172])/(2 m)])}H},
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-
o

17 Bold, 18, FontFamily —> "Times"],

18 Style [" Sistema_de_ecuaciones.. diferenciales :", Bold, 15,
19 FontFamily —> " Times"],

20 Row([{Style[m, 15, Bold],

21 Style ["\!\ (\*FractionBox[\(\(\*SuperscriptBox[\ (\

22 \[ DifferentialD ]\),-\(2\)]\*SubscriptBox[\(x\), -\(1\)]\) -\ ((£) \)\(\\\-\
23 \)\),-\(\[ DifferentialD ]J\*SuperscriptBox[\(t\),-\(2\)]\)]\)-+-", 15,

24 Bold, FontFamily —> "Times"], Style[k1, 15, Bold],

25 Style ["\I\(\*SubscriptBox[\(x\), -\(1\)]\) (t)-—-", 15, Bold,
2 FontFamily —> "Times"], Style[k2, 15, Bold],

ar Style [" -[\I\(\#SubscriptBox[\ (x\), \(2\)]\) (£)-—-\

2s \I\(\*SubscriptBox[\(x\),-\(1\)]\) (t)]-=-0", 15, Bold,

20 FontFamily —> " Times"]}],

50 Row[{Style[m, 15, Bold],

a Style [\ '\ (\*FractionBox[\ (\(\*SuperscriptBox[\(\

s2 \[ DifferentialD ]\), -\ (2\)]\#SubscriptBox[\ (x\), \(2\)]\) -\ ((£) )\ (\\\-\

33 \)\),-\(\[ DifferentialD ]\*SuperscriptBox[\(t\),-\(2\)]\)]\)-+-", 15,

54 Bold, FontFamily —> "Times"], Style[k2, 15, Bold],
Style [* -[\I\(\#SubscriptBox[\ (x\), -\ (2\)]\) (£)-—-\
a6 \!\(\*SubscriptBox[\(x\),-\(1\)]\) (t)]-—-", 15, Bold,

a7 FontFamily —> "Times"], Style[k3, 15, Bold],

38 Style ["-[\I\(\*SubscriptBox[\ (x\), -\(3\)]\) () -—-\
30 \I\(\#SubscriptBox[\(x\),-\(2\)]\) (t)]-=-0", 15, Bold,

10 FontFamily —> " Times"]}],

n Row[{Style[m, 15, Bold],
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42 Style [
43 "\ (\*FractionBox[\ (\ (\*SuperscriptBox[\(\[ DifferentialD ]\),\

a1\ (2\)\#SubscriptBox [\ (x\), <\(3\)]\) A ((£) )N \-DN), A

45 \[ DifferentialD J\*SuperscriptBox[\(t\),-\(2\)]\)]\) -+.", 15, Bold,

a FontFamily —> " Times"], Style[k3, 15, Bold],
ar Style [" .[\'\(\*SubscriptBox[\(x\), -\(3\)]\) (t) -—-\

15 \I\(\SubscriptBox[\(x\),-\(2\)]\) (t)] +-", 15, Bold,

" FontFamily —> " Times’], Style[k4, 15, Bold],

- Style [ J\I\ (\+SubscriptBox[\(x\), .\ (3\)]\) (t).=-0.", 15, Bold,
51 FontFamily —> " Times"]}]}, Alignment —> Left],

52 Row[{Image[\'"\(\* "],-{{0,-147},.{643,.0} },.{0,-255},

53 ColorFunction—>RGBColor],

54 BoxForm'ImageTag[’' Byte",_ColorSpace.—>_"RGB",_Interleaving_—>_True],
55 Selectable —>False],

56 BaseStyle—>"ImageGraphics”,

57 ImageSizeRaw—>{643,.147},

ss PlotRange—>{{0,.643},.{0,.147}}]\),-ImageSize.—>_Medium]|,

59 o Plot[{ Evaluate[x1[t]./..First [sol ]] -+

60 Cimni 9./4.(Sqrt[(x01.4.x02)"2_4.(2.m_(xp01.+.xp02)"2) /(
61 oo 2 k24 _kl_+.Sqrt[4.k2"2_+ _k1"2])]-+

62 e Sqrt [(x01.—.x02)"2_+.(2-m_(xp01.—_xp02)~2) /(
R 2.k2.+.kl.—_Sqrt[4_k2"2_+.k1"2])]),

64 Cois Evaluate[x2[t]./.. First [sol ]],

65 Evaluate[x3[t]./.. First [sol ]] .—

66 Cimno 9./4.(Sqrt[(x01.4.x02)"2_4.(2.m_(xp01.+.xp02)"2) /(
67 o 2_k2_+_k1l_+.Sqrt[4.k2"2_+._k1"2])]-+
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68

69 e Sqrt [(x01.—_x02)"2_+_(2_m_(xp01.—_xp02)"2) /(

70 s 2_k2_+ k1.~ Sqrt[4_k2"2_+_k1"2])])},{t,_0,.t0},
Tl G PlotRange.—>_{{0,

72 e T_(4-Pi)/(

[T Sqrt[(2.k2_+.kl.—_Sqrt[4_k2"2_+.k1"2])/(2.m)]-+_Sqrt[(
T4 i 2.k2_+_kl_+._Sqrt[4_k2"2_+.k1"2])/(2-m)]) }.-{13-/
75 i 4.(Sqrt [(x01.4-x02)"2_4.(2-m_(xp01._+.xp02)"2) /(
76 2. k2 +.k1.+.Sqrt[4_k2"2_+.k1"2])].+

7T i Sqrt [(x01.—-x02)"2_+_(2_m_(xp01.—_xp02)"2) /(

78 2_k2o+_k1.—_Sqrt[4_k2"2_+.k1°2])]),.—(13/

9 oo 4)_(Sart[(x01.+.x02)"2_+_(2.m_(xp01.+.xp02)"2) /(
80 2.k2_4_kl_+_Sqrt[4_k2"2_4_k1"2])]-+

81 i Sqrt [(x01.—-x02)"2.+_(2.m_(xp01.—.xp02)"2) /(

82 Lo 2.k2_+_kl.—_Sqrt[4.k2"2_+_k1"2])])}},

83 AspectRatio.—>.1/3,.ImageSize.—>_450,

84 Co AxesLabel_—>_{Text["t (s)"],-Text['x (m)"]},

85 e PlotLabel_—>

86 i Style [" Posicion en funcion del tiempo”,.. Italic ,. 15]]}],

87 woooRow[{_Plot[{Evaluate[x1'[t]./._First [sol ]],

B8 o Evaluate[x2'[t]./.-First [sol ]],

89 Evaluate[x3'[t]./..First [sol ]|}, -{t,-0,.t0},

90 G PlotRange.—>_{{0,

91 oo T_(4-Pi)/(

92 e Sqrt[(2.k2_+.kl.—_Sqrt[4_k2"2_+.k1"2])/(2.m)]-+_Sqrt[(
93 o 2_k2_4_k1l_+._Sqrt[4_k2"2_+.k1"2])/(
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01 e 2.m)])},{—0.05.—_(Sqrt[(

95 2.k2_+_k1.+.Sqrt[4._k2"2_+_k1"2])/(2-m)]

96 i Sqrt [(x01.+.x02)"2_+.(2-m.(xp01_+.xp02)"2) /(
Y 2_k2_+4_kl.+.Sqrt[4.k2"2_+._k1"2])]+

08 e Sqrt[(2 k2_+_k1.—_Sqrt[4_k2"2_+_k1°2])/(2-m)]
99 i Sqrt [(x01.—.x02)"2_+.(2-m_(xp01.—.xp02)~2) /(
100 i 2 k2 _+_kl.—_Sqrt[4.k2"2_+._k1"2])]),

101 e 0.05+(Sqrt[(2-k2o+ k1 +_Sqrt[4_k2"2_+_k1"2])/(2_m)]
102 oo Sqrt[(x01.+.x02)"2_+.(2.m_(xp01_+.xp02)"2)/(
103 i 2_k2_+4_kl_+._Sqrt[4-k2"2_+_k1"2])]-+

104 i Sqrt[(2 _k2_+_kl.—_Sqrt[4_k2"2_+.k1"2])/(2.m)]
105 oo Sqrt[(x01.—.x02)"2_+.(2.m_(xp01.—_xp02)"2)/(
106 e 2_k2_+_k1_—_Sqrt[4_k2"2_+_k1"2])])}1,

107 o AspectRatio.—>.1/3,_ImageSize.—>.450,

108 coccoo AxesLabel_—>_{Text["t (s)"],-Text["v (m/s)"]},

109 Comomeo PlotLabel .—>

110 cocccn Style ["Velocidad en funcion del tiempo”,. ltalic ,.15]],
111 e ParametricPlot[{ Evaluate[{x1[t], x1'[t]}./.-First [sol ]],
112 cocooen Evaluate[{x2[t], x2'[t]}-/._First [sol ]],

113 Gocoiono Evaluate[{x3[t], x3'[t]}./._First [sol ]]}, -{t,-0,_t0},
114 o PlotRange.—>_{{—0.05.—_(Sqrt[(x01.+.x02)"2_+_(

115 2.m_(xp01._+.xp02)"2)/(

116 coiommmimmo 2_k2_+_k1l_+.Sqrt[4.k2"2_+._k1"2])]-+

117 oo Sqrt [(x01.—-x02)"2_4_(2.m_(xp01.—_xp02)~2) /(
118 2 K2+ k1.~ Sqrt[4_k2"2_+_k1°2])]),

119 i 0.05_4_(Sqrt[(x01_+-x02)"2_+_(2-m_(xp01_+.xp02)"2) /(
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120 2 k2.4 k1 +.Sqrt[4.k2"2_+_k1"2])]-+

121 i Sqrt [(x01.—-x02)"2_+_(2_m_(xp01_.—_xp02)"2) /(

122 2.k2_4_kl.—_Sqrt[4_.k2"2_+_k1"2])])},.{—0.05.—_(Sqrt[(
123 2.k2_+._k1.+.Sqrt[4._k2"2_+_k1"2])/(2.m)]

124 e Sqrt [(x01.+.x02)"2_+.(2-m_(xp01_+.xp02)~2) /(

125 o 2.k2_+.k1.+.Sqrt[4_k2"2_4_k1"2])]-+

126 i Sqrt[(2-k2_+_kl.—_Sqrt[4.k2"2_+.k1"2])/(2-m)]

127 oo Sqrt[(x01.—.x02)"2_+.(2.m_(xp01.—_xp02)~2)/(

128 Cmciomnsosee 2.k2.+.kl.—_Sqrt[4.k2"2_+.k1"2])]),

129 i 0.05_4_(Sqrt[(2-k2_4_k1_+_Sqrt[4_k2"2_+_k1"2])/(2-m)]

130 i Sqrt [(x01.+.x02)"2_+.(2-m.(xp01_+.xp02)"2) /(
I 2 k2 4 _kl.+.Sqrt[4.k2"2_+._k1"2])] -+

182 e Sqrt[(2 k2_+_k1.—_Sqrt[4_k2"2_+_k1°2])/(2-m)]

183 i Sqrt [(x01.—.x02)"2_+.(2-m.(xp01.—.xp02)~2) /(

134 Ciiiimnmimmons 2 k2 4 _kl.—_Sqrt[4.k2"2_.+.k1"2])])}},.Frame_.—>_True,
135 s ImageSize.—>_250,_PlotRange.—>_PlotRange_—>_Automatic,
136 G ImagePadding_.—>_50,_AspectRatio.—>_1,_Axes_.—>_False,

187 cccee FrameLabel.—>_{Text["x (m)"],_Text["v (m/s)"]},

EC R PlotLabel_—>_Style[" Diagrama de fase” .. Italic , 15]]}]}]],

130 {{x01,.—1,

140 —__Text@Row[{Subscript[Style["x" . Italic ,.20], 1],

141 s Style[" (0)(m)",~15]}]}},

1z _{{x02,.0,

143 . Text@Row[{Subscript[Style["x" .. Italic ,.20],.2],

144 i Style[" (0)(m)",~15]}]}},

15 _{{x03,.1,
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146

147

148

149

150

151

152

153

154

155

156

159

160

161

162

163

164

165

166

167

168

169

171

e Text@Row[{Subscript[Style["x", . ltalic
uuuuuu Style [ (0)(m)",-15}]}},
_{{xp01,.0.2,

e Text@Row[{Subscript[Style["v",. ltalic
~~~~~~ Style[" (0)(m/s)".~15]}]}},
{{xp02,.0.4,
——_Text@Row[{Subscript[Style["v",. ltalic
uuuuuu Style[" (0)(m/s)".~15]}]}},
_{{xp03,.—0.5,
——_Text@Row[{Subscript[Style["v",. ltalic
uuuuuu Style[" (0)(m/s)",~15]}]}},
{{k2,.7,

——Text@Row[{Subscript[Style[" k", ltalic
uuuuuu Style[" (N/m)",15]}]}},
_{{Kk3,.10,

e Text@Row[{Subscript[Style[" k" . Italic
uuuuuu Style[" (N/m)",15]}]}},
~{{k4,.20,

e Text@Row[{Subscript[Style[" k" . Italic

______ Style[" (N/m)",_15]}]}},

~{{k1,.13,_Text@Row[{Style["k" . Italic ,.20], Style [" (N/m)",_15]}]}},
{{m,_0.15,_Text@Row[{Style["m",_ltalic,.20], .Style [" (kg)",-15]}]}},

{{T,.5,_.Text@Row[{Style[" T",_Italic, .20], .Style [" (s)",-15]}]}}.

~Grid[{{Control [{{t0,.0.1,

uuuuuuu Text@Row[{Style["t" .. Italic ,.20], .Style[" (s)",-15]}]},-0.1,

gggggg T_(4-Pi)/(

,.20], 3],

,.20], 1],

,.20], -2],

.20}, .3],

.20, -1,

,.20], 2],

.20}, 3],
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172 coccnoo Sqrt[(2.k2.+.k1.—_Sqrt[4_k2"2_+.k1"2])/(2-m)]+_Sqrt[(

173 o 2.k2_4_kl.+_Sqrt[4_k2"2_4_k1"2])/(2-m)]),-.1,_Trigger,

174 s DisplayAllSteps .—>_True,

175 s AppearanceElements.—>_{" StepLeftButton",_" StepRightButton”,
176 o " PlayPauseButton”,_" ResetButton" } }|},

177 woo{}}], ControlPlacement.—>_Left,_SaveDefinitions.—>_True]

178 o

atro resortes

0.1 2% L 133 - 7 ke - 1] =0

2 x,
0,252 + 7 [xa(®) - 1(0] - 20 [ - x2(0] = 0

alxy 0
0.15—4? + 10 [x3(t) - x2(t)] + 20 x3() = 0

Posicin en funcion del tiempo
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Figura 78: Vista previa del Manipulable de sistemas horizontal de tres masas y cuatro
resortes

Anexo 7.4: Oscilador arménico simple

Usando la ecuacién z(t) = A cos(wot + ©4)

Mathematica 15: Manipulable oscilador arménico simple

1 Manipulate[
2 Column[{Style[" Oscilador_Armonico._Simple”, Bold, 18,
3 FontFamily —> "Times"],

4 Style [" Ecuacion”, Bold, 15, FontFamily —> "Times"],
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5 Row[{Style["x_(t).=.", 15, Bold, FontFamily —> "Times"],

6 Style [a, 15, Bold],

7 Style[".Cos.[.", 15, Bold, FontFamily —> "Times"],
8 Style [w0, 15, Bold],

9 Style [" -t-+-(-", 15, Bold, FontFamily —> "Times"],
10 Style [\[Alpha], 15, Bold],

11 Style[".)_]", 15, Bold, FontFamily —> "Times"]}],

Plot[a Cos[wO0 t + \[Alpha]], {t, —0.001, k},

-
[V

13 PlotRange —> {{0, T 2 Pi}, {-5, 5}}, ImageSize —> Medium|}|,
14 OpenerView[{" Parametros_de_la_funcion_en_x", Column[{

15 Control[{{a, 4, "Amplitud_(_-m.)."}, 0, 5}],

16 Control[{{w0, Pi/4, "Frecuencia_(.rad_/_s.)."}, 0, 2 Pi}],

7 Control [{{\[Alpha], 3 Pi/4, "Fase_(_rad_)_"}, —3 Pi, 3 Pi}]}]}.
15 True], Delimiter,

19

20 {{T, 2, Text@Row[{Style['T", Italic, 20], Style["_(s)", 15]}]}}.

Grid[{{Control[{{k, 12,

N
[t

22 Text@Row[{Style["t", ltalic , 20], Style["-(s)", 15]}]}, 0.2,
23 T 2 Pi, .1, Trigger, DisplayAllSteps —> True,

24 AppearanceElements —> {"StepLeftButton", " StepRightButton”,
25 "PlayPauseButton”, " ResetButton” } }]}}]

26, ControlPlacement —> Left, SaveDefinitions —> True]
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3

“ Pardmetros de la funcién en x Oscilador Armonico Simple
Amplitud [ m ) I Ecuacion

Frecuencia (rad /s ) I x(t}=4Cus[;lt+(34—")]

Fase (rad) I

T s [2
t(s) [=»]lul+

Figura 79: Vista previa del manipulable oscilador arménico simple

En la figura|73|se puede observar el manipulable correspondiente al oscilador armoni-
co simple, en este es posible corroborar que los valores de la amplitud (A), frecuencia
(w) y fase («), se pueden modificar mediante scrolls a diferencia de los manipula-
bles anteriormente mostrados esta es otra herramienta que es posible utilizar en la
creacién de los estas herramientas didacticas, este permite escoger valores que tienen
tres digitos decimales, ademas de tener una caja de valores que se puede modificar
directamente y botones que permiten variar los valores de manera continua, en la

parte inferior se puede apreciar la grafica del sistema armonico simple.

Usando la ecuacién z(t) = A cos(wot + ¢)

Anexo 7.5: Figuras de Lissajous en dos dimensiones

Mathematica 16: Manipulable figuras de Lissajous 2D

Manipulate[
Column[{Style[" Funcion_en_x:", Bold, 15, FontFamily —> "Times"],

Row[{Style["x_(t)-=_", 15, Bold, FontFamily —> "Times"],
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10

12

13

14

15

17

18

20

21

22

23

24

25

26

27

28

Style[a, 15, Bold],

Style [".Cos.[.", 15, Bold, FontFamily —> "Times"],

Style [w0, 15, Bold],

Style ["ote+.(.", 15, Bold, FontFamily —> "Times"],

Style [\[Alpha], 15, Bold],

Style[".).]", 15, Bold, FontFamily —> "Times"]}],
Style [" Funcion_en_y:", Bold, 15, FontFamily —> "Times"],
Row([{Style["y.(t).=.", 15, Bold, FontFamily —> "Times"],

Style [b, 15, Bold],

Style [".Cos.[.", 15, Bold, FontFamily —> "Times"],

Style [wl, 15, Bold],

Style ["ote+.(.", 15, Bold, FontFamily —> "Times"],

Style [\[ Beta], 15, Bold],

Style[".).].", 15, Bold, FontFamily —> "Times"]}] , Grid[{

{Item[" Diagrama.y", Alignment —> Center],

Item[" Diagrama.2D", Alignment —> Center]},

{Dynamic|

Plot[b Cos[wl t + \[Beta]], {t, —0.001, k},
PlotRange —> {{0, T 2 Pi}, {5, 5}}]],

ParametricPlot[{a Cos[w0 t + \[Alpha]],

b Cos[wl t + \[Beta]]}, {t, —0.001, k },
PlotRange —> {{—5, 5}, {5, 5}}, Background —> Black,
ColorFunction —> " Rainbow”,
LabelStyle —> Directive[White, Bold]]},
{Item[" Diagrama.x", Alignment —> Center],

non

Item[".", Alignment —> Center]}, {Dynamic|
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30 Plot[a Cos[w0 t + \[Alpha]], {t, —0.001, k},

31 PlotRange —> {{0, T 2 Pi}, {—5, 5}}]].}}, Frame —> All]}],
32 OpenerView[{" Parametros._de_la_funcion_en_x", Column[{

33 Control[{{a, 3, "Amplitud_(_-m.)."}, 0, 5}],

34 Control[{{w0, Pi/2, "Frecuencia_(_rad_/_s.)."}, 0, 2 Pi}],
35 Control [{{\[Alpha], 2, "Fase_(._rad.)."}, =3 Pi, 3 Pi}]}]},
36 True], Delimiter,

37 OpenerView[{" Parametros_de._la_funcion_en.y”, Column[{

38 Control[{{b, 2, "Amplitud_(_m.)."}, 0, 2}],

39 Control[{{w1, Pi, "Frecuencia_(_rad_/_s.)."}, 0, 2 Pi}],

40 Control [{{\[Beta], 1/2, "Fase_(.rad.)"}, —3 Pi, 3 Pi}]}]},
41 True], Delimiter,

a2 {{T, 2, Text@Row[{Style["T", ltalic, 20], Style["_(s)", 15]}]}},

43 Grid[{{Control[{{k, 6,

44 TextORow[{Style["t", ltalic , 20], Style["_(s)", 15]}]}, 0.2,
45 T 2 Pi, .1, Trigger, DisplayAllSteps —> True,

16 AppearanceElements —> {"StepLeftButton", " StepRightButton”,
a7 " PlayPauseButton”, " ResetButton" } }]} }]

as , ControlPlacement —> Left, SaveDefinitions —> True]
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5

~ Parametros de la funcion enx Funcion en x:
Amplitud (m) I x :ECns[;lt-t(Z)]

1 Funci
¥

Figura 80: Vista previa del manipulable Figuras de Lissajous 2D

En la figura|75|se puede observar el manipulable correspondiente al oscilador armoni-
co simple de dos dimensiones, para el cual se puede ver que tiene unos menus desple-
gables, estos fueron hechos con la sentencia OpenerView, que permiten visualizar
los valores de la amplitud, frecuencia y fase de cada uno de los osciladores, claro
esta todos estos se pueden modificar, que componen los el oscilador bidimensional
en la parte inferior se puede apreciar las figuras de los osciladores independientes
como del como del oscilador de dos dimensiones dando paso a la construccion de las

figuras de Lissajous.

Anexo 7.6: Figuras de Lissajous en tres dimensiones

Mathematica 17: Manipulable figuras de Lissajous 3D

Manipulate[
Column[{Style[" Funcion_en.x:", Bold, 15, FontFamily —> "Times"],
Row([{Style["x_(t).=.", 15, Bold, FontFamily —> "Times"],
Style[a, 15, Bold],

Style [".Cos.[.", 15, Bold, FontFamily —> "Times"],
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—

12

14

16

17

oo

-
©

20

21

22

23

24

30

Style [w0, 15, Bold],

Style ["-t-+-(-", 15, Bold, FontFamily —> "Times"],
Style [\[Alpha], 15, Bold],

Style[".).]", 15, Bold, FontFamily —> "Times"]}],

Style [" Funcion_en_y:", Bold, 15, FontFamily —> "Times"],

Row[{Style["y.(t).=.", 15, Bold, FontFamily —> "Times"],

Style [b, 15, Bold],

Style["-Cos.[.", 15, Bold, FontFamily —> "Times"],
Style [wl, 15, Bold],

Style ["-t-+-(-", 15, Bold, FontFamily —> "Times"],
Style [\[ Beta], 15, Bold],

Style[".).]", 15, Bold, FontFamily —> "Times"]}],

Style [" Funcion_en_z:", Bold, 15, FontFamily —> "Times"],

Row[{Style["z_(t).=.", 15, Bold, FontFamily —> "Times"],

Style [c, 15, Bold],

Style["-Cos.[.", 15, Bold, FontFamily —> "Times"],
Style [w2, 15, Bold],

Style ["-t-+-(-", 15, Bold, FontFamily —> "Times"],
Style [\[ Gamma], 15, Bold],

Style[".).]", 15, Bold, FontFamily —> "Times"]}],

Grid[{

{Item[" Diagrama.xy", Alignment —> Center],
Item[" Diagrama_3D", Alignment —> Center]},
{Dynamic|

ParametricPlot[{a Cos[w0 t + \[Alpha]],

b Cos[wl t + \[Beta]]}, {t, —0.001, k},
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33

34

36

38

39

41

42

43

A4

45

46

47

48

PlotRange —> {{-5, 5}, {-5, 5}}]],
ParametricPlot3D[{a Cos[w0 t + \[Alpha]], b Cos[wl t + \[Beta]],
¢ Cos[w2 t + \[Gammal][}, {t, —0.001, k },
PlotRange —> {{-5, 5}, {5, 5}, {5, 5}}, Background —> Black,
AxesLabel —> {x, y, z}, AxesStyle —> Directive[White, 12],
ColorFunction —> "Rainbow",
LabelStyle —> Directive[White, Bold], PlotStyle —> {Thick},
PerformanceGoal —> " Quality"]},
{Item[" Diagrama.yz", Alignment —> Center],
Item[” Diagrama_xz", Alignment —> Center|]}, {Dynamic|
ParametricPlot[{b Cos[wl t + \[Beta]],
¢ Cos[w2 t + \[Gammal][}, {t, —0.001, k},
PlotRange —> {{-5, 5}, {-5, 5}}]].
Dynamic|
ParametricPlot[{a Cos[w0 t + \[Alpha]],
¢ Cos[w2 t + \[Gamma]]}, {t, —0.001, k},
PlotRange —> {{—5, 5}, {-5, 5}}]]}}, Frame —> All]}],
OpenerView[{" Parametros_de_la_funcion_en_x", Column[{
Control[{{a, 1, "Amplitud_(_m.)."}, 0, 5}],
Control[{{w0, Pi/4, "Frecuencia_(.rad_/_s.)."}, 0, 2 Pi}],
Control [{{\[Alpha], 1, "Fase_(.rad.)."}, =3 Pi, 3 Pi}]}]},
True], Delimiter,
OpenerView[{" Parametro_de_la_funcion_en.y", Column[{
Control[{{b, 4, "Amplitud_(-m.)."}, 0, 5}],
Control[{{w1, Pi/2, "Frecuencia_(.rad./_s.)."}, 0, 2 Pi}],

Control [{{\[Beta], —3, "Fase_(-rad.)."}, —3 Pi, 3 Pi}|}|},
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59

60

61

62

63

64

65

66

67

68

69

70

True], Delimiter,
OpenerView[{" Parametro_de_la_funcion_en_z", Column[{
Control[{{c, 3, "Amplitud_(_m.)."}, 0, 5}],
Control[{{w2, 2 Pi/3, "Frecuencia_(.rad_/_s.)."}, 0, 2 Pi}],
Control [{{\[Gamma], 2, "Fase_(_rad.)." }, =3 Pi, 3 Pi}]}]},
True], Delimiter,
{{T, 2, Text@Row[{Style["'T", ltalic, 20], Style[".(s)", 15]}]}},
Grid[{{Control[{{k, 7,
Text@Row[{Style["t", ltalic , 20], Style[".(s)", 15]}]}, 0.2,
T 2 Pi, .1, Trigger, DisplayAllSteps —> True,
AppearanceElements —> {"StepLeftButton”, " StepRightButton”,

"PlayPauseButton”, " ResetButton" } }]}, {}}].

ControlPlacement —> Left, SaveDefinitions —> True]

~ Para enx
F dls) I
Fase (rad) 1
A Parsmetrs de Ia fundisn en y
Amplitud (m) 1
Frecuencia (rad /s ) 1
Fase (rad) I
~ Parametro de |a funcién en z
Amplitud (m) I
Frecuencia (rad /) 1
Fase (rad) 1

Figura 81: Vista previa del manipulable Figuras de Lissajous 3D

La figura[76] muestra el manipulable correspondiente al oscilador arménico simple de

tres dimensiones, para el cual, se puede observar, una vez mas que tiene los mentis
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1

2

10

11

12

13

desplegables, en esta ocasion son tres que corresponde a cada uno de los osciladores
que componen la figura de Lissajous final, en la parte inferior se logra apreciar las
figuras que se de dos dimensiones que componen el oscilador de tres dimensiones y
la figura de Lissajous de tridimensional, por otra parte es posible mover el diagrama

de caja de la figura resultante picando sobre ella y arrastrando.

Anexo 7.7: Interferencia de ondas

Interferencia constructiva de ondas

Mathematica 18: Manipulable Superposicién de ondas

Manipulate[
Column[{Column[{Style[" Interferencia_Constructiva_de_Ondas”, Bold,
18, FontFamily —> "Times"],
Style [" Primer_Onda:", 15, Bold, FontFamily —> "Times"],
Row[{Subscript[Style['Y", Bold, FontFamily —> "Times"], 1],
Style[".=_", Bold, FontFamily —> "Times"], Style[A1, Bold],
Style[".Sin[.", Bold, FontFamily —> "Times"], Style[k1, Bold],
Style ["x", Bold, FontFamily —> "Times"],
Style[".—.", Bold, FontFamily —> "Times"], Style[w1, Bold],
Style[" cto+-(-", Bold, FontFamily —> "Times"],
Style [\[CurlyPhi]1, Bold],
Style[".)-]", Bold, FontFamily —> "Times"]}],
Style [" Segunda_Onda:", 15, Bold, FontFamily —> "Times"],

Row[{Subscript[Style["Y", Bold, FontFamily —> "Times"], 2],
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15

16

17

18

20

21

N

3

25

26

36

w

8

w

9

Style[".=_", Bold, FontFamily —> "Times"], Style[A2, Bold],
Style [" _Sin[.", Bold, FontFamily —> "Times"], Style[k2, Bold],
Style["x", Bold, FontFamily —> "Times"],
Style[".—._", Bold, FontFamily —> "Times"], Style[w2, Bold],
Style[" -t-+.(-", Bold, FontFamily —> "Times"],
Style [\[CurlyPhi]2, Bold],
Style[".)-]", Bold, FontFamily —> "Times"]}|},
Alignment —> Left],
Plot[{AL Sin[kl x — w1 t -+ \[CurlyPhi]1],
A2 Sin[k2 x — w2 t + \[CurlyPhi]2]}, {x, 0, 15},
PlotRange —> {{0, 15}, {-5, 5}}, AspectRatio —> 1/3,
ImageSize —> 450],
Column[{Style[" Ondas.resultante:”, Bold, 18, FontFamily —> "Times"],
Row[{Style["Y", Bold, FontFamily —> " Times"],
Style[".=._", Bold, FontFamily —> "Times"],
Subscript[Style ["Y", Bold, FontFamily —> "Times"], 1],
Style["-+.", Bold, FontFamily —> "Times"],
Subscript[Style["Y", Bold, FontFamily —> "Times"], 2]}]},
Alignment —> Left],
Plot[{Al Sin[kl x — wl t 4+ \[CurlyPhi]1] +
A2 Sin[k2 x — w2 t + \[CurlyPhi]2]}, {x, 0, 15},
PlotRange —> {{0, 15}, {—10, 10}}, AspectRatio —> 1/3,
ImageSize —> 450]}],
OpenerView[{Style[" Primer_Onda.", Bold, 18, FontFamily —> "Times"],

Column[{

Control[{{A1, 3, "Amplitud_(-m.)."}, 0, 5}],
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a1 Control[{{kl, 0.6, "#.de_Onda_(rad./_m.)."}, 0, 5}],
42 Control[{{w1, 2, "Frecuencia_(-rad_/_s_)."}, 0, 2 Pi}],
43 Control [{{\[CurlyPhi]1, 1, "Fase_(.rad.)."}, 0,

44 2 Pi}]}]}], Delimiter,

15 OpenerView[{Style[’ Segunda_Onda.", Bold, 18, FontFamily —> " Times"],
46 Column[{

o Control[{{A2, 4, " Amplitud_(_m.)_"}, 0, 5}],

48 Control[{{k2, 3, "#.de_Onda_(_rad-/_m.)."}, 0, 5}],

49 Control[{{w2, 0.5, "Frecuencia_(rad./_s.)."}, 0, 2 Pi}],
50 Control [{{\[CurlyPhi]2, 3, "Fase_(.rad_)."}, 0,

51 2 Pi}]}]}], Delimiter,

s2 {{t, 1, "tiempo_(.s.)"}, 0.1, 15, Appearance —> "Labeled"},

53 ControlPlacement —> Left, SaveDefinitions —> True]

v Primer Onda Interferencia Constructiva de Ondas
Primer Onda:

Y1 =3Sin[0.6x-2t+(1)]

Segunda Onda:

smpo (51 | T NemaSmlan-0.564(3))

v Segunda Onda

Figura 82: Vista previa del Manipulable Interferencia constructiva de ondas

Interferencia destructiva de ondas

Mathematica 19: Manipulable Superposicién de ondas

1 Manipulate[
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Column[{Column[{Style[" Interferencia_Destructiva_de._Ondas", Bold, 18,

N

3 FontFamily —> "Times"],

~

Style [" Primer_Onda:", 15, Bold, FontFamily —> "Times"],

5 Row[{Subscript[Style["Y", Bold, FontFamily —> "Times"], 1],

6 Style[".=_", Bold, FontFamily —> "Times"], Style[A1, Bold],

7 Style[".Sin[.", Bold, FontFamily —> "Times"], Style[kl, Bold],
8 Style ["x", Bold, FontFamily —> "Times"],

9 Style[".—.", Bold, FontFamily —> "Times"], Style[w1, Bold],

10 Style[" cte+-(-", Bold, FontFamily —> "Times"],

11 Style [\[ CurlyPhi]1, Bold],

12 Style[".)-]", Bold, FontFamily —> "Times"]}],

13 Style [" Segunda_Onda:", 15, Bold, FontFamily —> "Times"],

14 Row|[{Subscript[Style['Y", Bold, FontFamily —> "Times"], 2],

15 Style[".=.", Bold, FontFamily —> "Times"], Style[A2, Bold],
16 Style [" _Sin[.—", Bold, FontFamily —> "Times"], Style[k2, Bold],
17 Style["x", Bold, FontFamily —> "Times"],

18 Style["-—._", Bold, FontFamily —> "Times"], Style[w2, Bold],
10 Style[" _t_+.(_", Bold, FontFamily —> "Times’],

20 Style [\[ CurlyPhi]2, Bold],

21 Style[".).]", Bold, FontFamily —> "Times"]}]},

22 Alignment —> Left],

23 Plot[{Al Sin[kl x — w1 t + \[CurlyPhi]1],

24 A2 Sin[—k2 x — w2 t + \[CurlyPhi]2]}, {x, 0, 15},

25 PlotRange —> {{0, 15}, {5, 5}}, AspectRatio —> 1/3,
26 ImageSize —> 450],

27 Column[{Style[" Ondas.resultante:", Bold, 18, FontFamily —> "Times"],
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30

32

Row[{Style["Y", Bold, FontFamily —> " Times"],
Style [".=.", Bold, FontFamily —> "Times"],
Subscript[Style ["Y", Bold, FontFamily —> "Times"], 1],
Style [".+.", Bold, FontFamily —> "Times"],
Subscript[Style ["Y", Bold, FontFamily —> "Times"], 2]}]},
Alignment —> Left],
Plot[{Al Sin[kl x — wl t 4 \[CurlyPhi]1] +
A2 Sin[—k2 x — w2 t + \[CurlyPhi]2]}, {x, 0, 15},
PlotRange —> {{0, 15}, {-10, 10}}, AspectRatio —> 1/3,
ImageSize —> 450]}],
OpenerView[{Style[" Primer_Onda.", Bold, 18, FontFamily —> "Times"],
Column[{
Control[{{A1, 2, "Amplitud_(_m.)_"}, 0, 5}],
Control[{{kl, 1.5, "#.de_Onda_(-rad-/_m.)."}, 0, 5}],
Control[{{w1, Pi, "Frecuencia_(.rad./_s.)."}, 0, 2 Pi}],
Control [{{\[CurlyPhi]1, —1, "Fase_(.rad.)."}, —2 Pi,
2 Pi}]}]}], Delimiter,
OpenerView[{Style[" Segunda_Onda.", Bold, 18, FontFamily —> "Times"],
Column[{
Control[{{A2, 4, "Amplitud_(_m.)_"}, 0, 5}],
Control[{{k2, 2, "#_de_Onda_(_rad_/-m_)_"}, 0, 5}],
Control[{{w2, 0.5, "Frecuencia_(rad./_s.)."}, 0, 2 Pi}],
Control [{{\[CurlyPhi]2, 3, "Fase_(.rad.)."}, —2 Pi,
2 Pi}]}]}], Delimiter,
{{t, 1, "tiempo"}, 0.1, 15, Appearance —> "Labeled"},

ControlPlacement —> Left, SaveDefinitions —> True]
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Figura 83: Vista previa del manipulable Interferencia destructiva de ondas

Anexo 7.8: Series de Fourier

Series de Furier onda Cuadrada

Mathematica 20: Manipulable Series de Furier onda Cuadrada

f[x_] = Piecewise[{{—2, —10 < x <= —8}, {2, -8 < x <= —6}, {-2, -6 <
x <= —4}, {2, -4 <x < =2}, {2, =2 < x <=0}, {2,
0 <x<=2} {-22<x<=4}, {2 4 <x<=6}, {-2

6 < x <=8}, {2,8 < x<10}}];

L = 4;
al = 2/L \I\(

\+SubsuperscriptBox]\ (\[Integral]\),
FractionBox[\(—L\), \(2\)],

FractionBox[\(L\), \(2\)]]\(f[x] \[ DifferentialD ]x\)\);
ak = 2/L \I\(

\*SubsuperscriptBox|\ (\[Integral]\),
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15 FractionBox[\(~L\), \(2\)],
14 FractionBox[\(L\), \(2\)]]\(f[x]\ Cos]

15 \*FractionBox[\(2\ k\ Pi\ x\), \(L\)]] \[ DifferentialD ]x\)\);
16 bk = 2/L \I\(

17 \*#SubsuperscriptBox|\ (\[Integral]\),

15 FractionBox[\(~L\), \(2\)].

1 FractionBox[\(L\), \(2\)]\(f[x]\ Sin[

20 \FractionBox[\(2\ k\ Pi\ x\), \(L\)]] \[ DifferentialD ]x\)\):
21 g[j-, x] = al + \I\(

22 \*UnderoverscriptBox[\(\[Sum]\), \(k = 1\), \(jJ\)]\((ak\ Cos]
23 \FractionBox[\(2\ k\ Pi\ x\), \(L\)]] + bk\ Sin]

24 \xFractionBox([\(2\ k\ Pi\ x\), \(L\)])\)\);

25 Manipulate[

™)

6 Column[{Style[
27 " Aproximacion._a_la_Onda_Cuadrada_por._series_de_Fourier”, Bold, 18,
28 FontFamily —> "Times"],

29 Style ["Onda_Cuadrada:", Bold, 15, FontFamily —> " Times"],

30 Row[{Style["f[x].=_", Bold, 15, FontFamily —> "Times"],
31 Style [Piecewise[{{—2, —2 < x <= 0}, {2, 0 < x < 2}}], Bold, 15,
32 FontFamily —> "Times"]}], ,

33 Style [" Serie _de_Fourier _Asociada:", Bold, 15,

34 FontFamily —> "Times"],
35 Row[{Style["f[x].=.", Bold, 15, FontFamily —> "Times"],
36 Style [al 4+ \!\(

37 \*UnderoverscriptBox[\(\[Sum]\), \(k = 1\), \(j\)]\((ak\ Cos|

ss \*FractionBox[\(2\ k\ Pi\ x\), \(L\)]] + bk\ Sin|
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s \*FractionBox[\(2\ k\ Pi\ x\), \(L\)])\)\), Bold, 15,

40 FontFamily —> "Times"]}],

I

1 Plot[{f[x], g[j, x]}, {x, —2 a, 2 a}, PlotStyle —> {Red, Blue},

42 ImageSize —> Large]}], {{j, 1, "n_terminos”}, 1, 30,

a3 1}, {{a, 2, "n_periodos”}}, ControlPlacement —> Left,

42 SaveDefinitions —> True][Column[{ Plot[{A1 Sin[fl x+t],A2 Sin[f2 x—t]},{x,0,15},PlotRange
—>{{0,15},{—5,5}},AspectRatio—>1/3,ImageSize—>450],Plot[{ Al Sin[fl x-+t]+A2 Sin[f2
x—t]},{x,0,15} PlotRange—>{{0,15},{—10,10} },AspectRatio—>1/3 ImageSize—>450]}],

a5 {{AL,1,” Amplitud_de_la_onda_#.1" },—5,5,Appearance—>" Labeled" },

46 {{A2,1,” Amplitud_de_la_onda_#.2" } ,—5,5,Appearance—>"Labeled" },

a7 {{f1,1,” Frecuencia_de_la_onda_#.1" },1,10,Appearance—>" Labeled" },

a8 {{f2,1," Frecuencia_de_la_onda_#.1"},1,10,Appearance—>"Labeled" },

19 {{t,1,"tiempo"” },0.1,15, Appearance—>"Labeled" }|

""""""""" [ ] Aproximacién a la Onda Cuadrada por series de Fourier
Onda Cu: la:

2<x
{[x]:{: 0<x<2
0 True

fA

Figura 84: Vista previa del manipulable Fourier-cuadrada

Series de Furier onda Escalonada

Mathematica 21: Manipulable Series de Furier onda Escalonada
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1 f[x.] = Piecewise[{{—1, —10 < x < —9}, {x + 8, =9 <=

2 x <= =7} {1, =7 <x < =6}, {-1, -6 < x < =5}, {x + 4, -5 <=
3 x <= -3} {1, 3<x< -2}, {-1, —2<x< -1}, {x, -l <=x<=
1 1} {1, 1 <x <2}, {-1,2<x<3}, {x—4, 3<=x<=5}{1,

5 5<x<6} {-1,6<x<T7} {x—8 7<=x<=09} {1,

6 9 < x < 10}}];

7 L =4

s al = 2/L \!\(

o \+SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\),

10 FractionBox[\(~L\), \(2\)].

11 FractionBox[\(L\), \(2\)]]\(f[x] \[ DifferentialD ]x\)\);

12 ak = 2/L \I\(

13 \*#SubsuperscriptBox|\ (\[Integral]\),

14 FractionBox[\(~L\), \(2\)].

15 FractionBox[\(L\), \(2\)]]\(f[x]\ Cos]

16 \#FractionBox[\(2\ k\ Pi\ x\), \(L\)]] \[ DifferentialD ]x\)\);
1 bk = 2/L \I\(

15 \*SubsuperscriptBox|\(\[Integral]\),

1o FractionBox[\(~L\), \(2\)].

20 FractionBox[\(L\), \(2\)]]\(f[x]\ Sin]

21 \FractionBox[\(2\ k\ Pi\ x\), \(L\)]] \[ DifferentialD ]x\)\):
22 g[j-, x] :=al + \I\(

23 \*UnderoverscriptBox[\(\[Sum]\), \(k = 1\), \(j\)]\((ak\ Cos]
21 \«FractionBox[\(2\ k\ Pi\ x\), \(L\)]] + bk\ Sin[

25 \#FractionBox[\(2\ k\ Pi\ x\), \(L\)])\)\):

26 Manipulate[
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27 Column[{Style]
28 " Aproximacion._a_la_Onda_Escalonada_por._series_de_Fourier", Bold,
29 18, FontFamily —> "Times"],

30 Style [ Onda_Escalonada:", Bold, 15, FontFamily —> "Times"],

31 Row([{Style["f[x]-=_", Bold, 15, FontFamily —> "Times"],
32 Style [Piecewise[{{—1, —2 < x < —1}, {x, -1 <=x <=1}, {1,
33 1 < x < 2}}], Bold, 15, FontFamily —> "Times"]}], ,

34 Style [" Serie _de_Fourier _Asociada:", Bold, 15,

35 FontFamily —> "Times"],
36 Row[{Style["f[x].=_", Bold, 15, FontFamily —> "Times"],
37 Style[al + \!I\(

3s \*UnderoverscriptBox[\(\[Sum]\), \(k = 1\), \(j\)]\((ak\ Cos|

30 \*FractionBox[\(2\ k\ Pi\ x\), \(L\)]] + bk\ Sin[

10 \#FractionBox[\(2\ k\ Pi\ x\), \(L\)])\)\), Bold, 15,

41 FontFamily —> "Times"]}],

I
)

Plot[{f[x]. g[j. x]}, {x, —2a, 2 a}, PlotStyle —> {Red, Blue},
43 ImageSize —> Large]}], {{j, 5, "n.terminos”"}, 1, 30,
aa 1}, {{a, 3, "n_periodos”}}, ControlPlacement —> Left,

45 SaveDefinitions —> True]

Series de Furier onda Triangular

Mathematica 22: Manipulable Series de Furier onda Triangular

1 f[x.] = Piecewise[{{x + 9, —10 < x <= -8}, {—x -7, -8 <

2 x <= —6}, {x+5, -6 <x<=—-4} {—x—3, —4<x< =2} {x+
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pr la Onda Escalonada por series de Fourier
One
<=1
flx]
Seri
262 Z]  simpew  2@-3msin[2 R
== =T - 52

Figura 85: Vista previa del manipulable Fourier-Escalonada

3 I, 2<x<=0}, {—x+10<x<=2}, {x—-3

4 2 <x<=4}, {—x+54<x<=6},{x—7,6<x<=8}, {—x+9,
5 8 < x < 10}}];

6

7 L =4;

s al =2/L \!\(

o \+SubsuperscriptBox|\ (\[Integral]\),
10 FractionBox[\(~L\), \(2\)],

11 FractionBox[\(L\), \(2\)]]\(f[x] \[ DifferentialD ]x\)\);

12 ak = 2/L \I\(

15 \+SubsuperscriptBox]\ (\[Integral]\),

1+ FractionBox[\(~L\), \(2\)].

15 FractionBox[\(L\), \(2\)]\(f[x]\ Cos|

16 \+FractionBox[\(2\ k\ Pi\ x\), \(L\)]] \[ DifferentialD ]x\)\);
17 bk = 2/L \1\(

15 \*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\),

19 FractionBox[\(—L\), \(2\)],
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20 FractionBox[\(L\), \(2\)]]\(f[x]\ Sin]
21 \FractionBox[\(2\ k\ Pi\ x\), \(L\)]] \[ DifferentialD ]x\)\):

22 g[j-, x| :=al +\I\(

23 \*UnderoverscriptBox[\(\[Sum]\), \(k = 1\), \(jJ\)]\((ak\ Cos]

21 \«FractionBox[\(2\ k\ Pi\ x\), \(L\)]] + bk\ Sin]

25 \#FractionBox[\(2\ k\ Pi\ x\), \(L\)])\)\):

26 Manipulate[

2 Column[{Style[

s "Aproximacion._a_la_Onda_Triangular_por._series de_Fourier” , Bold,
29 18, FontFamily —> "Times"],

30 Style ["Onda_Triangular:", Bold, 15, FontFamily —> "Times"],

31 Row[{Style["f[x].=.", Bold, 15, FontFamily —> "Times"],
32 Style [Piecewise[{{x + 1, =2 < x <=0}, {—x + 1, 0 < x <= 2}}],
33 Bold, 15, FontFamily —> "Times"]}], ,

s Style[" Serie de_Fourier Asociada:", Bold, 15,
55 FontFamily —> "Times'],

55 Row[{Style['f[x].=_", Bold, 15, FontFamily —> "Times"],

a7 Style[al + \!I\(

ss \*UnderoverscriptBox[\(\[Sum]\), \(k = 1\), \(}\)]\((ak\ Cos]

20 \+FractionBox[\(2\ k\ Pi\ x\), \(L\)]] + bk\ Sin]

w0 \«FractionBox[\(2\ k\ Pi\ x\), \(L\)])\)\), Bold, 15,

o FontFamily —> " Times']}],

2 Plot[{f[x], g[j, x|}, {x, —2a, 2 a}, PlotStyle —> {Red, Blue},
s ImageSize —> Large]}], {{j, 5, "n.terminos"}, 1, 50,

w1}, {{a, 3, "n_periodos"}}, ControlPlacement —> Left,

45 SaveDefinitions —> True]
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Figura 86: Vista previa del manipulable Fourier-Triangular

Anexo 7.9: Soluciones kink y anti-kink

Series de Furier onda Cuadrada

Mathematica 23: Manipulable Soluciones kink y anti-kink

1 Manipulate[

»

10

11

Column[{Row[{ Column[{Style[" Solucion_Kink", Bold, 18,
FontFamily —> "Times"],
Plot3D[{4 ArcTan[E"((—t v + x — x1)/Sqrt[1 — v"2])]}, {t, -8,
8}, {x, —8, 8}, ImageSize —> 350, PlotStyle —> {Red},
AxesLabel —> {t, x}]}],
Column([{Style[" Solucion_anti—kink", Bold, 18,
FontFamily —> "Times"],
Plot3D[{4 ArcTan|
E*(—((—t v+ x — x2)/Sqrt[1 — v"2]))]}, {t. —20,

20}, {x, —20, 20}, ImageSize —> 350, PlotStyle —> {Blue},
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12

AxesLabel —> {t, x}]}]}],
Style [" Superposicion._de_las._Soluciones_kink_y_anti —kink", Bold, 18,
FontFamily —> "Times"],
Plot3D[{4 ArcTan[E"((—t v + x — x1)/Sqrt[1 — v"2])],
4 ArcTan[E"(—((—t v + x — x2)/Sqrt[1 — v"2]))]}, {t. —20,
20}, {x, —20, 20}, PlotStyle —> {Red, Blue}, ImageSize —> 350,
AxesLabel —> {t, x}|},
Alignment —> Center], {{v, 0,
Text@Row[{Style[" velocidad”, ltalic , 20]}]}, —0.99, 0.99,
0.001}, {{x1, 0.1,
Text@Row[{Subscript[Style['x", Italic, 20], 1],
Style["-(0)(m)", 15]}]}, —5, 5, 0.1},
{{x2, 0.1,
Text@Row[{Subscript[Style['x", Italic, 20], 2],
Style["-(0)(m)", 15]}]}, —5, 5, 0.1}, ControlPlacement —> Left,

SaveDefinitions —> True]

velocidad 1
% Om) 1
% Om) i

Figura 87: Vista previa del manipulable Soluciones kink y anti-kink
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