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INTRODUCCION

En matematicas se evidencia un uso predominante del sistema cartesiano para
estudiar una representacion grafica de objetos del analisis real, permitiendo a la vez una
construccion de significados para dichos objetos. Sin embargo, también se ha podido
observar que en algunas ocasiones es necesario o pertinente utilizar otros sistemas
coordenados para un plano con el fin de estudiar algunos objetos de una manera mas facil y
eficiente. Por ejemplo, cuando calculamos el area de regiones determinadas por arcos de
circunferencias descritas en el sistema cartesiano, se observa la utilidad de emplear un
sistema coordenado polar a través del cual la representacion de los objetos lleva a realizar

calculos mucho mas simples.

Teniendo en cuenta lo anterior, este trabajo surge con el interés de abordar el estudio
de algunos objetos del analisis real partiendo de su representacion en un sistema de
coordenadas polares, en lugar de uno cartesiano. A lo largo de este estudio surge
constantemente el interrogante de porqué el sistema cartesiano es considerado uno de los ejes
primordiales y hegemonicos en este tipo de estudios. Este cuestionamiento surge, por un lado,
al observar que conforme se avanza en el estudio de objetos cada vez mas complejos en
analisis se ve necesario y util el cambio del sistema de representacion del plano, de uno
cartesiano a uno polar, y por otro lado, ya que historicamente se reconoce la existencia de
curvas cuya construccion y analisis conllevan al desarrollo del sistema de coordenadas
polares como uno de los primeros sistemas de referencia para el plano. Asi, en este trabajo
se buscod desarrollar un estudio en el que se exaltaran los significados de los objetos
matematicos que surgen a partir de su representacion en un sistema polar evitando aludir a

uno cartesiano.



Particularmente, este documento se encuentra distribuido en cuatro capitulos,
organizados de la siguiente manera: en el primer capitulo se realiza una reflexion en torno a
la emergencia historica de sistemas de coordenadas polares exclusivamente en la época de la
Grecia clasica, es decir, indaga sobre como la historia, en sus inicios, nos lleva a observar
que la descripcion de curvas en el plano a partir de movimientos rectilineos y angulares
permite reflexionar sobre la pertinencia histérica de incluir o abordar un sistema de
coordenadas polares. Ademas, en este capitulo, se cuestiona sobre el tratamiento de las
coordenadas polares en algunos documentos curriculares como los Derechos Basicos de
Aprendizaje, Los estdndares bdsicos de competencias en matematicas y los estandares
presentados por la NCTM para tener una vision mas global. En el segundo capitulo se
estudian algunos conceptos preliminares como lo son la construccion de un sistema de
coordenadas polares, definiciones fundamentales sobre distancias entre puntos y algunos
lugares geométricos, para asi abordar en el tercer capitulo lo correspondiente a algunas
funciones polindmicas de variable real. Por ultimo, en el cuarto capitulo se aborda el
significado de algunos conceptos fundamentales del célculo, tales como limites, integral y

derivada partiendo de un sistema de coordenadas polares para el plano.

Finalmente se presentan las conclusiones que responden a tres ejes claves: en primer
lugar, el tratamiento del calculo en coordenadas polares, su belleza y posibilidades; en
segundo lugar, las contribuciones de este trabajo a la formacion matematica y formacion
docente del autor, y en tercer lugar los objetivos planteados. Al final del documento, se
presenta un anexo en el que se explica la implementacion y adecuacion de algunas
herramientas en el programa GeoGebra, para el estudio y representacion en un sistema de

coordenadas polares.



OBJETIVOS

Objetivo General

e Realizar un estudio de algunos objetos del analisis real destacando su
significado bajo la representacion en coordenadas polares, sin aludir a un

sistema cartesiano.

Objetivos Especificos

e Estudiar algunos significados de conceptos del andlisis real asociados al
sistema coordenado polar.
e Abordar el estudio del calculo de limites, derivadas e integrales para algunas

funciones descritas bajo el sistema coordenado polar.

e Implementar el uso de software matematicos que faciliten la representacion

de curvas en coordenadas polares.



CAPITULO I: REFLEXIONES HISTORICAS Y CURRICULARES

RELATIVAS AL SISTEMA DE COORDENADAS POLARES

Seccion 1: emergencia historica de las coordenadas polares

En este apartado se presenta una revision histérica de algunas situaciones que
permiten observar la pertinencia de emplear un sistema de coordenadas polares para su
estudio. Cabe aclarar que en este capitulo no se presentara un estudio exhaustivo de los
objetos geométricos abordados o de las heuristicas propuestas a lo largo de la historia de la
matematica, solo se mencionaran algunos trabajos matematicos relacionados con el tema de
interés, que para este caso son los que presuntamente se pueden relacionar con un sistema

coordenado polar.

Uno de los grandes periodos de la historia, en el cual se dio un impulso al desarrollo
y organizacion de las matematicas, corresponde a la época griega clasica, aproximadamente
desde el siglo VI a.C. hasta el siglo I1 d.C. Esta época es conocida por promover un paradigma
de organizacién formal y 16gica de las matematicas bajo las ideas de Platon y Aristoteles, y
por trabajos representativos en geometria desarrollados por mateméaticos como Eudoxo,
Euclides y Arquimedes entre otros. Sin embargo, la aparicion de problemas que no pueden
ser solucionados bajo esta vision, por ejemplo, en el marco de una geometria Euclidiana,
llevo a que diferentes matematicos propusieran el uso de diferentes artefactos, como curvas
cineméticas® y el uso de proporciones, para afrontar tales problemas. Algunos de estos
problemas se conocen como problemas clasicos que segun Burton (2011) llamaban la

atencion de los gedmetras de la €poca por las limitaciones de abordarlos unicamente con

! Aunque diferentes textos de historia de las matematicas utilizan el término mecénico para referirse a estas
curvas, vale la pena mencionar que un término mas apropiado seria cinematico, ya que no nos interesa
abordar las causas, fuerzas o agentes externos que producen el movimiento sino el movimiento o curva en si.



regla y compdas. Tales problemas son conocidos como: [la cuadratura del circulo, la
duplicacion del cubo y la triseccion del angulo. Burton (2011) describe que el primer
problema se puede enunciar con un simple interrogante: “;es posible construir un cuadrado
cuya area sea igual al area de un circulo dado?”. De igual manera Burton (2011) afirma que
otro famoso problema de construccion geométrica era “encontrar la arista de un cubo que
tenga un volumen dos veces mayor que el de un cubo dado”; se plantea que el posible origen
de este problema se atribuye a los primeros pitagoricos, quienes lograron solucionar de
manera aproximada duplicar el cuadrado, lo cual llevaria a cuestionarse acerca de esta
situacion en tres dimensiones. Finalmente, Burton (2011) enfatiza que, aunque la biseccion
de un éangulo haciendo uso de regla y compds resulta ser una de las construcciones
geométricas mas simples, dividir un dngulo en tres partes iguales con condiciones similares
terminaria siendo imposible. Todos estos problemas tienen como caracteristica comun que
su solucién con regla y compés es imposible, en particular, puesto que tomando un segmento

como unidad de medida no es posible construir con regla y compas todos los niimeros reales?.

Asi, para abordar estos problemas, con las herramientas de la época, surgieron algunas
propuestas que no fueron aceptadas por la comunidad matematica, pues no tenian lugar en la
geometria euclidiana que predominaba en la época. Particularmente, algunas de estas
propuestas involucraban objetos geométricos determinados por el movimiento de otros
objetos (v.g. rectas, puntos). Es decir que se mezclaban ideas de la geometria euclidiana con

el movimiento. Entre los objetos mas representativos de este tipo de geometria estan las

2 Al hablar de construir con regla y compas los nimeros reales nos referimos a construir segmentos de

recta, partiendo de una unidad de medida, cuya medida corresponde a tales niimeros reales actualmente.



llamadas curvas cinematicas donde los objetos dependia de dos movimientos principales:
lineal y angular. Para el caso del movimiento lineal, se toma como referencia la distancia
desde un punto de referencia, denominado polo, a cada uno de los puntos de la curva, en tanto
para el movimiento angular se toma como referencia el angulo con vértice en el polo,
determinado por dos segmentos los cuales son: un segmento base, perteneciente a lo que
denominaremos eje polar y otro segmento determinado por el polo y cada punto P de la curva

cinematica dada.

Estos objetos, aunque relegados en la época griega, podian dar solucién a los
problemas clasicos. A continuacidon, se presentan algunas de las curvas mencionadas.

Cuadratriz de Hipias o Cuadratriz de Dinostrato

De Andrés (sf), historiador, presenta a la cuadratriz de Hipias como la primera curva
que aparece diferente a las rectas y circunferencias. Esta curva permitia rectificar arcos de
circunferencia como estrategia intermedia para solucionar el problema de la triseccion del
angulo, pues ya se tenian métodos para trisecar segmentos rectilineos y con este método se
podia obtener la triseccion del angulo; adicionalmente con esta curva también se puede dar
respuesta al problema de la cuadratura del circulo. Arenzana (1998) presenta la siguiente

descripcion para la cuadratriz:



“Dado un cuadrado ABGD describamos 5
con centro en A el arco BED. La recta BG,
manteniéndose constantemente paralela a la AD
arrastre al punto B en su recorrido sobre AB, £
ademas de que esta gire con velocidad uniforme

en el angulo que forman AB y AD, es decir el

punto B recorrerd el arco BED en el mismo

tiempo que la recta BG se traslada a lo largo de Figura 1: Cuadratriz de Hipias Arenzana (1998)

BA.

Es evidente que las rectas AB y BG coincidiran simultaneamente con la AD y, como consecuencia
dichas rectas AB y BG coincidiran en un punto constantemente transportado por ellas, el cual
describird una linea concava en la misma direccion, tal como la BZH en el espacio comprendido
entre las rectas ABy AD y el arco BED. ”
Es importante precisar que, dentro de la descripcidon presentada anteriormente, que en el
lenguaje utilizado por los griegos para referirse a lo que hoy conocemos como segmentos era
el término recta, indicando sus extremos. Por ejemplo, en la descripcion se afirma que la
recta BG se traslada a lo largo de la recta BA, y como se puede evidenciar en la grafica tales

rectas terminan siendo los segmentos®: BG y BA.

Tal como esta descrita la cuadratriz se tiene que el punto B se mueve de dos formas
diferentes. El primer movimiento es lineal tal que B se desplaza a lo largo del AB desde B
hacia A, lo que significa que en el movimiento dado se determinan los puntos P,

P',P",P",...en el AB como se muestra en la Figura 1. El segundo movimiento es angular

3 Para efectos practicos, dentro de este trabajo el uso de esta notacion puede hacer referencia tanto al
segmento como objeto geométrico, como a su magnitud seguin el contexto.



tal que B se desplaza por el arco de circunferencia dado, lo cual determina los puntos
E,E' E",... del arco* BD. Adicionalmente se tiene que estos dos movimientos mencionados
se dan de manera simultanea tal que B recorre el segmento y el arco de circunferencia en el
mismo tiempo, es decir que el punto B se desplaza con velocidad uniforme a lo largo de los

dos recorridos que realiza. De lo cual se obtiene, empleando el lenguaje de proporciones, que

32
TS
w” "U|

Ahora, en un lenguaje actual podemos reescribir la expresion anterior teniendo en
cuenta que DE es igual al angulo @ determinado por los AD y AE multiplicado por el radio
r de esa seccion de circunferencia, es decir AB = r. También se tiene que la longitud del BD

. T .y . . .
esigual a EAB pues tal seccion representa un cuarto de circunferencia. De lo cual se obtiene

que

4B9 AP

AL B

AB2

__ 260

P=—r
T

Ahora sea la distancia AZ = p se puede concluir que

. AP
sinf = —

O lo que es lo mismo

4 Para efectos practicos, dentro de este trabajo el uso de esta notacién puede hacer referencia tanto al arco de
circunferencia como objeto geométrico, como a su magnitud segin el contexto.



»=(awa) (57)

Ahora si AB se considera como la unidad de medida en un sistema de referencia, es

decir AB = 1 entonces se tiene que 7 = 1 y por lo tanto la expresion se reduce a

20
P= msin 0

Es decir que cada punto Z de la cuadratriz se puede representar algebraicamente como
una expresion en la cual la distancia de Z al punto de referencia A (o polo) esta dado en

términos del angulo 8, el cual se mide con base en el segmento (o eje polar) determinado por

los puntos Ay D y el AZ.

Una observacion importante sobre el analisis realizado a la cuadratriz, partiendo del
uso de proporciones y empleando trigonometria, es que para su descripcion analitica
podemos pensar de forma natural en emplear un sistema de referencia basado en un punto (el
polo) y un rayo (eje polar) cuyo extremo es el punto mencionado. Ademas, los movimientos
angular y lineal usados en la definicion de la curva llevan a establecer la utilidad de emplear

un sistema coordenado polar. Asi, las coordenadas de un punto de la cuadratriz en el plano,

segun la descripcion lograda, resulta ser (p,0) = ( 9) tomando como polo A y eje

nsin@’

polar AD.

Por el contrario, no resulta tan intuitivo pensar en usar un sistema cartesiano (ed. un
sistema de referencia basado en dos rectas concurrentes y en el uso de rectas paralelas a ellas
para describir la posicion de un punto) ya que la definicion de la curva no permite determinar
de forma directa la relacion de cada punto con un sistema de abscisas y ordenadas, y si

quisiéramos representar tal curva en un sistema cartesiano de puntos (x, y) se tendria que:



Figura 2: Transposicion a plano cartesiano.
Con base en la grafica anterior y partiendo del punto P con coordenadas (p, 8), dadas
en el sistema polar descrito, y utilizando ahora como ejes de referencia para el sistema

cartesiano las rectas perpendiculares eje x y eje y, se obtiene que:

b= TP

sinf = %es decir

sinf = —>——
le + yZ
de lo que se obtiene
6 = arcsin

X2 +y?

Y ahora sustituyendo p y 6 en la expresion inicial se tiene:

2 (arcsin L)
x? + y?

7T sin <arcsin L)
Jx? +y?

Sy =



2 Jx2+y?
Jxt+y?= Earcsin( Y >

75

2
y = —arcsin

(e

que es equivalente a

expresion que no resulta tan natural en términos de resaltar las caracteristicas de la

descripcion de la curva.
Espiral de Arquimedes

Es conocido que al indagar acerca de los aportes matematicos en la época griega, la mayoria
de los historiadores convergen a la escuela de Alejandria, cuyo mayor exponente fue
Arquimedes con desarrollos en multiples campos. Para el contexto académico de la época, el
estudio de objetos geométricos estaba ligado a la geometria euclidiana, basada en
representaciones hechas mediante rectas y circunferencias, llamadas, representaciones con
regla y compas. La aparicién de objetos que rompieran con este paradigma resultd ser
novedoso y a la vez tensionante. Arquimedes también presenta un objeto para abordar los
problemas clésicos: la espiral de Arquimedes. Esta curva permite dar solucion a la triseccion
del angulo y a la cuadratura del circulo. Martin, A & Martin, R. (2005) aseguran que, dentro
de los aportes de Arquimedes, se describe el apartado Sobre La Espiral; donde éste establece
una curva determinada por los puntos X cuya distancia a un punto de referencia P (polo) es

proporcional al 4ngulo con vértice en el polo, determinado por un segmento fijo y todos los



segmentos formados con dichos puntos X. Ahondando en este objeto Martin, A. & Martin,

R. (2005) afirman que Arquimedes presenta la siguiente descripcion para su espiral:

“si una linea vrecta que
permanece fija en un extremo, se le
hace girar en el plano con velocidad
constante, hasta hacerla volver de H
nuevo a la posicion de la que ha
partido, y junto con la recta que gira,

se mueve un punto sobre la recta,

tambiéen a velocidad constante
Figura 3: Espiral de Arquimedes,

iniciando su movimiento desde el
extremo fijo, el punto describe en el

plano una espiral.”

Haciendo una interpretacion actual de la definicion de este objeto, andloga a la realizada para
la cuadratriz de Hipias, pero manteniéndolo en el lenguaje y conocimiento de la época,
podemos caracterizar la espiral de Arquimedes a partir de un AB el cual es el segmento que
se hace girar y permanece fijo en A y P el punto que se mueve en la direccion determinada
por la recta AB, partiendo de A y en el sentido de A a B. Por lo tanto, el lugar geométrico
determinado por el punto P resulta ser la espiral de Arquimedes. Para representar esta
situacion, sin pérdida de generalidad, determinaremos que la posicion original del segmento
estd determinada por los puntos A y B; y que los puntos P y P; equidistan de A. Como se

muestra en la Figura 4.



Figura 4 Reinterpretacién de la espiral. Rodriguez (2025)

La definicién indica que el giro del AB y el movimiento de P son a velocidad
constante, por lo tanto, podemos considerar que el punto P recorre el AB al mismo tiempo
que el punto B recorre la circunferencia envolvente. Esta circunferencia se puede obtener a
partir del giro completo que simula el AB con centro en A de la espiral. Tal circunferencia
estd centrada en A, su radio es AB; de lo cual se obtiene que la longitud L de tal circunferencia
es L = 2mAB. Es decir que se puede establecer una relacion entre el movimiento lineal del
punto P y el movimiento angular del punto B pues se tiene que la distancia recorrida por el
punto P con respecto al AB debe ser igual a la longitud del BB, con respecto a L. Es decir

que la relacion entre los movimientos que definen la espirar puede expresarse como

En Martin, A. & Martin, R. (2005) afirman que este descubrimiento algunos autores

se lo atribuyen a su maestro Conon de Samos.



Un elemento importante para resaltar de la descripcion de esta curva cinemadtica
consiste en la existencia implicita de un sistema de referencia basado en un punto y una linea
inicial que parte de tal punto. Ademas, la descripcion del movimiento implica un movimiento
angular y uno lineal. Esto nos lleva a observar, de forma similar a lo hecho para la cuadratriz,

la pertinencia de usar un sistema coordenado polar para describir tal curva.

Puntualmente, partiendo de la proporcion

—

B

-1
L

=l |

tomando como polo el punto A, como eje polar el AB;, AP = p'y AB = r se tiene

—

4P BB,
AB L
p _ Or
r  2mr
P=C o

Dado que la distancia de segmento determinado por Ay B es constante, se tiene que
el cociente %T es un valor constante a. Por lo tanto, se obtiene la siguiente expresion para la

espiral de Arquimedes en un sistema coordenado polar
p =ab

La expresion obtenida anteriormente cuyo centro de referencia es el punto 4 y el
angulo 6 se mide en sentido antihorario con base en AB representa justamente la relacion

entre la distancia radial AP = p con respecto al movimiento angular de B, o lo que es lo



mismo respecto al angulo 8. Pero tal expresion no corresponde al sistema cartesiano de ejes

perpendiculares x y y

Si quisiéramos una expresion en un sistema cartesiano de los puntos (x,y) que
representan la espiral centrada en el origen, es decir con A en (0,0) y el d&ngulo 8 medido a
partir del eje de abscisas en sentido antihorario, obtendriamos como representacion grafica

de cada punto de una espiral y su expresion algebraica como sigue:

p= Ty

b sin @ =X
p

Despejando 6:

A\ = : . . 6 = arcsin
X 8, x2 +y2

Figura 5: Trasposicion a plano cartesiano. Rodriguez (2025)

Y ahora sustituyendo p y 6 en la expresion inicial se tiene

p =ab

Vx2+y?= aarcsinL

x% +y?

Expresion que, por la naturaleza de la espiral de Arquimedes, no representa a y como

una funcién en términos de x, y es equivalente a



y =+/x%+ y%sin

a

Cabe aclarar que la espiral de Arquimedes no fue la primera ni la ultima de este tipo
de curvas. Es tan solo una de muchas otras que generaron la necesidad de abordar otro tipo

de geometria, diferente a la geometria clasica.
Concoide de Nicomedes

De Andres (sf) afirma que la concoide de Nicomedes surge alrededor del siglo IT a.C
a partir de un método para trisecar un a&ngulo propuesto por Arquimedes diferente a su espiral.

De Andres (sf) presenta tal método de la siguiente manera

Dado un angulo AOB dibujamos,

con centro en el vértice O del angulo, una
circunferencia G; desde el punto A de _ A

interseccion de la circunferencia con uno

\ -
[}

de los lados del angulo, construimos una I D B
ID.‘

recta no paralela al otro lado del angulo,

Fi gura 6: Concoide de Nicomedes. Andres (sf)
esta recta corta al otro lado en un punto C.

A partir de C tomamos los puntos D y D' de manera que la distancia de C a D y D' es igual al
radio de la circunferencia G. Cuando el punto D (0 D') esta sobre la circunferencia, el angulo ACB
es la tercera parte del angulo dado.
Vale la pena mencionar algunos elementos que aparecen de forma implicita en la
descripcion anterior: la circunferencia I' es de radio 0A; no se considera la circunferencia

completa pues basta con la semicircunferencia que se muestra en la Figura 6; y la recta no

paralela a OBala que pertenece el punto A determina el punto de interseccion C con el rayo



opuesto a OB. Ahora, si dibujamos todos los puntos D y D', que se obtienen al desplazar el

punto C a lo largo de la recta 0B, obtenemos la concoide de Nicomedes.

Podemos reescribir la descripcion de la concoide de la siguiente manera, esta vez
enfocandonos Unicamente en determinar el lugar geométrico de la concoide y no en la idea

de la triseccion del angulo:

Dado un punto fijo A y una
recta m a una distancia d del punto A
se considera la AC con C un punto de
la recta m. Los puntos D y D' en la
recta AC a una distancia k del punto

C determinan el lugar geométrico de

la concoide. T

Figura 7: Reescritura de la concoide de Nicomedes Rodriguez (2025)

Lo primero que podemos percibir en la descripcion de la concoide de Nicomedes es
que, a diferencia de las curvas anteriores, no se hace referencia a las velocidades o los
movimientos que se pueden dar, pero si implican un movimiento angular y con respecto a
este se obtiene una distancia lineal. También se tiene que en la concoide de Nicomedes
resultan dos curvas continuas denominadas rama externa y rama interna que corresponden al
lugar geométrico de D', el punto mads distante de A, y D, el punto mdas cercano a A
respectivamente. Si observamos la rama externa de la concoide, que corresponde al lugar
geométrico determinado por el punto D, con la intencion de describir algebraicamente esta

curva, se obtiene lo siguiente:



La distancia de A a D se puede

determinar bajo la expresion
AD = AC +k,conk >0

Si 8 es la medida del angulo

formado por el AC y el AC’, se tiene que

cosfO =

S

Figura 8 descripcion algebraica concoide Nicomedes

Ahora si denotamos como p a la medida del segmento determinado por el punto de

referencia A y el punto de la curva D. Es decir AD = p se tiene que

p=AC+k

o de forma equivalente

p= cosf@

Resultado que es valido para los valores de 6 en los intervalos [O, g) y (37”, 271]. Esto,
considerando que 6 corresponde a la medida del £C'AC; Y por la construccion de la concoide

) , ) 3
no existe tal angulo en el intervalo E , 7”]

Ahora, si se hace un razonamiento andlogo para la rama interna, bajo la misma

representacion empleada en el caso anterior, se tiene que:

p=AC—k,

de donde



d

pzcosﬁ_k

Expresion que nuevamente es valida para los valores de 8 en los intervalos [0, g) y

3 . . .
(7, 271], por el mismo razonamiento presentado en el caso anterior.

Con el andlisis realizado a la concoide, partiendo de las distancias involucradas y
empleando geometria, para su descripcidon analitica nuevamente obtenemos una expresion

que nos lleva a pensar de forma natural en emplear un sistema de referencia basado en un

punto (4) y un rayo (A—C; )- Adicionalmente se tiene implicitamente un movimiento angular,
pues el lugar geométrico de la concoide con base en el punto D y D' dependen directamente
de la posicion del punto C en la recta m, es decir que dependen del £C'AC. Lo cual no lleva
a establecer la utilidad de emplear un sistema coordenado polar, ya que las expresiones

obtenidas para cada rama de la concoide resultan en una relacion de la distancia p y la medida

del angulo 8 tomando como polo el punto A y eje polar AC

Nuevamente obtenemos una expresion en la cual se relaciona la distancia de los
puntos de la curva al punto de referencia o polo y con respecto al angulo. Es decir,

nuevamente, resulta natural pensar en un sistema de coordenadas polares para la concoide.

Por lo tanto, al igual que en los ejemplos presentados anteriormente, no se obtiene
una expresion que corresponda a un sistema cartesiano de abscisas y ordenadas. Asi que si

se desea una expresion para la concoide en un sistema cartesiano procedemos como sigue



Sea P un punto cualquiera de la

rama externa de la concoide. De lo cual se

obtiene que:

: y p=+/x2+y?

Figura 9: Concoide de Nicomedes en plano cartesiano

cosl =

Ahora si sustituimos estos valores en la expresion algebraica de la rama correspondiente de

la concoide, se tiene que

_ d
P = os0
de donde
d
Jx2+y?= = +k
Jx?% + y?
0

+ k.

lx2 +y2 :d—w

X

Analogamente, para la rama interna se obtiene



[ 42 2
/x2+y2=u_k

X

Expresion que, por la misma naturaleza de la concoide, no resulta en una funcion de

y en términos de x.

Cisoide de Diocles

Se presenta una curva denominada Cisoide de Diocles en De Andres (sf) para resolver
el problema de la duplicacion del cubo. Esta curva fue propuesta por el matematico griego

Diocles alrededor del siglo II a. C. De Andres (sf) describe la curva como sigue.

Dada una circunferencia I' y una
recta L tangente a ella, trazamos las rectas
que pasan por el punto 0, diametralmente

opuesto al de tangencia; estas rectas

cortan a la circunferencia en un punto R y
la recta en el punto Q. La cisoide de
Diocles es el conjunto de los puntos P tales

que OR = PQ.

F[gw’a 10: Cisoide de Diocles, De Andres(sf)

Es importante resaltar algunos elementos implicitos en la construccion de la concoide
para su posterior andlisis: sea A el punto de tangencia de la circunferencia, [ la recta tangente,
O el punto diametralmente opuesto a A y 7 el radio de la circunferencia. Notaremos los
puntos importantes de la construccion Q, Ry P tal como se ven en la Figura 10: Q el punto

de interseccion entre la recta [ tangente a la circunferencia y la recta que contiene al punto



0, R el punto de interseccion de la circunferencia dada de radio r y la 00 y P el punto en la

00 tal que OR = POQ.

Figura 11: Cisoide de Diocles

Es decir que, de la igualdad indicada anteriormente y analizando los puntos
involucrados (0, P,Q y R) que determina la cisoide de Diocles, se tienen las siguientes

relaciones que

0Q = 0P + PQ,

0Q = OP + OR,
y

OP =0Q — OR.

Dado que la cisoide corresponde al lugar geométrico de los puntos P, denotaremos la

distancia OP como p. Es decir p = 0Q — OR.



Ahora consideremos la siguiente Figura 12 en la que 6 corresponde a la medida del

£A0Q y OA = 2r. Esto con el fin de analizar los triangulos rectangulos AOAQ y AORA.

7

Figum 12: Cisoide de Diocles, 2

Es inmediato determinar que 0Q = %. Ahora como los triangulos AOAQ y AORA

son rectangulos y comparten el angulo 8, entonces son semejantes. Es decir que se tiene

04 00
OR 04
y
__ (0Ay
0R=(_)

Q

Sustituyendo los valores asignados a 0A y 0Q se llega a que

. (2r)?
R= 2r
cos @

o de forma equivalente



OR = 2r cos .

Asi, con los valores obtenidos para OQ y OR se puede dar una expresion analitica

para la cisoide. Inicialmente se tenia OP = 0Q — OR, expresion que se puede reescribir
como
2 grcosd
= — 2r cos
P cos 6
0
) sin? @
=2r :
P cos 6

En este caso se obtiene una expresion que es valida para los valores de 8 en los
. 3 . .
intervalos [O, g) y (?n,Zn]. Pues 6 es la medida correspondiente al £AOQ y dada la
construccion y razonamiento empleado anteriormente, no existe ZAOQ, o punto Q, tal que la

medida del angulo pertenezca al intervalo E , 3;”]

Es decir que la cisoide se puede expresar analiticamente como una relacion entre la

distancia lineal p y el angulo 6. Para esto se requiere un punto de referencia (polo), el cual
es O y un rayo base (o eje polar), que en este caso es 04, pues 0 es la medida del 2A0Q

medido de forma usual, en sentido antihorario, partiendo de 04 hacia 0Q. Lo cual
nuevamente nos lleva a pensar en que un sistema de referencia dptimo para este objeto, dada

su construccion y descripeion, corresponde a un sistema polar.

Ahora, para expresar esta curva en el sistema cartesiano usual debemos realizar un

analisis diferente.



Sea P un punto de la Cisoide en el

sistema de coordenadas cartesianas. Por lo

tanto, se tiene que

0P =p=x2+y?

X
cosf = ﬁ
Fz'guru 13: Cisoide de Diocles, 3 \ xe+ y
. Yy
sinf =

Sustituyendo en la expresion encontrada inicialmente para la cisoide se tiene

sin? @

=2 :
p Tcos@

de donde

expresion equivalente a

la cual permite obtener la ecuacion

x3+y%x —2ry? =0,



x3+y2(x—2r)=0

Expresion que satisface cada punto de la concoide en un sistema de coordenadas

cartesiano.

Ahora bien, se ha podido dar evidencia de la existencia de diferentes curvas trabajadas
en la historia cuyo tratamiento analitico conduce de manera natural al uso de un sistema de
coordenadas polar. Esto se obtiene gracias a la descripcion de estas curvas, puesto que se
emplean dos movimientos para describirlas, un movimiento angular y otro lineal. Asi su
descripcion, andlisis y representacion se puede basar en un punto llamado polo, y un rayo
llamado eje polar cuyo extremo es el polo. Todo lo anterior ejemplifica la utilidad de hacer
uso de un sistema de coordenadas polares, una motivacion para su estudio y la necesidad de
entender como realizar andlisis en el mismo. Ahora bien, a continuacion, se muestran grosso
modo otras curvas que dado su desarrollo también aportan de manera natural al
establecimiento del sistema coordenado polar, como un sistema referente primario y no,

como se le ha visto, como un sistema sujeto al sistema coordenado cartesiano.



Tabla 1: Relacion curva, grafica y expresion polar

EXPRESION EN
CURVA GRAFICA COORDENADAS
POLARES
0=a
Recta que

E

contiene al polo.

con a constante.

. . e =a
Circunferencia / ™~ P
Il.ll' \'III
]
con centro en el | | . |
I ]
\ i
b d
olo y radio a. A
poloy S L ,,/( con a constante.
Parabola con el
eje polar
a
contenido en el - P 1—cosf
S/
eje de simetria. { .
AN
Foco en el polo. ~
g con a constante.
. a
Y vértice a > del e

polo.




Cardioide

a \
; \ p=a(l+cosf)
partir de dos \
|lI ll
circunferencias J*
. a con a constante.
de radio > \, £
p? = a®cos26
p = avcos 260
Lemniscata
con a constante.
y
e N
Trisectriz de ; \ |/~
f X p=1+2cos26
Ceva a N T AN
\ . " | \_
[
a
\ p= 0
\ s 2cosy
Trisectriz ~ de \| / R
\{ o3 a ',
."'4 \\ a ]
MacLaurin 1 ™ P

con a constante.




Finalmente, se observa que muchas de las curvas que aparecieron en la historia y son
estudiadas hoy en dia pueden abordarse en un sistema coordenado polar, lo cual plantea el
cuestionamiento acerca del porqué se establece un sistema de referencia cartesiano como un
sistema predeterminado para el estudio de curvas, si la historia y el mismo estudio de algunas

curvas ha mostrado la versatilidad del uso del sistema de referencia polar.



Seccion 2: reflexiones sobre el tratamiento del sistema coordenado polar en el

curriculo.

Como se ha podido evidenciar, en particular cuando se trata de describir la posicion
de un punto en relacidon con un punto especifico de referencia, el uso de las coordenadas
polares ofrece un acercamiento mas intuitivo y eficiente. Sin embargo, la ausencia de este
concepto en los documentos curriculares puede limitar su comprension y aplicacion; ya que
las coordenadas polares, mas alla de que permiten abordar objetos geométricos de manera
natural e intuitiva también pueden ser de gran aporte en competencias matematicas como:

visualizacion y resolucion de problemas.

Al realizar un breve analisis a los referentes curriculares en educacion colombiana, se
puede evidenciar que, en especifico, el concepto de coordenadas polares termina siendo
segregado, abordandolo unicamente de manera superficial restandole la importancia tedrica
y procedimental que éste requiere. Desconociendo asi la transversalidad de las coordenadas
polares para el abordaje y conceptualizacion de conceptos tanto del calculo como de la
geometria. A continuacidén, se presenta un cuadro comparativo donde se evidencia lo
encontrado que se pueda relacionar al concepto de coordenadas polares, realizando una
revision en los Derechos Basicos de Aprendizaje, en los Estandares Bésicos de Competencias

en Matematicas, e incluso en los National Council of Teachers of Mathematics (NCTM).

Tabla 2: Documentos curriculares

Derechos Basicos de Aprendizaje (grado 11)

Modela objetos geométricos en diversos sistemas de coordenadas (cartesiano, polar,

esférico) y realiza comparaciones y toma decisiones con respecto a los modelos.




Estandares basicos de competencias en Matematicas (ciclo 10° y 11°)

Identifico caracteristicas de localizacion de objetos geométricos en sistemas de
representacion cartesiana y otros (polares, cilindricos y esféricos) y en particular de las curvas y

figuras conicas.

National Council of Teachers of Mathematics (NCTM). (Grado de 9-12)

* Comprender y utilizar tanto coordenadas polares como cartesianas.

» Convertir entre coordenadas polares y cartesianas.

» Representar puntos y ecuaciones en ambos sistemas de coordenadas.

De lo anterior podemos evidenciar qué el abordaje de coordenadas polares termina
realizandose unicamente entre los grados 9° y 11°, de igual manera, para los tres ejemplos
expuestos, este abordaje termina dependiendo de su andlisis desde una relacion con
coordenadas cartesianas. Logrando asi que los estudiantes desconozcan la importancia e

independencia existente entre las coordenadas polares y las coordenadas cartesianas.

Las coordenadas polares son fundamentales para entender conceptos como la
simetria, la rotacion y la traslacion en el plano. De este modo, por ejemplo, abordar
situaciones problemas que involucren objetos geométricos en los que sea mas facil abordarlos
desde las coordenadas polares, termina siendo dispendioso debido a la clara carencia de bases
tedricas y curriculares que involucren coordenadas polares. Es por esto por lo que, la
inclusion de las coordenadas polares en los documentos curriculares termina siendo
fundamental para proporcionar en las aulas una completa comprension de la geometria y el

calculo.



CAPITULO II: DESCRIPCION DE UN SISTEMA DE COORDENADAS

POLARES

Seccion 1: Definiciones Fundamentales

En este apartado se realizard un estudio de un sistema de coordenadas polares
partiendo de los constructos elaborados en una geometria plana con base en el espacio
métrico de los nimeros reales. Para tal estudio se define el sistema coordenado para el plano
euclideo en el cual cada punto le asigna los parametros de una distancia y un angulo respecto
a un punto y una semirrecta correspondientemente. Sistema coordenado que se denomina

Coordenadas Polares.

Definicion Sistema de coordenadas Polar

Dado un plano a, dos puntos O y A en

y un rayo 04, se define un sistema de

coordenadas polares para a con polo O y eje polar

04 como el conjunto ap 4 = {(p,0) : p,6 € R}

tal que a cada punto P € a le corresponde una

pareja ordenada (p, 8) de ap,A, denotamos el Figura 14 Coordenadas polares de un punto

conjunto de parejas ordenadas (p, 8) para todos los puntos P de un plano « con polo O y eje polar
04 como Qg 4. donde P esta en el rayo 0B, 6 es la medida en radianes del ZAOB, partiendo del

rayo 04 en sentido antihorario, y la distancia de P al polo O es igual al valor absoluto de p..



El numero real 8 que corresponde al angulo formado por el eje polar y el rayo OB se
denomina dngulo polar. El nimero real p el cual determina la distancia entre el polo y el

punto P se denomina distancia radial®.

Es importante mencionar que la medida del angulo y lo que se denomina angulo polar
0 son objetos de diferente naturaleza. Igualmente, entre la distancia radial p y la distancia
del polo al punto P. Puesto que tanto 8 como p pertenecen al conjunto de los nimeros reales
R, entonces pueden ser positivos o no. A diferencia de la media del angulo o la distancia entre

puntos que es por definicion un real positivo en la métrica que se definan.

Asi, como se definio el sistema coordenado @y 4, si el dngulo polar 8 es mayor que
cero se considera la medida correspondiente 8 en sentido antihorario, pero si es menor que

cero se considera la medida —@ en sentido horario.

Tabla 3: paralelo angulo polar

Representacion para 8 > 0 Representacion para 8 < 0

P(p,0)

Asi como el angulo polar determina la orientacidon para representar un punto P, la

distancia radial también lo hace. Si la distancia radial p es mayor que cero entonces el punto

% Tener en cuenta que la distancia radial p pertenece al conjunto de los nimeros reales, por lo tanto, puede ser
mayor, menor o igual que cero. Esto definird la orientacion lineal en el sistema coordenado definido.



— )
P pertenece al rayo OB, pero si p es menor que cero entonces P pertenece al rayo opuesto a

OB. Es claro que, para puntos de igual dngulo polar, pero distancia radial opuesta, se tiene
que los puntos son diametralmente opuestos con respecto a la circunferencia de centro en el

polo y radio el valor absoluto de alguna de las dos distancias radiales.

Tabla 4: paralelo distancia radial

Representacion parap > 0 Representacion parap < 0

De lo anterior se puede concluir que a cada pareja ordenada (p,0) € ap, le
corresponde un Unico punto P en el plano a. Pero esta unicidad no se tiene en sentido

contrario, pues a cada punto P del plano a le corresponden infinitas parejas ordenadas
(p,8) € ap 4. Un ejemplo puede ser la pareja ordenada (5, g) que corresponde a un punto P
que se encuentra a una distancia 5 del polo y corresponde a un angulo ZAOP de medida %.
Luego a esta coordenada le corresponde un unico punto en el plano a. Pero para ese mismo
punto P resulta sencillo asignar otra coordenada, por ejemplo (5,%”). Pues la medida del
angulo correspondiente a ZAOP es % y la distancia al polo sigue siendo 5. Hasta este

momento se podria considerar que las infinitas parejas que se le pueden asignar al mismo

punto P se obtienen cada vez que el dngulo polar da una vuelta completa, es decir sumando



algiin multiplo de 2w a la medida del angulo £ZAOP. Pero esta no es la unica forma, pues la

5 . .
coordenada (—5, Tn) también corresponde al mismo punto P.

Tabla 5: Casos de Coordenadas para el punto P

Punto P de coordenadas (5, %)

P(5, w4 )

Punto P de coordenadas (5, %)

P(5, 9m/4 )

>0

Punto P de coordenadas (—5, 5—”)
4 P(-5, 5Tr/4 )

Se puede evidenciar que para dos puntos cuales quiera cuya distancia radial p; y p,

sea igual, tales puntos pertenecen a la misma circunferencia con centro en el polo O y de



radio p;. De igual manera si dos puntos cuales quiera cuyo angulo polar 8, y 8, sea igual,

tales puntos pertenecen a la misma recta.
Definicion puntos cociclicos

Dados dos puntos P(pq,01) y Q(p2,62) en ag 4, si p; = p, 0 p; = —p, se dice que
P y Q son puntos cociclicos centrados en el polo. Es decir que pertenecen a la misma

circunferencia, la cual tiene centro en el polo O y radio |p]|.
Definicion puntos colineales

Dados dos puntos P(p;,01) y Q(p2, 6,) en ag 4, si 6, = 0, + km, para k entero, se

dice que los puntos P y Q son colineales con el polo.

Ya se ha ilustrado que una coordenada en el sistema polar representa un unico punto
en el plano, sin embargo, a un punto cualquiera en el plano se le pueden asignar diferentes

coordenadas.
Teorema punto- infinitas coordenadas

A un punto P de coordenadas (p,8) en ap 4 le corresponden infinitas parejas

ordenadas de la forma (p, 8 + 2km) o (—p, 0 + (2k + 1)) con k entero.
Demostracion

La demostracion se realizara en dos partes, una para cada tipo de coordenada que se

le puede asignar al punto P.

Parte I. Para parejas de la forma (p, 8 + 2km)



Sea (p, ) la tnica coordenada que se le puede asignar a un punto P fijo en el plano,
lo que es equivalente a que los puntos P(p,8) y Q(p, 8 + 2km) son diferentes. Si Py Q son
diferentes implica que sus coordenadas también lo son, lo cual implica que OP # 0Q o que
los &ngulos ZAOP y £A0Q no son coterminales. El primer caso es absurdo, pues OP =py
0Q = p, es decir que OP = 0Q por la propiedad transitiva de los niameros reales. Por lo

tanto, P y Q son cociclicos.

Es decir que se debe cumplir que los angulos ZAOP y £AOQ no son coterminales.
Ahora, dado que el punto P esta determinado por el angulo 8, si se modifica tal dngulo
adicionando algan valor implica que el punto P hace una rotacion al punto P’, claramente
sobre la misma circunferencia. Asi, si el valor que se adiciona al angulo ZAOP = 6 es 21 se
tiene que el punto resultante de la rotacion P’ es el mismo punto P pues se ha realizado una

rotacion de 2m con respecto al polo.

Ahora supongamos que si se repite tal proceso n veces se sigue cumpliendo que el
punto de rotacion es el mismo P, es decir que para algun valor n se tiene que el angulo polar
0 y 6 + 2nm determinan &ngulos coterminales. Luego, si al punto P determinado por el
angulo polar 8 + 2nm se le hace rotar 2w, naturalmente se obtiene el mismo punto P, pero

de angulo polar 6 + 2nm + 2m. Expresion que se reduce a 8 + 2(n + 1)m.

Es decir que para cualquier valor k € N se tiene que los angulos polares 8y 8 + 2kn

determinan angulos son coterminales.

Por lo que se tiene que los puntos P(p,08) y Q(p, 8 + 2km) son cociclicos (con la

misma orientacion pues tienen la misma magnitud como distancia radial) y ademas estan



determinados por angulos coterminales. Es decir que P y Q son el mismo punto. Lo cual

contradice la hipdtesis inicial.

Por lo tanto, se ha demostrado que para cualquier punto P(p,8) le corresponden
también todas las coordenadas de la forma (p, 6 + 2km) para cualquier k € N y este
resultado se puede extender a los nimeros enteros si en lugar de adicionar 27 se sustraia tal
valor. Es decir, rotar —2m, pues el razonamiento es analogo y el resultado equivalente al que

se obtuvo.
Parte II. Para parejas de la forma (—p, 0 + (2k + 1)m)

Sea (p, ) la tinica coordenada que se le puede asignar a un punto P fijo en ay 4 0 lo

que es lo mismo, los puntos P(p,8) y Q(—p, 8 + 2(k + 1)) son diferentes.

Para empezar, es inmediato que los puntos P y Q son cociclicos por definicion. Ahora,
si al punto P se le aplica una rotacion de 1 se obtiene un punto P'(p, 8 + 7). De lo cual se
obtiene que los puntos P y P’ son cociclicos y también resultan diametralmente opuestos
pues la rotacion aplicada corresponde a un recorrido de media circunferencia. Ahora al punto
P’ también le corresponden todas las coordenadas de la forma (p,0 + m + 2nm) para

cualquier valor n entero (esto quedd demostrado en la primera parte de esta demostracion).

También es inmediato que para cualquier punto en el plano se puede obtener otro
diametralmente opuesto si se mantiene el angulo polar y se cambia la distancia radial por su
opuesto aditivo, pues esto cambia la orientacion del punto. Es decir que para el punto
P'(p, 6 + m + 2nm) se puede obtener un punto diametralmente opuesto R de coordenadas

(=p, 0 + m + 2nm). Pero esta ultima expresion se puede reducir a (—p, 0 + (2n + 1)m). Lo



que implica que para algiin valor k € Z el punto R tiene exactamente las mismas coordenadas

que el punto Q(—p, 8 + 2k + 1)m).

De lo cual se obtiene que P es diametralmente opuesto a P’ y P’ es diametralmente

opuesto a Q. Por lo tanto, P y Q son el mismo punto. Lo cual contradice la hipotesis inicial.

Es decir que a un punto P fijo de coordenadas (p, 6) se le puede asignar también todas

las parejas ordenadas de la forma (—p, 6 + (2k + 1)m).

Por lo tanto, con los resultados obtenidos en parte [ 'y parte Il queda demostrado que
para un punto P de coordenadas (p, ) en ag 4 le corresponden infinitas parejas ordenadas

de la forma (p, 6 + 2km) o (—p, 0 + (2k + 1)m).

mQED

Ahora, si es claro que se esta trabajando en un Unico plano y no hay ambigiiedad, se
omitira mencionar este. Y a pesar de que ya se ha visualizado en las representaciones
presentadas anteriormente, vale la pena aclarar que para hacer referencia a un punto P de

coordenadas polares (p, ) se empleard la notacion P(p, 6).
Definicion de coordenadas equivalentes

Dadas dos coordenadas (pq,601) ¥ (p2, 82) que correspondan al mismo punto P en el

plano, se dice que (p;1,01) ¥ (p2, 8;) son coordenadas equivalentes.

La definicion anterior permite establecer una relacion de igualdad entre dos
coordenadas que correspondan al mismo punto. Tal relacion es una relacion de equivalencia

pues satisface ser: reflexiva, simétrica y transitiva.



Dado que a un punto P(p, 8) en el plano se le pueden asignar infinitas coordenadas,
para evitar confusion en el desarrollo de este trabajo, se consideran las clases de equivalencia
que se pueden obtener y Unicamente se trabajaran los representantes de las clases de
equivalencia, los cuales se elegirdn de tal forma que p >0 y 0 <60 < 2m. Aquellas
coordenadas que cumplan esta condicion se denominaran representantes de las clases de

equivalencia de un punto fijo P.

Adicionalmente, como el polo O con la condiciéon dada sigue teniendo infinitas

coordenadas asignadas, entonces se define (0,0) como la coordenada representante del polo.

Seccion 2: Sobre Distancias Entre Puntos

Una herramienta util para caracterizar y analizar curvas en un plano bajo un sistema
de coordenadas polares consiste en definir una distancia entre dos puntos; sin embargo, al
igual que en el sistema cartesiano, existen diferentes formas de definir una métrica en este

sistema.

Dada la naturaleza del sistema y la forma de dar coordenadas a los puntos del plano
polar, resulta natural pensar en que la funcién de distancia entre dos puntos este dada bajo
los mismos parametros. Asi, es posible pensar en un tipo de distancia para cada parametro

del sistema: Distancia lineal y Distancia angular:

Una de las primeras distancias que se puede determinar es la distancia entre puntos
que son colineales, dado que sus angulos resultan coterminales. Esta la definimos como

distancia lineal.



Definicion Distancia Lineal

Dados P(p4,601) y Q(p, 6,) tal que P y Q son colineales con el polo, por definicion
0, = 6, + km, entonces la distancia lineal entre P y Q denotado como d,, (P, Q) se define

como:
Caso L.
Si k es par entonces
dlp(P:Q) = |p1 — p2l
Casoll k#0
Si k es impar entonces definimos p; = —p,, asi la funcion distancia entre Py Q es
dlp(P'Q) = |p1 — ps|

Ahora, siguiendo la misma idea que plantea la definicion anterior, es posible pensar

en puntos que sean cociclicos. Esta distancia serd nombrada distancia angular.

Definicion Distancia Angular

Dados P(p4,61) y Q(p,, 62) tal que P y Q son cociclicos, por definicion p; = p, o
p1 = —p, entonces la distancia angular entre P y @ denotado como d, (P, Q) se define

como:
Caso I

Si las distancias radiales son iguales, es decir p; = p, entonces

dap(P,Q) = |61 — 6,



Caso 11.

Si p; = —p, entones definimos 6; = 0 +my
dap(P’Q) = |60, — 05|

En este orden de ideas, lo que se define en este trabajo como distancia polar se inspira
en los dos movimientos iniciales que permitieron la construccion de curvas cinematicas, un
movimiento angular y un movimiento lineal. En general, para cuales quiera puntos en el

plano se define la distancia polar de la siguiente forma:

Definicion Distancia Polar Entre dos Puntos

Se define la distancia polar entre dos puntos P(pq,0;) y Q(p,, 6,) cualesquiera
como la suma de diferencia de las distancias radiales mas la diferencia de los dngulos polares

y se denota como d,, (P, Q).

dp(P:Q) = |p1 — p2| + 161 — 65|

Note que los analisis previos sobre distancia angular y distancia lineal resultan se
casos particulares de lo que se ha definido como distancia polar. Adicionalmente, para
verificar que la definicion de distancia polar sea una funcion de distancia definida de R? en

[0, ) y cumpla las caracteristicas de métrica, se verifican tales condiciones.
Axioma de separacion

La distancia polar entre cualesquiera par de puntos P(py,0,) y Q(p3, 0) es
no negativa

Demostracion



P1, P2, 01,0, son nimeros reales y para todo nimero real se cumple que el
valor absoluto es no negativo, entonces se tiene que:

lp1 —p21 =0 y|6; — 6] = 0.
entonces
lpr — p2| +16;, — 6,1 = 0
lo que equivale a

d,(P,Q) = 0.
Por lo tanto, la distancia polar definida es no negativa para cualquier par de

puntos.
Axioma de coincidencia

La distancia entre dos puntos P y Q es cero siy solo si Py Q son el mismo
punto.

Demostracion

Parte I.

Si la distancia entre dos puntos P(p;,61) y Q(p2,0;) es cero se representa

como
dp(P;Q) =|p1—p2l +16, —6,] =0

Luego como los sumandos involucrados son valores absolutos y estos son no

negativos, implica que |p; — p,| = 0 y |6; — 6,] = 0. Lo que equivale a

lp1 —p2l =0 |6, — 6,1 =0



p1—p2=0 6,—-6,=0
p1= P2 01 =0,
Es decir que las ordenadas y abscisas de P y Q son iguales respectivamente. Por lo tanto P y

Q son iguales.

Parte 1.
Si los puntos P y Q son iguales entonces sus respectivas coordenadas son
P(p,0) y Q(p,0). Aplicando la definicion de distancia se tiene que
dp(P,Q) = |lp—pl+16 - 0|
dp(P,Q) = 10| — 10
d,(P,Q)=0
Por lo tanto, con lo demostrado en la parte [ 'y parte I, la distancia polar

cumple con el axioma de coincidencia.

Simetria

Dados dos puntos P(pq,6,) y Q(p2, 6,), d,(P,Q) = d,(Q, P)

Demostracion
Aplicando la definicion de distancia a los puntos P y Q dados se tiene que
dp(P:Q) = |p1 — p2| + 161 — ;]
= |=(pz — pD| + -0 — 01|
= |p; — p1| + 16, — 64|
=dp(Q,P)

Por lo tanto, la distancia polar es simétrica.

Desigualdad triangular



Para cuales quiera puntos P(p4,6;), Q(p2,0,) y R(p3, 03) se cumple que
d,(P,R) < d,(P,Q) + d,(Q,R)
Demostracion
Aplicando la definicion de distancia polar se tiene
d,(P,Q) +d,(Q,R) = [lpz — p1l + 62 — 011 + [|p3 — p2| + 165 — 6,]]

Desarrollando algebraicamente esta expresion se obtiene
d,(P,Q) +d,(Q,R) = |p — p1l + |p3s — p2| + 162 — 61| + 165 — 65|

= |ps — p1+p3s — pal + (02 — 01+ 63 — 0,

= |ps — p1l + 165 — 6,
=dp(P,R)

Por lo tanto, se cumple la desigualdad triangular para cualquier terna de

puntos con la distancia polar definida.
Con lo anterior queda demostrado que la distancia polar es una métrica.

Ahora bien, de lo anterior se puede observar que la distancia polar resulta analoga a

la métrica del taxista en un sistema cartesiano.

Por otro lado, una segunda métrica que puede abordarse en este sistema es la dada
por una trayectoria lineal entre los puntos, sin basarse en la relacion entre movimiento lineal
y angular como fue empleado en la métrica polar. Asi, podemos abordar la métrica euclidiana
clasica, en donde dados los puntos P(p4,6;) y Q(p,, 8;) arbitrarios, la distancia corresponde

a la longitud del segmento cuyos extremos son los puntos P y Q (ver Figura 15).
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Figura 15: Distancia euclidiana

Luego, considerando el triangulo de vértices 0, P y Q donde OP y 0Q tienen como

medida p, y p, respectivamente, se puede determinar la medida de PQ empleando el teorema

del coseno.
Definicion Distancia Euclidiana Entre dos Puntos

Dados dos puntos P(pq,0:) y Q(p3,0,), la distancia entre ellos, notada como

d(P, Q), esta dada por la siguiente expresion.

[d(P, D] = (p1)? + (p2)? — 2(p1) (p2)cos (¥)

Donde y es la medida del angulo 2P0Q. Es decir y = |6, — 6,].

Con lo anterior se puede concluir que para el sistema de coordenadas polares es
posible definir mas de una métrica para determinar la distancia entre dos puntos. Sin
embargo, para efectos del presente estudio se considerara inicamente la distancia polar como
se defini6 anteriormente. Asi, la distancia entre dos puntos P(p1,6:) y Q(p2, 6,)

cualesquiera, viene dada por la expresion d,,(P, Q) = |p; — p2| + 161 — 65].



De lo anterior vale la pena cuestionarse acerca de la representacion grafica de algunos
objetos geométricos definidos a partir de la distancia polar, por ejemplo, la circunferencia o
cualquier otro objeto definido a partir de la distancia. Sin ir muy lejos se podria considerar la

definicidn analitica de cada una de las curvas conicas (parabola, hipérbola y elipse).

Seccion 3: Algunos Lugares Geométricos

En el presente trabajo ya se ha definido un sistema de coordenadas y una funcion de
distancia entre puntos para el mismo sistema. Con esto se pueden reinterpretar algunas curvas
definidas como lugar geométrico a partir de la definicion de distancia. Asi, uno de los
primeros objetos definidos de tal manera, y que ya se ha analizado desde la perspectiva del

sistema de coordenadas polares, es la circunferencia.

La circunferencia en la geometria euclidiana se define como el lugar geométrico de
los puntos equidistantes a un punto fijo denominado centro. Sin embargo, con la definicién
de distancia polar se obtiene otro tipo de curva a partir de la misma descripcion de

circunferencia.

Circunferencia Polar

Dado un punto fijo P(p,0) y un numero k € R, la circunferencia polar es el lugar

geométrico de todos los puntos Q en el plano tal que d,(P,Q) = k.

Con la anterior definicion se puede esbozar la grafica de la curva analizando algunos
puntos basicos o principales, por ejemplo, aquellos que satisfacen la condicion de
equidistancia polar dada linealmente y luego angularmente. Para ilustrar esta situacion se
considerara un punto P(p, 8) arbitrario y un nimero real k tal que sea menor que la distancia

lineal entre el polo y P, es decir k < |p|.



Por ejemplo, considere el punto P (5, g) y el numero real k = 2. Con lo anterior se

obtienen que los puntos que satisfacen la condicion de la circunferencia polar, unicamente,

de forma lineal son aquellos puntos Q tal que d,,(P, Q) = 2. Es decir:

Aplicando la definicion de valor absoluto se tiene

Como los puntos de interés se establecieron considerando unicamente la distancia

lineal, quiere decir que estos puntos son colineales con el polo, es decir que estos puntos

pertenecen al OP como se muestra en la Figura 16. Por lo tanto, la distancia angular de los

puntos Q y el punto P es equivalente. De lo cual se obtiene que los puntos Q, (3,2) y

Q> (7, g) pertenecen a la curva equidistante para P (5, g) yk=2.



/' p=o

Figura 16. Primeros puntos de la circunferenica polar

Luego, analizando Unicamente los puntos cuya distancia angular satisfacen la

condicion de la curva equidistante, es decir d,, (P, Q) = 2, se obtienen que:
s
d,(P,Q) = |§— 6| =2

Aplicando la definicién de valor absoluto se tiene

Como los puntos de interés se establecieron considerando unicamente la distancia

angular, quiere decir que estos puntos son cociclicos con P. Por lo tanto, la distancia lineal

de los puntos Q y el punto P es equivalente. De lo cual se obtiene que los puntos Q5 (5,% + 2)

y Q, (5,% — 2) pertenecen a la curva equidistante para P (5, g) y k = 2 como se ilustra en

la Figura 17.



Figura 17 Puntos principales circunferencia polar

Los cuatro puntos determinados anteriormente cumplen con la condicion dada, pues

cada uno de estos puntos dista polarmente 2 del punto P.

Determinar todos los puntos que pertenecen a la circunferencia polar para el punto P
y el numero real k dados, de forma algebraica no resulta ser una tarea de solucion inmediata
como en los casos anteriores, pues se deben considerar ahora puntos que no son colineales ni

cociclicos. Es decir, tales puntos se obtienen determinando todos los valores para p y 8 que
satisfacen la expresion d, (P, Q) = |5 — p| + |§ — 6. Asi que para ilustrar la circunferencia
polar se ha implementado el software de geometria dindmica GeoGebra con el cual se puede

visualizar en la Figura 18 el rastro punto a punto de la curva que se genera al considerar

diferentes distancias angulares



Tabla 6 Rastro de distancias angulares

Por lo tanto, dado el punto fijo P (5,%) y el real positivo k = 2, la representacion

grafica de los puntos Q en el plano tal que d, (P, Q) = 2 esta dada en la Figura /9.

. . S . T
Figura 18: circunferencia polar con centro en (5,5)

Como se puede evidenciar, el lugar geométrico obtenido bajo la definiciéon de

circunferencia euclidiana usual resulta, bajo la métrica establecida para el sistema de



coordenadas polares, en una especie de medialuna para el punto P y distancia k dados. Sin
embargo, modificando los valores de P y k se obtienen variaciones de esta curva. En la 7Tabla
6. Se presentan algunos ejemplos con puntos y distancias diferentes con el fin de vislumbrar

los lugares geométricos que se pueden obtener bajo la misma definicion.

Tabla 7: Lugares geométricos de curvas equidistantes
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A partir de estos ejemplos, se observa que con la definicion de circunferencia y la
distancia polar el lugar geométrico generado tiende a ser dos corazones entrelazados cuya
distancia disminuye cada vez mas a medida que la distancia lineal p del punto P es cada vez
mayor. Ahora, un analisis similar se puede realizar con otros tipos de curvas que usualmente
estén definidos a partir de distancias entre puntos. Por ejemplo, se podria analizar qué lugares
geométricos se generan empleando la distancia polar en lugar de la distancia euclidiana a

partir de la definicion de otras conicas como elipses o hipérbolas. Sin embargo, estos analisis



exceden los intereses de este trabajo el cual pretende estudiar algunos objetos del analisis real

mas alla de las representaciones geométricas de algunos objetos en particular.



CAPITULO III: ALGUNAS FUNCIONES EN EL SISTEMA DE
COORDENADAS POLARES

“El concepto mas importante de todas las matematicas es,
sin dudarlo, el de funcion” - Spivak
En este capitulo se estudiaran algunas familias de funciones reales y se analizaré su
representacion grafica en el sistema de coordenadas polares tratando de identificar
significados asociados a ciertas propiedades o comportamientos de las curvas. Para ello, se
emplearan las definiciones usuales de los conceptos de funcidon, dominio, rango, imagen,
variable dependiente, variable independiente. Para profundizar, se puede revisarse Spivak,

Mufioz, Apostol, entre otros.

Particularmente, se trabajara con funciones reales en donde la variable independiente
sera 6, p sera la variable dependiente y el dominio de la funcion serd un subconjunto de los
numeros reales. De esta forma, bajo la definicion de funcidn se tiene que, si 8 estd en su
dominio, entonces existe una Unica imagen p = f (). Asi, la grafica de la funciéon f en un
sistema de coordenadas polar sera el conjunto de todas las parejas de la forma (p, 8), con
p = f(0). Vale la pena mencionar que, en el estudio usual de la representacion grafica de

una funcidn en un sistema de coordenadas cartesiano, el orden de la pareja ordenada cambia.

Ahora bien, dentro del conjunto de funciones reales, existen diferentes clases como
funciones polindmicas, racionales, exponenciales y trascendentes entre otras; sin embargo,
con el propodsito de dotar de significado y entender de mejor forma la relacion entre la
expresion analitica o algebraica y la representacion grafica, comenzaremos trabajando con

funciones polindmicas. Recordemos la definicion de funciones polindmicas



Funciones Polindmicas

Se definen las funciones polinémicas reales como aquellas funciones f para las cuales

existen nimeros reales ay, a4, ..., a, tal que
F(0) = anb™ + an-10™1 + ap_,0™2 + - + a,0% + a,0* + aq
para todo 6 en R.

La potencia mas alta de 8 con coeficiente distinto de cero recibe el nombre de grado
de f. Por ejemplo, de las curvas abordadas en el primer capitulo, se puede concluir que la
espiral de Arquimedes, cuya expresion algebraica es de la forma p = af, es una funcion

polindmica de grado 1; la cuadratriz de Hipias, cuya expresion algebraica es de la forma

26 . . . . .
= — 510 corresponde a una funcién polindmica; y la circunferencia centrada en el origen
TTS1

de radio a, cuya expresion algebraica es de la forma p = a, es una funciéon polinomica de

grado 0, o también conocida algebraicamente como funcion constante.

Funciones Constantes

La primera familia de funciones y una de las mas simples es la de funciones constantes con
dominio todos los nimeros reales. Puntualmente, las funciones reales constantes son aquellas

de la forma p = f(6) = a, donde a es un ntimero real cualquiera.

Dado que en la expresion algebraica no interviene la variable independiente 6,
entonces el valor de la distancia lineal p no varia en funcion de la distancia angular 8. Esto
quiere decir que a todos los puntos del plano que satisfacen la funcién les corresponde la
misma distancia lineal sin importar el valor de la distancia angular. De ahi, se infiere que su

representacion grafica en un sistema de coordenadas polares es una circunferencia centrada



en el polo y con radio |a|. Para realizar esta y las siguientes representaciones de funciones
polares se ha empleado el software de geometria dinamica GeoGebra el cual se puede

configurar para representar curvas en el plano polar (ver Anexo A).

Tabla 8: Ejemplos de funciones constantes.

A pesar de que la funcidn constante sea algebraicamente la mas simple de las
funciones polindmicas, esta funcién y su grafica poseen algunas caracteristicas muy
interesantes que pueden ser utiles en el estudio de funciones (polindémicas o no) de mayor

complejidad:

e Lafuncion p = a representa en el plano polar una circunferencia de radio |a|
centrada en el polo.

e La funcién p = 0 representa en el plano polar un solo punto, el polo.

e Para cada uno de los puntos de la circunferencia de una funcién constante no
existe una, sino infinitas parejas ordenadas asignadas a tal punto que

satisfacen la funcion.



En relacion con el tltimo item se puede observar que mientras que en un sistema
cartesiano a cada punto P de una curva en el plano le corresponde una tinica pareja ordenada
(x,y) que satisface f(x) = y, en un sistema de coordenadas polares esto no se da ya que a
cada punto P de una curva en el plano polar le pueden corresponder mas de una (e incluso

infinitas)® parejas ordenadas (p, 8) que satisfacen la funcion.

Por ejemplo, dada la funcién constante p = 10, para el punto con coordenadas
(10, ) que pertenece a la grafica de la funcion se tiene que la pareja (10, 37). es equivalnete

a la anterior y también satisface que f(3m) = 10.

Funciones Polindmicas de Primer Grado

Las funciones reales polindmicas de primer grado (o simplemente funciones de grado
1 o de primer grado) son todas aquellas que se pueden representar algebraicamente como

p=f(@)=al +b,con a,b € Rya+0

Como ya se ha observado a lo largo del presente trabajo, una familia de curvas que
cumple la propiedad de ser funciones de grado 1 son las espirales de Arquimedes, pues su
representacion algebraica es de la forma p = a@, siendo a constante. Por ejemplo, la funcion
p = 20 graficamente representa la una espiral de Arquimedes si consideramos el 8 positivo.

Pero al ser una funcion la grafica comprende valores de 6 € R.

® Remitirse a coordenadas equivalentes del presente capitulo.



Tabla 9: Ejemplo p = 20 y su relacion con la espiral de Arquimedes

p=26,cond =0 p=20,conf eR

Dada la construccion de las espirales de primer grado’, para facilitar la visualizacién y estudio
de las mismas, se debe restringir la ventana de visualizacion con algin intervalo segiin
corresponda. Esto no significa que se esté restringiendo el dominio de la funcion. Por

ejemplo, en las graficas anteriores se considerd una ventana de visualizacién para

0 € [—4m, 4.

Vale la pena resaltar que cuando se trabajé en la seccion sobre la Espiral de
Arquimedes, tinicamente se tom6 como dominio R* ya que tanto la distancia lineal como la
distancia angular se tomaban como nlimeros reales positivos. Asi, para analizar con mayor
facilidad este tipo de funciones, vale la pena primero trabajarlas con dominio en los reales
positivos y luego pasar al dominio negativo e incluso a todo el dominio de la funcion R. Por
ejemplo, en la siguiente grafica se presentan dos funciones reales con dominio positivo y

ventana de visualizacion [0,57].

" Las graficas de las funciones de grado 1, funciones de primer grado o funciones de primer orden se
nombraran espirales de grado 1, espirales de primer grado o espirales de primer orden.



Tabla 10: Ejemplo funciones de primer grado con dominio positivo

p =20 p=-30+2

Una de las primeras observaciones que podemos realizar para funciones de primer
orden es que al construir un rayo que parte del polo, este rayo interseca a la curva en infinitos
puntos; por ejemplo, al graficar la funcion p = 26 y un rayo cualquiera se obtiene la siguiente

representacion.

figura 19: Interseccion p=20y un rayo cualquiera.



Estas intersecciones tienen una particularidad y es que sin importar el rayo (que parte
del origen), la distancia entre dos puntos de interseccion consecutivos en el rayo es constante.

Esta observacion motiva las siguientes definiciones.
Definicion puntos consecutivos

Dada una funcion p = f(0) se dice que dos puntos P y Q son puntos consecutivos si

y solo si Py Q son colineales y la distancia angular entre los puntos es 2.
Definicion amplitud de espiral

Dada una funcion de primer orden, se denomina amplitud de la funcion a la distancia
entre dos puntos consecutivos de la espiral de primer orden.
. 5 .,
Por ejemplo, los puntos (TL’, g) y (57‘[, 7”) pertenecen a la funciéon p = 26 y son

colineales con el polo. Asi, la distancia entre estos puntos es |T — 57| = 47 y por lo tanto la
amplitud de p = 20 es 4m. En general, dada una funciéon de primer grado de la forma
f(6) = ab + b y los puntos consecutivos (f(8,),0,) y (f(0; + 2m), (6, + 2m)), se tiene
que la amplitud de f se puede determinar como la diferencia entre la distancia lineal de los

puntos dados.
£ (61 + 2m) — f(6,)]
|[a(6, + 2m) + b] — [ab, + b]|
= |af; + 2am + b — ab; — b|
= |2amn|

= |a|2n



Asi, se observa que la amplitud de una espiral depende de a; ademas, este nimero

puede calcularse empleando cualquier par de puntos de la espiral.
Definicion coeficiente de amplitud

Dada una funcion de primer grado f(0) = a8 + b se denota el coeficiente principal

a como coeficiente de amplitud de la espiral correspondiente a la funcion.

Teorema dos puntos coeficiente de amplitud

Dados cualquier par de puntos de una funcién de primer orden p = af + b, el
coeficiente de amplitud es igual al cociente entre la diferencia de las distancias lineales y la

diferencia de las distancias angulares de tales puntos
Demostracion

Considere dos puntos cualesquiera en la funcién p = a8 + b, P(p1,01) y Q(p2,62),

entonces

p2—p1 _ab+b—(ab; +b)
0, — 0, 0, — 6, -

mQED

Es decir que con dos puntos de una funcion de primer grado se puede determinar la
amplitud de la misma espiral. Para ello basta con hallar el coeficiente de amplitud a en

valor absoluto y luego multiplicarlo por 2.

De lo anterior vale la pena preguntarse, si se tienen dos puntos cuales quiera en el
plano polar, ;existe una funcidon de primer grado que los contenga? y si tal funcion existe /es

unica? La respuesta a estas preguntas se obtiene analizando dos casos, uno donde los puntos



no son cociclicos y otro donde los puntos son cociclicos; los cuales se presentaran a

continuacion.

Teorema dos puntos - espiral

Dados dos puntos en el plano polar P(p,, 0;) y Q(p,, 6,) existe una tnica funcion de

primer grado a la cual pertenecen los puntos P y Q.

Demostracion

Ya se ha evidenciado que una de las caracteristicas principales de las funciones de
primer grado es la amplitud que esta determinada por cualquier par de puntos de la funcién.
Asi, por el teorema anterior (teorema dos puntos coeficiente de amplitud), para P 'y Q, el
coeficiente de amplitud de la funcion de primer orden f(8) = a6 + b que los contiene esta

dado por

P2 — P
0, — 6,

a =

Ahora, para calcular el término independiente de la funcion b se observa que, se deben

satisfacer las siguientes igualdades

p1=a91+b

p2=a92+b

Ahora, sin pérdida de generalidad, se puede despejar el valor de b en cualquiera de

las dos igualdades

b=p; —ab,



Con lo cual se obtiene que dados dos puntos P(p4, 61) y Q(p,, 8,) existe una funcion

de primer grado de la forma f(0) =af + b, con a = % y b =p; —aby, que los
27V1
contiene.

Ahora, veamos por contradicciéon que tal funcidén es unica. Supongamos que los
puntos P(p4,60;) y Q(p,, 0,) pertenecen a dos funciones de primer grado. Por el teorema dos
puntos coeficiente de amplitud, el coeficiente principal de la funcién a es unico. Por lo cual,

pOdemOS suponer que los puntOS P y Q pertenecen a laS ﬁlnCiOﬂeS
f1(60) =ab + by
fz (9) = a9 + bz

Tal que b, es diferente de b,. Ya que por hipotesis las funciones f; y f, son funciones

de primer orden a las que pertenecen los puntos Py Q se cumple que
f1(61) = py = ab, + b,
f2(81) = py = aby + b,
De lo cual, despejando los términos independientes by y b,, se tiene
by = p; —ab,
b, = p; —ab,
de donde, por transitividad, b; = b,. Y esto es contradictorio a la hipotesis inicial.
mQED

Ahora bien, conociendo que el coeficiente principal de una funciéon de primer orden

permite definir la amplitud, graficamente, ;qué significado tiene el coeficiente b? Para dar



respuesta a esta pregunta, podemos analizar la relacién que existe entre dos funciones de

primer orden con el mismo coeficiente principal.

Familia de espirales con igual amplitud

Para comenzar el andlisis, suponga que tenemos dos funciones de primer grado cuya

amplitud es igual, pero con término independiente diferente, por ejemplo

£(6) =560 +1

£,(6) =56 +7

La representacion grafica de estas funciones se presenta a continuacidon con una

ventana de visualizacion del dominio en el intervalo [—5m, 57].

Tabla 11 funciones grado 1 diferentes con amplitud equivalente.

f1(0) =56 +1 £,(0) =50 +7

Ahora, con el proposito de visualizar de mejor la relacién entre funciones de esta

familia, podemos tomar dos funciones con dominio R*, como se observa en la tabla 11.



Tabla 12 funciones grado I diferentes con amplitud equivalente con 6 € R*.

f1(0) =560 +1 f2(0) =560 +7

Claramente las funciones tienen representaciones diferentes, y si se evalua cada
funcion en 6 = 0, se observa que b representa la coordenada de un punto de corte de la
funcién con el eje polar. Sin embargo, es claro que algebraicamente se puede transformar una

funciodn a partir de la otra simplemente sumando un valor constante 6, asi, por ejemplo

f2(0) = f1(6) + 6

=50+ 1+ (6)

=50+7

Pero geométricamente ;qué otro significado tiene tal transformacion? Observando las
graficas de las funciones presentadas, se pude concluir que al adicionar un valor cualquiera

a una funcion de grado 1, la espiral obtiene una transformacion de rotacion.

Por lo tanto, dos funciones de primer orden diferentes, pero de amplitud equivalente,
corresponden graficamente, a dos espirales tal que al realizar cierta rotacion a una espiral se

obtiene la otra.



Ahora, la pregunta que surge naturalmente deberia ser: si se realiza una adicion en la

variable independiente 6 ;Qué pasa con la funcion?

Para responder a esta pregunta, realizar¢ el trabajo algebraico correspondiente.

Dada una funcién p = a8 + b, realizar una adicion de un valor fijo h en la variable

independiente 8 se obtiene lo siguiente

p=a@+h)+b

p=al +ah+b

p =ab + (ah + b)

Dado que la amplitud a, el termino independiente b y el valor adicionado h son
numeros reales, entonces ah + b también es un numero real. Con lo cual se puede reescribir

la anterior expresion de la siguiente forma.

p=ald+bj,conah+b=>b

Es decir que adicionar un valor en la variable independiente resulta equivalente a
adicionar alglin valor en la variable dependiente. Es decir que también genera una rotacion

en la grafica de la espiral de grado 1.

Dado que las transformaciones obtenidas anteriormente adicionando valores fijos a p
y 6 generan rotaciones de la espiral de primer grado con respecto al polo y que la variable 0
representa la distancia angular en el sistema de coordenadas polares, se puede enunciar el

siguiente teorema.



Teorema espiral — rotacion

Dadas funciones de grado 1 e igual coeficiente de amplitud f(8) = a6 + b, y

h(8) = ab + b, tal que b, — b; = k entonces la segunda funcion h equivale a una rotacion

: . k.. . .
de la primera funcién f de - radianes en sentido horario.

Demostracion
Dadas las funciones f(0) = a8 + b, y h(8) = a8 + b,, Entonces existe un valor x el cual
al adicionarlo a la primera funcion f en la variable independiente da como resultado la

segunda funcidn h. Algebraicamente esto significa que
a(@ +x)+ by =ab + b,

Ahora basta con despejar el valor x para determina cual es la rotacion realizada en la

espiral.
a +ax+ by =ab + b,

ax=b2_b1

Il
R‘

ax

Por lo tanto, al rotar S (con k = b, —by) la grafica de la primera funcién

f(8) = af + b; se obtiene la segunda funcion h(8) = ab + b,.

mQED



Ejemplo:

Para este ejemplo retomare dos funciones ya presentadas y graficadas anteriormente.

Sean las funciones f1(6) =50 + 1y f,(0) =50 + 7.

Se tiene que k = b, — b, en este caso k = 6. Con lo cual podemos aplicar la rotacién

k_ 6 . .
~=:a la primera funcion

f1(9+g)=5(9+§)+1

6

6

Con lo cual, efectivamente, se obtuvo la segunda funcion f,(6) = 56 + 7.

En este punto es pertinente hacer una pausa para relacionar los resultados obtenidos
hasta el momento con aquellos que ya se conocen. Por ejemplo, es posible establecer
comparaciones entre el sistema de coordenadas polares y el sistema cartesiano tradicional,
con el cual el lector puede estar mas familiarizado. Como se ha evidenciado, al tratarse de
una funcion de primer grado, si se adiciona alglin valor a la variable independiente 8 o a toda
la funcion f(6), se obtiene como resultado una nueva funcion de primer orden cuya
representacion grafica en el sistema de coordenadas polar corresponde a una rotacion de la
grafica de la funcidn original. De igual manera, si observamos la representacion grafica de
funciones de primer orden en el plano cartesiano usual, las cuales corresponden a rectas,
alguna transformacion de la misma naturaleza genera una traslacion de la recta. De este

modo, puede considerarse analogo que, independientemente del sistema de representacion, a



partir de cualquier funcion de primer orden es posible obtener otra funcién del mismo tipo y
con el mismo coeficiente principal; lo unico que varia es el significado de la transformacion

segun el sistema de coordenadas empleado.

Caracteristicas de la espiral de primer grado

Ramas de la espiral

En los ejemplos abordados en la seccion anterior se han estudiado funciones de primer
grado limitando su andlisis al subconjunto del dominio de los reales no negativos; esto
permitio analizar de mejor forma las propiedades enunciadas. Sin embargo, si se definen tales
funciones sobre todos los reales, es posible distinguir dos ramas de la espiral. Puntualmente,
llamaremos la rama positiva de la espiral al conjunto de puntos (p, 8) de la curva tales
que 6 € (0,0), y la rama negativa de la espiral al conjunto de puntos (p, @) de la curva
tales que 6 € (—0,0) y al punto que separa las ramas lo llamaremos origen de la espiral.
En la 7abla 12 se tiene la representacion de varias funciones de primer orden en donde la
rama positiva aparece de color azul y la rama negativa de color rojo. Teniendo en cuenta lo
anterior, cabe destacar que el origen de la espiral es colineal al eje polar, lo cual, aunque
puede parecer trivial no deja de ser importante, pues este punto se obtiene, en la funcion, para

el valor 8 = 0, y naturalmente pertenece a la recta que contiene al eje polar.



Tabla 13 Espirales de primer grado

\\”\.__ oo
/ = P =~ N
/ . : /,' \:
| / ——:, ||"’I - '
BT |
1 ’/’v ‘\“
- \\ /|
& N g
p=360-2 p=—-60+5




Por otro lado, dada una funcion de primer grado f(6) = a@ + b, se sabe que el origen
de la espiral tiene una distancia lineal b del polo y que su amplitud |a|2m representa la
distancia lineal entre dos cortes consecutivos de la espiral y cualquier rayo con origen el polo,
en particular el eje polar. Con esto se obtiene que el siguiente punto de interseccion de la
rama positiva de la espiral y el eje polar estd a una distancia 2Zam del origen de la espiral en
el sentido del rayo 0B. Es decir, la espiral finaliza su primera vuelta, partiendo del origen de
la espiral,en F (b + 2am, 21 ). (ver Figura 21) y que en general la rama positiva de la funcion

interseca al eje polar en los puntos de la forma (b + 2akm, 2km) con k natural.



F (h+2am)

B (b,0)

figura 20: Cortes espiral grado uno con el eje polar

Ahora si analizamos la espiral de la Figura 2/ partiendo de su origen B hacia el final
de su primera vuelta en F, es claro que existe otro corte con la recta que contiene al eje polar,
a saber, el punto X. Este punto se encuentra a mitad del recorrido de la espiral. Es decir que
las coordenadas del punto X se pueden determinar facilmente adicionando a b (la distancia
del polo a el origen de la espiral) la mitad de lo que dista el origen de la espiral con el final
de la espiral (en su primera vuelta), es decir am. Por lo tanto, se obtiene la coordenada
X(am + b, ). Ahora, se sabe que el punto X tiene como dista b + am del polo O pero se
puede observar graficamente el punto X naturalmente esta ubicado en el rayo opuesto al eje

polar, es decir que su distancia lineal se le puede asignar también —b — am.

Por lo tanto, ya resulta facil determinar todos los cortes que tiene la espiral con el eje
polar (y su proyeccion en el rayo opuesto). Ya que cada par de cortes consecutivos se

encuentran a distancia 2am. En el sentido del eje polar, partiendo del origen de la espiral B



con distancia lineal b.Y en el sentido opuesto al eje polar, partiendo de X con distancia lineal

—b — am.

Cabe aclara que los cortes que se obtienen partiendo de B tienen distancias angulares
de la forma (2k)m. Mientras que los cortes que se obtienen partiendo de X tienen distancias

angulares de la forma (2k + 1)m. Esto para todo k entero.

Ejemplo: sea la funcion f(6) = 260 + 5.

Se sabe que el origen de la espiral esta en el punto B(5m,0), y que también tiene
corte (en la proyeccion del eje polar) en X (7m, m). Y que a partir de estos puntos B y X los
siguientes cortes estan cada 41 unidades. En la siguiente tabla se determinan algunos cortes

consecutivos partiendo de B y X respectivamente.

Tabla 14 cortes de la funcion f(0) = 26 + 5m con el eje polar.

B(5m, 0) (9, 2m) (13w, 4m) (17m, 61) (21m, 8m) (25m,10m)

X(7m, ) (11m, 3m) (15m, 57) (197, 7m) (23m, 9m) (27w, 11m)

De esta forma se observa que los puntos de corte de la rama positiva de la funcion
p = 260 + 5m, se convierten en herramientas para esbozar su grafica. En cada una de las
siguientes figuras se indica la ventana de visualizacion de acuerdo con el intervalo del

dominio.



\///

Figura 21 f(9) = 26 + 57, con 8 € [0,27] Figura 22 f(0) = 26 + 5m, con 6 € [0,57]

Figura 23 f(0) = 26 + 57, con 6 € [0,117]
Ahora, con la informacidon que se conoce de la espiral de grado uno, se puede
generalizar los puntos de corte del con el eje polar o el rayo opuesto y asi poder bosquejar y

analizar la curva en cualquier intervalo de su dominio.

Dado que para una funcion de primer grado de la forma p = a@ + b se sabe que el
origen esta en B(b,0) y que a partir de este punto se pueden determinar todos los demas
cortes con el eje polar, se obtiene la siguiente informacién respecto a la distancia lineal de

cada corte.



Tabla 15 Cortes de la espiral en direccion al eje polar.

Punto de corte B F, F, F3

Distancia lineal b b + 2an b + 4amn b + 6am
Tabla 16 Cortes de la espiral en direccion opuesta al eje polar.

Punto de corte B X X, X3

Distancia lineal b —b —an —b — 3am —b — bam

Dada la naturaleza de la espiral y su construccion, en la rama positiva que se esta
analizando, los puntos de corte, partiendo del origen con el eje polar, se encuentran a lo largo
de la espiral en el siguiente orden: B, Xy, Fy, X,, F,, X3, F3 y asi sucesivamente. Para esta
nueva sucesion, denotaremos los cortes con el eje polar como Cj, donde k representa la
posicion del punto en la sucesion o también se puede entender como el k — ésimo corte de

la espiral con el eje polar.

Ya que el punto B(b,0) corresponde justamente con el origen de la espiral, en la
notacion de cortes Cy, este sera denotado como €. Por lo tanto, con base en la sucesion de
cortes obtenida, se puede determinar que el k — ésimo corte de la espiral C; con el eje polar

tiene distancia lineal (—1)¥(b + kar), para todo k natural.

Ahora, podemos analizar lo correspondiente a la rama negativa. Es decir,

determinar en qué puntos la rama negativa corta a la recta que contiene al eje polar. Para ello
tenemos en cuenta que para esta rama 8 € (—o0,0), y que, partiendo del origen de la espiral,

el punto (b, 0), pero siguiendo la trayectoria en el sentido de las manecillas del reloj, tenemos



que, al realizar la primera vuelta de la espiral, en la rama negativa, esta finaliza en el punto

E(b — 2am, —2m).

A partir de ahora, todo el razonamiento es anadlogo a lo realizado en la rama positiva

de la espiral, pues en la rama negativa, también debe existir un corte entre la espiral y el eje

polar. Tal corte debe estar en el rayo opuesto a BE, es decir en sentido al eje polar, y se debe
encontrar a mitad del recorrido angular, es decir en el d&ngulo 8 = —m y a su vez conservar
una proporcionalidad en la distancia lineal de acuerdo con el recorrido realizado. Por lo tanto,

tal corte se encuentra en el punto Y cuya distancia lineal es —b + am.

Con lo anterior se pueden obtener todos los puntos de corte de la espiral con la recta

que contiene al eje polar partiendo del origen de la espiral B(b, 0). En el sentido opuesto al
eje polar, es decir sobre el BE se tienen puntos de distancia lineal b — 2ar, b — 4am, b —

6am, b — 8am y asi sucesivamente. En el sentido al eje polar, es decir sobre el BY, se tienen
que puntos de corte tienen distancia lineal —b + arm, —b + 3an, —b + 5am, —b + 7an 'y

asi sucesivamente.

Para ejemplificar este resultado, se tomard como ejemplo la misma funcion

presentada para los cortes de la rama positiva: p = 26 + 5m.
En esta funcion se obtienen los siguientes puntos de corte en la rama negativa:
Co(5m,0),C_,(3m,—m),C_,(—m,—2m),C_5(—m, —3m), C_4(—3m, —4m), C_s(—5m, —5m),
C_¢(—=7m,—61m),C_,(—9m, —71), C_g(—11m, —81)

Se puede verificar tales resultados graficando la funcién con una ventana de

visualizacion para 6 € (—8m, 0]:



Figura 24 rama negativa funcion p = 260 + 5.

Es decir que, para la rama negativa, se obtiene un resultado andlogo a la rama
positiva. Y asi se puede generalizar una expresion para determinar todos los cortes de la

espiral de grado uno. Por lo tanto, se puede enunciar el siguiente teorema.
Teorema cortes espiral grado uno

Dada una funcion de primer grado de la forma p = a8 + b, su grafica corta a la recta
que contiene al eje polar en infinitos puntos. El k-esimo corte C;, de la espiral con el eje polar

tiene distancia lineal (—1)*¥(b + kam), para todo k entero.

La demostracion del teorema enunciado se encuentra implicita en los razonamientos

realizados anteriormente.

Interseccion con la espiral

Como se pudo evidenciar anteriormente, se han estudiado las intersecciones de la
espiral de primer grado con la recta que contiene al eje polar considerando las dos ramas,

llegando a graficas como la que se muestra en la Figura 26.



Figura 25 Ejemplo grafica funcion p = 6 + 1.
Como se puede ver, este tipo de espirales presentan, aparte de las infinitas
intersecciones con la recta que contiene al eje polar, algunas intersecciones consigo misma.

Estas intersecciones seran denominadas nudos de la espiral.
Definicion: nudo de la espiral

Decimos que un punto de una funcidon f es un nudo si y solo si los puntos de

coordenadas diferentes (f(6,),61) y (f(6,), ;) son puntos de coordenadas equivalentes®.

Para determinar los nudos que tiene una espiral de primer grado empezaremos por
determinar el nudo més cercano al polo. Como ya se menciono anteriormente, las funciones
de grado uno, siempre pasan por el polo. Asi que al ser este un punto caracteristico de todas
las espirales de grado uno (sin importar su amplitud u origen), resulta un punto de partida

apropiado para determinar los nudos de estas funciones.

8 En la primera parte del capitulo ya se ha definido coordenadas equivalentes.



Para comenzar el andlisis, se determinan los nudos de la funcion f(6) = 6 cuya

grafica aparece en la Figura 23.

Figura 26 Grdfica funcion p = 6, con 6 € [—2m, 21|
Como se puede observar, graficamente, el nudo mas cercano al polo es el punto N.
Se pude afirmar que N es un nudo ya que en la grafica se observa que N pertenece a la rama
negativa de la espiral y a su vez pertenece a la rama positiva. Y como los intervalos donde
estan definidas cada una de las ramas son disyuntos, naturalmente existen dos coordenadas

diferentes que son equivalentes.

El Teorema Punto — infinitas coordenadas indica que si un punto tiene coordenada
de la forma (p, 8), entonces también tiene infinitas coordenadas equivalentes de la forma
(p, 0 + 2km) o de la forma (—p,0 + (2k + 1)m) para todo k entero. Ya que se esta
abordando una funcion (en este caso de grado 1) entonces si el punto de coordenada (p, 6)
pertenece a la funcidn, entonces es imposible que cualquier punto de la forma (p, 8 + 2km)
también pertenezca a la funcion. Esto se obtiene automdaticamente de la definicién de

funcion de primer grado.

Es decir que el nudo N que se esta determinando en la funcion p = 6 tiene

coordenadas equivalentes de la forma (p4, 6;) y (—py, 61 + (2k + 1)), para algun k entero.



Por otro lado, se puede determinar el o los valores del angulo 6, en el intervalo [0, 2] para
los cuales hay nudos empleando las expresiones de la funcion que satisfacen las parejas

ordenadas.
p1 =061
—-p1 =0+ 2k+ 1)
Sustituyendo la expresion de p; de la primera igualdad en la segunda se obtiene
—0,=0;+2k+ Dm
—20; = 2k+ D

3 (Zk+ Dm

91= >

Sin pérdida de generalidad, suponiendo 6; positivo, los Unicos valores k para los

cuales 6, pertenece al intervalo dado son k = —1 0 k = —2. Entonces se tienen dos opciones

T 3w .
0, = 50 0, = ~ respectivamente.

, 3w 3 .
Asi, el punto N puede tener como coordenadas (g,g) 0 (g,f) Graficamente se
puede determinar que la coordenada que satisface el nudo N, el cual se estaba determinando,

es (g, g) Y esta coordenada pertenece a la rama positiva. Luego la coordenada equivalente

. s VA
en la rama negativa es (— - E)'

A pesar de que se obtuvo otro valor angular que corresponde a un nudo en la espiral,

3m 31 ’ .
(7, 7), vale la pena recordar que el nudo que se pretendia encontrar es el mas cercano al

polo. Por lo tanto, se afirmé inmediatamente que el nudo N se encuentra en (g, g)



Pero el siguiente valor encontrado no sera descartado, pues efectivamente se tiene

3m 3m . .y 3 3m
otro nudo en el punto (?, ?) cuya coordenada equivalente en la funcion es (— ~ ?).

Como se muestra a continuacion:

Figura 27 Nudos en la funcion p=0 con 0€[-2r,2x].
A partir de estos nudos se pueden determinar todos los demas nudos que existen en la
espiral. Pues todos estos nudos se encuentran sobre la misma recta, y cada par de puntos
consecutivos que sean nudos de la espiral conservan una distancia determinada por la

amplitud de la espiral.

Realizando un razonamiento andlogo, podemos determinar las coordenadas de los

nudos para una espiral cuya funcion sea de la forma p = a8 + b, pues se debe cumplir que
pp=ab; +b
—py=a0,+Rk+ 1)+ b
Sustituyendo el valor de p; de la primera igualdad en la segunda, se obtiene

—(ab; +b)=a0,+ 2k +1)m)+b



—ab; —b=ab, +ak+ 1)n+b

—2a6; = a2k + 1) + 2b

Rk+1)m b
0, =———F——-—
2 a
Ahora, 6; es un valor en funcion de b, a y algun k entero. En particular para k = —1

8 ls

. . . . s
se obtiene que los nudos en la espiral de primer grado son colineales a la recta 6 = o

., . b
Por lo tanto, para una funcién de grado uno p = a8 + b, existe unnudo en 8 = % -

y se encuentra a distancia p = %ﬂ del polo. Con esta coordenada resulta facil, dadas las

caracteristicas de la espiral, determinar muchos mas nudos.

Dado que no se pudo determinar con exactitud el primer nudo sobre la rama positiva

de la espiral, se tomard como punto de referencia el nudo encontrado anteriormente:

amr b

(7, 5~ ;). Este serd denotado como Nj. A partir de este punto se sabe que, sobre el ON,,

existen infinitos puntos de la espiral que intersecan tal rayo. Adicionalmente como el punto

ar mw b . . . . .
Ny (7, e ;) es un nudo, quiere decir que existe otra coordenada equivalente que satisface

. b b .
la funcién y esta es (— %, —% - Z)' Luego, para N, (az—n,g - E) se tienen todos los puntos

de la forma (az—n + Zkarr,g — S + an), con k entero, que pertenecen a la espiral y al ONy. A

b .
su vez, para N, (az—”,g—z) se tiene que todos los puntos de la forma

(az—n + 2karm, g — Z + 2kn), con k entero, también pertenecen a la espiral y al rayo. Es decir

que tales puntos también son nudos de la espiral por definicion.



Antes de llegar a la generalizacion de los nudos, se puede observar que los nudos se
han determinado con expresiones y regularidades andlogas a las vistas al estudiar los cortes
de la espiral con la recta que contiene el eje polar. La diferencia, aparte del angulo del rayo
que determina los puntos, es la distancia lineal del punto inicial. Para los cortes con el eje

polar el punto de partida es el origen de la espiral B1(b, 0) y para los nudos de la espiral el

: , b
punto de partida es el nudo mas cercano al polo N, (%,g - Z)'

Asi, se tiene que los nudos de la espiral se encuentran en las coordenadas de la forma

k b .
((—1)" (%ﬂ + karr) , @ ;1)7: — E)’ para todo k entero. Estos puntos generan una sucesion

cuyo primer elemento es el nudo mas cercano al polo. Asi, se presenta el siguiente teorema.

Teorema nudos espiral de primer grado.

Dada una funcion de primer grado de la forma p = af@ + b, la espiral de primer grado

tiene nudos en los puntos de la forma Ny ((—1)" (az—” + kan’),&k;l)” —S

) para todo k

entero.

Funciones Polinomicas de Segundo Grado

Las funciones de segundo grado son aquellas funciones polindémicas tal que la
variable independiente de mayor grado es 62, es decir son aquellas funciones de la forma
f(6) =ab?+bO +c, con a+ 0. Es interesante observar que, a partir del recorrido
histérico realizado, no se han encontrado curvas que correspondan a funciones de segundo

grado.

Hay que tener en cuenta que a pesar de usar las mismas letras para los coeficientes de

las funciones de segundo grado y las de primer grado, no debe confundirse su significado.



De manera similar al razonamiento realizado para funciones de primer grado, nos interesa
determinar qué significado tienen los coeficientes de una ecuacion de segundo grado, es decir
qué relacion hay entre estos coeficientes y algunas propiedades (algebraicas o geométricas)

de la funcién. £(8) = aB? + b8 + c.

Para iniciar el estudio de funciones polindmicas de segundo orden, se presentan
algunas funciones y sus respectivas graficas con una ventana de observacion para valores de

0 que se encuentren entre —2m y 2.

Tabla 17 Espirales de segundo grado.

. o

Grafica funcion p = 62. Grdfica funcion p = 0% + 6 + 1.

Gréfica funcion p = -0% +>. Grdfica funcién p = —26% — 26 —




Las primeras observaciones que se pueden hacer sobre las funciones de grado dos

son:

e Las graficas resultan ser espirales notoriamente diferentes a las de grado uno.

e Al ser una funcion cuadratica, la espiral “se abre” con mayor rapidez. Esto
significa que, con poco aumento angular, la distancia lineal aumenta bastante.

e Las graficas, aparentemente, no comparten invariantes entre si respecto a sus
caracteristicas. Es decir que de acuerdo con los valores que se le asignen a a,
by c la espiral de segundo grado tendra una forma en particular.

e La espiral de segundo grado no siempre contiene al polo. A simple vista
existen diferentes situaciones para cualquier espiral: puede no pasar por el
polo, puede pasar por el polo mas de una vez e incluso parece que puede

acercarse al polo y llegar a ¢él sin atravesarlo.

Estas son las primeras afirmaciones a las que se puede llegar con solo observar
algunos ejemplos de graficas de funciones de segundo grado como las presentadas

anteriormente. A continuacion, se abordaran algunas de estas caracteristicas.

Ramas de la espiral

Dada una funcion de segundo grado, se puede hacer distincion entre los puntos de
esta que pertenecen al intervalo positivo del dominio de la funcién y los que pertenecen al
intervalo negativo del dominio de la funcién. Es decir que al igual que en la funcion de primer
grado, las funciones de segundo grado se pueden analizar a partir de sus ramas positiva y

negativa. Asi, vale la pena introducir y formalizar las siguientes definiciones que generalizan



algunos términos usados en la seccidon anterior para funciones polindmicas de cualquier

grado:

Definicion origen de la espiral

Dada una funcion polinomica de cualquier grado, el origen de la espiral es el punto

para el cual la distancia angular es 0. Es decir, tal punto tiene coordenadas (p(0),0).

Definicion rama de la espiral

Dada una funcion polindmica y su representacion grafica en un sistema de

coordenadas polares decimos que:

- la rama positiva de la espiral son todos los puntos de la espiral para los cuales
6 € (0,).
- larama negativa de la espiral son todos los puntos de la espiral para los cuales

6 € (—00,0).

Dadas las definiciones anteriores, se puede avanzar a uno de los primeros aspectos de

las funciones polindmicas de segundo grado.

Cortes con el eje polar

De manera analoga a lo que se analizo para las funciones de primer grado, las
funciones de segundo grado, por su naturaleza, intersecan a la recta que contiene al eje polar

en infinitos puntos. El primero de ellos, y el cual facilita la identificacion de estos puntos de



corte es el origen® de la espiral, que para una funcién de segundo grado de la forma f(6) =

af? + b0 + c esta dado por el punto B2(c, 0).

A diferencia de la espiral de primer grado, para una funcion de segundo grado los
pares de puntos consecutivos de corte de la espiral con la recta que contiene el eje polar no
tienen la misma distancia. Sin embargo, es natural que exista una regularidad ya que estos
puntos estan definidos a partir de una funcién. Asi, para una funcién de segundo grado, los
puntos de corte de la rama positiva con la recta que contiene el eje polar, en orden y partiendo

del origen de la espiral, son puntos cuya distancia lineal esta dada por:

Tabla 18 Cortes funcion de segundo grado

Punto de corte Co Cy C, Cs Cy

Distancia lineal 0 —(am?® + b + ¢) 4am? + 2bmw + ¢ —(9an? + 3bm + ¢) 16am? + 4bm + ¢

o de forma general, la distancia lineal de cada corte C;, es de la forma

(—1D*(ak?n? + bkm + ¢), para todo k natrual.

De forma similar, si C_j representan el k — esimo corte de la rama negativa de la
espiral con la recta que contiene el eje polar, partiendo del origen de la espiral, se tiene que
a los puntos C_ les corresponde una distancia lineal de la forma (—1)*(ak?n? — bkm + ),

para todo k natrual.

Ajustando algebraicamente las expresiones obtenidas para los cortes de la espiral con

la recta que contiene el eje polar se tiene el siguiente teorema:

% Para indicar que un punto es el origen de la espiral se mantendra la letra B para nombrar tal punto. Esta letra
estard acompafiada de un super indice el cual indica el grado de la espiral que tiene tal punto como origen. Si
el origen de la espiral no presenta un super indice, se asume que es el origen de una espiral de primer grado.



Teorema cortes espiral grado dos

Dada una funcién de segundo grado de la forma f(8) = af? + b8 + ¢, la distancia
lineal del k-esimo corte C}, de la espiral con la recta que contiene el eje polar es de la forma

(—1)*(ak?*m? + bkm + ¢), para todo k entero.

La demostracion del teorema enunciado se encuentra implicita en los razonamientos

realizados anteriormente.

Ejemplo: para la funcién p = —0% — 46 + 3 se tiene que los puntos en los que la
espiral interseca a la recta que contiene al eje polar (con una aproximacion de dos decimales)

son:

e Larama positiva:
C,(19.44,m),C,(—61.61,2m),(C5(123.53,3n), ...
e [Larama negativa:
C_,(=5.70,—m),C_,(—11.35,—2m), C_5(48.13,—3m), C_,(—104.65, —4m), ...

e El origen de la espiral:

Cy(3,0)

Esta informacion, permite obtener algunos puntos de la espiral que ayudan a
bosquejar la grafica de la funcion. En la Figura 29 se presenta la espiral correspondiente con

una ventana de visualizacion para los valores del dominio 8 € [—4m, 47].



Figura 28 Grdfica funcién p = —0? — 46 + 3
Observando la grafica anterior, se identifica un comportamiento interesante en
cercanias al polo, y si se realiza un acercamiento a la grafica generada en GeoGebra (Figura
30), parece que pasara por el polo mas de una vez, lo que significa que esta funcién tiene un

nudo en el polo. Pero ;es esto posible?



Figura 29 Espiral p = —0? — 40 + 3 alrededor del polo.

La funcion de segundo grado y el polo

Para determinar si una funcién de segundo grado tiene un nudo en el polo, como en

el ejemplo anterior, basta con analizar algebraicamente que significa que la curva pase por el

polo. Pues como se puede ver en los siguientes ejemplos (Tabla /7), esto no sucede en todos

los casos:

Tabla 19 funciones de segundo grado alrededor del polo

p=-302+50+4

p=202—-30+4




Al analizar las funciones cuadraticas se identifica que alrededor del polo las graficas

se comportan de alguna de las siguientes formas:

e La espiral tiene un nudo en el polo.
e La espiral no contiene al polo.

e La espiral contiene al polo, pero no tiene nudo en tal punto.
Esto puede verse al examinar la expresion algebraica de la funcion. Puntualmente,

la funcién f(0) = a8? + b + ¢ contiene al polo (genere o no un nudo) si existe
algln 6 real para el cual f(8) = 0, en otras palabras, si existe alguna distancia angular 6
cuya imagen (distancia lineal) es cero. Algebraicamente esto conduce a la ecuacion

cuadratica:
ab?>+b0+c=0

que es equivalente a

5 b c
0c-+-0+—-=0
a a

Y al completar el cuadrado se llega a

b\ b2 ¢
(e+) e

2a - 4a?2 a
De donde
b b?% — 4ac
0 =——
2a 2a

O de forma equivalente



B —b +Vb?% — 4ac

0 2a

Como se puede observar, el resultado obtenido es una expresion que puede resultar
familiar a cualquier lector. Sin embargo, es importante recordar que se esta trabajando en un
sistema de coordenadas polares y no cartesianas. Asi, la expresion obtenida no determina los
cortes con el eje (lo que si ocurre en un sistema cartesiano), sino las distancias angulares para
las cuales la espiral de segundo grado coincide con el polo (en el sistema de coordenadas

polares).

Ahora, si se analiza el discriminante, es decir el nimero real b? — 4ac se cumple una

y solo una de las opciones por ley de tricotomia:

e b®—4ac<0
e b®—4ac=0

e b®—4ac>0

De acuerdo con la opcién que satisfaga el discriminante se determina el

comportamiento de la espiral alrededor del polo:
Caso 1:

Si b? — 4ac < 0 quiere decir que el valor de 8 es un niimero complejo, pero dado
que O corresponde a la distancia angular de cada punto de la espira y se esta trabajando con
base en funciones de variable real en el sistema de coordenadas polares, entonces tal
discriminante implica que no existe valor real para 6 tal que f(8) = 0. Es decir, el polo no

pertenece a la espiral.



Caso 2:

Si b2 —4ac = 0 entonces se obtiene un Unico valor que satisface la ecuacion
i b . b .
cuadratica: 8 = — Py Es decir que f (— Z) = 0 y no existe otro valor para el cual se obtenga

la misma distancia lineal. Por lo tanto, el polo pertenece a la espiral, pero no hay nudo en

este punto.

Caso 3:

Si b2 — 4ac > 0 entonces Vb% — 4ac es un nimero real y por lo tanto se obtienen

: ~b+Vb2—4 -b—Vb2—4 . .
dos valores posibles para 6. 8, = % y 6, = Tac Esto implica que existen

dos valores diferentes para 6 tal que f(6) = 0. Es decir que las coordenadas (0, 8,) y (0, 8,)
pertenecen a la espiral (satisfacen la funcion) y son coordenadas equivalentes para el polo.

Por lo tanto, la espiral tiene un nudo en el polo.
De esta forma se enunciar el siguiente teorema.
Teorema funcion de segundo grado — polo
Dada una funcién de segundo grado de la forma f(8) = a8? + b8 + c:

1) Si b? — 4ac < 0 entonces la espiral no contiene al polo.
i) Si b? —4ac = 0 entonces existe un unico punto para el cual la espiral
contiene al polo.

i) Si b? — 4ac > 0 entonces la espiral tiene un nudo en el polo.
Por ejemplo, si consideramos la funciéon p = 3002 se sabe que:

1. La funcidn tiene origen en el polo.



2. Se pueden obtener los cortes con la recta que contiene al eje polar eje polar. Para
la rama positiva se tiene corte en C;(—30m?, ) y para la rama negativa se tiene
corte en C_; (—3072, —1). Por definicion los cortes C; y C_; tienen coordenadas
equivalentes, 1o que implica que en C; (o bien C_,) la espiral tiene un nudo.

3. Por lo anterior y dada la regularidad que se tiene de los cortes de la espiral con el
eje polar todos los puntos C; y C_; poseen coordenadas equivalentes, para todo i
entero. Es decir que todos los cortes de la espiral con la recta que contiene al eje
polar son nudos.

4. La espiral solo pasa por el polo una tnica vez, pues Vb2 — 4ac = 0. En este caso,

tal punto resulta ser el origen de la espiral B%(0,0).

A continuacion, se presenta una pequefia seccion de la espiral alrededor del polo.

Figura 30 espiral p = 300? alrededor del polo.
Como ya se habia determinado, la espiral pasa por el polo una unica vez. Para este

caso, el origen de la espiral coincide con el polo. Al observar la gréfica, si partimos del origen



y recorremos la espiral sobre la rama negativa esta se construye en el sentido de las manecillas
del reloj. Mientras que, si partimos del origen y recorremos la espiral sobre la rama positiva,
esta se construye en sentido opuesto a las manecillas del reloj. Lo que lleva a pensar que cada
espiral de segundo orden se puede clasificar en dos subconjuntos, tal que a partir de un punto
especifico la espiral en un subconjunto del dominio se construye con una orientacion (ej.: en

el sentido de las manecillas del reloj) y en el otro subconjunto con una orientacion opuesta.

Forma candnica de una funcion de segundo grado

Las funciones estudiadas hasta el momento (de primer y segundo grado) han sido
abordadas a partir de su representacion algebraica general, ;jabordarlas desde su forma

canoénica ofrece alguna informacion adicional sobre la curva?

Se realizard el paso de la funcion f de segundo grado en su forma de general
f(8) =ab?+bO +c a su forma canodnica con la intencion de reconocer alguna otra

caracteristica de las espirales de segundo grado. Para ello se considera la ecuacion general

dada
f(@) =p=ab?+bo+c
Dividiendo toda la expresion entre el termino principal

b c
Ppr4+20+=
a a a

Completando el cuadrado
2

p b b\* ¢ /b
-=92+-e+(—) +——(—)
a a 2a a 2a

Agrupando y factorizando



2

©

~(0+2) +5- ()
a 2a a 2a

Despejando y factorizando nuevamente

p c+b2_(9+b>2
a a 4a? 2a

Ho-(-2)-(o-(-2)

Dado que en el sistema cartesiano la ecuacion candnica de segundo grado ofrece
informacion relevante de su grafica, por ejemplo, el vértice de la parabola. jEn el sistema

polar, la expresion candnica de grado dos da alguna informacion importante de la curva?

Para poder responder esta pregunta, lo primero que toca responder es si la coordenada

b . ., .
(c——,——a) pertenece o no a la espiral. Dada la ecuacion candnica

2 2
i(p - (c - b—)) = (0 - (— %)) , es evidente que la coordenada de interés satisface la

expresion.

2

Y ahora, ya que se ha verificado que el punto (c - Z—a, - %) pertenece a la espiral de

segundo grado, la pregunta que surge es: ;tal punto posee alguna caracteristica especial sobre

la espiral?

. b? b b? ,
Analicemos el punto con coordenadas (c T Z)' Dado que ¢ — 25 €8 un nimero

real, por ley de tricotomia, se cumple una y solo una de las siguientes opciones:



Caso 1:

. b? , . o
Sic— Pl 0 entonces b? — 4ac = 0. Asi, por el teorema funcién de segundo

2

b b , . . ., .
grado — polo, el punto (c T 5) es el tnico punto de interseccion de la espiral con el

polo.

Caso 2:

) b2
Sic— e > ( entonces

bZ
—-c+-—<0
c+ ia
O de forma equivalente
bZ
——c<0
4a ¢
es decir
b? —4ac <0

Asi, por el teorema espiral de segundo grado — polo se puede afirmar que no existe
numero real 6, para el cual el punto (0,8,) pertenezca a la espiral. Es decir, la espiral no

pasa por el polo.

Caso 3:
. b?
Si ¢ — — < 0 entonces
4a
b2
—c+—>0

4a



de donde

b2
——c>0
4q ¢

0
b?> —4ac >0

Por lo tanto, analogo a los casos anteriores, se puede concluir que la espiral tiene un

nudo en el polo.

Para continuar me enfocaré en el ultimo caso (caso 3), pues el caso [ ya indica que
el punto de interés resulta ser el polo. Y el caso 2, donde la espiral no pasa por el polo, sera

abordado mas adelante.

. e b2 b
Para determinar que caracteristica tiene el punto (c T Z) con respecto al nudo

y en general con las espirales de grado 2, es necesario realizar un trabajo algebraico previo.
Para lo cual, suponga se tiene una espiral de segundo grado f(8) = af? + b6 + c y tal
espiral tiene un nudo en el polo. Es decir, se pueden determinar los valores de 6 tal que

f(8) = 0 con la expresion obtenida anteriormente.

,_ b VPP —dac
B 2a
Es decir que el nudo de la espiral se encuentra en las coordenadas (0,—_b_ ::_4“) y

(0 —b+\/b2—4ac)

2a



Sin pérdida de generalidad suponga que a > 0. Como b? — 4ac > 0, entonces el real

b2—4ac
2a

€s un numero positivo.

. . . b? b
Considerando el punto que se estd analizando (c vl Z)’ tal punto posee una

b

distancia angular 6 = — 5

Ahora, sea @ un numero real positivo cualquiera. Por la propiedad del buen orden de

los numeros reales se tiene que

b>b b< b+
2a 2aa 2a Zaa

Entonces se tiene la siguiente desigualdad

Dado que a se supone un real positivo cualquiera, entonces la desigualdad se cumple

vVb2—4ac

paraa = . Sustituyendo ese valor a en la desigualdad anterior se obtiene

En la Gltima expresion se tiene que los extremos de la desigualdad son justamente las

distancias angulares del nudo de la espiral en el polo. Y el término que se encuentra en medio

. . . . b? b .
es la distancia angular del punto que se esta analizando (c ~a Z)' Es decir que tal punto

—-b—Vb?—4ac —-b+Vb%-4ac . .
, ”» y adicionalmente, por

pertenece al intervalo del dominio [ o

definicion de la distancia polar, es punto medio de las coordenadas que generan el nudo. Lo



cual lleva a proponer la siguiente definicidon para caracterizar de mejor manera el punto que

se esta estudiando y a su vez las caracteristicas de la espiral de segundo grado.
Definicion lazo

Dada una espiral y un nudo en ella de coordenadas equivalente (p1,601) y (p2, 65), un
lazo de la espiral es el subconjunto de todos los puntos (p, @) en la espiral para los cuales se

cumple que 8 € (64,6,).

Note que la definiciéon de lazo no esta limitada a funciones de grado dos, sino a
espirales cualesquiera. Es decir que se extiende a funciones de grado uno, donde ya se
estudiaron los nudos que se pueden obtener en tales funciones, por lo tanto, si se quiere se
pueden analizar los lazos que alli se encuentran. Y por supuesto, también se puede extender
a funciones polindmicas de grados mayor a 2, si tal objeto resulta de interés cuando se

aborden estas funciones.

Nudos de la espiral

2
El punto que se encontro (c — Z—a, — %) de la funcion de grado dos ha resultado de

gran utilidad para interpretar la espiral y su comportamiento alrededor del polo. Este punto,
a pesar de no recibir nombre hasta el momento ha demostrado una serie de caracteristicas
que pueden resultar familiares a lo que sucede con el vértice de una funcién cuadratica
estudiada en un sistema de coordenadas rectangulares. Pues la coordenada de este punto tiene
una expresion algebraica equivalente al vértice de una parabola en el sistema cartesiano.
También comparte la propiedad de ser punto medio de las soluciones (cuando existen) de la
ecuacion af? + b6 + ¢ = 0. En el sistema cartesiano estos puntos se conocen como los

cortes con el eje x, en el sistema de coordenadas polares se conocen cortes con el polo.



Por todo lo anterior, resultaria oportuno nombrarlo de tal manera que resulte familiar

lo que significa este punto para la funcion de grado dos. Asi surge la siguiente definicion
Definicion vértice polar

Dada una funcién de segundo grado de la forma f(0) = a8? + b0 + ¢ el vértice

2
polar es el punto de la espiral 1, (c - b—, - i).

. b? L. .
Por ejemplo, para el caso en el que ¢ — a =0 resulta que el vértice polar coincide con el

. . b2 . .
polo y para el caso 2 en el que la espiral no interseca al polo, ¢ — < 0, también se tiene

un vértice polar, pero este no resulta ser el polo ni estar en un lazo determinado por el polo.

Funciones Polindmicas de Tercer Grado

Las funciones polinémicas de tercer grado son aquellas en las que la mayor potencia
de la variable independiente es 3, es decir son funciones de la forma f(0) = a83 + b8? +

c0+d,cona # 0.

De manera similar al razonamiento realizado para funciones de primer y segundo
grado, en este caso, nos interesa determinar qué significado tienen los coeficientes de una
ecuacion de tercer grado, es decir qué relacion hay entre estos coeficientes y algunas

propiedades (algebraicas o geométricas) de la funcion.

Es oportuno iniciar el estudio de funciones polindmicas de tercer orden de forma
analoga a los dos casos anteriores. Por lo cual se presentan algunas funciones con su
representacion grafica y sus respectivas expresiones algebraicas. Consideremos las funciones
cubicas representadas en la ventana de observacion dada por los valores de 6 que se

encuentren entre —2m y 21 (Tabla 18).



Tabla 20 Ejemplos de funciones de tercer grado

Grdfica funcién p = 63.

Grdfica funcion p = %03 + ;92.




Grdfica funcion p = 263 — 6% + 0.

Grdfica funcion p = %93 +26% — 6 + 10.

Las primeras observaciones que se pueden hacer sobre las funciones de grado tres

son:

e Las graficas resultan ser espirales notoriamente diferentes a las de grado uno
y dos.

e Al ser una funcién cubica, la espiral “se abre” con mayor rapidez que en los
casos anteriores. Esto significa que, con poco aumento angular, la distancia
lineal aumenta mucho més que en las funciones de primer y segundo orden.

e Las graficas, aparentemente, no comparten invariantes respecto a sus
caracteristicas. Es decir que de acuerdo con los valores que se le asignen a a,
b, c y d la espiral de tercer grado puede cambiar su comportamiento.

e La espiral de tercer grado, aparentemente, siempre contiene al polo. A simple
vista la espiral de grado tres siempre pasa por el polo y en algunos casos mas

de una vez.



Con el fin de verificar si la ultima observacion mencionada es valida para este tipo de
funciones se presentan los ejemplos anteriores realizando un acercamiento al rededor del

polo.

Tabla 21 Ejemplos de funciones de tercer grado alrededor del polo.

Grdfica funcion p = 3.

Grdfica funcion p = %93 + %92.

Grdfica funcion p = 203 — 0% + 6.




)
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Grdfica funcion p = 20° + 262 — 0 + 10,

A continuacidn, se abordardn algunas de estas caracteristicas con mayor detalle.

Cortes Con El Eje Polar

En la seccidon anterior (funciones polindmicas de segundo grado) se definieron
formalmente algunos objetos importantes para el estudio de las espirales, como lo son el
origen, las ramas y los cortes con la recta que contiene al eje polar; asi como su notacion. Por
lo cual es importante recordar que estos objetos se extienden a todas las funciones

polindmicas, en particular a las de tercer grado.

Las funciones de tercer grado, por su naturaleza, intersecan a la recta que contiene al
eje polar en infinitos puntos. El primero de ellos, y el cual facilita la identificacioén de estos
puntos de corte es el origen de la espiral, que para una funcion de tercer grado de la forma

f(8) = af3 + bO? + cO + d esta dado, por definicion, por el punto B3(d, 0).

En una funcion de tercer grado los pares de puntos consecutivos de corte de la espiral
con la recta que contiene el eje polar no tienen la misma distancia. Sin embargo, existe una
regularidad ya que estos puntos estan dados a partir de una expresion algebraica. Asi, para

una funcidn de tercer grado, los puntos de corte de la rama positiva con la recta que contiene



el eje polar en orden, partiendo del origen de la espiral, corresponden a las siguientes

coordenadas:
Co(d, 0)
C,(—(an® + b? + cm + d),0)
C,(8am® + 4bm? + 2cm + d, 0)
C;(—(27am® + 9b7? + 3cm + d),0)
C,(64am3® + 16bn? + 4cm + d, 0)

Cs(—(125amn3 + 25bm? + 5¢cm + d),0)

Generalizando la sucesion de cortes se tiene que la distancia lineal del k-esimo corte
Cy de la rama positiva de la espiral con la recta que contiene al eje polar es de la forma

(—D*(ak3n® + bk*n? + ckm + d), para todo k natrual.

De forma similar, si C_j, representan el k-esimo corte de la rama negativa de la espiral
con la recta que contiene el eje polar, partiendo del origen de la espiral, se tiene que la
distancia lineal es de la forma (—1)"%(—ak3n3 + bk?n? — ckm + d), para todo k natrual.
Sin embargo, la componente de la distancia lineal de estos puntos se puede reescribir

como(—1)" (a(=k)3n? + b(—k)?n? + c(=k)m + d).

Con lo anterior se puede enunciar el siguiente teorema:



Teorema Cortes Espiral Grado Tres

Dada una funcién de tercer grado de la forma f(0) = a83 + b8% + c0 + d, el k-
esimo corte Cj, de la espiral con la recta que contiene el eje polar tiene distancia lineal de la

forma (—1)*(ak3m3 + bk?>n? + ckm + d), para todo k entero.

La demostracion del teorema cortes espiral grado tres se encuentra implicita en los

razonamientos realizados anteriormente.

Ejemplo: para la funciéon p = %93 — 562 + 36 — 10 se tiene que los puntos en los

que la espiral interseca a la recta que contiene al eje polar (con una aproximacion de dos

decimales) son:

e FEl origen de la espiral:
Cy(—=10,0)
e En larama positiva:
C,(43.72,1), C,(—138.93, 21), C3(258.42,3m), ...
e En larama negativa:

C_,(74.97,—1),C_,(—275.85, —21), C_3(649.84, —37), C_,(—1234.15, —47), ...

Con esta informacion, se puede bosquejar la grafica de la funcion p = %93 — 562 +

36 — 10, indicando los cortes y construyendo la rama que los contiene partiendo del origen.
Considerando una ventana de visualizacion para 6 € [—8m, 8m] y acercando la vista
alrededor del polo se tiene la siguiente representacion, donde la rama positiva esta

representada en color azul y la negativa en color rojo.



/

Figura 31 Grdfica funcion p = §93 —560%2+36—-10

Observando la grafica anterior y realizando un acercamiento a la grafica (Figura 33)

se puede observar que esta pasa por el polo.

Figura 32 funcion p = §93 — 502 + 360 — 10 alrededor del polo

Este no es un comportamiento propio de esta funcion, de hecho, se tiene para todas

las funciones de grado tres.



La Funcion de Tercer Grado y el Polo

Analizando de forma general la expresion algebraica de una funcion de grado tres,
f(6) = aB3 + bO? + cH + d, se sabe que la grafica de tal funcion contiene al polo si existe
algin valor real de 6 para el cual f(8) = 0. Esto conduce a la ecuacién cubica con

coeficientes reales:
af®+b0%2+cOH+d=0

y por el teorema fundamental del algebra, tal ecuacion tiene al menos una solucién real, lo

cual garantiza que la funcion pasa por el polo.

En ese orden, cualquier ecuacidn ctbica se puede resolver algebraicamente a través
del método de Cardano. Puntualmente, para la ecuacion a@® + b6? + c6 + d = 0 se pueden
determinar el nimero de soluciones reales a partir del discriminante dado por la expresion:
(—27a%)(18abcd — 4b3d + b%c? — 4ac® — 27a%d?). Siendo a,b,c,d reales y a # 0 el
primer factor siempre es negativo, por lo cual vale la pena enfocarse en el signo del segundo

factor. Por la ley de la tricotomia se tiene que:

e Si 18abcd — 4b3d + b%c? — 4ac® — 27a%d? > 0 (discriminante negativo)
entonces la ecuacion tiene tres soluciones reales distintas.

e Si 18abcd — 4b3d + b%c? — 4ac® — 27a%d? = 0 (discriminante igual a cero)
entonces la ecuacion tiene una y solo una de las siguientes opciones: posee una
soluciéon de multiplicidad 3 o posee una solucion simple y una solucién de
multiplicidad 2.

e Si 18abcd — 4b3d + b?c? — 4ac® — 27a%d? < 0 (discriminante es positivo)

entonces la ecuacion tiene una solucion real y dos soluciones complejas.



De acuerdo con la opcion que satisfaga el discriminante de la ecuacioén cubica se

determina el comportamiento de la espiral de tercer grado alrededor del polo. Por lo cual se

puede enunciar el siguiente teorema.

Teorema Funcion De Tercer Grado — Polo

Dada una funcién de tercer grado de la forma f(8) = a83 + b6? + c6 + d:

i) Si 18abcd — 4b3d + b%c? — 4ac® — 27a*d?* > 0 entonces la espiral
determina dos lazos alrededor del polo.

ii) Si 18abcd — 4b3d + b?c? — 4ac® — 27a%d? = 0 la espiral pasa una tnica
vez por el polo o genera un lazo y un pico en el polo.

iii)  Si18abcd — 4b3d + b%c? — 27a*d? < 0 entonces la espiral pasa una tnica
vez por el polo.

Demostracion

Ya que el teorema anterior presenta tres resultados se realiza la demostracion

correspondiente para cada uno de ellos:

i)

Si  18abcd — 4b3d + b%c? — 4ac® — 27a*d* > 0 implica que el
discriminante es negativo, por lo tanto, se obtienen tres resultados reales
distintos para la ecuacion ctbica correspondiente a la funcioén dada, 64, 6, y 05
tal que f(6;) = f(6,) = f(63) = 0. Ahora, sin pérdida de generalidad,
suponga que 8; < 6, < 03 entonces, por definicion de lazo, la grafica de la
funcién de grado tres genera un lazo en el intervalo del dominio (64,6,) y a
su vez genera otro lazo en el intervalo (8,, 85). Dado que los dos intervalos

son conjuntos disyuntos, esto implica que los lazos son diferentes. Por lo



iii)

tanto, la espiral correspondiente a la funcion de grado tres, genera dos lazos
alrededor del polo.

Si  18abcd — 4b3d + b%c? — 4ac® — 27a*d* =0 implica que el
discriminante es igual a cero, entonces la ecuacion tiene una y solo una de las
siguientes opciones: posee una soluciéon de multiplicidad 3 o posee una
solucion simple y una solucién de multiplicidad 2.

Caso 1: Una solucion de multiplicidad 3.

Si la solucion de la ecuacion cubica, correspondiente a la funcidn, tiene una
solucion de multiplicidad tres, entonces las soluciones 84, 8, y 85 son iguales.
Lo que implica que solo existe un valor 8 en el dominio de la funcion tal que
f(@) = 0.0 lo que es lo mismo, solo existe una pareja ordenada en la funcion
que corresponda al polo. Por lo tanto, la espiral correspondiente a la funcién
de grado tres, pasa una Uinica vez por el polo.

Caso 2: Una solucion simple y una solucion de multiplicidad 2.

Para el caso de la solucion de multiplicidad 2, sean 8, y 6, iguales, se tiene
que la espiral genera un pico en f(6;) = 0. Sin embargo, al existir otra
solucion simple 65 # 6; implica que existe un valor tal que f(65) = 0 por lo
tanto, la espiral de tercer grado genera un lazo para los valores del dominio en
el intervalo (64, 85) suponiendo que 8; < 65.

Si 18abcd — 4b3d + b?c? — 27a’d? < 0 es decir el discriminante es
positivo, entonces la ecuacion tiene una solucion real y dos soluciones

complejas. Dado que las funciones abordadas en este trabajo son de variable



real, implica que existe un tnico valor real 8, para el cual f(8,) = 0. Es decir
que la espiral tiene un unico punto que corresponde al polo.

mQED

A continuacidn, se presentan algunos ejemplos de funciones ctibicas para observar el

resultado del teorema anterior.

Tabla 22. Funciones de tercer grado y el polo

Funcion Discriminante | Grafica
f) = llo 93 Igual a cero —-
f(6) =63 —26? Igual a cero

f(9)=§93—292—39+1

Menor que

cero

f(8) = 3263 +20% =260+

Mayor que

cero




De los ejemplos presentados anteriormente se puede evidenciar que el discriminante
que mas puede llamar la atencion es cuando es igual a cero. Pues para esta opcion no se tiene

un comportamiento unico para la espiral sino dos:

1. La espiral pasa una unica vez por el polo. Es decir que la ecuacion cubica tiene una
solucion real de multiplicidad tres.

2. Laespiral genera un pico y un nudo en el polo. Es decir que la ecuacion cibica tiene
una solucion real simple (la que genera el nudo) y una solucion real de multiplicidad

dos (la que genera el pico).

Para verificar cual es el comportamiento de la grafica de la funcion de tercer orden

dada, basta resolver la expresion que da solucion a la ecuacion cubica correspondiente.

Aunque podemos continuar analizando algunas caracteristicas sobre funciones
polindomicas de grados superiores, para los objetivos del presente trabajo es suficiente con el
estudio de las funciones polindomicas realizado. Es importante observar que hay algunos
comportamientos que siempre pueden analizarse en funciones polindmicas, por ejemplo,
puntos de corte o el comportamiento de la grafica alrededor del polo. Para el primer objeto
se ha evidenciado que su comportamiento viene dado por una sucesiéon de acuerdo con la
funcion dada. Y para el segundo objeto se requiere analizar las soluciones reales de la

ecuacion cuando la funcién es igual a cero.

Es importante resaltar que el estudio de funciones en el sistema de coordenadas
polares no se limita a las presentadas anteriormente, pues vale la pena analizar el
comportamiento e invariantes que puedan presentar otro tipo de funciones, por ejemplo,

racionales, radicales o trascendentales.



CAPITULO IV: ALGUNOS CONCEPTOS FUNDAMENTALES DEL

CALCULO

Algunos de los conceptos del analisis real que son estudiados y empleados para
analizar tanto el comportamiento global como local de funciones de variable real son los de
integral y derivada, los cuales a su vez se asocian con las nociones de acumulacion y
variacion. Sin embargo, y siguiendo una formulacién moderna de tales conceptos, partiremos
de abordar el concepto de limite estableciendo su significado en relacion con el sistema de

coordenadas polar.
Seccion 1: Limites

Intuitivamente, reconocemos que el concepto de limite esta asociado a determinar el
comportamiento de las imagenes de una funcion para valores del dominio 6 que estén “cerca”
a un valor real a. Por ejemplo, considere la funcién: f(8) = 62 + 6 — 2 con dominio real y

observemos su comportamiento alrededor de a = 2.

Es claro que el rayo determinado por el angulo 6 = 2 interseca a la grafica de la
funcion f en infinitos puntos (esto ya se demostro en el apartado de funciones polinomicas),
pero que su imagen por medio de la funcién es f(2) = 4. Ademas, al encontrar la imagen

por f para valores cercanos a 6 tenemos

Tabla 23 Valores de f(0) = 0% + 6 — 2 para 0 alrededor de 2

0 |1 )15 |17 |18 |19 (1,99
£(8) |0 |1,75 |2,59 |3,04 |3,51 |3,950
6 |3 |25 (23 |22 [21 (201
£(6) |10/6,75 |559 |5,04 |4,51 |4,050




Intuitivamente, de esta tabla se observa que a medida que 6

ambos lados) la funcién f se aproxima a 4.

se aproxima a 2 (por

-—

Figura 33 Grdfica de f(8) = 0% +6 — 2 con 6 € [0, 7]

Graficamente se puede interpretar este acercamiento de 8 a 2'y f(6) a 4 considerando

6 positivo. Ver Figuras 39 a 41.

valores de 6 en un intervalo (6 — §,0 + §) y sus respectivas imagenes para cualquier valor

Figura 34 intervalo para § = 0.5
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Figura 35 intervalo para § = 0.2

Figura 36 intervalo para § = 0.05

A partir de la seccidon angular se obtiene un conjunto de iméagenes de f acotadas por

algtin intervalo (f(8), f(61)). En este caso en particular, dado que la funcién f alrededor



de 68 = 2 es creciente, se tiene que todas las imagenes de f hacen parte del intervalo

( f(6—98),f(6+ 6)). Graficamente esto se puede observar en las Figuras 42 a 44.

f(848) = 6,75

/

Figura 37 (f(8 — 8),f(6 + 8)) para § = 0.5 Figura 38(f(6 — 68), (6 + 8)) para § = 0.2

- \f(0+5) = 4.25

Figura 39 (f(6 — 8), f(6 + 8)) para § = 0.05

Es claro que para cada valor de § que se considere se obtendra una cota diferente para
los valores f(6) de la funcion. Asi, graficamente, cuanto mas pequeio sea el sector angular

alrededor de 6 mas delgado sera el anillo determinado por las imagenes f(8).



Con lo anterior se puede concluir que si la funcion f tiende a algun valor L cuando 6
tiende a algin valor a entonces todas las imagenes de f(6) estan acotadas por el intervalo
(L — &, L + ¢) para algun ¢ positivo. Adicionalmente, es claro que sin importar el valor de &
que se considere, siempre se puede obtener un valor § que genere un sector angular para el

cual todos los valores de 6 € (a — §,a + &) generan imagenes f(0) € (L — ¢, L + ¢).

Por lo tanto, si lo que se desea es mostrar formalmente que el limite de una funcién f
es L cuando 6 tiende a un valor especifico a, entonces debemos recurrir a la definicion formal
de limite que se tiene en analisis real. Tal definicion no depende del sistema de representacion
gréafico. Sin embargo, es importante tener en cuenta que en el sistema de coordenadas polares

se hace referencia a una aproximacion angular en 6 y una aproximacion lineal en f ().

Para dar la definicion formal de limite, adaptada al sistema de coordenadas polares,
se tomara la definicion dada por James Stewart en su libro Calculo de una variable
Trascendentes tempranas. Cabe aclarar que se puede trabajar con cualquier otra definicion
formal de limite como las presentadas por Apdstol, Spivak, entre otros. Las diferencias
principales que se pueden encontrar en los referentes mencionados es el lenguaje empleado

mas no en el significado de limite.
Definicion Limite

Sea f la funcion definida sobre alglin intervalo abierto que contiene el numero a,
excepto posiblemente en a misma. Entonces, decimos que el limite de f(8) cuando 6 tiende

aaes L,y lo expresamos como

lim £(6) = L



si para cada numero &€ > 0 existe un nimero § > 0 tal que si 0< |0 —a| <&

entonces |f(0) — L| < e.

Esta definicion puede ser interpretada a partir de la definicion de distancia propuesta
en el presente trabajo. Se tiene que la expresion |6 — a| representa la distancia angular que
hay del angulo 6 al angulo a y |f(8) — L| representa la distancia lineal de f(60) a L.

Asi, la expresion éim f(8) = L significa que la distancia lineal entre f(6) y L puede
->a

hacerse tan pequefia como se quiera, tomando la distancia angular de 6 a a suficientemente

pequetia (diferente de 0).

Calculo de Limites

En la seccion anterior observamos tanto el significado geométrico y algebraico del
limite de una funcién f(6) cuando 6 tiende a a, como su definicion formal en un sistema de
coordenadas polar. Ahora, partiendo de tal definicién, se pueden demostrar algunas

propiedades que se emplean en el calculo de limites. Particularmente, tenemos:

Teorema: Sea c un nimero real y f y g dos funciones tales que éim f@y éim g(8)
-a —a

existen. Entonces:

- Limite de la suma:

Iim([f£(6) + g(6)] = lim £(6) + lim g(6)



- Limite del producto por una constante
lim[cf(0)] = clim f(0)
6-a 6-a

- Limite del producto

lim[(£(6))(9(6))] = (Jim £(8)) (lim g(6))

- Limite de un cociente: Si (lgim g(@) = 0.
-a

L [FO _ lim £(6)
o~a[g(®) ~ lim g(®)

Seccion 2: Continuidad

Otro de los conceptos claves que surge en el estudio de funciones reales es la
continuidad. Intuitivamente, en el caso de las funciones en coordenadas polares, se puede
afirmar que una funcién p = f(6) es continua en algin valor 8 = a de su dominio si su

grafica no tiene saltos, huecos o interrupciones. Formalmente se tiene la siguiente definicion:

Definicion Funcion Continua

Dada una funcion real f se dice que esta es continua en 8 = a, siy solo si

lim £(9) = f(a)

Esta definicion, aunque muy compacta, requiere implicitamente, por la definicion de

limite, de tres condiciones:



1. La funcion debe estar definida en 6 = a. Es decir a pertenece al domino de la
funcién y su imagen es f(a).

2. Ellimite de la funcidén f cuando 0 tiende a a debe existir. Por lo tanto, al remitirse
a la definicion formal de limite debe existir € y & positivos tales que si
|0 — a| < & entonces |f(0) — L| < e.

3. El limite de la funcidon cuando 6 tiende a a es la imagen de la funcidn en ese

punto. lo que algebraicamente se denota como éim () = f(a).
-a

En el presente trabajo no se pretende realizar un estudio riguroso de las implicaciones
de la continuidad en el anélisis de funciones reales; simplemente emplearemos tal propiedad
cuando sea pertinente para la construccion del documento. Por lo pronto, podemos observar
que las funciones polindmicas, que han sido abordadas con algo de detalle anteriormente,
son continuas en cada valor de su dominio, pues estas funciones cumplen con las tres
condiciones que satisfacen la definicion de continuidad. Todas las funciones estudiadas
anteriormente (constante, primer orden, segundo orden y tercer orden) estan definidas para
en todos los valores de R, el limite en cada punto de su dominio existe y para cada caso, el

limite de la funcion en un valor a es igual a la imagen de la funcién f(a).

Hasta el momento se han estudiado algunos objetos del analisis real y se ha resaltado
la importancia de estos objetos: lo esencial de definir un sistema de coordenadas para puntos
en el plano, una métrica en este, las funciones de variable real (particularmente polindmicas)
y determinar limites o continuidad en estas. A partir de lo anterior da paso a los dos conceptos

fundamentales del calculo: la derivada y la integral.



Seccion 3: Integral

Uno de los grandes problemas en la historia de las matematicas que dio origen a la
rama denominada cdlculo integral es el de hallar el area de una region delimitada por una
curva con ciertas condiciones. Por ejemplo, calcular el area de una circunferencia abordado
por Antifonte de Atenas y posteriormente desarrollado por Eudoxo de Cnido o también el
calculo del area de una region en un plano determinada por una parabola y un segmento de
recta abordado por matematicos como Arquimedes de Siracusa y posteriormente por

Roverbal, Fermat, Wallis, entre otros.

A manera de ejemplo, y sin reconstruir ni la historia asociada o la teoria subyacente,
a continuacion, abordaremos el calculo del area de una region delimitada por una curva en

un plano empleando un sistema de coordenadas polar.

El Area Delimitada por una Curva

En primer lugar, es importante observar que en un sistema de coordenadas polares la
region que puede describirse con mayor facilidad es un sector circular ya que el sistema esta
definido por naturaleza a partir de dngulos y distancias lineales, también conocidas como
radios. Ademads, el area de tal sector esta dado por la expresion presentada en la Figura 45.
Tal formula permite determinar el area de una region determinada en funcion de la distancia
lineal y angular, por lo cual lo hace ideal para abordar el calculo del area de ciertas regiones

en el plano, dependiendo de la forma en que se describe la curva que delimita la region.



Figura 40 drea sector circular
Suponga que se quiere determinar el drea Az de una region R del plano polar el cual
esta delimitado por una funcién p = f(08) y dos rayos que correspondena 8 =ay 6 =b
como se ve en la Figura 46. Adicionalmente, suponga que f es continua particularmente en

(ab).

Figura 41: region R de f(6)
Similar al método de Eudoxo es posible aproximar el area de la region R acotdndola
superior e inferiormente. Sin pérdida de generalidad, suponga que la funcidn f es creciente

en el intervalo [a. b]. Entonces se tiene que el area del sector circular de radio f(a) es menor



que Ag v a su vez Ag es menor que el area del sector circular de radio f(b) (Figura 47).

Algebraicamente

1 1
S(F@)’1b—al < 45 <5 (FB))’1b —al

f(b)

f(a)

)

/

Figura 42 drea superior e inferior de R

Para mejorar la aproximacion del calculo del area de la region R se puede dividir el
intervalo [a, b] en n subintervalos de la forma [6;_,,60;]talque 1 < i <ny#6; —0;_, = Ab
para todo i. Entonces es posible dividir la region R en n subregiones A; determinadas por los
rayos 6 = 6; de tal manera que el area de cada una de estas subregiones se aproxima al area
de la seccion circular determinada por el dngulo central 6; y el radio f(6;) (ver Figura 48).

Asi se tiene la siguiente expresion para cada una de las subregiones A;

1
A~ 5 (£(8)) 88



Figura 43 subdivisiones region R

Con esta aproximacion para cada una de las subregiones A; es posible dar una mejor

aproximacion a el area Ag de la region R al sumar las areas de las subregiones, es decir
AR = AO + A1 + AZ + -+ A(n—l)

O lo que es equivalente a

n-—1

1
Ag = ) = (f(60)" 00

i=0

Es claro que hasta el momento ya se tiene una muy buena aproximacion del area de
la region R y que estd es mucho mejor cuantas mas subregiones se tengan. Es decir que la
sumatoria del area de las subregiones tiende a ser igual a el area de la region R siempre y

cuando n tienda a ser grande. Esto es:



n—-1 1
Ag = lim Z ~(F(6))° 0

El método empleado para determinar el area de la region R se da través de sumas de

Riemann a partir de secciones circulares. Entonces, por definicion, el area de la regiéon R

corresponde a la integral definida de la funcion p = %( f (9))2 en el intervalo [a, b].

b1
t= [ S(r@) as

Ejemplo

A continuacidn, se presentan un ejemplo para realizar el calculo de areas delimitadas

por curvas definidas en el plano polar a partir del calculo integral.

1. Suponga que se quiere determinar el area de una circunferencia de radio 5. Sin
pérdida de generalidad esta curva se puede centrar en el polo, lo cual corresponde

a la funcion p = 5.

Figura 44 funcion f(0) =5



Ahora para determinar el area que se quiere es suficiente delimitar la curva en

el intervalo [0,27] de su dominio. Y empleando la integral definida se tiene que

b1
A =fa E(f(e))zde)

- fo 2”% (5)2d6
- @) (25) Oznde

- (o

25
-(Z) e
= 257

A pesar de que existe una formula para determinar el area de una
circunferencia, desde el punto de vista del analisis real, esta curva puede ser vista
como una funcién en el sistema de coordenadas polar. Ademas, en este sistema se
observa facilidad para determinar el 4rea que encierra esta curva en comparacion,
por ejemplo, al proceso que tendria que realizarse en un sistema cartesiano.

Para reconocer la diferencia entre los procesos que se realizan con esta curva
en el sistema polar en comparacion al sistema cartesiano, cabe recordar que la
circunferencia en el sistema cartesiano no corresponde a una funcién y se requiere
realizar ciertas restricciones y considerar propiedades de la circunferencia como
simetrias para poder determinar el area a partir de integrales. Adicionalmente la
funcion a integrar en el sistema cartesiano es mucho mas compleja que en el

sistema de coordenadas polares. Pues en coordenadas polares se obtiene una



funcion constante mientras que en el sistema cartesiano se obtiene una funcion

radical.

Seccion 4: Derivada

En analisis real la derivada de una funcién se estudia a partir de una razén de cambio
y en particular de una razén de cambio instantdnea en una curva. Por lo cual, en esta seccion,
se pretende analizar nocion de derivada, sus significados en el sistema de coordenadas

polares y si es posible dar una definicion formal de la misma.

Razon de Cambio

Una de las primeras caracteristicas que se puede estudiar en una curva consiste en
determinar coémo cambia la curva de un punto a otro y en determinar si este cambio tiene
alguna propiedad, para luego tratar de entender como describir el cambio instantdneo en un

punto.

Para empezar, si tomamos como ejemplo una funciéon polindmica de grado 1
f(6) =56 + 3, podemos, por ejemplo, tomar dos puntos (3,0) y (18,3) y observar que la
razon entre la diferencia de las imagenes y la diferencia de los angulos corresponde al
coeficiente de amplitud de la funcidn, y en general para cualquier par de puntos se tiene la
misma razon. Es decir que en una funcion de grado uno la razon entre la diferencia de las

imagenes respecto a la diferencia de las preimagenes de cualquier par de puntos es constante.

Ahora, para abordar otro tipo de funciones polindmicas, es necesario considerar qué
significa la razon de cambio en una funcion en coordenadas polares. Asi que dada una funcion

f y dos puntos P(f(6,),6:) y Q(f(6,),0,), como se muestra en la Figura 50, se puede



determinar una razén de cambio entre P y Q como el cociente entre la diferencia de las

distancias lineales y la diferencia de las distancias angulares los puntos dados.

P(f(8,), 8,)

Q(f(8,), B,)

Figura 45 razon de cambio entre dos puntos

Con lo dicho anteriormente se tiene que la razon de cambio entre los puntos P y Q
corresponde a la expresion

f(61) = f(62)
6, -6,

y esta expresion corresponde al coeficiente de amplitud de una espiral de primer orden que
contiene a los puntos P y Q. Resultado que se obtiene gracias a los teoremas dos puntos
coeficiente de amplitud y dos puntos — espiral desarrollados en la seccion 3: Funciones en

coordenadas polares.

El coeficiente de amplitud de una funciéon de primer grado es un valor constante y

esta constante se relaciona directamente con el comportamiento de la espiral de primer orden



entre los puntos P y Q. A continuacion, se presentan dos casos respecto a la relacion de la

razén de cambio entre los puntos dados y la funcion f.
Caso 1. f creciente.

Suponga que f es una funcion creciente. Luego para los puntos P(f(6;),60;) y
Q(f(6,),0,), se tiene que si 6; > 6, entonces f(6,) > f(6,). Entonces 6; —0, >0y

f(6,) — f(6;) > 0. Por lo tanto, la razon de cambio entre los puntos P y Q es positiva.

_ f(81) = f(6,)
Q—W>0

Caso 2. f decreciente.

Suponga que f es una funcion decreciente. Luego para los puntos P(f(6;),0,) y
Q(f(65),6,), se tiene que si 8; > 6, entonces f(6;) < f(6,). Entonces 6; —6, >0y

f(61) — f(6;) < 0. Por lo tanto, la razon de cambio entre los puntos P y Q es negativa.

_ f(81) — f(6,)
Q—W<O

Con lo cual, en términos generales, se puede enunciar el siguiente teorema.
Teorema razon de cambio — funcion
Dada una funcién f definida en un intervalo [64,0,] con P y Q en el intervalo,

i. Silarazon de cambio entre P y Q es positiva, entonces la espiral de primer grado
que contiene a los puntos es creciente.
ii. Sila razoén de cambio entre P y Q es negativa, entonces la espiral de primer grado

que contiene a los puntos es decreciente.



La demostracion de este teorema se encuentra implicita en las definiciones dadas

anteriormente sobre funciones crecientes y funciones decrecientes.

Razon de Cambio Instantanea

Con el teorema enunciado anteriormente razén de cambio — funcién se puede
determinar el comportamiento de la espiral de primer orden que contiene a dos puntos dados
a partir de la razén de cambio entre dichos puntos. Aun asi, esto no define el comportamiento

de la funcién.

Por ejemplo, considere la funcion f(8) = 62. Sea P(2,4) y Q(—1,1) por el teorema
razén de cambio — funcion se tiene que la razéon de cambio entre Py Q es positiva. Es decir
que la espiral de primer orden que contiene a los puntos P y Q es creciente. Sin embargo, con
este resultado no se puede asegurar que la funcidén f sea creciente. Pues es claro que la
funcion f(0) = 6% es decreciente si & < 0 y creciente si & > 0 (esto por definicion de

funcién creciente y funcion decreciente).



P(2.4)

Q-1.1)

Figura 46 funcion f(8) = 62

Entonces para hacer uso del teorema anterior y poder determinar el comportamiento
de la funcién f localmente, es necesario dejar fijo un punto, por ejemplo P y trasladar el

punto @ sobre la curva tan cerca de P como sea posible.



Q(-1,1)

Figura 47 traslacién del punto Q en f(8) = 62
Entonces para determinar el comportamiento local de la funcion en el punto P basta
con considerar acercar angularmente  tanto como sea posible a P. En términos generales si
los puntos dados corresponden a las coordenadas P(f(6,),61) y Q(f(6;),6,), entonces se
requiere hacer que 8, tienda a 6. Con lo cual, el coeficiente de amplitud de la espiral de

primer orden determinada por los puntos P y Q estaria dado por la expresion

4= lim f(02) — f(61)
6,56, 60,—0,

Sea A = 6, — 6, entonces cuando 6, tienda a 6, se tiene que A8 tiende a cero. Con

lo cual se puede reescribir la expresion anterior como sigue

e 82— (6
AB—0 A8

Ahora, para dejar toda la expresion en funcién de un solo punto (el punto que se ha
fijado), en este caso P(f(0,),6,), se puede despejar 6, en AB = 6, — 6, y sustituir en la

expresion anterior. Con lo cual se llega a



I f (61 + A0) — f(61)
im

4= 0% Y

Y con esta expresion se puede determinar el comportamiento de la funcion f
a partir del coeficiente de amplitud alrededor de un punto fijo. Tal expresion
corresponde a la razéon de cambio instantdnea de una funcion en un punto fijo P, lo

que en analisis real se conoce como derivada.

Con lo cual se pude enunciar la definicion formal de derivada en el sistema de
coordenadas polares y un teorema con relaciéon al comportamiento local de una

funcion.
Definicion derivada

Dada una funcion p = f(0) continua en P(f(8),6,), la derivada de f en el punto P

o razoén de cambio instantanea en P esta dada por la expresion

lim f(6, +A8) — f(61)
AB6—-0 A8

a =

Siempre que el limite exista.

Teorema razon de cambio instantanea — funcion

Dada una funcion f derivable en P(f(6;),6,)

1. Si la derivada de la funcion en P es positiva, entonces f es creciente en P.

il. Si la derivada de la funcion en P es negativa, entonces f es decreciente en P.



Derivada de una Funcion

Con el resultado anterior se puede determinar el comportamiento local de una
funcion f alrededor de un punto fijo P. Pero para identificar el comportamiento de la

funcién en todo su dominio resultaria muy tedioso calcular punto a punto la derivada.

Asi que para determinar la derivada de una funcién en todo su dominio y no
unicamente en un punto, basta con asignar valores variables al punto y no valores

fijos.

Dada una funcion p = f(0) los puntos de la espiral que corresponden a la
funcion son de la forma P(f (), 0) asi que la derivada para cada uno de esos puntos

esta dada por

lim f(6+A60) - f(6)
AB—-0 A8

a =

Sin embargo, a medida que cambia el valor de 8 a lo largo del dominio de f
se puede obtener valores diferentes para su derivada. Es decir que a no es un valor

constante, sino variable en funcion de 8. Lo cual se resume en la siguiente definicion.
Definicion derivada de una funcion

Dada una funcién p = f(60) la derivada de la funcion es una expresion en funcion de

0 y se denota como f'(0). Tal derivada esta dada por la expresion

v . S8+ A0)—f(8)
F6) = Jim AB




CONCLUSIONES

A continuacion, se presentan algunas conclusiones que surgieron durante el desarrollo
de este trabajo organizadas en tres categorias, las cuales son: el tratamiento de las
coordenadas polares, el alcance de los objetivos propuestos y las contribuciones de este

trabajo a la formacion matematica y docente del autor.

Respecto al Tratamiento de Algunos Conceptos del Calculo a Partir de un

Sistema de Coordenadas Polares

Se mantiene el cuestionamiento del porqué histéricamente no se desarrolld en un primer
momento el sistema coordenado polar y por qué atn después de tantos afios no es usual que
se realicen estudios partiendo de sistemas coordenados alternativos al sistema cartesiano en
analisis real. Teniendo en cuenta que en el ejercicio del desarrollo histérico matematico que
se pudo verificar en el capitulo I, en el estudio de las curvas, de fondo siempre ha estado el

sistema coordenado polar.

De igual manera cabe destacar el llamado de atencion que presenta este trabajo desde su
barrido historico y su analisis matematico a recordar que siempre hay mas matematicas por
cuestionar y descubrir, ya que diferentes sistemas de representacion pueden generar nuevos
significados para objetos ya conocidos. En otras palabras, es el acto de objetar lo establecido
lo que termina permitiendo que nuevas formas de estudio sean halladas, y la oposicion radical
al cuestionamiento puede terminar irrumpiendo el desarrollo historico de las matematicas.
Un ejemplo de esto se puede ver en el estudio de las curvas mecanicas (en este trabajo
llamadas curvas cinematicas), las cuales podian servir de herramienta para la solucion de
problemas clésicos de las matematicas, sin embargo, no fueron aceptadas por ir en contra del

sistema establecido y conocido.



Acerca de los Aportes Matematicos y Didacticos a la Formacion Como Profesor

de Matematicas

Aunque este trabajo no tenia como finalidad un enfoque didactico o pedagdgico, se reconoce
que en el ejercicio de resignificar objetos matematicos se terminan descubriendo nuevas
formas de abordar los objetos y nuevas conexiones entre las representaciones, lo que puede
convertirse en herramientas para modificar o innovar en el marco de los procesos de
ensefianza y aprendizaje de las matematicas. Asi, el desarrollo de este trabajo puede servir
como insumo para abordar conceptos de la geometria y del calculo desde una perspectiva
historica y critica, lo que podria brindar a los futuros educadores en formacion o docentes
una herramienta para abordar objetos del andlisis real desde una propuesta didactica diferente

partiendo desde las mismas matematicas.

De igual manera, se reconoce que este trabajo resultd retador al generar la necesidad de
desarrollar una nueva propuesta tedrica, a la luz de reevaluar habilidades y abordar conceptos
como continuidad, sucesiones aritméticas y geométricas, aplicacion y andlisis de lugares
geométricos bajo una métrica establecida y algunos conceptos fundamentales de limites,
integral y derivadas. lo cual permiti6 profundizar en aquello que, durante el desarrollo de los

cursos usuales, por diferentes razones no se logra abordar.

Acerca del Alcance del Objetivo General

Si bien se logré realizar un estudio de algunos objetos del analisis real desde un
sistema de coordenadas polares, obteniendo un nuevo panorama que en algunos casos
permitio resignificar tales objetos y construir una linea teoria para su estudio, el desarrollo
de este trabajo deja la puerta abierta a continuar en el estudio de manera mas profunda de

otros objetos. Teniendo en cuenta esto se recomienda tomar todo lo abordado en el desarrollo



de este trabajo y ahondar en el estudio de otro tipo de objetos, e incluso en la comparacion

de los significados que estos adquieren en un sistema polar respecto a un sistema cartesiano.
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Anexo A: Algunas Recomendaciones Para Estudiar Coordenadas Polares En

GeoGebra

Actualmente para explorar caracteristicas o propiedades de algunos objetos en
matematicas resulta de gran utilidad el uso de software de geometria dinamica. En el presente
trabajo se han realizado las exploraciones correspondientes en GeoGebra Classic 5. Sin
embargo, esta herramienta (al igual que muchas otras) esta configurada de forma
predeterminada para un estudio de representaciones en el plano empleando un sistema de
coordenadas cartesianas. Dado que para efectos del presente trabajo se requiere una
exploracion en un sistema de coordenadas polares, es necesario configurar el software para

el nuevo sistema.

Teniendo en cuenta lo anterior, se presenta a continuacidén algunas recomendaciones
como un breve instructivo para configurar GeoGebra en coordenadas polares con el fin que
el lector pueda reconstruir, verificar y hacer un seguimiento de las construcciones presentadas

de forma dinamica.

Al ingresar a GeoGebra Classic 5 (Figura A1), de forma predeterminada, el usuario
puede observar en la parte superior las Herramientas de geometria para realizar las
construcciones, al costado izquierdo la Vista Algebraica donde se presentan las expresiones
algebraicas de los objetos que se construyen, en la parte inferior la barra de Entrada en la
cual se pueden escribir las expresiones que quieren explorar y en la parte principal de la

ventana la Vista Grafica donde se tiene un plano en coordenadas cartesianas.



Figura A 1 ventana predeterminada de GeoGebra

Un sistema de coordenadas polares para el plano

Ahora, para tener en la vista grafica un plano en coordenadas polares siga los

siguientes pasos:

1. Ingrese a Opciones, en la parte superior de la ventana, y seleccione la opcion

Avanzado.
Archivo Edicion Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
Redondeo >
A * | a=2
= “| an Etiquetado » i L e 4
kP Vista Algebraica -
|4| Tamafio de letra > p
& |dioma >
.+ Mvanzado .. 5
@ Guardar la configuracin
Cofiguracidn por defecto 4
a

Figura A 2 menu opciones GeoGebra



2. Aparecera en la parte derecha una nueva seccion donde se pueden realizar
diferentes configuraciones. Seleccione la opcion Preferencias — Vista Grafica.

Esta opcion tiene como icono una circunferencia y un triangulo sobrepuestos

= ] >

% | = p| Preferencias - Vista Grafica >
X&TEH I ©

Basico EjeX EjeY Cuadricula

Dimensiones
¥ Min: -4.3 ¥ Max 11.2
¥ Min:|-5.28 ¥ Max: 6.2
EioW - Eig%

Figura A 3 preferencias — vista grafica GeoGebra
3. En la seccion de Cuadricula puede indicar que no sea visible la cuadricula o en
el menu desplegable de Tipo de cuadricula puede seleccionar la opcion que pone

Polar.

* Preferencias - Vista Grafica
L == fcs 8 g
N a EBE : &

Basico EjeX Ejey Cuadricula

B Cuadricula visible

Tipo de cuadricula

Cuadriculas mayor y menar -

Cuadricula mayor
Isométrico

Cuadriculas mayar y menor

Estilo de trazo

Figura A 4 configuracion cuadricula GeoGebra

4. En laseccién Eje Y deseleccione la primera opcioén que pone Eje-y.



* Preferencias - Vista Grafica X
[ = s [] e
N BB : &

Basico EjeX EIY Cuadricula

[] Eje-y
B rdmeros en gradaciones

[ ] Solo direccidn positiva

[] Distancia:

Figura A 5 configuracion Eje Y GeoGebra

5. Enlaseccion Eje X seleccione la opcion Solo direccion positiva.

* Preferencias - Vista Grafica X

N BEE : &
Bésico EleX EjeY Cuadricula

B Ejex

B Mimeros en gradaciones
B Solo direccidn positiva
[ ] Distancia:

Gradaciones:| | | | =~

Figura A 6 configuracion Eje X GeoGebra
6. Para ubicar el punto que serd el polo, en la seccion de Entrada se escribe la

coordenada (0,0).

Entrada: (0,0)

Figura A 7 entrada del Polo al plano en GeoGebra



7. Este punto aparecera en la Ventana Grafica nombrado punto A. al seleccionar

este punto, en las preferencias (al costado derecho) puede cambiar el nombre a

0 y adicionalmente debe seleccionar la opcion Objeto fijo.

v Pioplecades d8 Purdd O
@ _BE
Programa de guion (soripting)

Basico  Colee Esto  Agebra Avanzaco
Nombie O
valos (0.0
Rosulo

| Usar teato como ritusd

8 Ovjeto visidbie

8 Esqueta visitle: Nombre
I Mostras rastro

8 ovsto no

| Otpato aumliar

Figura A 8 configuracion del Polo GeoGebra

Finalmente puede cerrar las preferencias y observar que en la vista grafica ya tiene

un plano cuyo sistema de referencias es para coordenadas polares.

Figura A 9 plano polar GeoGebra



Declaracion de funciones en el sistema polar

Ahora, para definir o construir funciones en un sistema de coordenadas polar, siga los

siguientes pasos.

1. En la seccion de Entrada escriba la funcion polar p = f(0) que desea escribir
manteniendo el nombre de las variables. 8 para variable independiente y p para

variable dependiente. Estas letras griegas las encuentra a la derecha de la barra de

Entrada.
a|lB|y|6|e|[C|ln| B A
Entrada: p= ujtlejoirieldlx|viuw
rajeNz|¢Q|e=|a i
===V |=|] |1
Figura A 10 entrada funcion p = f(0) clelzl=|=]=]ilnle

" 2 €

a =

Figura A 11 alfabeto griego para entradas
en GeoGebra

2. En la vista grafica aparecera la funcion p parametrizada y con un intervalo, en
radianes, para el pardmetro 6 la cual corresponde a la variable independiente. Es
decir que tal intervalo es el intervalo del dominio para el cual GeoGebra grafica

la funcién p = f(6).
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b Vista Algebraica X -
® 0-(0,0) £l
® p:(:0), (0<0<6.28) (
Figura A 12 vista algebraica de la Figura A 13 vista grdfica de la funcion
Sfuncion p = f(0) p=/(0)

3. Para poder estudiar las funciones en diferentes intervalos de su dominio ingrese
nuevamente a Opciones > Avanzado seleccione en la vista algebraica la funcion

p y asegurese de que en la ventana de configuraciones se encuentre en

propiedades de la curva p.

Archivo Edicidn Vista Opciones Herramie

[%. .A? /./ ,;"’ L\;. G ‘ Propiedades de Curva p 7
X

Ha BEE : &
P Vista Algebraica
® 0-={0,0) Programa de guion (scripting)

® p: (0:0), (0<0 < 6.28) Basico Colar Estilo Avanzado
Nombre: |p

Definicion: (Curva((8; 8), 8, 0, 2 * 3.141592653589793)

Rdtulo:

X Figura A 15 propiedades de la funcion p=f(6,
Figura A 14 seleccion de la funcion i propiedades de la funcion p=f(0)

p=1(0) en vista algebraica

4. En la Definicion de la funcion seleccionada se presentan las caracteristicas de la
curva en el siguiente orden: la expresion, el parametro, el valor inicial y el valor
final. Por lo que modificar el valor inicial y el valor final presentara una nueva

grafica para el intervalo dado.



Figura A 16 funcion p=0 en GeoGebra
Nota: en GeoGebra puede cambiar la letra griega p por la letra r y esto no afecta la
representacion de la funcion dada. También puede cambiar el nimero 3.1415926535 ... por

la letra griega m para facilitar la escritura de los intervalos que desee estudiar.



