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Introduccion

La mecanica cuantica como una de las ramas esenciales de la fisica mo-
derna, ha generado un impacto significativo en el ultimo siglo. En el ambito
cientifico, revoluciond nuestra comprensiéon al describir el comportamiento
de la materia y la energia a escalas atomicas y subatomicas. En el ambito
social, sus aplicaciones permitieron el avance y desarrollo tecnolégico que
fue crucial para el origen de la era de la informacién y el mundo interco-
nectado que hoy conocemos.

La busqueda constante de mayor eficiencia con un menor gasto energéti-
co ha impulsado el desarrollo tecnolégico a un camino en donde la minia-
turizacion de los chips se topd con una barrera, el punto donde los efectos
cuanticos se hacen presentes y afectan su funcionamiento. Por tanto, sur-
gi6 la necesidad de realizar investigaciones encaminadas en el estudio de
fenémenos fisicos para el desarrollo de nuevas tecnologias que consiguieran
aprovechar los efectos cuanticos para mejorar la capacidad de procesamien-
to y almacenamiento de informacién.

Es en esta via de desarrollo donde se han logrado avances prometedores
como en el caso de los circuitos superconductores, y particularmente el
campo de interés de este trabajo, la computacién cuantica; parte de la fisica
aplicada en el cual existe un particular interés por las mayores empresas de
tecnologia a nivel mundial, como lo son Google, IBM, Intel y Microsoft, que
son algunas de las companias que compiten por la “supremacia cuantica”.

Este panorama de rapido avance tecnolégico, plantea una importancia
crucial de introducir estas tematicas en la educacion, y muy especialmente
en la formacién de licenciados en fisica. Si la computacién cuantica repre-
senta una reinvencién fundamental del procesamiento de la informacion, y
se proyecta como una tecnologia disruptiva en multiples campos, es com-
petente que los futuros licenciados en fisica no solo comprendan sus fun-
damentos, sino que también desarrollen competencias para contextualizar
estos avances y abordarlos pedagdgicamente.
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Para desarrollar este analisis, el presente trabajo se estructura de la
siguiente manera: el capitulo 1 establece los fundamentos, revisando el sur-
gimiento histérico de la computacion cudntica, introduciendo las nociones
esenciales de mecanica cuantica y definiendo los conceptos de bit y qubit,
incluyendo una descripciéon del qubit superconductor tipo transmon. El
capitulo 2 profundiza en la fisica que sustenta al qubit topologico, explo-
rando la conexion entre topologia y fisica, el efecto Hall cudntico (entero y
fraccionario) y el fenémeno emergente de los anyones como cuasiparticulas.
Finalmente, el capitulo 3 analiza el potencial computacional de los anyones,
describe el modelo de qubit topoldgico basado en anyones de Ising, compa-
ra ambos enfoques de qubit (superconductor y topoldgico) y discute tanto
el impacto de estas tecnologias en la investigacién como sus implicaciones
para la ensenanza de la fisica.

Problema de Investigacién

En el contexto contemporaneo de un mundo globalizado, interconec-
tado y dependiente de la informatica, donde el progreso tecnolédgico y la
investigacion en fisica aplicada van cambiando aceleradamente la forma en
que la informacion se procesa, se ha impulsado el desarrollo de disposi-
tivos cada vez mas complejos a partir de principios fisicos y teorias que
nacieron en la segunda mitad del siglo XX, entonces, surge la cuestién de
como articular la ciencia, la tecnologia y su funcionamiento para que sean
accesibles a un publico méas amplio, en este sentido los docentes de ciencias
y particularmente los licenciados en fisica juegan un rol esencial.

En el caso colombiano, con el fin de que el pais pueda estar a la par del
desarrollo cientifico internacional, surgio la necesidad de incluir el estudio
de la mecanica cuantica en los planes curriculares de las instituciones uni-
versitarias, progreso que se logré después de la aceptacion de las teorias
modernas por parte de la Academia Colombiana de Ciencias a raiz de un
articulo publicado por Dario Rozo en 1923. Sin embargo, aunque el plan
de estudios de los programas de Licenciatura en Fisica en Colombia dedica
un espacio al estudio formal de la mecanica cuantica, los curriculos dejan
de lado las explicaciones alrededor de la fisica moderna que permitieron
los avances a nivel tecnolégico y a nivel social (Martinez-Chavanz, 2005),
centrandose en la formulacion tedrica.

Esta situacion plantea que existe una desconexion entre el conocimiento
tedrico abordado en las aulas en la educacién superior (principalmente
hablando de los programas de Licenciatura en Fisica, por tanto, pregrado) y



INTRODUCCION VII

los desarrollos tecnolégicos que afectan directamente las dindmicas sociales,
como la forma de comunicarnos o de hacer uso de la informacién digital. Al
hacer una revision inicial de la forma en que se ensena mecanica cuantica en
los niveles de formacion de secundaria y media, se encuentra que, en algunos
paises como Italia, Alemania, Estados Unidos, Paises Bajos, Francia y otros
mas, se han impulsado iniciativas de proyectos educativos para llevar al
aula la ensenanza-aprendizaje de la fisica cuantica (Garcia, 2023).

Sin embargo, en Colombia no existe una normativa que especifique la
incorporaciéon de la ensenanza de la mecdnica cuantica en la educacién
secundaria y media, esto se puede constatar a partir de los “Estandares
Basicos de Competencias en Ciencias Naturales” expedidos por el Minis-
terio de Educacion Nacional. En este sentido, la educacion en fisica para
el ciclo de educaciéon secundaria y media sigue enfocado exclusivamente en
el abordaje de la fisica clasica y sus problematicas, que son anteriores al
siglo XX y, por tanto, previos a la fisica moderna.

Esta situacion plantea una brecha en la educacion en fisica y particular-
mente en la formacién de Licenciados en Fisica, no solo por la necesidad
de comprender los aspectos tedricos de la fisica cuantica para los futuros
profesores, sino en como se estructura la ensenanza de esta rama de la fisi-
ca —principalmente en educacién media— dejando de lado los analisis de
caracter histérico de las problematicas cientificas.

Dicha brecha resulta especialmente preocupante al considerar el papel
que desempena la fisica cuantica en el mundo globalizado e interconectado
que se nos presenta hoy en dia. No cabe duda de que es una de las teorias
mas exitosas en la ciencia moderna, teniendo en cuenta que ha generado
investigaciones, aplicaciones y descubrimientos que han transformado las
dinamicas de la sociedad humana y desde aqui se han concebido directa o
indirectamente diferentes premios Nobel en Fisica !, lo que hace a esta rama
del conocimiento un importante campo interdisciplinario de investigacion
(Garcia, 2023). Un ejemplo para resaltar se da particularmente en el campo
de las “tecnologias cuanticas” directamente relacionado con la computacién
cuantica, una tecnologia con el potencial de transformar diversos campos
del conocimiento.

A raiz del surgimiento de la computacién cuantica, en el panorama in-
ternacional, se ha generado un interés por la formacion de profesionales en
este campo, que no viene tnicamente de los programas de Fisica o Licencia-

! Algunos premios Nobel destacados son: investigaciones en semiconductores y desarrollo del transistor
(1956), el desarrollo de la teoria de la superconductividad (1972), el descubrimiento de la magnetorresis-
tencia gigante (2007), entre otros més.
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tura en Fisica. Tal es el caso de la Ingenieria Informatica, impulsado por
estudios como “Propuestas sobre la ensenanza de la informatica cudnti-
ca” de Pérez-Castillo y cols. (2020) donde proponen cambios en los planes
curriculares de Ingenieria Informatica para favorecer la adaptacién de los
estudios universitarios a los nuevos horizontes profesionales, que empresas
como IBM en los tultimos cinco anos ya ha empezado a solicitar, especifi-
camente con ofertas laborales para perfiles de trabajo en “Quantum Error
Correction Researcher”, “Quantum Complexity Theorist”, entre otros mas
(Pérez-Castillo y cols., 2020).

Adicionalmente (y en el contexto colombiano), en los programas de Ma-
tematicas también se ha evidenciado el interés por el estudio de la compu-
tacién cuantica, dando como resultado investigaciones como “A categorical
approach to topological quantum computing”, un trabajo de pregrado del
departamento de matemaéticas de la Universidad de los Andes.

Las aplicaciones de la computacion cuantica no solo permean el entorno
de la investigacion académica, sino que también se estan considerando apli-
caciones de este tipo de tecnologias emergentes en el campo de la educacion.
Maés alla de la ensenanza de la computacion cuantica en los diferentes nive-
les educativos, se esta pensando en la posibilidad aprovechar el potencial de
esta tecnologia para transformar el campo de la ensenanza personalizada.

La propuesta de “Pedagogia Cudntica” consiste en el uso de la compu-
tacion cudntica, especificamente de algoritmos cuanticos, como una poten-
cial via de desarrollo de sistemas de aprendizaje adaptativo. El potencial
computacional de la computacion cuantica brinda una oportunidad de me-
jorar la eficiencia y eficacia de este tipo de sistemas (Cevallos, 2024).

Con base en lo anterior, las tecnologias emergentes como la computacion
cuantica se espera que desempenen un papel protagénico en la escena in-
ternacional en los préximos anos. En este sentido, al revisar el estado de la
ensenanza de la mecanica cuantica en los ciclos de educacion secundaria-
media y educacion superior (pregrado) en el caso colombiano en contraste
con las medidas adelantadas en el panorama internacional, seria valioso
que los planes curriculares se adapten para incluir tematicas relacionadas
con la computacion cuantica a los programas de formacién de licenciados
en Fisica.

Es importante resaltar que si bien la investigacién de Pérez-Castillo y
cols. (2020) evidencia una falta de asignaturas especificas para la formacion
de profesionales en diferentes planes curriculares, esta situacién se puede
entender mediante la rapida evolucién que ha tenido la tecnologia, y que el
desarrollo de software y hardware para computacién cuantica es un campo
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que cuenta con apenas 30 anos de recorrido, muy poco tiempo en contraste
con otras tecnologias, siendo un factor que explica la falta de inclusién de
estas temdticas en el curriculo. Sin embargo, la adaptacién no deja de ser
un desafio importante sobre el cual los programas académicos deben seguir
trabajando.

Estudios sugieren que el proceso de alfabetizacion cientifica y democra-
tizacion del conocimiento cientifico se puede ver favorecido si se promueven
investigaciones enfocadas en la formacion de profesores alrededor de la fisi-
ca cuantica y su ensenanza; que tengan la potencial capacidad de generar la
inclusion de este tipo de tematicas en el curriculo educativo en los diferen-
tes niveles de formacién académica, haciendo que el reto mas significativo
se encuentre en la formacién de los licenciados en fisica en el uso y funda-
mentos tedrico-practicos de las tecnologias como la computacién cuantica.

Los docentes son una pieza fundamental en la formacion de una ciuda-
dania critica que cuente con herramientas para comprender, contextualizar
y filtrar la informacién en el contexto sociocultural en el que se encuen-
tran inmersos, destacando ain mas la importante necesidad de promover
una formacion de licenciados en fisica cada vez de mayor calidad, ya que
en materia del nuevo paradigma computacional y su potencial impacto
sociocultural, son los futuros profesores en fisica quienes por su forma-
cion disciplinar, deberian encontrarse mas capacitados para abordar las
tematicas que surjan respecto a las tecnologias cuanticas, y quienes tie-
nen la capacidad de desarrollar el conocimiento cientifico en el aula desde
una perspectiva que tenga en cuenta los avances cientificos y tecnologicos
contemporaneos.

En esta via, desde el departamento de fisica de la Universidad Pedagégi-
ca Nacional (UPN), mediante el PEP (Proyecto Educativo del Programa),
se consolida un programa curricular con el potencial de aportar a la edu-
cacion en Fisica a nivel Latinoamérica, considerando como uno de los ele-
mentos contextuales sobre los &mbitos de interaccién del licenciado en fisica
“las nuevas dinamicas culturales de caracter global altamente significati-
vas en relacién con la educacion” (Universidad Pedagogica Nacional, 2024),
dentro de las cuales se hace mencion al desarrollo de las ciencias compu-
tacionales y el uso de las tecnologias de la informacion.

Adicionalmente, el PEP menciona que el Programa de Licenciatura en
Fisica (PLF) aspira a “generar una cultura educativa y de convivencia
siendo una de sus bases el desarrollo de la ciencia y la tecnologia y la
revolucion de la informacién” (Universidad Pedagdgica Nacional, 2024),
esto con el fin de que todos sus estudiantes tengan una formacién integral.
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Por ende, el programa de Licenciatura en Fisica de la UPN se encuentra
alineado, desde su consolidacién y pretensiones, en abordar una formacién
de licenciados que articule la ciencia, la tecnologia y la sociedad, con el fin
de que sus egresados puedan afrontar los retos que surgen de las relaciones
entre la cultura cientifica — tecnologia y la sociedad colombiana.

En virtud de lo expuesto, frente a este panorama y la necesidad de
fortalecer la formacién de futuros licenciados en fisica frente a los retos
tecnologicos del avance computacional, este trabajo se proyecta como un
referente bibliografico que pueda ser retomado para abordar a nivel de
pregrado el estudio de la computaciéon cuantica, dando un paso mas alla
de lo que fisicamente se entiende por “bit” y “qubit”, desde el estudio
abstracto de “0” y “1”7. Para ello, se plantea un estudio de los estados
cuanticos que codifican la informacién, contrastando dos implementaciones
significativas: el qubit superconductor, como ejemplo de una tecnologia con
avances y desafios conocidos en la actualidad, y el qubit topoldgico, una
propuesta de actualidad que se investiga activamente por su potencial de
ofrecer una computaciéon cuantica mas robusta, y que ya estd generando
impacto mediatico, como lo fue el anuncio del chip “Majorana 1” por parte
de Microsoft el 19 de febrero de 2025, que tiene de base esta tecnologia. Se
profundiza principalmente en la fisica detras del planteamiento de un qubit
topolégico, particularmente en como las cuasiparticulas como los anyones
no abelianos podrian sustentar este tipo de qubits. Este caso ejemplifica
la creciente abstracciéon matematica que la fisica moderna demanda, tal
como anticipé Dirac (1931), y evidencia el tipo de desafio conceptual que
la formacion de los licenciados en fisica debe abordar.

Por tanto, con el fin de contribuir a la formacién de licenciados y acercar
a los estudiantes de Licenciatura en Fisica de la Universidad Pedagogica
Nacional al estudio de la computacién cuantica desde la perspectiva de
los intereses de investigacion en el campo, se plantea la siguiente pregunta
problema:

., Como puede presentarse la evolucion y descripcion del concepto de
qubit en la computacién cuantica aplicada, a partir de la comparacién
entre los qubit superconductor y topoldgico, de manera que se articule la
comprension de los fundamentos fisicos con las implicaciones tecnologicas
contemporaneas?
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Objetivos

Objetivo General

Analizar el concepto de qubit en computacién cudntica aplicada, re-
saltando los fundamentos fisicos en los casos del qubit superconductor y
qubit topolégico, como articulacion entre la fisica y las tecnologias contem-
poraneas para la formacién de licenciados en fisica.

Objetivos Especificos

1. Contextualizar histéricamente el surgimiento de la computacion cuanti-
ca y los fundamentos fisicos que sustentan el concepto de qubit.

2. Describir las caracteristicas fisicas para la construccién del qubit su-
perconductor y el qubit topolégico, presentando los alcances y limita-
ciones actuales de estas tecnologias.

3. Comparar los fundamentos del qubit superconductor y qubit topolégi-
co, como material para analizar el impacto de esta tecnologia en la
investigacion en fisica, asi como sus implicaciones pedagogicas y los
desafios formativos para los licenciados en fisica.

Antecedentes

Dado el caracter emergente de la computacion cuantica y su ensenan-
za, no se han identificado antecedentes que aborden de manera directa el
enfoque propuesto en este trabajo. No obstante, se han revisado diversos
estudios y propuestas que abordan tematicas relacionadas, las cuales per-
miten enmarcar el presente trabajo dentro de una linea de investigacion
en consolidaciéon. A continuacién, se describen algunos trabajos relevantes
que ofrecen perspectivas utiles desde distintos enfoques:

1. Volpe Costa, Universidad de los Andes (2021) — A Categorical Ap-
proach to Topological Quantum Computing. Esta tesis de pregrado ex-
plora la relacion entre la computacion cuantica topologica y la teoria
de categorias, abordando el formalismo de los anyones y sus interac-
ciones.

2. Serrano y Pérez, Universidad de Castilla-La Mancha (2020) — Pro-
puestas para la ensenanza de la informdtica cudntica. Este articulo
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analiza la necesidad de adaptar los planes curriculares de ingenieria
informatica para responder a la demanda de perfiles profesionales en
computacion cuantica. Aporta al presente trabajo desde la dimensién
estructural y curricular, permitiendo reflexionar sobre cémo introducir
la tematica en el contexto universitario.

Metodologia

La presente investigacion se enmarca en una metodologia cualitativa,
basada en el analisis documental y la revisiéon bibliografica. Este enfoque
se selecciond por ser el méas pertinente para alcanzar el objetivo general del
trabajo. Dado que la tematica se sitiia alrededor de la fisica tedrica, otro
tipo de estudio se encontraria fuera del alcance de este proyecto. Por tanto,
la investigacion se centrd en el analisis, la interpretacion y la sintesis de
fuentes documentales existentes para construir un argumento coherente y
con profundidad conceptual.



Capitulo 1

Fundamentos de la Computacion
Cuantica

Este capitulo introduce las motivaciones para la computacion cuanti-
ca, partiendo de una revision histérica de la computacién clésica (desde la
méquina de Turing hasta los limites de la Ley de Moore). Posteriormen-
te, se establecen los conceptos basicos de la mecanica cuantica relevantes
para la computacién cuantica, como la superposicién, para definir el qubit
como unidad fundamental. Finalmente, se describe el qubit transmon, un
candidato actual basado en la superconductividad, detallando sus ventajas
y limitaciones.

1.1. Surgimiento de la computacion

La historia de la computacion moderna tiene sus raices en el ano de 1936,
cuando un joven Alan Turing publica un articulo titulado “On Computable
Numbers, with an Application to the Entscheidungsproblem”, articulo que
pretendia abordar uno de los problemas derivado del estudio de los fun-
damentos de la matematica postulado en 1928 por David Hilbert como el
“problema de la decision”. ;Las matematicas son decidibles? Que lo sean,
de manera simplificada, significa que seria posible determinar si un enuncia-
do légico o matematico es verdadero o falso, a partir de un procedimiento
o algoritmo que se realice en un nimero finito de pasos, lo que permitiria
centrar la atencién en los “problemas buenos’!. Hilbert pensaba que la
respuesta a esta pregunta era afirmativa, sin embargo, Turing mostraria
que estaba equivocado(Turing y cols., 1936).

Turing presenta entonces lo que hoy se conoce como maquina de Tu-

Los “problemas buenos” pueden entenderse como enunciados légicos o mateméticos para los cuales
si existe un proceso o algoritmo que permite determinar su veracidad en un tiempo finito. Basicamente
los problemas decidibles (Whitty, 2017).
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ring, un modelo abstracto que simula el funcionamiento de un algoritmo?
de manera formal. Este dispositivo consta de una cinta infinita, un cabezal
que lee y escribe simbolos en la cinta, y un conjunto de reglas que dic-
tan las operaciones que la maquina puede realizar. Esta maquina puede
representar cualquier proceso computacional, lo que significa que es capaz
de simular cualquier algoritmo ejecutable por una computadora (Jiménez,
2021). Sin embargo, lo mas importante es que Turing demostré que no
existe un procedimiento general que permita determinar la veracidad o
falsedad de todos los enunciados matematicos posibles. Con esto, resolvio
el problema de la decisién negativamente, mostrando que hay problemas
que no pueden ser decididos de forma automatica por ningin algoritmo o
méquina, incluidos los sistemas 16gicos méas formales (Turing y cols., 1936).

El articulo de Turing tuvo un impacto significativo, ya que establecio
los fundamentos tedricos de la computabilidad y los limites de la compu-
tacién, ademas de inspirar el desarrollo posterior de lo que conocemos como
computadoras universales; maquinas que son programables y capaces de
realizar una amplia variedad de actividades, por muy diferentes que estas
puedan parecer entre si. Este hecho resulta importante dado que previo a
la década de los 40 se tenian maquinas que eran capaces Unicamente de
realizar tareas muy especificas para las cuales habian sido desarrolladas.

Es entonces, cuando en el periodo posterior a la segunda guerra mun-
dial, se genera un fuerte interés por el desarrollo computacional a nivel
cientifico y civil. Durante los siguientes 30 anos, hasta los 70’s se realizaron
diversos avances en el campo de la computacién (avances que se resaltaran
posteriormente), consiguiendo producir el paso de los ordenadores gigan-
tes, dispuestos en sétanos completos, construidos a partir de tubos de vacio
(véase la figura 1.1 (a)), a la era de los microprocesadores con computado-
ras de tamanos mucho menores y mayor rendimiento (véase la figura 1.1
(b))-

En 1971 se lanza al mercado el primer microprocesador por parte de
Intel, bautizado como el Intel 4004, una unidad de procesamiento central
(CPU) de 4 bits (unidades basicas de informacién), que permitié dotar de
“inteligencia” a las maquinas. Un ejemplo de los primeros desarrollos con
este microprocesador fue la calculadora de Busicom, producida por una
empresa japonesa que se asocio con Intel para el desarrollo de calculadoras
electronicas programables. Esta calculadora podia realizar operaciones de
aritmética basica, adicionalmente podria calcular raices cuadradas, alma-
cenar y recuperar nimeros guardados en memoria. Sus principales limita-

2 Algoritmo entendido como la sucesién de pasos para realizar algiin proceso.
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(b) Computadora personal Altair 8800.
(a) Computadora Z4. Tomado de: Tomado de: Altair 8800 Microcomputer

Wikimedia Commons. (s.f).

Figura 1.1: Comparacién entre computadoras de tubos de vacio (a) y computadoras con
microprocesadores (b).

ciones eran la poca memoria que tenia, de apenas unos 640 bytes de RAM,
una corta cadena de instrucciones que no le permitia hacer calculos com-
plejos y que no contaba con pantalla para mostrar los resultados, estos se
imprimian en tiras de papel. (BusiCom 141-PF, s.t.).

Con el auge de los microprocesadores se comenzo a investigar para pro-
ducir nuevas versiones que consiguieran una capacidad de calculo superior,
dando como resultado en 1974 el Intel 8080, el CPU de la primera compu-
tadora personal en incluir un microprocesador, el Altair 8800, producido
por MITS una empresa pequena que producia kits electréonicos destinado
a aficionados, siendo un éxito en ventas. Podia ejecutar sistemas operativos
bésicos, que permitieron el desarrollo de software para computadoras per-
sonales y la ejecuciéon de programas de calculo mas avanzados comparado
con la calculadora de Busicom. Sin embargo, era muy lento, su interfaz de
usuario no era intuitiva y ya que venia en un kit electrénico muchos errores
del sistema se daban por fallos en el montaje del equipo final (Altair 8800
Microcomputer, s.t.).

A partir de este momento inicia una carrera por aumentar la capacidad
de procesamiento y almacenamiento de informacién, es decir, de trabajar
y manipular cada vez méas rapido cadenas de datos mas grades, asi como
conseguir almacenar cada vez mas informacion. Esto llev a nuevas investi-
gaciones en el campo de los materiales para desarrollar nuevos dispositivos
que cumplieran con las expectativas del mercado.


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Zuse-Z4-Totale_deutsches-museum.jpg
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1.1.1. Paso hacia la computacion cuantica

La mecanica cuantica (MC) como una de las teorias mas influyentes en el
siglo XX, fue participe de una amplia variedad de desarrollos a mediados
de ese siglo; uno de los mas relevantes para el presente trabajo es que
permitié la comprension del flujo electronico en los materiales, lo que llevo
al desarrollo del transistor en 1948. La invencién del transistor fue uno de
los pasos claves para la transicién de los ordenadores de tubos de vacio
al desarrollo de los microprocesadores, ya que permitié iniciar el proceso
de miniaturizacién de los componentes, proceso que también influyé en la
eficiencia y capacidad de computo de los ordenadores.

Esta tendencia en el aumento de la capacidad de computo fue principal-
mente generada por la miniaturizacion de los chips, permitiendo que cada
vez fuera posible incluir mas transistores en un tamano de CPU también
cada vez mas reducido. En 1975, este proceso fue analizado por Gordon
Moore, uno de los cofundadores de Intel quien propuso lo que se conoce
como la Ley de Moore, una ley empirica que establece que la cantidad
de transistores en los microprocesadores se duplicaria cada 2 anos, como se
observa en la figura 1.2; inicialmente se pensé que esto se cumpliria tnica-
mente durante 2 décadas, sin embargo, se puede establecer el cumplimiento
de esta ley hasta mediados de 2010.
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Figura 1.2: Ley de Moore. Tomado de: Wikimedia Commons

Si bien el aumento de la capacidad de computo de los microprocesado-
res se habia estado llevando a cabo a partir de lo establecido por la ley de
Moore, el camino de la miniaturizacion de los chips como via para el progre-
so computacional presentaba diversos inconvenientes. El permitir que los
componentes estuvieran mas juntos en los procesadores resulta beneficioso


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Ley_de_Moore.png
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puesto que las senales tienen que recorrer menos espacio para ser procesa-
das, sin embargo, mas temprano que tarde se llegaria a los dominios de la
MC, donde ademés del problema practico de la disipacion de calor de los
mecanismos fisicos, los fendmenos cuanticos como el efecto tinel afectarian
el funcionamiento de los chips como los conocemos (Jiménez, 2021).

Por tanto, fue necesario buscar una alternativa que, llegado el momen-
to, permitiera seguir obteniendo avances en la capacidad de computo de
los ordenadores. Paul Benioff, fisico estadounidense, fue pionero al plan-
tear una alternativa a la miniaturizacion de los chips entre 1980 y 1982,
cuando publicé un articulo titulado “The Computer as a Physical System:
A Microscopic Quantum Mechanical Hamiltonian Model of Computers as
Represented by Turing Machines”, en este introduce las maquinas de
Turing cuanticas, donde a partir de la definicion de Hamiltonianos que
describieran la evolucién de los elementos que componen los ordenadores
se buscaba obtener un comportamiento semejante a una maquina de Tu-
ring. Durante esos mismos anos, Richard Feynman en una conferencia que
pronuncio en el Instituto de Tecnologia de California, titulada “Simula-
ting Physics with Computers”, reconocio que los “computadores cuanticos”
serfan mas eficientes que los convencionales en simular los sistemas fisicos,
ideas claramente propuestas dado que para Feynman la naturaleza era de
caracter mecanocuantico, llevandolo a reflexiones sobre como se podria si-
mular la probabilidad (Feynman, 1982), aunque fue hasta 1989 cuando se
describié el primer circuito loégico-cuantico por parte de David Deutsch
(Jiménez, 2021).

Una motivacion adicional para el cambio de paradigma computacional
fue el desafio que planteaba la tesis de Church-Turing en el desarrollo de
la teoria de la complejidad. Esta teoria estudia la cantidad de recursos que
requiere una computadora para ejecutar un algoritmo, particularmente en
tiempo de cédlculo y almacenamiento en memoria. La cantidad de recursos
utilizados en un céalculo computacional se miden en funcién de la longitud
de los datos de entrada, es decir, la cantidad de bits que se van a procesar.
Es importante resaltar que la cantidad de recursos utilizados depende de
la arquitectura fisica de la computadora en la que se ejecuta el algoritmo.

Por ejemplo, supongamos que la computadora 1 puede ejecutar un cier-
to algoritmo en un tiempo dado segtin la funcién 2n? + 3 (donde n es la
cantidad de bits de entrada), sin embargo, la computadora 2 ejecuta el
mismo algoritmo en un tiempo determinado por la funcién 4n3 +n + 7.
Como depende de la arquitectura la expresion del tiempo ejecucion, se re-
quiere una medida méas gruesa de la complejidad del algoritmo por lo que
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se analiza solo el término de mayor orden en las expresiones que cuanti-
fican los requisitos de recursos. Para el ejemplo anterior, diremos que la
computadora 1 ejecuta el algoritmo en un tiempo O(n?) y la computadora
2 en O(n?). Aqui, O(f(n)) denota el limite superior de recursos para la
ejecucion del algoritmo, es decir, el tope de recurso necesario en funcion de
los bits de entrada, y denotamos con Q(f(n)) los limites inferiores, es decir
el minimo de recurso necesario para ejecutar el algoritmo. Convencional-
mente se establece en ciencias de la computaciéon que si una computadora
puede ejecutar un algoritmo en tiempo polinédmico entonces se considera
que dicho algoritmo se ejecuta de manera eficiente respecto al recurso que
consume, sea tiempo de ejecuciéon o espacio en memoria. Por tanto, las
computadoras de nuestro ejemplo serian ambas eficientes?®.

La tesis de Church-Turing establece que cualquier problema compu-
tacional puede resolverse en cualquier computadora, si y solo si es posible
resolver dicho problema en una maquina de Turing, sin embargo, ya no se
trata tnicamente de ejecutar los algoritmos, se requiere también que estos
algoritmos sean eficientes, por tanto, que pudieran ser incluidos en la clase
P, de problemas resolubles en tiempo polinémico respecto al tamano de
su cadena de entrada, o, en un conjunto considerablemente mas amplio,
llamado la clase NP, siendo estos los algoritmos no deterministas resolu-
bles en tiempo polindémico. Esta descripcién conforma la forma fuerte de
la tesis de Church-Turing, agregando el requerimiento de la eficiencia; tesis
que parecia no ser cumplida por las maquinas clasicas y deterministas de
Turing, en comparacién con algoritmos probabilisticos descubiertos en la
década de los 70’s (Jiménez, 2021).

Los algoritmos de la clase NP estan relacionados con el mundo no de-
terminista (asociado a la MC), ya que permiten subrutinas simultaneas, es
decir, un procesamiento paralelo de las entradas y no restringido al proce-
samiento secuencial de la clase P.*

Para dar cuenta de las complicaciones que traia consigo la tesis fuerte
de Church-Turing, Deutsch amplio la tesis afirmando que cada sistema
fisico podia ser perfectamente simulado por un “modelo de computacién

realista”®.

3Si bien ambas se consideran eficientes, es evidente que una es més eficiente que la otra.

4Es conocido que P C NP, sin embargo, el problema de que estas 2 clases coincidan sigue abierto.
Por esto el problema P = N P hace parte de la lista de los siete problemas del milenio definidos en el ano
2000 por el Clay Mathematics Institute, premiados con un millén de délares.

®Cuando se habla de modelo de computacién realista nos referimos a que el modelo es consistente con
las leyes de la fisica.
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1.2. Nociones de Mecanica Cuantica

Para poder comprender un poco mejor céomo los principios fisicos se
aplican en los sistemas computacionales, es importante presentar algunos
de los principios de la mecéanica cuantica, la cual historicamente surge a
principios del siglo XX, donde se requeria de una formulacion que diera
cuenta de ciertos fenémenos que no se podian explicar desde la mecani-
ca clasica y por tanto debia alejarse del camino marcado por las teorias
clasicas de la fisica. Esta necesidad surgié principalmente de la evidencia
experimental.

Las fuerzas descritas en teorias como la electrodinamica clasica no eran
suficientes para justificar la estabilidad de los atomos. Desde una perspec-
tiva filosdfica, la teoria clasica presenta algunos inconvenientes, ya que la
idea de que la materia esta constituida por un gran nimero de pequenas
partes, que estaban gobernadas por las leyes estadisticas que describen su
comportamiento, no consideraba la estructura y estabilidad de los cons-
tituyentes. Adicionalmente, si lo “grande” y “pequeno” es relativo no es
posible explicar uno en funcién del otro (Dirac, 1967).

Se parte de que “todo acto de observacién va acompanado de una altera-
cién del objeto/cuerpo observado” (Dirac, 1967, p.17), por tanto, para dar
un caracter absoluto al tamano, consideramos entonces los cuerpos como
“grandes” cuando la alteracion sobre él en la observaciéon se puede consi-
derar despreciable, y “pequeno” cuando esta alteracion no es despreciable.

Para formalizar las ideas posteriores es necesario realizar una revision
conceptual y del formalismo matematico de la MC. Considere un montaje
experimental que consiste en una fuente de fotones (estrictamente mono-
cromética), un espejo semitransparente que cumple la funcién de divisor
del haz y un par de detectores. El montaje esta dispuesto como se observa
en la figura 1.3.

50%

Detector izq. ———»
Detector der.

Fuente

] —o— J—v—. 50%

Divisor ~

Figura 1.3: Medida estadistica con un divisor de haz. Adaptada de: Kaye y cols. (2007)
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Si se envian fotones individuales desde la fuente hasta el divisor, se
detectard a los diferentes fotones llegar la mitad de las veces a cada uno
de los detectores. Este comportamiento se puede explicar pensando en el
divisor como un lanzador de monedas, en el cual segin sea el resultado
del lanzamiento (cara o cruz) el foton llega a un detector u otro. Ahora
vamos a agregar otro divisor y un par de espejos que reflejan los fotones
por completo (observe la figura 1.4)

Detector 0 ——— > - Detector 1

/
Espejol —— » 1
> p
™ Divisor 2

e T ——

Divisor 1 ~

Espejo 0

Figura 1.4: Configuracién con 2 divisores de haz. Adaptada de: Kaye y cols. (2007)

Para introducir el tratamiento matematico, se diferenciardan los caminos
como 0 en la derecha y 1 arriba. Es importante resaltar que la longitud
de los caminos es la misma, sea que los fotones vayan por el camino ‘0’
y se reflejen en el espejo 0 o que vayan por el camino ‘1’ y se reflejen en
el espejo 1 hasta que lleguen al divisor 2, por lo que los fotones llegan
al mismo tiempo independientemente del camino que tomen. A partir de
la figura 1.4 se puede considerar que el fotén en el experimento es un
sistema de 2 estados, siendo que la presencia de un fotén en el camino
de la derecha representa un ‘0’ y la presencia del fotén en el camino de
la izquierda representa un ‘1’. Entonces se puede representar cada uno de
estos 2 estados diferenciados como un vector columna

=(g)  m=(}) (L.1)

Si se piensa en el montaje sin el divisor 1, se puede considerar que los
fotones individuales parten del estado |0) ya que todos seguirian el camino
de la derecha. Por tanto, y como mencionamos anteriormente, el divisor
1 estd realizando una alteraciéon no despreciable en el comportamiento de
los fotones consiguiendo cambiar o no, con cierta probabilidad, el camino
que toman o su estado. Esta interaccion fotén-divisor matematicamente
se representa como una matriz, a la cual se le denomina operador, el cual
realiza una transformacion sobre los vectores de estado, que representan el
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camino que siguen los fotones. En el experimento particular (figura 1.3) la
matriz que representa el comportamiento del fotén una vez pasa a través
de un divisor es

S

Luego para un fotén que parte del estado |0) se multiplica a la izquierda
por la matriz 1.2 como sigue

050 e

Este estado se puede reescribir de la siguiente manera:

S0-50-50 o

Notese que el estado general del sistema se puede expresar como una
combinacion lineal de los vectores que se definieron anteriormente como
los estados |0) y |1) asociados a los caminos que puede tomar el fotén, y
que ahora estos vectores de estado estan acompanados por unos coeficientes
complejos. Esta suma particular de estados se conoce como superposicién
de estados (mds adelante se definirdn estos conceptos de manera mas
rigurosa,).

El estado del camino que toma el fotéon se puede describir de manera

general por el vector
1 0 [ ©o

Donde «q y a7 son los coeficientes complejos que se les llama peso del es-
tado base o amplitud de probabilidad (Dirac, 1967). Si se mide fisicamente
el camino en que se encuentra el fotén con los detectores, se encontraria el
fotén en el camino ‘0’ con una probabilidad de |ag|?, y en el camino ‘1’ con
una probabilidad |a;|?. Entonces, como siempre se deberfa poder medir el
fotén en uno de los dos caminos en particular, dado que se cumple que
|CY0‘2 + ’&1|2 =1.

Aplicando lo anterior al estado resultante de multiplicar el operador con
el estado inicial |0), se obtiene que se deberia medir el fotén en el camino
‘0’ con una probabilidad \\%\2 =1,
|\L@|2 = 1, esto resulta consistente con lo visto en la figura 1.3.

y en el camino ‘1’ con una probabilidad
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Ahora volviendo al caso del montaje en la figura 1.4, donde se tiene un
segundo divisor, para conocer qué camino va a tomar el foton se multiplica
nuevamente el operador que representa al divisor (1.2), por el estado del
fotén al pasar por el divisor 1 (1.4)

(2l 1)) (L)) =) o

Calculando las probabilidades antes de medir el fotén luego del divi-
sor 2, se encontrara que el foton sera detectado en el detector 1 con una
probabilidad |i|?> = 1. Esto se ve representado en la siguiente figura

j——»—' 100%

o

Figura 1.5: Medicién con 2 divisores de haz. Tomado de: Kaye y cols. (2007)

Este resultado de la figura 1.5 es solo explicable mediante el formalismo
y las ideas de la MC, siendo diferente a lo esperado mediante la intuicion,
ya que volviendo al comportamiento del experimento con un tnico divisor,
donde se pensaba este objeto como un lanzador de monedas aleatorio, se
podria pensar que con el segundo divisor ocurriria lo mismo, dando por
resultado que en cada detector nuevamente obtendriamos la mitad de los
fotones totales lanzados por la fuente, sin embargo, considerando la su-
perposicion de estados y las interacciones fotén-divisor como se desarrollo
anteriormente, las probabilidades de obtener un resultado u otro se modifi-
can fuera de lo que se podria esperar con un lanzador de monedas aleatorio
(Kaye y cols., 2007).

Hasta ahora se ha mencionado los conceptos de estado y superposi-
cion sin profundizar realmente en ellos, sin embargo, a partir del experi-
mento descrito anteriormente podemos establecer lo que estos significan.
Sea un sistema pequeno —menciona Dirac— compuesto de particulas con
propiedades especificas que interaccionan de acuerdo con unas leyes dadas,
existiran diversos movimientos posibles de dichas particulas que son com-
patibles con las leyes que lo rigen. Cada uno de esos movimientos recibe el
nombre de estado (Dirac, 1967); en el caso del experimento descrito, los
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estados del sistema se encuentran relacionados a las propiedades particu-
lares y distinguibles que caracterizan al fotén, su energfa’ y el camino que
toma al interactuar con el divisor, ya sea izquierda o derecha, lo que nos
permite establecer los 2 estados diferenciados e independientes con los que
se trabajé anteriormente.

Para hablar de la superposicion de estados, es importante resaltar
que fisicamente estamos impedidos para conocer las variables observables
de un sistema cuantico con total precision, esto quiere decir que hay un limi-
te natural (no dependiente de nuestros instrumentos o habilidades) para
conocer la naturaleza, reflejandose esto en nuestra descripcién matemaética
ya que lo que nos permite conocer son las probabilidades de que un evento
ocurra, mas no la certeza —en este caso— de detectar el fotéon en un ca-
mino particular. Por tanto, la superposicion de estados es un proceso
en el cual se describe un nuevo estado a partir de la combinacién lineal de
otros, es decir, representa un estado general del sistema mediante la suma
de estados bien definidos e inalterados con propiedades que se aproximan
en mayor o menor medida a los estados base seglin sean sus “pesos” o
amplitudes de probabilidad (Dirac, 1967). En nuestro caso y recordando
la ecuacién 1.4, este estado general del foton luego de interactuar con el
divisor representa una superposicién para el fotén en ambos caminos (‘0” y
‘1"), y solo sera posible conocer un resultado concreto al medir este estado
con los detectores.

Este marco conceptual permitird abordar y analizar la base de la compu-

tacién (los bits) y posteriormente su vinculo con los conceptos abordados
de la MC.

1.3. ;Qué es un bit?

Como se menciono en la seccion 1.1, el bit es la unidad basica de infor-
macién en computacion clasica. Es representado a partir de sistemas que
tienen una propiedad caracteristica que permite establecer dos estados bien
diferenciados, denotados como ‘0’ y ‘1’". Existen varios sistemas capaces
de representar un bit, por ejemplo: un interruptor en un circuito eléctrico
que puede estar encendido o apagado, o la posicion de un objeto en un
par de estantes teniendo 2 posiciones especificas, como se muestra en la
figura 1.6. Es importante notar que solo se considera una tnica propiedad

5Por esta razén se menciona que la fuente del experimento debe ser estrictamente monocromética,
para garantizar que cada fotén enviado tenga la misma energia

“En sf mismos, los bits se consideran como objetos abstractos, y en la realidad lo que tenemos son
sistemas que se comportan como estos objetos.
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caracteristica del sistema para representar a los bits, todas las demas ca-
racteristicas se fijan para garantizar que no afectan la propiedad con la que
se caracteriza el bit o directamente no se tienen en cuenta (Diir y Heusler,

2013).

R

y

1

Figura 1.6: Representacion de un bit clésico. Tomado de: Diir y Heusler (2013)

El estado de los bits se puede manipular mediante el uso de puertas
l6gicas. Por ejemplo, para el caso de un solo bit como en la figura 1.6, la
puerta NOT invierte el valor del bit, pasando del estado ‘0’ a ‘1, lo que
seria equivalente en la figura a cambiar la pelota de estante.

Es importante resaltar que existen dos tipos de bits con los que se tra-
baja en computacion cléasica, los bits de procesamiento y los bits de alma-
cenamiento. La diferencia entre estos tipos de bits son los principios fisicos
detras de su implementacién. Los bits de procesamiento son senales que
los dispositivos pueden procesar mediante una cadena de transistores que
se comportan —de manera abstracta— como las puertas légicas que per-
miten manipular los valores de los bits de entrada, por ejemplo, considere
un sistema de un cable por el cual se puede medir dos valores de voltaje.
Cuando el voltaje es 0 el estado del bit de procesamiento es ‘0’ y cuando
se mida un valor positivo de voltaje, digamos +5mV’, entonces el estado
del bit sera ‘1’ (Kaye y cols., 2007).

Cuando se habla de bits de almacenamiento, aunque existen diversas tec-
nologias que permiten almacenar informacién, se abordara el ejemplo mas
sencillo, los discos duros magnéticos. Estos dispositivos constan de discos
magnéticos que pueden girar a gran velocidad y una serie de cabezales que
pueden leer y escribir informacion en dichos discos; estos cabezales pueden
medir la orientacion del dominio magnético en las diferentes regiones sobre
los discos magnéticos, asi como modificarlo; dependiendo de la orientacion
del dominio magnético esto se interpreta en términos de ‘0" o ‘1’

Notese que, si bien mediante el funcionamiento de los discos duros
magnéticos se puede establecer un sistema binario (con 2 estados), la ma-
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Figura 1.7: Partes de un disco duro magnético. Tomado de: Wikimedia Commons

nera en cémo se trabaja con los bits de almacenamiento es completamen-
te diferente a los bits de procesamiento, por eso el disco duro tiene que
transformar la lectura de los dominios magnéticos del disco en senales —de
voltaje— que la CPU puede recibir e interpretar. Por esta razon y enca-
minado a los intereses de este trabajo, se centrard particularmente en el
apartado de procesamiento.

1.4. ;Qué es un qubit?

Los qubits son la unidad basica de informacién en computacién cuantica
y generalizan a los bits para el caso cuantico. Fisicamente entonces, son
interesantes principalmente los sistemas individuales de 2 niveles ya que
estos nuevos “bits” se rigen también por la caracteristica de tener 2 es-
tados que se llamaran ‘0’ y ‘1’ respectivamente, para ser analogos al caso
clasico, sin embargo, a este juego binario se le agrega el hecho de que estos
estados pueden estar en una superposicion; caracteristica fundamental que
diferencia qubits de bits. Un ejemplo de un sistema de este tipo es el expe-
rimento descrito en la seccion 1.2 con la fuente de fotones y los divisores de
haz, especificamente se dice que, un foton que puede ser detectado en uno
de dos posibles caminos —de manera abstracta— puede codificar un qubit.

De manera intencional se nombraron los caminos que puede tomar el
foton en el experimento como |0) y |1) para relacionar el sistema con la
notacién propia de la teoria de la computacion. El estado del sistema se
describe como

) =aol0) + )= (£°) (17)

Adicionalmente los coeficientes complejos o amplitudes de probabilidad
ap v a; se pueden descomponer como el producto e|al, donde |a| es


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Hard_drive-es.svg?uselang=es
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un numero real no negativo correspondiente a la magnitud del ntmero
complejo a, y ¢ = ﬁ tiene norma 1. El valor ¢ se conoce como la “fase”,
y €/ como el “factor de fase” (Kaye y cols., 2007).

Un aspecto importante sobre los vectores de estado es que los estados
descritos por el vector e [1)) son equivalentes al estado descrito por el
vector |1)), es decir las rotaciones del vector de estado no cambian el estado
que describen, en otras palabras, no tiene un significado fisico relevante.

Por tanto, se cumple que

Y =10) +[1) =€ [0) + € 1) (1.8)

Se dice entonces que el sistema tiene una fase global que se considera
irrelevante por el argumento mencionado anteriormente, sin embargo, el
factor de fase relativo entre dos estados en superposiciéon es fisicamente
relevante ya que la fase relativa esta relacionada con cémo los estados en
superposicion interactian y puede afectar directamente el resultado de una
medicion. Luego, el estado descrito por la superposicion

¥ =10) +[1)

es fisicamente diferente del estado descrito por la siguiente superposicion,
donde ¢ es la fase relativa descrita como ¢ = ¢; — ¢y

P =10) + €% |1)

A partir de las relaciones de fase descritas anteriormente, se puede en-
tonces desarrollar la expresion del estado del sistema (ecuacion 1.7) expre-
sando las amplitudes de probabilidad en términos del factor de fase

[ ) = [aole’™ [0) + [a|e™ [1) (1.9)

factorizando €' se tiene

[) = e (lao] [0) + ]~ 1)) (1.10)

Si consideramos ¢y como la fase de referencia del sistema y la fijamos
en un valor de 0 podemos expresar el estado en términos unicamente de la
fase relativa

() = law| [0) + |au]e™ 1) (1.11)

Estableciendo que las amplitudes cumplen la condiciéon de normalizacion
(Jao|* + |a]? = 1) se puede hacer el simil con la identidad trigonométrica
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pitagérica (cos? 6 + sin?f = 1) y expresar las norma de las amplitudes en
términos de senos y cosenos

) = cosg|0> +ewsing|1> (1.12)

Este vector de estado suele representarse como un punto en la super-
ficie de una esfera tridimensional, conocida como esfera de Bloch (véase
la figura 1.8). Donde dos pardametros reales son suficientes para describir
matematicamente el estado de un qubit, ademas, es importante resaltar
que dada la deduccién anterior esta esfera tiene radio 1.

Figura 1.8: Estado del qubit en la esfera de Bloch. Tomado de: Quinones (2012).

Esta representacion permite ver graficamente todos los estados de su-
perposicién posibles para los estados |0) y |1) como todos los puntos que
pertenecen a la superficie de la esfera.

1.4.1. Construccion fisica de qubits

Recuerde que en si mismos tanto los bits como los qubits son objetos
abstractos, y lo que se tiene fisicamente son sistemas que se aproximan lo
maximo al comportamiento teérico de estos objetos. Para el caso de los
qubits, se requieren unas ciertas condiciones para que el sistema pueda ser
considerado como tal:

1. Dos estados bien diferenciados: Se ha destacado anteriormente que los
sistemas de interés son sistemas de dos niveles para trabajar con el
juego binario de las computadoras, sin embargo, es importante resaltar
que se debe garantizar que el sistema esté restringido al par de estados
que se establezcan como |0) y |1), es decir, el sistema no debe tener
filtracion.
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2. Posible de manipular: El sistema debe ser susceptible de manipulacion,
es decir, de cambiar el estado del qubit a conveniencia manteniendo
sus propiedades cuanticas.

3. Posible de medir: Se debe poder colapsar la superposicion del qubit
para conocer su estado, lo que en computacién se interpreta como
obtener un resultado de la operacién o algoritmo.

Estas 3 condiciones establecen las caracteristicas que un qubit debe tener
para ser funcional, y ademés plantean algunas dificultades técnicas en su
implementacién. Una de las mas importantes es garantizar la coherencia
del sistema, es decir, garantizar que el sistema conserve sus propiedades
cudnticas (la superposicién de estados del qubit), manteniéndose tnica-
mente en los estados |0) y |1). Cuando el sistema dispuesto como qubit
toma un estado distinto a |0) y |1) se dice que el sistema presenta decohe-
rencia, lo que implica que se pierda la superposicién y por tanto se pierda
la informaciéon con la que se esta trabajando en el qubit. La decoherencia
se puede entender graficamente con el ejemplo de la esfera y los estantes
de la figura 1.6, si por alguna razon la esfera se cayera de algin estante y
llegara al piso, estaria en una posicién diferente a las que definen el qubit,
por tanto, se tendria un valor distinto de |0) y |1) (véase la figura 1.9), por
lo que una maquina no seria capaz de interpretar ese valor y se romperia la
cadena de proceso del algoritmo, por eso se dice que la decoherencia genera
pérdida de informacién y es tan importante que no se genere filtracion en
los qubits, siendo uno de los principales retos en la construccién de qubits
funcionales.

okl o

1

Figura 1.9: Representacion grafica de la filtracion en los qubits.
Adaptada de: Diir y Heusler (2013)
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1.4.2. El qubit Superconductor

Existen diversas alternativas como plataforma de hardware para imple-
mentar el procesamiento de informacion cudntica, una de ellas es la ar-
quitectura basada en circuitos superconductores. Estos sistemas, también
llamados dispositivos de electrodinamica cuantica de circuito (QED por
sus siglas en inglés), utilizan la dindmica de los campos electromagnéticos
en circuitos superconductores para procesar la informacion.

Como descripcion general, la superconductividad es un fenémeno cuanti-
co en el cual ciertos metales con una estructura cristalina de alta simetria
presentan una resistencia eléctrica casi nula cuando se alcanza una tem-
peratura critica (obsérvese la figura 1.10), para el caso del aluminio (Al),
este se vuelve superconductor cuando alcanza una temperatura de 1,2K°.
A estas temperaturas cercanas al cero absoluto, los electrones en el ma-
terial se mueven de forma muy particular, la cual por varios anos generé
investigaciones relacionadas; la explicacion, de forma simplificada, lleva a
que estas particulas se mueven con una proximidad que fuera del estado
superconductor no es posible, generando que dos electrones de conduccién
se encuentren mas proximos de lo normal en el material y se mantengan
con espines apareados, formando lo que se conoce como pares de Cooper,
siendo estos los portadores de carga de la corriente superconductora en el
sistema. Estos pares de Cooper son muy resistentes a perturbaciones cau-
sadas por eventos de dispersion, permitiendo que el estado cuantico general
que describe el par de Cooper sea muy estable (Roth y cols., 2021).

oy
"

metal

Superconductor

Resistencia —»

T
Temperatura —»

Figura 1.10: Diferencia de la resistencia en funcion de la temperatura entre un metal
convencional y un metal superconductor. Tomado de: Mientras En Fisicas (2019)

8La temperatura a la que operan los qubits superconductores es ain més baja, de unos 10mK, bus-
cando reducir al maximo cualquier influencia de caracter térmico que pueda afectar la estabilidad del
sistema.
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Generalmente, los efectos cudnticos solo son observables a nivel mi-
croscopico debido a la fragilidad de los estados cuanticos individuales. Para
observar comportamiento cuantico a nivel macroscopico se requiere un alto
grado de coherencia entre los sistemas cuanticos individuales, y particular-
mente gracias a los pares de Cooper, los circuitos superconductores son
una prometedora forma de lograrlo.

El qubit transmon (abreviatura de transmission-line shunted plasma os-
cillation qubit) consta de un par de uniones Josephson en paralelo (SQUID),
un condensador y una caja de pares de Cooper. Este tipo de circuito es-
pecial se pueden entender como un andlogo cuantico de los circuitos LC,
pero con un par de diferencias claves que se mencionaran mas adelante.

Para aclarar un poco el funcionamiento de estos qubits, las uniones
Josephson son dispositivos formados por dos superconductores separados
por una fina barrera aislante (obsérvese la figura 1.11), los méas utilizados
son un “sandwich”de tipo Al/AlO,/Al. Estas uniones son claves en los
circuitos superconductores porque permiten el paso de pares de Cooper sin
resistencia, a través del efecto tinel, y actiian como un tipo de “inductor’no
lineal en el circuito QED.

Se hace la relacién con los circuitos LC debido a que, estos circuitos se
caracterizan por ser sistemas que presentan una periodicidad, esto debido a
que se tiene una carga eléctrica que oscila. Si se lleva esto al caso cuantico,
un oscilador cuantico oscila, pero con unas frecuencias muy especificas,
asociadas a los niveles de energia del oscilador. Un detalle importante es
que el gap de energia AFE para los diferentes estados del oscilador cuantico
se encuentran equiespaciados —la energia necesaria para pasar de un nivel
de energia a otro es el mismo—, esto en el contexto de la computacion
cuantica es un problema, ya que al estar todos los estados “a la misma
distancia’no es posible garantizar si se estd trabajando sobre el par de
estados que se elijan como qubit, por lo que es posible que el sistema
presente filtracion.

Aqui es donde la unién Josephson juega un papel importante, al carac-
terizar en esencia un inductor no lineal, donde los niveles de energia en
un circuito LC con este tipo de “inductancia” cambian respecto al caso
descrito anteriormente, haciendo que el gap de energia entre los diferentes
estados ya no sea el mismo. Se dice entonces que los niveles ya no estan
equiespaciados entre si, permitiendo elegir dos niveles de energia contiguos
que sean diferentes entre si para establecer los estados del qubit minimi-
zando la posibilidad de filtracion.
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Figura 1.11: Imagen de una unién Josephson, mostrando las dos capas superconductoras
una sobre otra. Tomado de: Roth y cols. (2021)

Continuando con la descripcion del qubit superconductor, el SQUID
(Superconducting Quantum Interference Device) es una disposicién com-
puesta por dos uniones Josephson conectadas en paralelo (ver figura 1.12).
Esta configuracién permite, ademas del paso de los pares de Cooper, tener
un mayor control sobre las propiedades del circuito, ya que propiedades
asociadas a las uniones Josephson se pueden ajustar aplicando un campo
magnético sobre el SQUID.

Figura 1.12: Imagen de un SQUID. Adaptada de: Roth y cols. (2021)

Por ultimo, la caja de pares de Cooper (ver figura 1.13) describe una
pequena region superconductora, denominada isla, que esta separada de un
reservorio (otro bloque superconductor mas grande) mediante la unién Jo-
sephson. Esta isla puede contener un nimero discreto de pares de Cooper,
y debido a su tamano reducido, anadir o retirar incluso un solo par de
Cooper afecta significativamente su energia. Esta sensibilidad da origen a
la energia de carga del sistema, que depende del niimero de pares presentes
en la isla.
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Figura 1.13: Diagrama de circuito de la caja de pares de Cooper.
Tomado de: Roth y cols. (2021)

A partir de estos elementos se tiene el qubit superconductor de tipo
transmon. En la figura 1.14 se puede observar la forma real que tienen este
tipo de dispositivos. Como se mencioné anteriormente, la caja de pares
de Cooper permite separar dos regiones y hacer que sea bastante sensible
a los cambios de carga, esta diferencia es lo que permite establecer los
dos estados que codifican el qubit superconductor. Se parte del estado
en donde el sistema estd en equilibrio, en el estado de menor energia (o
estado fundamental) del circuito, que se considera el estado |0), cuando
se introduce un pulso al circuito con el dispositivo electromagnético se
consigue excitar el circuito de forma que uno de los pares de Cooper pasa
del reservorio a la isla, esto genera una transicion del estado fundamental
al primer estado excitado del circuito el cual se considera el estado |1) del
qubit. La superposicién ocurre en el nimero de pares de Cooper que hay
en la isla, dado que existe una probabilidad de que un par de Cooper pase
a través del SQUID o no, puede que la carga en la isla cambie o no. Esto
se denota matematicamente de la siguiente manera

V) =aln) + B n+1) (1.13)

Siendo n la cantidad de pares de Cooper que hay en la isla. Ya que
se requiere de una estabilidad robusta para que las propiedades cuanticas
se manifiesten de manera macroscopica, una pequena fluctuacion en las
propiedades del circuito podria alterar el gap de energia entre el estado
fundamental y el primer estado de excitacion del circuito, por ello, y co-
mo el transmon es en esencia un circuito LC cuéntico, este problema se
puede solucionar agregando un condensador que sea muy grande, de modo
que permita que el circuito oscile muy poco, haciéndolo més estable. Este
condensador es el elemento en forma de cruz presente en la figura 1.14.
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Figura 1.14: Foto del qubit transmon. Adaptada de: Roth y cols. (2021)

A pesar del éxito de disenos como el qubit transmon, estos ain enfrentan
limitaciones importantes frente al ruido del entorno y la pérdida de cohe-
rencia cuantica, factores que restringen su escalabilidad en arquitecturas
cuanticas mas complejas.

Es asi como la computacién ha evolucionado en formas que no se pensa-
ron en sus inicios. En este capitulo se presentd brevemente este recorrido,
que permite hablar de las propuestas actuales en el diseno de dispositivos
para el procesamiento de informacion a partir de principios cuanticos. Aun-
que es de destacar que la cuantica ya se implementaba en las propuestas de
computacion clasica, la diferencia radica en la forma en que se concibe el
bit respecto al qubit, ademas de la necesidad de enfrentar las limitaciones
que se tienen para continuar mejorando la escalabilidad de los dispositivos
de procesamiento de informacién en un tamano reducido y sin pérdida de
informacion, beneficiandose de los principios de la mecanica cuantica.

En este proceso, el qubit transmon logra posicionarse como candidato
prometedor para la nueva era de la computacion, sin embargo, dadas las li-
mitaciones que exhibe, se han concebido propuestas alternativas a este tipo
de qubit buscando solventar las dificultades que este presenta. En respues-
ta a estas dificultades, en 2003 el fisico Alexei Kitaev propuso una nueva
aproximacion basada en la topologia, en la que la informacion cuantica
se codifica de manera no local, haciéndola mas resistente a errores. Esta
propuesta dio origen al concepto de qubit topoldgico, que se ha convertido
en un referente clave en la busqueda de una computacién cudntica mas
estable. Para entender esta transicion y el papel que juega la topologia en
este nuevo enfoque, es necesario revisar como esta area matematica ha ido
tomando protagonismo en el desarrollo de la fisica cudntica.
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Capitulo 2

Anyones y el Efecto Hall cuantico

Este capitulo aborda la evoluciéon del efecto Hall clasico al cuantico, re-
saltando cémo la topologia explica la precisién y estabilidad de este tltimo
mediante el nimero de Chern y el gauge de Landau. Se cierra con una
introduccién a los anyones, a partir del efecto Hall cuantico fraccionario,
mostrando cémo surgen estas cuasiparticulas con estadistica intermedia
entre fermiones y bosones.

2.1. Topologia y Fisica

El comienzo del estudio de la topologia puede remontarse al uso de la
teoria de grafos por parte de Euler para investigar el problema de los puen-
tes de Konigsberg (1736), sin embargo, esta drea de las matematicas no se
toma en cuenta ampliamente en fisica hasta los trabajos de Poincaré en
mecanica celeste, mapeo de superficies, y otros méas, que hoy se conside-
ran parte de la topologia. Aspectos de la topologia se han visto presentes
en la fisica desde el siglo XIX, con la formulacién de la ley de Gauss y
Ampere, que se pueden considerar actualmente de naturaleza topoldgica,
ya que involucran integrales sobre superficies que permanecen invariantes
bajo deformaciones continuas (Simon, 2018).

A pesar de las apariciones de la topologia en mecanica clasica y elec-
trodindmica, no fue sino hasta el establecimiento de la fisica moderna en
el siglo XX, con teorias como la relatividad y la mecanica cuantica, que la
topologia comenzo6 a adquirir un papel central en la fisica tedrica. La con-
solidacién de esta relacién se dio especialmente a partir de tres trabajos
destacables: el primero es el analisis de Dirac sobre la compatibilidad de la
existencia de los monopolos magnéticos con el marco conceptual de la MC
(1931), en su articulo titulado “Quantised Singularities in the Electromag-
netic Field” Dirac pretendia atacar el problema de la prediccion de niveles

23
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de energia negativos que tenia su teoria publicada en 1930, ya que esta no
era capaz de esclarecer por qué parecia haber una distincién entre electro-
nes y protones —cada una tendria su propia antiparticula—. Para ello, se
propuso intentar encontrar, desde una perspectiva tedrica, la razon de la
existencia de una carga eléctrica mas pequena, ya que experimentalmente
se conocia su existencia y su valor era esta aproximadamente dado por:

hic/e? = 137

Dirac establece que “El cambio en la fase de una funcién de onda al
rodear cualquier curva cerrada debe ser el mismo para todas las funciones
de onda” (Dirac, 1967), por lo que considerando un analogo de la ley de
Gauss para el caso magnético, es decir la existencia de monopolos magnéti-
cos, se presenta una no integrabilidad en la fase de la funcién de onda, por
tanto, la evolucién de la fase no esta determinada solo por el punto de
inicio y final de la curva, sino también por como se recorre dicha curva. De
este modo, la consistencia de la MC requeriria segin el articulo de Dirac
que el producto de la carga eléctrica (e) y la carga magnética (g) estuviera
cuantizado segun la siguiente relacion:

h
g:n2—z, n ez

esta condicion de cuantizacién se considera el primer ejemplo en fisica
de “cuantizacion topoldgica”; entendiéndose por cuantizacion topoldgica
cuando una magnitud fisica solo puede tomar valores discretos debido a la
estructura geométrica y topoldgica global del espacio. Aplicar esta concep-
cion a la teoria de Dirac, quiere decir que la condicién entre carga eléctrica
y magnética no surge de un analisis local del campo electromagnético, sino
de la necesidad de que la funciéon de onda que describe una particula en
el espacio sea univoca bajo la influencia del campo magnético, por tan-
to, al recorrer trayectorias cerradas en el espacio, el sistema cuantico debe
ser coherente, y esto depende de la estructura misma del espacio y no de
medidas locales (Morandi, 1992).

El segundo trabajo fue el descubrimiento del efecto Aharonov—Bohm
(1959), un fenémeno cudntico en el que la fase de la funcién de onda para
una particula cargada cambia al moverse en una trayectoria cerrada aun
en regiones donde no hay presencia de un campo magnético. Este cambio
de fase se mostro que viene dado en relacion con el potencial vectorial A,
de este modo, aunque donde se mueva la particula el campo magnético es
nulo, las propiedades fisicas del sistema siguen estando influenciadas por
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el potencial vectorial.

Este efecto plantea un conflicto en lo que se pensaba eran las entida-
des primarias, los campos. En mecanica clasica, los potenciales tenian un
rol secundario ya que eran considerados simples herramientas matemati-
cas para describir los campos, quienes si contaban con un significado fisico
directo. Sin embargo, en MC, la ecuacién de Schrodinger (el equivalente a
las ecuaciones de movimiento en mecénica clasica) requiere la inclusién de
los potenciales para describir las interacciones electromagnéticas; bajo es-
tas consideraciones se supondria entonces que las entidades fundamentales
serian los potenciales y los campos serian secundarios, ya que se derivan
de estos (Aharonov y Bohm, 1959).

Por ultimo, el descubrimiento del efecto Hall cuantico en 1980 llevé a
una enorme expansion del papel de la topologia en fisica del estado sélido
y la materia condensada (Simon, 2018). En este fenémeno, se encontr6 que
la conductividad transversal en un semiconductor -cuyos electrones estan
fuertemente restringidos a moverse en dos dimensiones-, sometido a ba-
jas temperaturas y campos magnéticos intensos se cuantiza en multiplos
enteros de €2 /h, con una precisién de 10™" que no se ve afectada por las im-
purezas del material. Poco tiempo después, en 1982, se observo una version
aun mas sorprendente: el efecto Hall cuantico fraccionario. En este caso,
la conductividad transversal se expresa en valores fraccionarios (%, %, %) de
e?/h. A estas excitaciones fraccionarias se les conoce con el nombre de
“anyones”, término que fue acunado por el fisico estadounidense Frank
Wilczek durante la década de los 80’s, tiempo en el que surgié el interés
por los sistemas de particulas moviéndose en 2 dimensiones (R?) (Morandi,
1992).

Este tipo de sistemas resultaron ser mucho mas que una curiosidad
tedrica; investigaciones publicadas entre el 2000 y 2003, como “Topological
quantum computation” (Freedman et al., 2001) y “Fault-tolerant quan-
tum computation by anyons” (Kitaev, 2003), resaltan caracteristicas que
posicionan a los anyones como candidatos prometedores para implementar
qubits en modelos de computacién cuantica topolégica que sean resistentes
a errores. Teniendo esto en cuenta, es necesario para las pretensiones del
presente trabajo hacer una revisién del efecto Hall clasico y cuantico.
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2.2. Efecto Hall

El efecto Hall fue descubierto en 1879 por Edwin Hall, su trabajo se vio
principalmente motivado por una idea expuesta en el trabajo de Maxwell
“Tratado de Electricidad y Magnetismo” (1873). Hall resalta particular-
mente el fragmento en que Maxwell afirma que:

Si la corriente misma es libre de elegir algin camino a través de
un conductor soélido fijo o una red de alambres, entonces, cuando
se hace actuar una fuerza magnética constante sobre el sistema,
la trayectoria de la corriente a través de los conductores no se
altera permanentemente, sino que luego de que ciertos fenémenos
transitorios, llamados corrientes inducidas, se han apagado, se
tendra que la distribucion de la corriente es la misma que si no
estuviera bajo la accién de la fuerza magnética.

Mazwell (1873, como se cité en (Uzcategui y cols., 2020))

Esta afirmacion lleva a pensar que sélo las fuerzas electromotrices in-
fluencian las corrientes eléctricas. Hall se propuso trabajar en evaluar expe-
rimentalmente la propuesta de Maxwell. Utiliz6 un montaje experimental
refinado; luego de varias pruebas, encontré que la mejor disposicién se
encontraba con una delgada lamina de oro montada sobre una placa de
vidrio. Esta lamina conductora se posicionaba entre los polos de un elec-
troiman, de manera que las lineas de fuerza del campo magnético incidieran
perpendicularmente sobre la superficie de la lamina, y por ende, perpen-
dicularmente a la direcciéon de la corriente eléctrica que se hacia circular
a través de ella. Las condiciones experimentales cruciales para la observa-
cién del efecto incluian la aplicaciéon de un campo magnético intenso (entre
1,5 y 2 Teslas) y la medicion de la diferencia de potencial mediante un
galvanémetro. Las puntas de prueba de este instrumento se colocaban en
puntos directamente opuestos en los bordes laterales de la lamina de oro,
es decir, transversalmente al flujo de la corriente principal, para detectar
cualquier voltaje generado por la interaccion entre la corriente y el cam-
po magnético. Hall tuvo éxito en detectar una deflexién de la aguja del
galvanometro, como efecto de la accién del imén. Esta deflexién era lo su-
ficientemente grande como para no atribuirla directamente a la accién del
campo sobre la aguja. Esta deflexién era permanente y el efecto se invertia
cuando se invertia el campo, pero no se invertia al intercambiar las puntas
del galvanémetro (Uzcategui y cols., 2020).

Hall menciona en su articulo:
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Se puede hablar de la acciéon del iman como estableciendo en la
lamina de oro una nueva fuerza electromotriz a angulos rectos de
la fuerza primaria electromotriz. Esta nueva fuerza electromotriz
no puede, en condiciones ordinarias, manifestarse por si misma,
si el circuito en el cual ella trabaja estuviera incompleto.

(Hall, 1879).

De esta manera, Hall remarca el hecho de que para que se produzca el
efecto es necesario que en el circuito haya presente una corriente eléctrica,
si por alguna razon no hay un transporte de carga en el circuito, el efecto no
puede ocurrir, mostrando entonces que el efecto observado es consecuencia
de la interaccion entre la corriente eléctrica y el campo magnético externo
y demostrando que los campos magnéticos, ademas de las fuerzas electro-
motrices, también pueden influenciar el comportamiento de la corriente al
interior de un material.

2.2.1. Modelado del efecto Hall

El efecto Hall, desde una perspectiva microscopica y moderna, se ma-
nifiesta a medida que los portadores de carga —electrones en este caso—
responden a la influencia de un campo magnético en condiciones particula-
res. Cuando una corriente (I) fluye a través de una muestra conductora de
longitud (L), ancho (a) y espesor (d), la cual es atravesada por un campo
magnético B perpendicular a la superficie de la muestra, los electrones son
desviados hacia uno de los bordes de la muestra debido a la accion de la

fuerza de Lorentz!.

F=—e(E+7x B) (2.1)

Debido a la acciéon del campo magnético sobre las cargas en movimien-
to, se genera una acumulacion de portadores de carga a un costado de la
muestra, como se observa en la figura 2.1, originando un campo eléctri-
co conocido como campo Hall (siendo la carga acumulada la fuente del
campo). La carga contintia acumuldndose, hasta que se alcanza el equili-
brio entre la fuerza magnética y la fuerza eléctrica repulsiva producida por
el campo Hall (Uzcategui y cols., 2020). En este punto, igualando a cero
la fuerza de Lorentz (2.1) se tiene que:

IEs importante resaltar que términos como electrones y fuerza de Lorentz, son términos utilizados en
la explicacion moderna del efecto Hall, ya que el electrén se descubrié 18 anos después del articulo de
Hall en 1897, y la fuerza de Lorentz fue desarrollada hasta 1892.
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eE = —e(¥ x B) (2.2)
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Figura 2.1: Esquema del experimento del Efecto Hall clasico.
Tomado de: Uzcategui y cols. (2020)

Segun el sistema de referencia de la figura 2.1 se establecen las direccio-
nes de los vectores, considerando el movimiento de los electrones (circulos
negros en la figura):

U= —v,i ; E_":—yj'; B = Bk (2.3)

Luego, sustituyendo en la ecuacién 2.2

eE,j = e(vyi x Bk)

Operando se llega a

eEyj' = ev,Bj

Se puede trabajar la expresion anterior de forma escalar ya que las
fuerzas actiian en la misma direcciéon. Multiplicando por la densidad lineal
de portadores de carga (n)

nell, = nev, B

El movimiento de un ntimero (n) de electrones hacia la parte inferior de
la lamina conductora, como se observa en la figura 2.1, se puede interpretar
como una densidad lineal de corriente hacia la parte superior (recordando
que la corriente se entienden como el movimiento de las cargas positivas
en un conductor), a partir de esta consideracién, matematicamente la den-
sidad lineal de corriente se expresa como J = newv, siendo v la velocidad
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media de las cargas bajo la influencia del campo eléctrico inducido trans-
versalmente en el material y ya que la fuerza transversal magnética origina
el campo Hall (E,), se genera por tanto un voltaje hall (Vi) asociado, sien-
do Vg = Ea. Multiplicando por la longitud transversal (a) y sustituyendo
la densidad lineal de corriente para obtener:

nekya = JBa
neVy = JBa
neVy = IB (2.4)

Teniendo en cuenta que la resistencia se define como V/I y despejando
de la ecuaciéon 2.4 se encuentran la ecuacion para la resistencia Hall:

== 2.
RH ne ( 5)

En esta ecuacion se puede notar que la resistencia Hall es una magni-
tud escalar que no depende de las dimensiones geométricas de la muestra,
unicamente depende de la intensidad del campo magnético aplicado y de
las propiedades del material (la densidad de carga y la carga particular
de los portadores). Es importante resaltar que esta resistencia hall es la
resistencia del material en la direccién transversal, es decir, en la direccién
en la que aparece el voltaje Hall, por tanto, si bien es util para analizar
situaciones simples donde la corriente fluye en una direccién bien definida,
el movimiento de carga en la muestra conductora no se da en una tnica
direccién y por tanto se requiere un formalismo mas general para describir
de manera mas completa el fenémeno.

2.2.2. Tensor de resistividad y conductividad

La relacién entre la densidad de corriente J y el campo eléctrico E viene
dada por
E =pJ (2.6)

Siendo p la resistividad del material. Descrito de la manera anterior la re-
sistividad es un escalar ya que no se esta considerando ninguna influencia
externa sobre la corriente, sin embargo, en un sistema influenciado por un
campo magnético externo (como en el experimento del efecto hall) se rom-
pe la isotropia de la resistividad. Debido a la accién del campo magnético,
esta cantidad ya no es la misma en todas direcciones y por tanto una mag-
nitud escalar no es suficiente para describir el fenémeno. De esta manera la
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relacion entre el campo eléctrico y la densidad de corriente para un sistema
de dos dimensiones se expresa en términos del tensor de resistividad p

(k)= G 22 C) >

ya que en el efecto hall a la lamina llega una corriente I, y por la
condicién del equilibrio de fuerzas para la fuerza de Lorentz, se puede
considerar J, = 0, esto permite simplificar 2.7 de la siguiente manera

Ey = pyads

A partir de la ecuacion 2.1 para el caso en equilibrio se puede deducir que
E, = v,B y la densidad de corriente J, esta relacionada con la velocidad
de deriva de los electrones por J, = nev,. Despejando y relacionando estas

E, = <ﬁ> B (2.8)

ne

E, - (5) J, (2.9)

ne

expresiones se obtiene

Comparando con las componentes del tensor de resistividad podemos
deducir que py,,; = %,

componentes del tensor de resistividad, y como se mencion6 anteriormente,
es una de las componentes transversales.

es decir, que la resistencia hall forma parte de las

Existe otra forma de relacionar la densidad de corriente J con el campo
eléctrico E, y es mediante la conductividad eléctrica o.

J=0oFE (2.10)

Nuevamente, sin influencia externa la conductividad es una magnitud es-
calar, pero en el contexto del efecto hall, bajo la accién del campo magnéti-
co externo la conductividad también se expresa como un tensor, el tensor

de conductividad &
O-CE e
Jy Oyz Oyy E,

Para trabajar con estos tensores, existen un par de relaciones las cuales
ayudan a determinar las componentes particulares de cada uno. La primera
es recordar que existe una relacion entre conductividad y resistividad bien
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conocida en el caso clésico, donde (o = %) siendo una magnitud el inverso

de la otra. Luego los tensores de conductividad y resistividad también la
cumplen
6=p" (2.12)

permitiendo deducir las componentes de un tensor conociendo las del otro.
La segunda es mediante la relacién de Onsager, esta relacién permite re-
ducir el numero de parametros independientes en sistemas de transporte
cercanos al equilibrio estableciendo que la matriz de coeficientes de trans-
porte es simétrica?.

Lij = Lji (2.13)

En este caso las matrices de transporte son los tensores de conductivi-
dad y resistividad, sin embargo, es importante resaltar que en el caso del
efecto Hall ocurre es una ruptura de simetria, ya que el campo magnéti-
co rompe con la isotropia de los escalares de conductividad y resistividad,
ademas, como se menciono en la seccion anterior, Hall midié experimental-
mente que se invierte el valor del voltaje transversal bajo inversiones del
campo magnético. Teniendo en cuenta esto y la relacién de Onsager, las
componentes del tensor de conductividad cumplen

Opz = Oyy 5 Oay = —Oya (2.14)

El tensor de conductividad se expresa entonces de la siguiente manera

| Opr Ogy
o=
—Ozy Ogz

Siendo simétrica la diagonal, brindando informacién sobre la conducti-
vidad longitudinal, y antisimétrica las componentes fuera de la diagonal,
brindando informacién sobre la conductividad transversal, dependiente del
campo magnético. Todas las condiciones anteriores permiten reducir de 4
a 2 las componentes que son necesarias de calcular para estos tensores.

La descripcion del tensor de resistividad y conductividad proporciona
un marco robusto para comprender el transporte de carga en superficies
conductoras bajo la influencia de campos magnéticos. Este formalismo es
fundamental en el estudio de sistemas con propiedades conductoras mas
complejas, siendo un ejemplo clave y donde su uso es indispensable para
la descripcién del efecto Hall cuantico.

2Onsager gan6 el Premio Nobel de Quimica en 1968 por su trabajo en sistemas termodindmicos, de
los cuales derivé esta relacién.
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2.3. Efecto Hall Cuantico

Un siglo después del descubrimiento del efecto Hall, en 1980, el fisi-
co alemén Klaus Von Klitzing descubre el efecto Hall cuantico mientras
trabajaba en el transistor de efecto de campo metal-oxido semiconduc-
tor (MOSFET por sus siglas en inglés), en el laboratorio de alto campo
magnético en Grenoble, Francia. Von Klitzing encontré que la resistencia
Hall Ry no variaba de forma lineal respecto al campo magnético, en su
lugar presentaba unas mesetas en multiplos enteros de la cantidad h/e?,
como se observa en la siguiente figura®.

7 =

N >

Figura 2.2: La linea discontinua representa el comportamiento clasico de la resistencia
Hall, mientras que las mesetas hacen evidente una cuantizacién en esta cantidad.
Tomado de: Pachos (2012)

El aspecto novedoso de la investigacién de Von Klitzing radica en que
estaba interesado en caracterizar el transporte electronico en los transis-
tores buscando mejorar la movilidad electronica en esos dispositivos. Su
estudio fue realizado sobre capas finas de compuestos de silicio (S7). Las
condiciones experimentales eran especiales, ya que cambid las laminas de
oro por transistores tipo MOSFET, pasé de temperaturas de nitrégeno
liquido (aproximadamente 77K) a temperaturas de helio liquido (aproxi-
madamente 4K) y aumento la intensidad del campo magnético pasando de
0,57 a 5T (Uzcategui y cols., 2020).

El transistor tipo MOSFET esta compuesto por una puerta metalica,
un 6xido de silicio (Si05) como aislante y silicio (S7) con un dopaje* tipo-
p no tan fuerte. Cuando se aplica en el transistor una tension de puerta

3Si bien el resultado original a partir del descubrimiento de Von Kiltzing estd en términos de la
resistencia, desde el modelo matemédtico es mas natural abordar el concepto de conductividad, y ya que
estas magnitudes estan relacionadas, se trabaja principalmente alrededor de la conductividad.

4Fl dopaje es un proceso donde se introducen intencionadamente impurezas en otros materiales puros
para alterar sus propiedades conductivas. Hay de dos tipos, el tipo-p (positivo) significa dopar el material
con atomos que tienen un electrén de valencia menos. El tipo-n (negativo) es lo contrario, dopar el
material con atomos con un electréon de valencia extra.
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positiva, los electrones son atraidos hacia la superficie de separacion entre
el aislante y el semiconductor tipo-p (observe la figura 2.3)

o | o
—:ﬂ . Halr

b bbb

Z

Figura 2.3: Esquema lateral del transistor MOSFET.
Tomado de: Uzcategui y cols. (2020)

Al incrementar la tension de modo que el fondo de la banda de conduc-
cion se aproxime y traspase el nivel de energia de Fermi, aparece una regién
préoxima a la superficie donde se mejora la conductividad. Esta capa es la
region de la linea discontinua en la figura 2.3 y se conoce como la capa de
inversion, ya que debido a la acumulacion de electrones en la zona cercana
al Si0s, el semiconductor pasa de tener comportamiento tipo-p a tipo-n
en dicha region. Adicionalmente como el movimiento de los electrones estéa
restringido a la zona proxima a la separacion, se considera que se compor-
ta como un gas cuasi-bidimensional, consideracion que permite modelar el
sistema como electrones moviéndose en 2 dimensiones (Uzcategui y cols.,
2020).

2.3.1. Modelado del efecto Hall cuantico

Para analizar el comportamiento de los electrones en el efecto Hall
cuantico se va a considerar un electrén confinado en el plano xy (debi-
do al comportamiento del sistema como un gas cuasi-bidimensional), que
estd sometido a un campo magnético uniforme tal que B = B2. Se bus-
ca resolver entonces la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo,
dado que ningin potencial o campo depende explicitamente del tiempo.
Para incorporar la interaccion del electron con el campo magnético en el
Hamiltoniano, se utiliza el principio de acoplamiento minimo, modificando
el operador momento p para que este incluya el potencial vectorial A

p—p-—qA (2.15)

El Hamiltoniano entonces toma la siguiente forma:
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. 1 N
i = ( - A) 2.16
o, P4 (2.16)

Ya que se cumple que B =V x fY, no hay una sola forma matematica
para A, ya que diferentes potenciales dan como resultado el mismo campo
fisico, por lo que podemos elegir una forma del potencial vectorial que
permita simplificar los cédlculos sin afectar la fisica del sistema. En este

caso es conveniente elegir el gauge de Landau. Con este gauge, A se
define como:

—

A= (0, Bz,0) (2.17)
Sustituyendo en el Hamiltoniano se obtiene:
1
2m,

recordando que p, = —ihd, y p, = —ihd,.
Ya que el potencial vectorial no depende explicitamente de y, el sistema

jig (5.2 + (B, + eBz) ] (2.18)

es invariante bajo traslaciones en dicha direccién, esto sugiere una solucion
del tipo:

Y(w,y) = " () (2.19)
donde k, es un nimero de onda constante asociado al momento en y.

Luego se sustituye la soluciéon propuesta en la ecuacion de Schrodinger
independiente del tiempo:

~

! {—h@; + (hk, + 633:)2] o(r) = Ep(x) (2.21)

2m,

En este punto es importante considerar la frecuencia ciclotrénica (w,)
que depende del campo, definida como:

_eB

iz

We

(2.22)

Esta frecuencia se incluye en el Hamiltoniano ya que se busca descri-
bir la energia cinética del electréon debida a su interaccién con el campo
magnético, adicionalmente esta descripcion tiene que ser consistente con
el electromagnetismo clasico, donde una particula cargada en un campo
magnético describe una trayectoria circular, cuya frecuencia de rotacion es
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precisamente la frecuencia del ciclotrén. Incluyendo w. en la expresion del
Hamiltoniano (2.21) se obtiene

2medr2 2 ¢ eB

Esta ultima ecuacion es la ecuacion diferencial para un oscilador armoni-

¢(x) = E¢(x) (2.23)

co cuantico en una dimensién, que se encuentra desplazado una distancia
x, que se define como:

hk,
=—— 2.24
o eB ( )
dejando el Hamiltoniano como
Rod1 )
{— S da? + e, (x — xp) ] o(x) = E¢(x) (2.25)

La solucion es la del oscilador armoénico cuantico, siendo la energia del
sistema

1
En:hwc<n—l—§), n=0,1,2,... (2.26)

A partir de la ecuacion anterior es posible determinar la brecha para
dos niveles de energia consecutivos, considerando los niveles E,, (ecuacién
2.26) v Fy,11, que se expresa como sigue:

3
En+1 = hwc (n + 5)

Entonces la diferencia de energia entre estos niveles viene dada por

AE = En-l—l - E,
AFE = hw. = h§ (2.27)

Me
El resultado anterior muestra entonces que los niveles de energia del
sistema se encuentran equiespaciados con una brecha igual a hiw,., del mis-
mo modo se puede notar que el espaciado de los niveles de energia, por
la frecuencia del ciclotréon, esta relacionada con la intensidad del campo
magnético. Por tanto, de esta forma se evidencia como el campo cuantiza
la energia de los electrones haciendo que cuanto mayor sea la intensidad
del campo magnético (B 1), mayor serd la brecha (AFE 1) entre dos niveles

de energia consecutivos del sistema.
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Por otro lado, al introducir condiciones de contorno para la muestra en
la direccién y, considerando un ancho L, y teniendo en cuenta la condicion
periédica de 1 (z,y) en esta direccion, la funcién de onda debe cumplir lo
siguiente:

2mm
by +L) =y = k=7
y

m e 7, (2.28)

Cada uno de los niveles de energia en 2.26 definen los diferentes niveles
de Landau, y ya que la energia no depende de k,, cada nivel de Landau se
encuentra degenerado en relacioén con k. Esto se ilustra en la figura 2.4, las
lineas representan los estados posibles para un electrén en la pelicula fina;
existe un numero finito de estados disponibles dado que k, se encuentra
restringido por el tamano de la muestra, estos son los valores extremos en
la figura y el “espaciado” entre estos valores es el que se dedujo antes en
la ecuacion 2.28.

E
— - 4 b 1 3
- <
eBL, 2z eBL, K,
2h L, 2h

Figura 2.4: Estructura de la energia para una particula cargada en una pelicula fina,
llamado niveles de Landau. Tomado de: Pachos (2012)

2.3.2. Andlisis de la conductividad

Se considera entonces la fuerza total sobre el electron, a partir del mo-
delo de Drude

* =
mgu

F=—e(E+7xB)— (2.29)

70
El dltimo término hace referencia al rozamiento efectivo de los electrones
por colisiones en el material, relacionando la masa efectiva del electrén (m?)
y el tiempo medio entre colisiones (7). Cuando se alcanza la condicién de

equilibrio (dv/dt = 0)
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m*v

*
(&

—e(E+7x B) =
70

y estableciendo los vectores E, B y U como

— —

E=(E, E,;0) ; ¥=(vsv,,0) : B=(00DB)

Se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones en su forma matricial

Vg ey 1 1 —wrl| | By
- — 2.30
[Uy] mi 1+ (weTo)? [WCTO 1 ] [Ey] (2:30)

Recordando, la densidad de corriente esta relacionada con la velocidad
media a la que se desplaza la carga bajo la influencia de un campo eléctrico
mediante J = —n.ev, luego:

o€’ 1 —
Jx _ Ne€™ Ty 1 WeTo Ex (231)
Jy mi 14 (wern)? |wero 1 E,

e

Por definicién, J = 6 E, y comparando con la ecuacion anterior el tensor
de conductividad es

2
. N.E°T 1 1 —w.m
6 =—— 5 ¢ (2.32)
m: 1+ (wer)? |wero 1
cuyas componentes 0y, y 0,y son
N2 1 2
A Tle 0 . ~ _ TNe€™Tp WeTo
O gy = ;o Oay = (2.33)

mi 14 (werp)?
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e

A partir de la solucién del Hamiltoniano con el gauge de Landau, la
densidad de electrones en el material (n.) se puede expresar en multiplos
del nimero méximo de estados disponibles (/V;,) por unidad de drea, que
se pueden acomodar en los niveles de Landau, donde (v) representa la
cantidad de niveles de Landau completamente llenos.

Ny, eB
= = e Z* 2.34
v L, v Pl % ( )
Finalmente sustituyendo en la conductividad transversal y longitudinal
el resultado de la ecuacion (2.34) se obtiene:

Te

™

e3 BTy 1 2 1
5w = by =v— (1 ———— 2.35
o v hm? 1+ (weTp)? Toy = V7 ( 1+ (wcm)?) (2.35)
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En este punto, es necesario hacer una consideracion fisica sobre el mode-
lo, para que el tratamiento a partir del modelo de Drude sea compatible con
la evidencia experimental descrita por Von Klitzing. Cuando los electrones
se mueven por la red cristalina de la muestra conductora tienen un tiempo
medio entre colisiones con los iones e impurezas de la red descrito por T,
estas colisiones generan una dispersién de los electrones, que cambian de
estado cuantico en el proceso.

Cuando los finitos estados disponibles en un cierto nivel de Landau se
llenan, los electrones pasan a un nivel de energia superior siempre y cuando
la energia de Fermi para el sistema sea mayor que la de dicho nivel. Sin
embargo, debido a las condiciones de alto campo magnético y temperaturas
cercanas al cero absoluto, la brecha entre los niveles de Landau crece (como
se mostré en la ecuacién 2.27) y adicionalmente los electrones solo pueden
adquirir energia por las interacciones electromagnéticas, de este modo, hay
un momento donde se produce una brecha entre la energia de Fermi y
el siguiente nivel de Landau con estados disponibles, haciendo que sea
imposible para los electrones saltar al siguiente nivel de energia. Observe
la figura 2.5, alli se ilustra como los electrones estan impedidos de ocupar
otros estados cuanticos dentro del material.

E
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Figura 2.5: Los electrones (puntos negros) debido las bajas temperaturas y el principio
de exclusién de Pauli no tienen més estados cuanticos que ocupar en los niveles de
Landau. Elaboracion propia.

Al no haber estados disponibles en los niveles llenos y dada la imposibi-
lidad de ir a un nivel de energia superior, los electrones acomodados en los
niveles de energia no restringidos apantallan las impurezas y los iones de
la red, haciendo que ya no sea posible para otros electrones colisionar con
dichos iones e impurezas. De este modo, el tiempo medio entre colisiones
crece conforme el nivel de Landau se llena, matematicamente, se dice que
tiende a infinito (79 — 00); con esta consideracién, las componentes de &
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se vuelven

62

Oz =0 5 Opy = VE (2.36)

Se observa entonces que, la conductividad transversal ¢,, se encuen-
tra cuantizada, mientras que la conductividad longitudinal 7., se anula.
El modelo para electrones moviéndose en 2 dimensiones, a partir de los
niveles de Landau, permite predecir la conductividad cuantizada medida
experimentalmente por Von Klitzing, (que se muestra en la figura 2.2),
sin embargo, este resultado plantea un par de incégnitas alrededor de este
efecto que se abordaran a continuacion.

2.4. Geometria y topologia del sistema cuantico

En el resultado de la cuantizacién de la conductividad para un siste-
ma de electrones en 2 dimensiones (ecuacién 2.36), las impurezas juegan
un papel clave dada la consideracion alrededor de los niveles de Landau
y el tiempo medio entre colisiones 7y. Sin embargo, la conductividad Hall
cuantizada presenta dos problemas en su comprension; el primero es que
su valor esta determinado por constantes universales, un resultado que de-
ja de lado la cantidad de impurezas y cémo estas estan distribuidas en la
muestra conductora, ya que sin considerar estos factores explicitamente,
04y es predecible a partir del modelo matemadtico. El segundo es su in-
creible -e incomprensible- precision experimental alcanzando el orden de
una parte en diez millones (10~7) (Wilezek, 1990), lo que corresponde con
una incertidumbre relativa extremadamente baja. Todo esto lleva a pensar
que la cuantizacién de la conductividad es independiente de los detalles
especificos del material, por tanto, es natural pensar que a partir de un
analisis microscopico de las impurezas no es posible explicar por qué la
conductividad toma valores cuantizados tan precisos, sugiriendo que es-
te comportamiento del sistema podria estar influenciado por propiedades
globales asociadas al mismo.

Con el fin de abordar las incégnitas planteadas, se hara una extension del
experimento mental de Lauglin (consulte el anexo B) que permitira obtener
una explicaciéon al problema de la conductividad. Se parte entonces, en este
experimento, de la configuracion del sistema para el efecto Hall cuantico
con una lamina 2D, como se muestra en la figura (2.6a). Si se cambian
las condiciones de contorno de esta muestra rectangular, deformando la
lamina de manera suave hasta plegar 2 de sus extremos, se puede obtener
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un cilindro —horizontal plegando en direccion x o vertical plegando en
direccién y— (observe la figura 2.6). Bajo este cambio geométrico y siempre
que no se altere el gap de energia entre los diferentes niveles de Landau,

propiedades del sistema como la conductividad no se espera que cambien
(Pachos, 2012).

(a) (b) () P

A
o e

Figura 2.6: Configuraciéon de una lamina 2D usada en el experimento del efecto Hall
cuantico (a), Deformando suavemente la lamina en direccién x se forma un cilindro (b),
También se puede deforma la lamina pero en direccién y hasta obtener otro cilindro (c).

Tomado de: Pachos (2012)

Dada la definicién del campo magnético en términos del potencial vec-
torial, se puede considerar un potencial vectorial cuyo campo magnético
asociado esté confinado al interior de cada cilindro de la figura 2.6 y sea este
campo nulo en la superficie de los mismos. Al atravesar la seccién circular
de cada cilindro entonces se tiene un flujo magnético externo al sistema
(®) a través de los cilindros —dependiendo de la configuracion del cilindro
se denotan como ®,, ®, respectivamente—. Cambios en este flujo corres-
ponden a una transformacién gauge debido a que se elige una forma para
el potencial vectorial (ff) que permita describir un campo magnético con-
veniente para el sistema de cilindros, por esta razon se conoce a estos flujos
como “flujos ficticios”. La variacién del flujo ficticio induce un campo
eléctrico en la superficie del cilindro dada la ley de induccién de Faraday.
Si adicionalmente consideramos que existe un segundo campo magnético
que sea normal a la superficie del cilindro, se tendria entonces que el efecto
Hall cudntico se produce en la superficie del cilindro (observe la figura 2.7)]
—en adelante nos referiremos a la superficie del cilindro como cinta de

Hall—.

Las variaciones del flujo ficticio se realizan en multiplos del cuanto de
flujo magnético, ya que esto garantiza que la transformacion gauge no altere
el sistema (consulte el anexo A)
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B B

Figura 2.7: Representacion visual de la cinta Hall plegada con un campo magnético
normal a su superficie. Adaptada de: Pachos (2012)

e

®) = (2.37)

€

En esta situaciéon —con el cambio geométrico— se produce una trans-
ferencia de carga de un extremo al otro de la cinta tal que

h
Q= Oxyg — @ =vre (2.38)

La ecuacion anterior muestra que la conductividad esta relacionada con
el transporte promedio de carga en la cinta, en multiplos de la carga del
electrén®. Para analizar el comportamiento de la conductividad, es necesa-
rio evaluar el valor esperado del operador corriente J , debido a que tanto
la corriente como el campo eléctrico inducido estéan relacionados a partir
de la conductividad, y por tanto esta corriente dependeria de las variacio-
nes en los parametros del sistema -los flujos ficticios que inducen el campo
eléctrico-.

El Hamiltoniano que describe el sistema se encuentra parametrizado
respecto a estos flujos tal que

H=H(®,,,) (2.39)

Fisicamente no se podria pensar en los flujos ficticios actuando en simul-
taneo sobre el sistema, sin embargo, desde el punto de vista matematico si
se puede hacer que el Hamiltoniano este parametrizado respecto a ambos
flujos simultaneamente, ya que ambos flujos si forman parte del espacio
de parametros, representando las configuraciones posibles del sistema, y al
final ambos flujos hacen referencia al mismo fenémeno fisico.

5 . . .7 . .
°Para detalles adicionales sobre la configuracién del sistema y las ecuaciones presentadas consulte el
anexo B.
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Este Hamiltoniano es periédico respecto a ambos flujos (®,, ®,) con un
periodo igual al cuanto de flujo magnético ®(, ya que las variaciones del
flujo en multiplos de esta cantidad dejan el sistema -por tanto H- en su
estado inicial, salvo por una transformacién gauge (una fase). Mateméti-
camente, hacer que el Hamiltoniano tenga condiciones periddicas respecto
a ambos flujos significa en si mismo que el espacio sobre el que esta defi-
nido H tenga dicha periodicidad, condicién que brinda informacién sobre
la geometria de este espacio matematico. En un principio podria pensarse
el espacio de parametros como un plano semejante a los pares coordena-
dos (z,y), como se observa en la figura 2.8a, siendo un eje el flujo ¢, y el
otro ®,, las condiciones periddicas implican que si se varia el flujo en una
cantidad especifica (®() este vuelve al punto en el que empezd, de mane-
ra intuitiva si se pudiera caminar a lo largo de la direcciéon de cada eje,
quiere decir que avanzando en linea recta se llegaria en algin momento al
punto de partida. Este comportamiento sugiere entonces que el espacio de
parametros no es un espacio plano, sino un espacio curvo, y por la periodi-
cidad introducida en el Hamiltoniano (X = [0, ®] x [0, ®¢])%, la geometria
del espacio de parametros corresponderia con la de un toroide, como se
observa en la figura 2.8b.

s @ ® e,

A

— (@,.9,)

D,

Figura 2.8: Representacion visual del espacio de flujos, pasando de la idea de espacio
plano (a), a un espacio curvo (b). Elaboracién Propia

Como se dijo anteriormente, variar estos flujos ficticios induce corrientes
en la cinta de Hall, luego los operadores de corriente se definen como

. OH N OH
y=C— = c—— 2.4
J & . J,=c >, ( 0)

6La variacién periédica de cada pardmetro en el intervalo [0, ®¢] es topolégicamente equivalente a una
circunferencia S'; por tanto, el espacio (X = [0, ®q] x [0, Pg]) se identifica con el toroide bidimensional
T? = St x St.
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El sistema debe partir de un estado fundamental |i)(®,, ®,)) que tiene
una energia asociada Ej, la cual no cambia al variar los pardmetros’. Con-
siderar el aumento del valor del flujo ®, en una cantidad &y, y del flujo
®, en ®, significa que el sistema va a recorrer lentamente el espacio de
pardmetros (podria denominarse el espacio de flujos). Por la invarianza
gauge, el estado final de los electrones deber ser el mismo que el inicial,
salvo por una fase, y dada la geometria curva del espacio de parametros
esta fase es de caracter geométrico.

(D + Do, Py + Do) = €7 [Pz, Py)) (2.41)

Para determinar la fase geométrica se realiza un tratamiento matemaético
utilizando la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo, solo para la
variacion respecto de @,

ihoy [1) = ihd,®, |00,0) = H 1) (2.42)
Multiplicando por (99|

i (01| 0. |0a,1) = (Oa,| H |¥) (2.43)

Calculando el complejo conjugado de la ecuacién anterior y sumandola

con ella misma se obtiene®

ihd®, [(Dp, 1|00, 10) — (Da, 0|0, 1) = (Do, | H |¢) + (0| H |9s,¥)

—h0,®,2 (D, |00, ) = (Oa, 0 H [v0) + (0| H [0p,10)  (2.44)

Es importante recordar que el operador Hamiltoniano debe ser hermitico
(ﬁ = H M), ya que cuando se cumple esta propiedad mateméticamente
se obtienen valores de energia reales, de no ser asi, los valores propios
de energia del sistema podrian ser nimeros complejos, lo que no tendria
interpretacion fisica y por tanto no serian observables fisicos. Teniendo en
cuenta esto aplicamos

Os, (U H [) = (D, H [) + (| 0o, H [0) + (V| H |05,0)  (2.45)

"Esto se debe a que se consideran movimientos adiabéticos sobre la cinta, es decir, movimientos en
los que se mantenga el nivel de energia de los electrones en todo momento.

8Recuerde la propiedad que para todo nimero complejo z se cumple que z — z* = 2ilm(z) siendo
“Im” la notacién que indica la parte imaginaria del nimero complejo.
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Como se menciond anteriormente, debido al movimiento adiabatico la
energia no cambia al variar los parametros del sistema, luego la derivada
del valor esperado de la energia debe ser igual a cero (9s, (| H 1) = 0),
ya que la energia del estado inicial no depende de los flujos. Sustituyendo
y reorganizando se tiene

0 = (o, | H ) + (¢] 0o, H [1) + (4| H |0a,1))
— (| O, H 1) = (Do, 00| H |00) + (4] H |0a, ) (2.46)

Relacionando la ecuacion 2.46 con la ecuacion 2.44 se obtiene

10,2 I (00,1100, ¥)) = (Y| 0o, H |¥) (2.47)

Explicitamente se tiene una expresion para el valor esperado del opera-
dor corriente J,

(| [1) = chd;®,2 Tm ({0, 1|0, 1)) (2.48)

Notese que en la ecuacion anterior se tiene una derivada temporal del
flujo magnético, esto implica que esta expresion esta relacionada con la
FEM que se induce en la cinta de Hall, por lo que se puede relacionar con
la conductividad transversal 6., que se busca estudiar (en el anexo B se
presenta de forma explicita la deduccion de la relacion entre densidad de

corriente y la variacién del flujo magnético: J(t) = &zy% ), luego
Gy (P, @) = *h2 I (D, 1| 0,1))) (2.49)

Como el estado fundamental esta recorriendo el espacio de parametros,
que es un espacio curvo, se requiere de un elemento matematico que per-
mita relacionar cémo varia la fase del estado fundamental en los diferentes
puntos de dicho espacio, por tanto, se introduce la conexiéon de Berry, que
se expresa como un campo vectorial que actia a modo de un “potencial
vectorial magnético” efectivo en el espacio de pardmetros, esto a partir de
las variaciones del estado fundamental del sistema respecto a cada flujo
ficticio (en el anexo C se presenta la relacién entre la conexién de Berry y
la fase geométrica de forma intuitiva.):

As, = i(0]0s,0) ;  As, = i(¥|0s,1)) (2.50)

Luego, mediante la conexion se puede calcular el campo de Berry para el
caso dos dimensional (un espacio de dos pardmetros). Este campo cuantifica
la curvatura del espacio de parametros
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Fo,0, = 0, Ap, — 0p, Ao, (2.51)
Calculando el campo se tiene
O, (1(¥]00,1)) — Da, (1()|0s,)) = i [(De,¥]08,1) — (Ds,¥|0,1)]

Fo,e, =i [20 Im((J,¥]0,1))]
Fo,0, = —2Im((0s,¥|0s,1)) (2.52)
sustituyendo 2.52 en 2.49 se obtiene

Oy (P, @) = W F o0, (2.53)

De esta manera se observa que la conductividad en funcion de los flujos
ficticios esté relacionada con la curvatura del espacio de parametros. Para
obtener la conductividad total del sistema, se integra la ecuacién anterior
respecto a los flujos.

(I)O (I)O q)O (I)O
/ / Oy (s, ,)dP,dD, = / / ChFo,0,d0,d,
0 0 0 0

Del lado izquierdo se espera recuperar la expresion de la conductividad
de Von Klitzing, tal que

62 02ﬁ ®g o)

— = Fo,0,dP,dP
" N !
Expandiendo y operando se llega a
1 [P [P
v Fo,0,dP,dD, (2.54)

21 Jo 0

La ecuacion 2.54 representa lo que en topologia se conoce como el niime-
ro de Chern, un invariante topolégico que cuantifica el nimero de “vuel-
tas” que dan sobre si mismas las estructuras matematicas definidas sobre
una variedad al ser transportadas por ese espacio. En este contexto, cuan-
tifica la cantidad de “vueltas” que da sobre si misma la fase del estado
fundamental [(®,, ,)) al recorrer el espacio de pardmetros. Este espacio
es el toroide de flujos mostrado en la Figura 2.8. Formalmente se dice que
el nimero de Chern cuantifica entonces el enrollamiento total de la fase
del estado cuéntico, y esta cantidad depende de la geometria global del es-
pacio de parametros, especificamente de la curvatura de Berry y, por ende,
de como se definen las estructuras matematicas en dicho espacio mediante
la conexiéon de Berry.
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Del célculo anterior, la ecuacién 2.54 establece la relacién entre el fac-
tor v de llenado de los niveles de Landau y la geometria del espacio de
parametros. En esencia, cuando un nivel de Landau se encuentra lleno, el
nimero de Chern toma el valor 1, representando que el estado del sistema
dio una vuelta sobre si mismo. Si hay dos niveles de Landau llenos (v = 2)
el nimero de Chern toma el valor de 2. De este modo cada nivel de Landau
lleno corresponde con una vuelta de la fase del estado cudntico al espacio
de parametros y equivale a +1 en el nimero de Chern. Luego v solo puede
tomar nimeros enteros (Z") ya que el sistema vuelve a su estado inicial
después de una vuelta completa al espacio de parametros; no hay forma de
dar solo media vuelta y volver al estado inicial. Dicha caracteristica encaja
perfectamente con el efecto Hall cudntico, ya que las mesetas de la conduc-
tividad /resistencia solo aparecen en ocupaciones enteras de los niveles de
Landau, mostrando la naturaleza topoldgica del llenado de los niveles de
energia que es consecuencia de las condiciones de periodicidad del sistema.

Esto explica por qué la conductividad /resistencia Hall aparece en “esca-
lones” perfectamente definidos y no varia de forma suave con los parame-
tros del sistema (recuerde la figura 2.2), principalmente debido a que se
tendria que alterar la estructura geométrica del espacio de parametros en
su totalidad, por ejemplo: rompiendo con la periodicidad de los parame-
tros (®,, ®,) para poder alterar el comportamiento esperado del efecto Hall
cuantico.

Por tanto, la topologia permite entender por qué la conductividad cuan-
tizada (05, = 1/%) no depende de los detalles microscépicos del material,
sino que esta ligada a la estructura global de los niveles de energia del
sistema, de esta manera las impurezas en la red cristalina no afectan el
resultado; ademas, la robustez del factor de llenado al ser un invariante
topolégico explica por qué el valor experimental presenta una incertidum-
bre relativa extremadamente baja, brindandole al sistema una “proteccién
topolégica” frente a perturbaciones locales. Se puede considerar entonces
que la cuantizacién de la conductividad Hall es una manifestacion ma-
croscopica de las propiedades topologicas del sistema y no una casualidad
experimental.

2.5. Excitaciones de carga fraccionaria y anyones

El caso del Efecto Hall cudntico entero (EHCE) supuso un descubri-
miento impresionante que le concedié el premio Nobel de Fisica en 1985
a Klaus Von Klitzing, y a partir de su abordaje se encuentra un caso de
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“matrimonio perfecto” entre teoria y experimento. El mayor fruto desta-
cable de este fendmeno es su aplicacion en el campo de la metrologia, ya
que a partir de la constante de Von Klitzing (ecuacién 2.55) se tiene una
definicion extremadamente precisa de la resistencia, ademas esta misma
constante es utilizada para calcular con precision la constante de estructu-
ra fina electromagnética (Klitzing y cols., 1980).

Ry = g ~ 25812,807¢ (2.55)

Aunque mediante la topologia de bandas (de los niveles de energia de
Landau) era posible explicar el fenémeno del EHCE, dos anos después del
descubrimiento de Von Klitzing, en 1982, los fisicos Horst Stormer y Daniel
Tsui estaban interesados en estudiar el magnetotransporte de electrones
en materiales bidimensionales, principalmente motivados a investigar los
limites del efecto descubierto por Von Klitzing, y si las interacciones en-
tre electrones influirian en el resultado obtenido. Para poder observar los
efectos de la interaccion coulombiana entre electrones en sus experimen-
tos, reemplazaron la interfaz de Si — SiOs, con la que Von Klitzing habia
trabajado, ya que tenia muchos defectos internos y las colisiones de los elec-
trones con los iones e impurezas de la red apantallaban la influencia de las
interacciones electron-electron. Optaron por laminas de arseniuro de galio
(GaAs) y una aleacién de este compuesto con aluminio (AlGaAs), prin-
cipalmente porque con la ayuda del fisico Arthur Gossard (experto en el
cultivo de semiconductores de alta pureza) consiguieron muestras con una
alta movilidad electrénica; condicion que favorecia el estudio que Stormer
y Tsui pretendian hacer (Tsui y cols., 1982).

Stormer y T'sui realizaron su experimento en un limite cuantico extremo,
buscando someter la muestra de GaAs a condiciones mucho mas intensas
que Von Klitzing, incluso llevando sus equipos a lo que para la época era
lo maximo disponible. Consiguieron una intensidad de campo magnético
de hasta 15T y lograron enfriar la muestra hasta un minimo de 0,48 K. En
sus resultados compararon el comportamiento de la resistencia longitudi-
nal (), con la resistencia transversal (p,,) para diferentes temperaturas,
aumentando progresivamente la intensidad del campo magnético. Alli se
encontraron que para temperaturas inferiores a 1 K, (ﬁxy) presentaba una
meseta cuando el factor de llenado de los niveles de energia era v = 1/3 (ob-
serve la parte superior de la figura 2.9), adicionalmente, donde se produjo
la meseta se aprecia una caida de (p,,) que se acentia conforme disminuye
la temperatura (observe la parte inferior de la figura 2.9).
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Figura 2.9: p,, ¥ pzy en funcién del campo magnético B medido para diferentes
temperaturas de una muestra de GaAs, comparando en la parte superior con el factor
de llenado de los niveles de Landau. Tomado de: Tsui y cols. (1982).

La resistencia Hall cuantizada se aproximaba bastante a 3h/e? a medi-
da que disminuye la temperatura para el caso de v = 1/3, pero lejos de
la meseta la resistencia transversal (p,,) se mantenia esencialmente inde-
pendiente de la temperatura. El comportamiento anteriormente descrito se
asemeja bastante a lo que se esperaria del efecto Hall cuantico entero.

Este descubrimiento planteaba una incégnita. Anteriormente se mostrd
que el formalismo de la topologia de bandas a través del nimero de Chern
(2.54) solo puede tomar valores enteros Z*, esto significa en esencia (bajo
el argumento de Laughlin) que la conductividad/resistencia solo deberia
cuantizarse cuando los niveles de Landau se encuentran completamente
llenos, y no es posible para los electrones “saltar” a un nivel de energia mas
alto. Sin embargo, en condiciones extremas, este comportamiento aparece
aun cuando el nivel més bajo de energia de Landau esta parcialmente lleno,
sugiriendo (a la luz de las observaciones de Stormer y Tsui) queen v = 1/3
existe una brecha en la energia de Fermi (Er) cuando el nivel de Landau
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esta parcialmente lleno, del mismo modo que ocurre en el caso entero, y
asumiendo que el argumento de Laughlin sigue siendo valido, eso llevaria
a pensar en cuasiparticulas de carga fraccionaria e/3 (Tsui y cols., 1982)
(recuerde el anexo B donde se demuestra que existe una transferencia de
carga en la cinta Hall proporcional al factor v).

Stormer y Tsui mencionan en su articulo los siguiente:

El hecho de que el fendmeno siempre ocurre en v = 1/3 y que es
mas llamativo en muestras con mayor movilidad electrénica su-
giere la formacién de un nuevo estado electrénico como un sélido
de Wigner, con simetria de cristal triangular. Y el comporta-
miento de p,, - pzy puede atribuirse al transporte de un estado
fundamental colectivo.

(Tsui y cols., 1982)

Estas observaciones marcaron el descubrimiento del Efecto Hall cuanti-
co fraccionario (EHCF). La ecuacién (6, = V%) para la cuantizacién de
la conductividad /resistencia seguia siendo valida, pero con valores v = 1/3
como se observa en la figura 2.9. Posteriormente se encontraron otras me-
setas con valores %, %,% (Uzcategui y cols., 2020). Aunque Stormer y Tsui
no consiguieron explicar de manera contundente sus observaciones, dejaron
la incégnita sobre la razén detras de los factores de llenado fraccionarios.

Recapitulando, el nuevo comportamiento del sistema entonces deberia
estar mediado por condiciones que no se tuvieron en cuenta para el modelo
del caso entero. En primer lugar, para este caso fraccionario deberian ser
importantes las interacciones electron-electrén que puedan ocurrir en el in-
terior del material, favorecidas por la alta intensidad del campo magnético
al que son sometidos (observe la comparacién del Cuadro 2.1), luego dado
que el llenado de los niveles de Landau (v) es fraccionario, este fenémeno
ocurrira entonces cuando se tiene una mayor cantidad de estados cuanti-
cos disponibles que electrones en el material, en el nivel de menor energia;
condiciéon que haria posible que el menor nivel de energia se encuentre
parcialmente lleno.

Caso v entero Caso v fraccionario
B=5T — B=15T
T=165K — T=048K

Cuadro 2.1: Comparativa de las condiciones experimentales para el caso entero y
fraccionario. Elaboracién propia.
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Para poder describir la dindmica de este sistema seria necesario entonces
hacer uso del Hamiltoniano de interaccion, este Hamiltoniano se construye
a partir de la suma de dos contribuciones, el Hamiltoniano para el caso de
particulas individuales (como el trabajado en la seccién 2.3.1) y ahora otro
Hamiltoniano que describa la interaccion de tipo eléctrico que ocurra entre
los electrones.

H=Hy+ H,, (2.56)

N
H= Z% — A+ V(7)) + Zm—m (2.57)

J=1 i<k
—_—

Dindmica de la particula Interacciéon Coulombiana

En la ecuacion anterior V' (7}) representa el potencial generado por los io-
nes de la red. La solucion exacta de los niveles de energia del Hamiltoniano
2.57 no era posible obtenerla de forma analitica dada su complejidad, y
solo se contaba con soluciones numeéricas para un pequeno numero de elec-
trones.

El siguiente avance crucial en la teoria del EHCF fue la funcién de onda
variacional propuesta por Robert Laughlin en 1983. Laughlin partio de la
solucién del Hamiltoniano para un solo electréon en un campo magnético
haciendo uso del gauge simétrico (ff = %B [y — y]); luego la funcién de
onda para un electrén en el nivel mas bajo de energia de Landau en esta
solucién es:

1
Im) = (2" am!) 712 2 exp (—Z\z|2> (2.58)

donde z = x + 1y, es la posicion de la particula usando coordenadas
complejas y m el valor propio del momento angular del electrén en unidades
de Planck. Luego |m) es un estado propio del operador de momento angular
(L) y dada la eleccién del gauge simétrico (cuya simetria es rotacional),
el Hamiltoniano se vuelve invariante bajo rotaciones, haciendo que en este
caso |m) también sea un estado propio del Hamiltoniano ([H, L] = 0). La
invarianza bajo rotaciones implica que, el momento angular se conserva en
el sistema y por tanto es una buena cantidad cuantica para caracterizar el
estado de las particulas. Luego, Laughlin propone una funcién compuesta
de estados para los electrones que cumpliera con esta condicion, la cual
pudiera describir una orbita con momento angular m alrededor del centro
de masa de 2 electrones (Laughlin, 1983):
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6= (= 20" )" exp (5 + ) )

Del patrén de estas funciones compuestas, Laughlin propone que la fun-
cion de onda para el caso de N cuerpos se puede escribir como un producto
de las funciones de Jastrow

Y= Hf(zz — 2;) -exp (i Z |zk2> (2.59)

i<j
A

7

funcionesge Jastrow
Sin embargo, para obtener la forma general para N cuerpos se requiere
realizar varias consideraciones sobre 2.59, de manera que pueda describir
el fenémeno sin la necesidad de solucionar directamente el Hamiltoniano
para muchos cuerpos:

1. Se requiere que f(z) sea una funcién polinomial en z, esto debido a
que la funcién de onda para un solo electrén en el nivel de energia mas
bajo de Landau 2.58 depende de potencias 2.

2. La funcién de onda debe ser antisimétrica, ya que se debe cumplir con
las condiciones de la estadistica fermidnica y el principio de exclusién
de Pauli, por tanto, al intercambiar dos particulas, la funcién de onda
debe cambiar de signo.

V(21 ooy Ziy ooy Zjy ooy ZN) = =P (21, ey Zjy ooy Ziy ooy ZN) (2.60)

3. Para garantizar que la funcién de onda describe estados en solo el nivel
de energifa més bajo de Landau se requiere que [[;_; f(z; — 21) sea
un polinomio homogéneo de grado M, siendo M el momento angular
total del sistema. Esto quiere decir que, todos los polinomios tengan
el mismo grado, y el producto de dichos polinomios debe dar cuenta
del momento angular total del sistema (porque para el caso de un solo
electron el momento angular esta relacionado como una potencia de

Con todos estos ingredientes juntos se obtiene la funcién de onda
variacional de Laughlin para el efecto Hall cuantico fraccionario

N

U210y 2N) = H(ZZ — zj)" exp (—i Z |zk|2> (2.61)
k

1<J
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Esta funciéon describe un estado electronico altamente correlacionado,
esto se debe al factor (z; — z;)™ en la forma de estas funciones, ya que
en primer lugar: se tienen en cuenta las posiciones relativas entre todos
los electrones del material. En segundo lugar, ese mismo factor garanti-
za una repulsion fuerte entre electrones ya que cuando z; — z; entonces
v — 0, por lo que la probabilidad de encontrar dos electrones cerca se
reduce drasticamente. Laughlin conocia de sobra las apreciaciones hechas
por Stormer y Tsui sobre la formacién de un estado colectivo y un posible
solido de Wigner, por lo que su elecciéon para la forma de las funciones de
Jastrow (z; — z;)™ garantiza que los electrones tiendan a alejarse entre si,
y cuanto mas grande sea m mas fuertemente se repelen.

Esta caracteristica minimiza la energia de la interaccion coulombiana y
favorece que los electrones se organicen como si de una red cristalina se
tratara. Sin embargo, hay una apreciacién importante que hacer. Un soli-
do de Wigner es un estado en el que se forma una estructura cristalina en
donde los electrones se encuentran completamente localizados, en posicio-
nes fijas, por el contrario, en el caso del EHCF, en el estado colectivo que
describe la funciéon de onda de Laughlin, los electrones no se encuentran
en posiciones fijas, sus posiciones estan indeterminadas, luego, este estado
fundamental de baja energia se comporta cualitativamente como un fluido
cuantico incompresible (Wilczek, 1990).

Cuando se habla de “comprimir” o “expandir” en este contexto, se refie-
re a cambiar la densidad de electrones que se tiene en la muestra conducto-
ra. Si se aumenta la densidad (se agregan electrones), hay que juntar todos
los electrones para que puedan “convivir” en el tamano de la muestra, esto
lleva al sistema a un estado de mayor energia (ya que aumenta la energia de
la repulsion eléctrica). Si se disminuye la densidad (se quitan electrones),
los electrones tienen mas espacio entre ellos y apenas interactuarian, lo que
romperia la esencia del fenémeno que se esta describiendo. Por esta razén,
el estado fundamental es incompresible; no responde de manera suave a los
cambios de densidad, ya que esta ligado a una ocupacion concreta (discre-
ta) de los niveles de Landau v = 1/m con m = 3 en el caso observado por
Stormer y Tsui (Laughlin, 1983).

Para estudiar como responde el sistema a una perturbacion aplicada
sobre el estado fundamental, Laughlin propone (nuevamente como en el
caso del EHCE) una especie de experimento mental. El campo magnético
total que atraviesa la muestra conductora debe ser un multiplo del cuan-
to de flujo magnético ®(, de cierta manera, el hecho de que se produzca
el estado colectivo del fluido de Laughlin es gracias a la respuesta de los
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electrones en un material bidimensional al flujo magnético que atraviesa
la muestra conductora, luego, una forma muy ingeniosa de introducir una
perturbacion en el estado fundamental 2.61 (y de hecho la perturbacion
m&s pequena posible) es introducir un cuanto de flujo magnético en una
region localizada del fluido zy. Laughlin dice en su articulo “Genero las
excitaciones elementales de 1, perforando el fluido en z; con un solenoi-
de infinitamente delgado y pasando a través de él un cuanto de flujo &
adiabéticamente” (Laughlin, 1983). La forma en la que esta perturbacion
transforma el estado fundamental es la siguiente

P = [H(Z@ — Zo)] H(ZZ — z;)™ exp (% Z zk|2> (2.62)

i i<j

El factor (z; — zg) introduce un “hueco” en el fluido ya que la funcién de
onda se anula cuando un electron se acerca a zy. Del mismo modo que para
el caso entero, insertar un cuanto de flujo magnético a través del hueco
formado en zy, induce un campo eléctrico circular (observe la figura 2.10)
que genera una corriente en la direcciéon radial al punto donde se inserta el
flujo.

Figura 2.10: Insercién de un cuanto de flujo magnético como perturbacién del estado
fundamental de Laughlin, que produce un campo eléctrico circular y una corriente en
direccién radial. Tomado de: Girvin (2002)

Si se calcula la integral de la densidad de corriente mientras el flujo crece
se tiene que
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. . . ~ 2 . .
Y como mencionaron Stormer y Tsui, la ecuacién (6., = v5) sigue sien-
do valida para la conductividad solo que ahora v toma valores fraccionarios.
Luego, sustituyendo en la ecuacion anterior

62

Qzé_xyq)ozy'ﬁ'
Q=v-e

La carga que se desplaza debido a la perturbacién del estado fundamen-
tal de la funcién de onda de Laughlin es

o |

Por tanto, la carga que se desplaza para el caso observado por Stormer
y Tsui es e/3.

En resumen, el estado fundamental de Laughlin no puede responder de
manera suave a cualquier intento de alterar su densidad, ya que por las
condiciones en las que este estado colectivo aparece, hace que esté ligado
a una ocupacion concreta del nivel de energia méas bajo de Landau y a
un factor de llenado especifico (v = 1/m). Al introducir una perturbacién
en el liquido, mediante una variacion en el flujo magnético, el sistema se
reorganiza colectivamente, y esta reorganizacion da lugar a una excitacion
que se manifiesta como una entidad con carga fraccionaria, e* = e/m.

Es importante resaltar que la carga fraccionaria no implica que el electron
“se rompa” o “se divida”, mas bien, es un fendmeno emergente del
comportamiento colectivo de un gran nuimero de electrones fuertemente
interactuantes en un campo magnético extremo. Esta cuasiparticula de
carga fraccionaria es una entidad que surge producto de la perturbacion
de un fluido cuantico altamente correlacionado, y actiia como el portador
de carga del sistema.

Horts Stormer, Daniel Tsui y Robert Laughlin recibieron el premio No-
bel de Fisica en 1998, por el descubrimiento y explicacion de este “nuevo
estado de la materia” con excitaciones de carga fraccionaria.

El descubrimiento de las excitaciones de carga fraccionaria desperto el
interés por estudiar este nuevo “tipo de materia” cuantica. Al estudiar las
propiedades fundamentales de estas cuasiparticulas, se revel6 que bajo el
intercambio de posiciones su comportamiento se aleja de lo que se esperaria
de bosones (particulas que pueden ocupar el mismo estado cuantico y cu-
ya funcién de onda es simétrica al intercambio) o de fermiones (particulas
que obedecen el principio de exclusion de Pauli y cuya funcién de onda es
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antisimétrica al intercambio). A diferencia de la fase de 0 o 7 radianes (un
signo de +1 o —1) que se adquiere al intercambiar bosones o fermiones res-
pectivamente, estas excitaciones fraccionarias en dos dimensiones pueden
adquirir una fase de cierto modo intermedia (Arovas y cols., 1984).

Tras el hallazgo del estado 1/3, experimentos posteriores revelaron la
existencia de una amplia variedad de otros estados fraccionarios en el efec-
to Hall cuédntico (algunos ya predichos por Stormer y Tsui), asociados a
distintos factores de llenado v = p/q (donde p,q € Z). Cada uno de estos
estados da lugar a sus propias excitaciones con cargas fraccionarias y pro-
piedades estadisticas aun mas diversas, expandiendo el panorama de los
posibles portadores de carga y sus interacciones.

Fue el fisico tedrico Frank Wilczek quien, reconociendo la naturaleza
fundamentalmente nueva de estas excitaciones, acuno el término “anyones”
en su articulo de 1982 titulado “Quantum mechanics of fractional spin
particles”. Esta denominacién, derivada de la palabra “any” (del inglés:
cualquier), refleja -segun Wilczek- precisamente su caracteristica distintiva:
la capacidad de manifestar cualquier estadistica de intercambio intermedia
entre la estadistica bosonica y fermiénica, un fenémeno posible tinicamente
en sistemas bidimensionales, bajo las condiciones experimentales descritas.
Por tanto, se definen los anyones de la siguiente manera:

Definicion 2.1 Se entiende por anyon a toda “particula” que, al ser in-
tercambiada con otra idéntica en un sistema bidimensional, da lugar a una
transformacion del estado cudntico que no se reduce simplemente a una

simetria bosonica o fermionica, sino que puede adquirir una fase arbitraria
(Wilczek, 1982).

Con base en todo lo anterior, el analisis progresivo del efecto Hall mues-
tra como la topologia se vuelve una herramienta explicativa poderosa que
cobra cada vez mayor relevancia a medida que aumenta la complejidad
del fenémeno. Al mejorar las condiciones experimentales y la tecnologia
se dio paso al efecto Hall cuantico entero, destacando principalmente su
asombrosa precisién experimental que solo puede comprenderse en su to-
talidad al identificar la cuantizacién de la conductividad con un invariante
topologico: el nimero de Chern. Posteriormente, la llegada del efecto Hall
cuantico fraccionario marc6 un punto en el cual era necesario reconocer y
abordar el sistema fisico como un todo. Aqui, la topologia permite describir
el nuevo estado de la materia cuantica, modelado por Laughlin, asi como
sus excitaciones emergentes: cuasiparticulas de carga fraccionaria.
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Por lo tanto, este recorrido revela que la descripcién de los fenémenos
fisicos (en este caso particular, del estado sélido y la materia condensada)
mediante la topologia ha supuesto un éxito a nivel tedrico para aumentar
la comprensién sobre los fenémenos, colocando a la topologia no solo como
un formalismo matematico potente y 1til para los modelos fisicos, sino que
incluso forma parte de la estructura base de los fenémenos fisicos cuanto
mas se profundiza en fisica fundamental.

Hasta ahora se hizo una revisién de la aparicién de cuasiparticulas (an-
yones), para entender su naturaleza como fenémeno emergente. Sin em-
bargo, para abordar el potencial que tienen los anyones de promover una
computaciéon cuantica mas robusta, es necesario hacer una revisién de las
propiedades generales de los modelos anydnicos, que, desde un modelo
concreto, permita plantear la base de la computacién cuantica, un qubit.



Capitulo 3

Potencial computacional de los
Anyones

Este capitulo explora los fundamentos tedricos del qubit topoldgico, ba-
sado en las propiedades del modelo de anyones Ising. Se introduciran sus
reglas de fusion y su espacio de Hilbert, para entender cémo se puede co-
dificar informacién cuantica de manera robusta. Esta descripcion servira
como base para una comparaciéon directa con los qubits superconducto-
res, la tecnologia dominante actualmente, contrastando sus fundamentos
tedricos y los retos tecnoldgicos de ambos enfoques.

3.1. Anyones y sus propiedades

Para estudiar el potencial computacional de los anyones es necesario
hacer una revision de sus propiedades, esto permitird identificar el espacio
de Hilbert en el cual la informacién pueda ser codificada tolerante a errores
debidos a interacciones con el medio. Para este fin, es importante resaltar
que los anyones aparecen fisicamente como cuasiparticulas en sistemas con
propiedades topoldgicas, esto es relevante ya que se pueden describir las
propiedades de los anyones de cierta manera “ajena” a la fisica subyacente
de un sistema concreto, es decir, se puede “olvidar” que estos anyones
son producto de las interacciones electrénicas en el contexto del EHCF
y tratarlas como si fueran “particulas fundamentales”. Adicionalmente, ya
que esta es una revision de una propuesta tedrica, y lo que es importante de
describir son los estados cuanticos que pueden codificar un potencial “qubit
de anyones”, es necesario considerar que se tiene absoluto control sobre el
sistema, en términos de preparacién del estado inicial e identificacién del
estado final.

o7
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Tipos de particulas

Inicialmente para describir las propiedades de los anyones es impor-
tante resaltar que existen diversos modelos anyonicos, cada modelo tiene
un factor de llenado v que determina las propiedades estadisticas de sus
particulas y por tanto del modelo en si. Sin embargo, de manera general
cuando se trabaja en un sistema concreto se puede establecer el mode-
lo de anyones que se esta estudiando, ya que el comportamiento de estas
cuasiparticulas se puede distinguir a partir de observables fisicos, como se
mostré anteriormente mediante la carga eléctrica -en adelante se usaran las
palabras “particula”, “anyon” y “cuasiparticula” en un sentido intercam-
biable, aunque anteriormente se vio que en el sentido estricto del concepto
los anyones son cuasiparticulas-.

Teniendo entonces un conjunto de particulas

l,a,b,c, ..., (3.1)

en el contexto de los modelos de anyones el 1 corresponde al vacio, mien-
tras que a, b, ¢, ... corresponden a una serie finita de diferentes cuasiparticu-
las, que pueden ser anyones (excitaciones de un estado colectivo como en
el EHCF) con propiedades estadisticas variadas, o fermiones de Majora-
na, un tipo de cuasiparticula que cumple con la estadistica fermiénica. El
modelo mas simple de anyones es el que tiene solo una particula ademas
del vacio {1,a}. Cada particula, por ejemplo a, requiere de tener su propia
antiparticula a, de forma que se puedan crear par particula-antiparticula
a partir del vacio (Preskill, 2004).

Reglas de fusién de anyones

Cuando se habla de reglas de fusion para los anyones se hace referencia
a determinar cudl es el comportamiento colectivo de un par de anyones al
estar juntos. De manera simple, se puede pensar como si se pusieran dos
anyones en una caja y se analizara cudl seria el comportamiento estadistico
de la caja. De manera general las reglas de fusién se escriben como

axb=NSc+Nyd+ .. (3.2)

La fusion de dos anyones se denota mediante (x), y estas reglas listan
las posibles particulas de salida (¢, d) mediante el simbolo 4. La notacién
en este “producto” es conmutativa en el sentido de que no importa el orden
de a y b en la fusién, sus posibles salidas no cambian
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axb=bxa

Cuando dos anyones (a,b) se fusionan, los coeficientes de fusion N,
determinan si un resultado especifico es posible o no. Estos coeficientes
toman ndmeros enteros positivos (N$ € ZT — 0,1,2,...). Si N = 0,
entonces la particula ¢ no se puede obtener de la fusién de (a,b), por el
contrario, si N, = 1, entonces la particula c si se puede obtener de la fusion
de (a,b). Los casos en que el coeficiente es mayor a 1 (NS, > 1) quiere
decir que hay mas de una “forma” de obtener el estado de la particula c,
estas “formas” estan relacionadas con las simetrias internas en los modelos
anyonicos, sin embargo, para la descripcién que se hara posteriormente de
un modelo especifico de anyones es suficiente limitar los coeficientes a los
casos 0 y 1 para ilustrar la posibilidad de establecer un qubit de anyones.

Segun el tipo de anyones que se busque describir, es posible que la fusion
de dos anyones tenga como resultado una tnica particula, lo que se conoce
como un “dnico canal de fusién”, este seria el caso de los anyones abelianos

axb=c ; Ng=1 (3.3)

Se dice entonces que su espacio de fusién es unidimensional (porque solo
tiene un canal de fusién posible). A diferencia de este caso, si se describen
anyones no abelianos, estos siempre tendran multiples canales de fusion,
haciendo que su espacio de fusién sea de dimensién mayor (en el sentido
de la cantidad de particulas que son posibles producto de la fusién)

> NG > 1 (3.4)

Espacio de Hilbert para los anyones

La posibilidad de obtener una particula ¢ mediante la fusion de a y b,
segtin su coeficiente de fusién NJ; se puede interpretar como el estado base
de un espacio de Hilbert V. Este espacio de Hilbert para los anyones no
es convencional, V se conoce como el espacio de fusién y los estados
que pertenecen a dicho espacio son los estados de fusion.

Los estados base de espacio de fusiéon se pueden denotar como
lab;c,p) ., p=1,2,.... NS (3.5)

De manera grafica se pueden entender estos estados base como se observa
en la figura 3.1, donde el proceso de fusién de dos anyones a y b se representa
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mediante las flechas que llegan al circulo, y mediante un proceso u se
obtiene otra particula c¢ representado por la flecha que sale del circulo,
siendo esta el producto de la fusién. El espacio Vj tiene su dual Vab de
forma que la particula resultante ¢, mediante el proceso u se puede “dividir”
en sus constituyentes a y b.

a b
=|ab;c, 1) = (ab;c, u|

> a b

Figura 3.1: Esquema representativo del proceso de fusion. Dos particulas se fusionan
para dar otra (izquierda). De manera inversa, una particula se puede separar en sus
constituyentes (derecha). Tomado de: Preskill (2004).

La dimensién del espacio de fusién (V5 = M) para el caso de anyones

abelianos es un espacio trivial

dim (M abeliano) =1

Para el caso no abeliano se tiene un espacio de mayor dimensionalidad,
esto porque los anyones no abelianos tienen multiples canales de fusién
entre dos particulas. Por lo que el espacio para n anyones relacionados por
un proceso de fusion es

dim(My) =Y Ny > 2 (3.6)

Esta distincion entre anyones abelianos y no abelianos resulta de vital
importancia. En el caso abeliano, el canal de fusiéon es determinista, ya
que solo existe un comportamiento global para la fusién de dos anyones de
modo que no hay incertidumbre en el resultado, por el contrario, en el caso
no abeliano, la posibilidad de obtener diferentes resultados de la fusion
abre el camino para que haya una superposicion de las posibles particulas
de salida.

Especificamente, si se tiene un modelo anyoénico cuyo espacio de Hilbert
es de dimensién 2 (es decir, un modelo no abeliano) se podria pensar un
sistema de dos niveles bien definidos en superposicién, debido a que hasta
medir el resultado de la fusion, el estado se encuentra indeterminado, es
decir, antes de la medicién solo se puede conocer la probabilidad de que la
fusion termine en un resultado concreto. Pensando en términos del qubit
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superconductor, su espacio de Hilbert precisamente tendria dimension 2, ya
que consigue la superposicion entre 2 estados bien definidos; una condicién
necesaria para la existencia de un qubit.

De esta manera, determinar la dimensionalidad del espacio de Hilbert de
los modelos anyonicos se hace relevante, y son precisamente los anyones no
abelianos los que resultan interesantes, computacionalmente hablando, por
la potencial capacidad que tienen de codificar un qubit, como se mostrara
mas adelante.

3.2. Computacion cuantica por anyones

Una vez definidos los elementos basicos de los modelos anyonicos a gran-
des rasgos, es necesario analizar como seria posible realizar computacién
cuantica con base en estos modelos.

A nivel general, la computacién cudntica se puede entender bajo el mo-
delo de circuito, es decir, para hacer computaciéon cuantica se requiere
la “inicializacion” del sistema fisico en un estado cuantico bien de-
terminado -coloquialmente “encender” la computadora cuantica-, aplicar
puertas légicas cuanticas para cambiar el estado légico de los qubits a
conveniencia, y finalmente medir el estado final para obtener un resultado.

Para cumplir con estas exigencias, desde los modelos anyonicos, es nece-
sario entonces partir de un arreglo de anyones que se preparan en un estado
de fusién bien definido (con unas reglas y patrén concreto de fusién), ini-
cializando el sistema. Las operaciones légicas se representan mediante el
trenzado de las lineas de mundo de los anyones, observe la figura 3.2, las
lineas solidas representan las lineas de mundo de los anyones; esta linea se
puede interpretar de cierta manera como el camino que siguen las particu-
las al moverse espacio-temporalmente en dos dimensiones. El intercambiar
particulas mediante el trenzado aparentemente no deberia cambiar el sis-
tema, ya que es como si solo se alteraran las posiciones relativas entre
particulas, sin embargo, para los modelos de anyones no abelianos, el tren-
zado de sus lineas de mundo si realiza una transformacién sobre el estado
final, siendo otra razén para que los modelos no abelianos sean princi-
palmente el foco de atencién para la computacion cuantica por anyones
(Preskill, 2004). Esto representa una diferencia fundamental con los qu-
bits superconductores, ya que las operaciones logicas se realizan aplicando
pulsos de microondas externos sobre el circuito fisico que representa al
Transmon.
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Figura 3.2: Esquema representativo de la computacién cuantica por anyones. Parejas de
anyones se crean del “vacio” y el trenzado de sus lineas de mundo corresponde a
transformaciones no triviales de su estado, al final se obtienen resultados e; de este
proceso. Tomado de: Pachos (2012).

Por tltimo, luego realizar las operaciones con los anyones (trenzar las
lineas de mundo a conveniencia), se mide la carga de la particula resultan-
te, que en la figura 3.2 seria detectar las particulas resultantes del proceso
de fusion e;. El acto de medir la carga anydnica resuelve la indetermina-
cion de las fusiones no abelianas discutidas previamente. Antes de la fusién
final, el sistema se encuentra en una superposicion de los posibles canales
de fusion intermedios entre los anyones, por ende, cuando se mide el resul-
tado, se proyecta el estado cuantico de la fusion sobre una base definida
(una particula concreta), interpretandola como el resultado del cémputo.
Esta perspectiva de computacion cuantica por anyones se contrasta con el
paradigma actual de estados individuales en el siguiente cuadro.

Computacién cuantica Manipulacién anyoénica
Inicializacion del estado — Crear y organizar anyones
Puertas cuanticas — Trenzar anyones
Medicién del estado — Detectar carga anydnica

Cuadro 3.1: Comparacion entre computacion cuantica convencional y computacion
cuantica anyoénica. Adaptado de: Pachos (2012).

Esta nueva forma de realizar computacion cuantica es en esencia comple-
tamente diferente en sus bases a las propuestas ya en produccién como los
qubits superconductores, representando un paradigma diferente del sopor-
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te fisico de la informacion. Se pasa de manipular estados de energia locales
(como los niveles de energia del qubit transmon) a manipular propiedades
globales asociadas a un conjunto de particulas como un todo, siendo asi
un salto conceptual que cambia la relaciéon entre hardware cuantico y el
procesamiento de la informacion.

3.2.1. Modelo de anyones Ising

Para ilustrar como dichas caracteristicas se aplican a un caso concreto
para la computacion cuantica, se revisa el modelo de anyones Ising, un
modelo de anyones no abelianos que cuenta con un gran potencial de ser
realizable a nivel experimental y es area activa de investigacion en el campo
de muestras de EHCF (Ma y cols., 2024). Cuando se dice que es un modelo
no abeliano, es en el sentido estricto de sus reglas de fusién, ya que estas
permiten mas de una particula producto de un proceso de fusiéon de dos
anyones. Adicionalmente este modelo corresponde al comportamiento de
estas cuasiparticulas para el caso de v = 5/2, que se conoce como el modelo
de Moore - Read (Nayak y cols., 2008).

Los tipos de particulas para el modelo Ising corresponden al vacio, 1,
el anyon no abeliano, o, y un fermion, . Este modelo particular tiene las
siguientes reglas de fusion:

ocxo=14+v ; ox¢=0c ; YPxip=1 (3.7)

La fusién para el caso del vacid es trivial con el resto de particulas, de
tal forma que

oxl=0c ; Yxl=2q

La primera regla de fusién de 3.7 significa que si se juntan dos anyones
o, podrian aniquilarse, es decir, o es su propia antiparticula, o podrian dar
lugar al fermién de Majorana 1. Por tanto, la fusion de dos anyones tiene
como posible resultado dos estados, |0,0 — 1) v |o,0 — ¥). La segunda
regla indica que, al fusionarse un fermién con un anyon, esta fusiéon no
altera la carga anyonica del anyon, por lo que sigue siendo fraccionaria y el
resultado es por tanto otro anyon o. La tercera regla significa que la fusion
de dos fermiones v se aniquilan para dar lugar al vacio 1.

Si se tiene ahora un sistema de 4 anyones Ising, para calcular la dimen-
sién de su espacio de fusién se requiere fijar el producto final de la fusién de
todos los anyones, es decir, exigir un resultado concreto para la fusién de
los 4 anyones de tal forma que la dimension del espacio brinde informacion
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sobre cuantos canales de fusién permiten el resultado exigido. Considere
que el resultado final de la fusiéon debe ser el vacio 1.

01 X 09 X 03X 04 — 1

Luego, se busca determinar

dim(V}

0'0'0'0')

Para el modelo Ising se tiene que:

oxo=14+¢9 = N _ =1 N/ =1 N =0

A partir de los coeficientes de fusién (N¢,) se puede calcular la dimension
del espacio de Hilbert como sigue:

o000

dlm(vl ):Zcha'Nga'Néx
x
Sustituyendo los valores correspondientes:

r=1= N =1, N{,=1= contribucién: 1-1-1=1
r=1v= N =1, Néwzlécon’cribucién:1-1-1:1

= dim(V}

0'0'0'0') - 1 + 1 - 2
Por tanto, existen dos canales de fusién posibles para los cuatro anyones
o que terminan en el vacio. Estos canales de fusién se pueden entender

graficamente mediante el siguiente diagrama de arbol

g1 02 a3 T4 01 02 03 04
a=1 b=1 a =1 b=1
Resultado =1 Resultado =1
(a) Canal #1, vacio como resultado (b) canal #2, fermiones como resultado
intermedio de la fusién de las parejas. intermedio de la fusién de las parejas.

Figura 3.3: Representacion grafica de los 2 canales de fusion posibles para el caso de 4
anyones Ising. Elaboracién propia.

Estos canales se pueden interpretar como un sistema de dos niveles, y
por tanto, se pueden usar para codificar un “qubit de anyones”.
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» El estado |0) corresponde a una secuencia de fusiones donde el resul-
tado intermedio entre dos pares de o es 1 y luego su fusion final da
1.

’0> = (0‘1 X 09 — 1), (0'3 X 04 — 1) (38)

» El estado |1) corresponde a una secuencia donde la fusiéon intermedia
da lugar a 1, y posteriormente se obtiene 1 en la fusion total.

1) = (01 X 02 = V), (03 X 04 = V) (3.9)

Luego, la clave de la superposicién de los estados légicos |0) y 1) radica
en la misma naturaleza de los anyones no abelianos. El hecho de que la fu-
sién de dos anyones no tenga un unico resultado posible, hace que, hasta el
momento antes de realizar una medicién de la carga anyodnica del sistema,
el estado de la fusion intermedio de dos anyones se encuentre indetermi-
nado. Es precisamente esa indeterminacion del resultado el recurso que se
puede explotar computacionalmente, permitiendo entonces establecer una
superposicion entre los canales de fusion del tipo

w) = a o)+ 8 1) (3.10)

La definicion de los estados logicos |0) y |1) mediante 3.8 y 3.9, aparenta
ser una forma rebuscada de definir un sistema de dos niveles que cuente
con una superposicion para establecer un qubit, sin embargo, esa forma tan
particular de definir los estados base del “qubit de anyones” le proporciona
caracteristicas especiales:

1. Ambos estados se definen por el resultado conjunto de las fusiones
intermedias, y no por el estado individual de alguna particula. Esto
implica que la informacién del qubit estda codificada de manera no
local, es decir, ninguin par de anyones contiene, por si solo, la infor-
macion completa del estado, sino que depende del patréon global de
fusion de todo el conjunto de anyones. En otras palabras, la infor-
macion no esta codificada “en” los anyones individuales, sino “entre”
ellos, a partir de sus interacciones segun el patrén de fusién.

2. Los estados estan protegidos contra errores locales. Esto significa que,
los errores que afectan a una sola particula (por ejemplo, una per-
turbacién ambiental que actie sobre un tnico anyon o) no pueden
cambiar los estados logicos (|0) y |1)) del qubit, ya que no tienen
acceso a la informacion global del sistema.
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Por tanto, bajo estas caracteristicas especiales, este tipo de qubit codifi-
ca en propiedades globales del sistema la informacion, y estas propiedades
estan determinadas por la estructura de fusién entre los anyones. En lu-
gar de depender del estado local de una particula, el “qubit de anyones”
se define a partir de en un espacio de Hilbert degenerado, donde di-
cha degeneracion viene dada por la posibilidad de tener diferentes canales
de fusion compatibles con un mismo resultado global de fusién para un
conjunto de 4n anyones no abelianos, bajo las reglas del modelo Ising.

En consecuencia, las operaciones que alteran el estado légico del qubit
solo puede lograrse modificando de forma coherente y global el patréon de
fusién o la trayectoria (trenzado) de los anyones, lo que impide que pertur-
baciones locales puedan alterar el estado. Es precisamente esta robustez
frente a errores locales, junto con la naturaleza no local de la co-
dificacion de la informacion, lo que justifica que este tipo de “qubit
de anyones” reciba el nombre de qubit topolégico. Esta es, seguramen-
te, la ventaja tedrica mas significativa frente a los qubits superconducto-
res, los cuales, al codificar la informacion en estados de energia locales de
un circuito eléctrico, son inherentemente vulnerables a perturbaciones que
se puedan producir en el entorno y/o manipulacién del qubit, como fluc-
tuaciones electromagnéticas que alteren los niveles de energia del circuito
superconductor (es decir la calibracién de SQUID).

3.3. Dos enfoques de qubit en computaciéon cuantica

El desarrollo de tecnologias para la computacién cuantica ha derivado
en multiples propuestas fisicas para la implementacion de qubits, siendo el
rey indiscutible actualmente los qubits superconductores de tipo transmon,
sin embargo, aliin se encuentran lejos de ser perfectos, y es en pro de solu-
cionar las dificultades de los modelos actuales en donde propuestas como
los qubits topologicos tiene un papel importante y un lugar en el ambito de
la investigacion académica.

Qubit Superconductor

El qubit transmon se implementa mediante circuitos superconductores
en los que se emplean uniones Josephson para establecer niveles de energia
bien definidos con los que forman un sistema de dos niveles (esto se desa-
rrolld en la seccién 1.4.2). Este sistema tiene una serie de virtudes entre
las cuales se destaca su rapida manipulacién, ya que las operaciones me-
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diante las puertas cuanticas pueden implementarse en escalas de tiempo
de nanosegundos, adicionalmente su arquitectura permite un proceso de
fabricacion relativamente comodo, ya que se asemeja a tecnologias ya uti-
lizadas, como por ejemplo el desarrollo de microprocesadores; es asi que
se tiene un excelente control sobre las operaciones que se realizan con los
qubits y se favorece en enorme medida la escalabilidad de este tipo de
sistemas, es decir, la posibilidad de agregar cada vez mas qubits, ya que
los circuitos superconductores son compatibles con diversas tecnologias de
circuitos integrados que ya existen.

A pesar de todas sus virtudes, el qubit de tipo transmon resulta ser
muy susceptible a las perturbaciones del entorno, esto debido a que una
fluctuacion electromagnética o defectos en el material durante el proceso
de fabricacion de los superconductores puede alterar la estabilidad de los
qubits y adicionalmente la informacién que se obtiene de ellos (Clarke y
Wilhelm, 2008). Por otro lado, si bien su escalabilidad en términos de fabri-
cacién es una ventaja en la que lidera, el problema radica en la dificultad
que plantea mantener un sistema con tantos qubits en superposicion al
mismo tiempo, lo que hace que la estabilidad de las operaciones sea cada
vez mas dificil conforme el proceso computacional se hace mas complejo.

Qubit Topolégico

Los qubits topoldgicos resultan, por otro lado, ser una propuesta tedrica
que busca aprovechar las propiedades exoticas de sistemas fisicos como los
anyones para generar un sistema de dos niveles, que por muy enrevesa-
do y rebuscado que pueda parecer, plantea una alternativa a los modelos
actuales al basarse en grados de libertad no locales permitiendo que la
informacion se pueda codificar de una manera inherentemente protegida
a errores que provengan de perturbaciones externas (no deseadas) sobre
el sistema. Los estados légicos de este qubit, desde su concepcién, presen-
tarian una enorme estabilidad al no depender de estados individuales de
particulas (polarizacién o espin) o de un circuito (modos de vibracién del
qubit transmon), sino que permiten asociar la informacién al sistema com-
pleto, considerandolo como un todo, a partir de los patrones de fusién de
los anyones.

Es importante resaltar que si bien ambos enfoques de qubit cuentan con
un tiempo de investigacion similar (alrededor de 20 anos), la tecnologia de
los qubits transmon se encuentra mucho méas madura, ya que el panora-
ma para la idea de qubit topoldgico enfrenta dificultades en términos de
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generaciéon y manipulacién controlada de anyones no abelianos (Lutchyn
y cols., 2018). Sin embargo, se han logrado avances prometedores en la
consolidacién de un dispositivo fisico que pueda ser potencialmente un qu-
bit topoldgico, esta propuesta de qubit es principalmente desarrollada por
Microsoft, y fruto de sus investigaciones se anuncié6 el chip “Majorana 1”.

3.3.1. Frontera experimental: el caso del “Majorana 1”

El equipo de Microsoft Azure Quantum publicé el 19 de febrero de
2025 en la revista cientifica “Nature” un articulo titulado “Interferometric
single-shot parity measurement in InAs—Al hybrid devices”, la investiga-
cion presentada en dicho trabajo se centra en un modelo de computacién
cuantica topolégica basada sélo en mediciones'. En este enfoque, princi-
palmente, se simplifican las operaciones al proceso fundamental de fusién
de anyones no abelianos, como se mostré anteriormente con el caso del
modelo Ising, no obstante, en el contexto de la investigaciéon de Microsoft,
tomando como base un superconductor topolégico?, la fusién de los anyo-
nes se traduce en la determinacion de la paridad de fermiones compartida
por un par de Modos cero de Majorana (MZM).

Estos MZM son un tipo de anyon no abeliano que es su propia anti-
particula, dado que su carga eléctrica es neutra, sin embargo, dos MZM se
comportan globalmente como un fermién de Dirac (por ejemplo como un
electrén) de modo que cuando se habla de paridad se refiere a determinar
si la cantidad de fermiones de Dirac en el superconductor topologico es par
(0,2,4,...) oimpar (1,3,5,...) a partir de las parejas de MZM. La paridad
entonces permite constituir un sistema de dos niveles, el cual se puede in-
terpretar como un qubit, por ejemplo: paridad par |0) y paridad impar |1),
siendo la medicion de la paridad la que permite leer el estado del qubit y
procesar la informacion.

El dispositivo desarrollado esta compuesto por un nanocable supercon-
ductor de arseniuro de indio (InAs) recubierto por una fina capa de alu-
minio (Al), que cuenta con unas puertas de control y un sistema de puntos
cuanticos. Los puntos se encuentran acoplados al nanocable para crear un
circuito interferométrico, se le llama asi porque basicamente las medicio-
nes se realizan con base en la interaccién entre el nanocable y el punto
cuantico.

1Si el lector gusta profundizar en este modelo se recomienda el articulo “Measurement-Only Topolo-
gical Quantum Computation” que puede encontrar en Physical Review Journals.

2Un superconductor topolégico es un material que ademds de tener resistencia eléctrica practicamente
nula, se pueden generar en su superficie o bordes estados cudnticos como los anyones del EHCF.
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Las puertas de control son en esencia electrodos que permiten contro-
lar la densidad de electrones en diferentes secciones del nanocable, esto
resulta de vital importancia ya que como se mostré en la seccion 2.5, la
aparicion de anyones esta relacionada con una ocupacién concreta de los
niveles de energia de Landau, es decir, depende de una densidad de elec-
trones en el material muy especifica, y dado que los MZM son un tipo
de anyones, es indispensable poder controlar la densidad electrénica con
alta precision para favorecer la aparicion de estas cuasiparticulas. Por otro
lado, los puntos cudnticos (QD) son dispositivos creados a partir de un
nanocristal semiconductor; son tan pequenos que pueden confinar electro-
nes individuales en las tres dimensiones, permitiendo manipular y medir
estados electrénicos con una gran precisiéon?.

A grandes rasgos, el dispositivo funciona relacionando la mediciéon de
la capacitancia cuantica (Cg) con el estado de paridad de los MZM. La
capacitancia cuantica mide la densidad de estados disponibles en un nivel
de energia especifico, informando indirectamente sobre la energia necesaria
para anadir un portador de carga al material.

Una analogia intuitiva es pensar en buscar rentar en un piso de apar-
tamentos: si Cg es alta, significa que hay muchos “apartamentos” (esta-
dos cudnticos) disponibles, por lo que el “esfuerzo” por conseguir uno (la
energia necesaria para agregar un electron) es bajo. Por el contrario, si
Co es pequena, significa que apenas hay “apartamentos” (estados cuanti-
cos) disponibles, y por lo tanto, el “esfuerzo” por conseguir rentar uno (la
energia necesaria para agregar electrones) es mucho mayor.

Ya que el resultado de un cémputo viene determinado por la paridad de
los MZM, de esta manera, la capacitancia cuantica es una magnitud ideal
para determinar el estado de paridad de las cuasiparticulas por el siguiente
motivo: en esencia, si el resultado es par o impar quiere decir que en cada
caso habra una cantidad diferente de fermiones de Dirac en el nanocable, y
dado que Cg varia segun los estados cuanticos disponibles, analizando los
picos de Cg del conjunto nanocable-QD es posible determinar el estado de
paridad de los MZM. Aqui, el punto cudntico actia como una especie de
“sensor”, si hay un estado disponible en el nanocable, el electrén confinado
en el QD podria pasar (mediante el efecto tinel) y ocupar dicho estado
(situacion de Cg alta) por el contrario, si no hay estados disponibles el
electrén no puede pasar (situacién de Cg baja).

Con base en todo lo anterior, el equipo de Microsoft Azure Quantum

3El descubrimiento y sintesis de puntos cuanticos le vali6 el premio Nobel de quimica en 2023 a Moungi
G. Bawendi, Louis E. Brus and Alekséi Yekimov. Nobel Price in Chemistry 2023.
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desarrolld un dispositivo que tiene la potencial capacidad de usarse como
qubit. Dentro de los resultados destacables de su investigacién se encuen-
tran los siguientes aspectos:

= Medicién de un solo disparo: El dispositivo desarrollado tiene la ca-
pacidad de determinar el estado de paridad de los MZM a partir de
una unica medicion.

= Precisiéon de la medida: El tiempo que toma medir el estado de paridad
es de 3,4 u segundos, mientras que el tiempo en que el estado de
paridad puede ser perturbado es de 1 milisegundo. Esto garantiza que
durante el proceso de medicion el estado no cambie, consiguiendo que
la medida tenga un error porcentual del 1 %.

A partir de las pruebas realizadas por el equipo de investigadores, los
avances en la realizacion de una computadora cuantica con protocolo de
codificacién topoldgica pareciera empezar a ver luz al final del tinel luego
de 2 décadas de arduo trabajo, sin embargo, el dispositivo estd lejos de
ser perfecto. Su principal limitacién es que no es posible (aun) garantizar
de forma contundente la formacién de los modos cero de Majorana en el
nanocable superconductor, ya que debido a su propio diseno, en la interfase
entre el aluminio (superconductor) y el arseniuro de indio (semiconductor)
se pueden formar otro tipo de estados cuanticos diferentes a los MZM,
conocidos como estados ligados de Andreev?, que durante el proceso
de medicion de la capacitancia cuantica pueden producir efectos similares a
los MZM, por lo que la interpretaciéon de las medidas se encontraria sesgada
de ser el caso (M. A. Quantum y cols., 2025).

A consideracién del autor del presente documento, esta es la dificultad
mas grande para la computacion cuantica topoldgica, ya que sélo demos-
trando la robustez topoldgica del sistema y descartando los “falsos positi-
vos” es que este paradigma de la computacion cudntica seria realizable.

El caso del Majorana 1 resulta entonces en un dispositivo con un poten-
cial prometedor a futuro, desarrollado teniendo en cuenta todas las con-
diciones que son necesarias para que un sistema de cuasiparticulas pueda
generarse. Las proyecciones de investigacion en el campo de la computacion
cuantica topoldgica para los proximos anos requieren entonces realizar ex-
perimentos que permitan demostrar de forma concluyente la formaciéon de
modos cero de Majorana, y adicionalmente, investigar cémo seria posible

4Estados cudnticos que surgen del proceso de reflexién de Andreev en la interfase entre un conductor
normal (N) y un superconductor (S).
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integrar el proceso de medicién desarrollado por Microsoft Azure Quan-
tum en un sistema capaz de realizar operaciones légicas. El camino sigue
siendo largo, pero el desarrollo de este dispositivo marca un avance real
en la realizacion de una computadora cuantica topoldgica, haciendo que el
posible qubit topologico de Microsoft ya cumpla con dos de las condiciones
necesarias discutidas en la seccién 1.4.1; dos niveles bien diferenciados y
ser posible de medir.

3.3.2. Impacto en la investigacion en Fisica

La existencia de estos dos enfoques para construir un qubit mas que una
competencia puramente tecnologica, ha trascendido su objetivo compu-
tacional y resultado en un motor que impulsa diversas fronteras de la fisica.

El desarrollo e investigacion alrededor del qubit superconductor ha su-
puesto un auge en la fisica del estado soélido, el campo de los circuitos
cuanticos y la 6ptica cuantica de microondas. La necesidad tecnolégica
de mejorar la coherencia ha impulsado avances significativos en Ciencia
de Materiales, mejorar los procesos de nanofabricacién y el estudio de de-
fectos a nivel atomico. Su principal impacto en la fisica, mas alla de las
computadoras cuanticas, fue la consolidaciéon de un campo de estudio nue-
vo: la Electrodinamica cuantica de circuito (Circuit QED) (Blais y
cols., 2021). Los sistemas cQED han permitido explorar el acoplamiento
ultra-fuerte para estudiar la interaccién luz-materia, impulsando a nuevos
horizontes la éptica cuantica.

Otros avances en materia de correcciéon de errores cuanticos, en siste-
mas con arquitectura de qubit superconductor, han hecho posible estudiar
sistemas de muchos cuerpos de elevada complejidad, mostrando la capaci-
dad de estabilizar y manipular estados de entrelazamiento a gran escala en
condiciones favorables (G. A. Quantum y Collaborators, 2023), un desafio
que resulta importante para la fisica estadistica cuantica.

De este modo, los esfuerzos por madurar la tecnologia de los qubits su-
perconductores son un claro ejemplo de como las aplicaciones tecnoldgicas,
como la computacién cuantica, empujan también la investigacion académi-
ca para elevar la comprension que se tiene de la fisica fundamental.

En contraste, el qubit topolégico emerge directamente de una fisica
tedrica bastante abstracta, especificamente del estudio de fases topoldgicas
de la materia y el Efecto Hall Cuantico Fraccionario. La busqueda expe-
rimental de anyones no abelianos y la demostracion de sus propiedades
de trenzado es hoy una de las areas de investigacién activas que ha gene-
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rado un auge de la fisica de la materia condensada, impulsando avances
extraordinarios en la Ciencia de Materiales que han llevado a la sintesis
de heteroestructuras® de una pureza nunca antes alcanzada, asi como el
descubrimiento de nuevas fases topoldgicas de la materia de las cuales se
han derivado los superconductores y los aislantes topolégicos (Das Sarma,
2023).

La confirmacién contundente y concluyente de la estadistica no abeliana
resultaria en un descubrimiento para la fisica fundamental extremadamente
importante, validando una tercera familia de estadistica mas alla de los
bosones y fermiones. Es prudente destacar que la evidencia de MZMs se
ha encontrado en varias polémicas por “falsos positivos” que mantienen
a la comunidad cientifica escéptica, sin embargo, se han trabajado nuevas
técnicas que han enriquecido el campo (Frolov y cols., 2023), de forma que
se pueda conseguir la deseada validacién experimental.

En este caso, es la investigacion con el fin de comprender mejor la fisica
fundamental la que abre la puerta a una tecnologia completamente nueva,
mostrando una articulacién inversa que resulta complementaria e igual-
mente poderosa entre ciencia y tecnologia.

3.4. Desafios para la ensenanza de la Computaciéon
Cuantica

La dicotomia entre el qubit superconductor y el topoldgico, a partir del
presente trabajo, se considera que ofrece un valioso caso de estudio que
tiene el potencial de contribuir a la formacion de licenciados en fisica, pues
ilustra la evolucién de la complejidad del estudio de la fisica fundamental
y su relacion con el desarrollo tecnolégico, generando una base de conoci-
miento que favorezca una postura critica e informada frente a la ciencia,
la tecnologia y la sociedad, en el contexto de una revolucién que se esta
gestando alrededor de las tecnologias cuanticas en el siglo XXI.

Este potencial formativo enfrenta, sin embargo, el desafio de la “brecha”
identificada en la introducciéon de este trabajo: una desconexion entre los
curriculos tradicionales y las demandas de la nueva industria cuantica.
El andlisis de ambos paradigmas de qubit (superconductor y topolégico)
requiere fomentar competencias interdisciplinarias (materia condensada,
teorfa de circuitos y matematicas avanzadas) que le exigen a los licenciados
en fisica gestionar un “salto conceptual”.

5 . oy ’ . . . ’ .
°Es un dispositivo hibrido compuesto por dos materiales con propiedades cuanticas fundamentalmente
diferentes, como un semiconductor y un superconductor.
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La creciente abstraccion es inherente a la evolucion y progreso de los
modelos fisicos, por tanto, la manera de abordar dicha abstraccién repre-
senta un desafio en el ambito formativo. Como senal6 Dirac, “el progreso
constante de la Fisica requiere para su formulacion teérica una matematica
que se vuelva continuamente mas avanzada” y, en ese sentido, “los desa-
rrollos fisicos modernos han requerido una matematica que continuamente
cambia sus cimientos y se vuelve mas abstracta” (Dirac, 1931). Frente a
este reto, la investigacion en didactica de la Fisica se ha enfocado en cémo
ensenar la computacién cuantica de forma efectiva, favoreciendo el desa-
rrollo de recursos, propuestas y herramientas que permitan a los futuros
licenciados en fisica orientar su practica pedagogica hacia el abordaje de
conceptos y sistemas propios de la investigacién en computacion cuantica,
con el fin de lograr una articulacién de la ciencia y la tecnologia.

Enfoques como el “Picturalismo Cudntico” (Quantum Picturalism) bus-
can atacar la desconexién entre la notacién grafica (diagramas de circui-
to) y el formalismo algebraico (notaciéon bra-ket) al momento de ensenar
computacion cuantica, ya que en la mayoria de ocasiones no es intuitiva
la relacién entre el grafico y los calculos. Este problema es abordado pro-
poniendo un lenguaje unificado donde el diagrama también es el medio
que permite realizar los calculos. De esta manera, se consigue un enfoque
que es conceptualmente intuitivo sin dejar de ser riguroso. Se destaca que
si bien desarrollar la capacidad de abstraccién matematica es importante,
en etapas tempranas del proceso formativo resulta mas beneficioso priori-
zar la comprension conceptual que las herramientas matematicas (Diindar-
Coecke y cols., 2023). Asi, el “Picturalismo Cuantico” es un enfoque con
el potencial de llevar la fisica cuantica y la computacién a la formacién
universitaria e incluso a la secundaria.

De forma complementaria, ya existen propuestas didacticas aplicadas
para llevar la computacién cuantica al bachillerato, como el proyecto pe-
dagégico desarrollado y probado en un colegio de Bogota-Colombia por
Salas Galindo (2022). Este trabajo se destaca por su enfoque constructi-
vista, materializado en un libro y un “kit” con actividades experienciales
disenadas para comprender los conceptos relacionados con la computacion.
Por ejemplo, utiliza un juego de cartas llamado ”Bitjack” para afianzar el
sistema binario y montajes opticos practicos con un laser para representar
la superposicion y el colapso del estado cuantico. Esto demuestra la via-
bilidad de ensenar los fundamentos de la computacién cuantica de forma
tangible e interactiva.
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No obstante, el éxito en la implementacién de soluciones pedagdgicas
como las anteriormente descritas, depende de un reto mas significativo: la
formacién de los Licenciados en Fisica. Los docentes son la pieza fundamen-
tal que permite contextualizar la informacién y desarrollar el conocimiento
cientifico desde una perspectiva contemporanea e interdisciplinaria, actuan-
do como articuladores de este conocimiento en la sociedad. La evidencia
reciente es clara: es fundamental invertir en la capacitacion docente.

Proyectos como “The Quantum for All Project” han establecido mo-
delos de desarrollo profesional con el fin de capacitar docentes en el area
de“Ciencia de la informacion cuantica” (QIS por sus siglas en inglés). Este
estudio propone un programa intensivo de dos semanas: en la primera se
realizan 4 dias intensivos para la revision y aprendizaje del contenido QIS
integrado con STEM (“entender”); la segunda semana, los docentes apli-
can inmediatamente lo aprendido planificando y ensenando a un grupo de
estudiantes durante otros cuatro dias (“practicar”). Los autores y partici-
pantes resaltan que es precisamente esta aplicacion inmediata —el tener
que ensenar “pronto” lo recién aprendido— lo que favorece la retencién del
conocimiento y resulta altamente efectivo para construir la confianza del
docente (Matsler y Lopez, 2023). De hecho, estudios posteriores que evalua-
ron cuantitativamente el impacto de este modelo confirman la efectividad
del componente inicial: el taller intensivo de cuatro dias produce aumentos
estadisticamente significativos tanto en el conocimiento del contenido QIS
de los maestros como en su confianza autorreportada al respecto (Lopez y
Matsler, 2024). Por tanto, este enfoque para la formacién del profesorado
destaca la importancia de abordar el contenido no solo como una revisién
tedrica sino con el proposito de ser ensenado, y adicionalmente impulsar
su aplicacion.

En dltima instancia, cerrar la brecha entre la academia y la industria
requiere una estrategia doble: la adopcién de herramientas pedagogicas,
tanto conceptuales como aplicadas, que permitan abordar y gestionar la
creciente abstraccion que la fisica moderna demanda. Y, principalmente,
de manera prioritaria, un esfuerzo decidido en repensar y transformar el
enfoque de la formacién docente hacia la computacion cuantica, adoptando
modelos basados en la aplicaciéon practica que han demostrado ser efecti-
vos para mejorar significativamente tanto el conocimiento del contenido
como la confianza del profesorado, de forma que los licenciados en fisi-
ca se encuentren capacitados para implementar las nuevas herramientas
didacticas.
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Con base en todo lo anterior, el estudio del caso realizado en el presente
trabajo como una aproximacién introductoria a la computacion cuantica
muestra que propuestas como el qubit superconductor serian viables de
abordar en cursos de fisica a nivel universitario, al no requerir elementos
matematicos ni conceptuales ajenos, en muchos casos, a la fisica ya aborda-
da en programas de pregrado. En el contexto del programa de Licenciatura
en Fisica de la UPN, dedicar un curso independiente al estudio de la compu-
tacion cuantica es posible ya que el programa cuenta con un curso dedicado
a la fisica del estado sélido, en el cual se pueden abordar conceptos que
luego se ponen en contexto con el estudio del qubit superconductor; seria
necesario en investigaciones posteriores determinar si un curso de compu-
tacion cuantica deberia contar necesariamente con otro curso obligatorio
como prerrequisito.

Por otro lado, abordar casos méas complejos en la frontera de la inves-
tigacion académica, como el qubit topoldgico, se considera que requiere el
desarrollo de estrategias completamente enfocadas en la ensenanza de la
computacion cuantica. Esto debido a que las investigaciones mencionadas
previamente se centran en un nivel muy introductorio o se consideraron
para esta investigacion como potencialmente extrapolables al contexto de
la computacion cuantica. Dichos estudios se realizaron en el marco de con-
tenidos distintos, como la ensenanza de la mecanica cuantica, que si bien
se encuentra relacionada, constituye un area del conocimiento que no ne-
cesariamente comparte los mismos desafios pedagdgicos que la ensenanza
de la computaciéon cuantica.
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Conclusiones

El recorrido de la computacion, como se analizo al inicio de este tra-
bajo, ha estado marcado por la definicion de sus propios limites; desde
los tedricos, como el problema de la decision abordado por Turing, hasta
los fisicos, como el inminente fin de la Ley de Moore. Este estancamiento,
donde fenémenos como el efecto tunel se vuelven un obstaculo, junto a
la incapacidad de simular la propia naturaleza —como senalé Feynman—,
evidencié la necesidad de una alternativa. En este contexto, la computaciéon
cuantica se presenta como, no solo un nuevo desarrollo tecnolégico, sino el
paso natural para el progreso computacional, mas que una continuacion,
es una reinvencion fundamental del procesamiento de la informacién. Con
la transicién del bit al qubit un mundo de posibilidades, pero sobre todo
de retos, se nos presenta ahora en el mundo. La computacién cuantica ha
tenido grandes progresos en los ultimos 20 anos, como el desarrollo del qu-
bit transmon, sin embargo, avances tan prometedores también han dejado
al descubierto importantes desafios en materia de estabilidad y escalabili-
dad, importantes de resolver para alcanzar una computacién cuantica que
sea totalmente disruptiva y el cambio de paradigma computacional que
promete ser.

El analisis de fenémenos fisicos como el efecto Hall y sus variantes mues-
tra como el estudio de la fisica se ha vuelto cada vez méas complejo. A
medida que la investigacion avanza y profundiza, la abstracciéon necesaria
para abordar y comprender el mundo que nos rodea supone una barrera. A
pesar de ello, estas nuevas teorias resaltan como nunca antes una relacién
notablemente profunda entre la fisica y las matematicas, casi innegable,
que permite describir fenémenos que gradualmente se alejan de la intui-
cion. El efecto Hall Cuéantico Fraccionario es un fenémeno que se destaca
intrinsecamente por su caracter colectivo, donde si bien sus condiciones pa-
recen muy especificas y “artificiosas” como para ser interesantes fuera del
ambiente de la fisica fundamental, su estudio y comprension son aplicables
no solo al campo de la computacion, sino a otros amplios campos de in-
vestigacion en fisica aplicada, abriendo la posibilidad de desarrollar nuevas
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tecnologias que sean parte del motor de la segunda revolucion cuantica.

La busqueda de alternativas en el campo de la computacion cuantica ha
permitido encontrar en los sistemas de efecto Hall Cuéntico Fraccionario y
en los anyones, un potencial candidato a qubit que, de ser plausible, trazaria
un camino importante hacia una computacién cuantica robusta. Aunque
la descripcion de qubit topologico, a priori, resulta bastante prometedora
y revolucionaria, hablando de protecciéon topoldgica y concibiendo la co-
dificacion de informacion de manera mas compleja que un simple sistema
de dos niveles, es una propuesta que tiene un camino arduo por delante,
ya que se enfrenta a propuestas que también estan encaminadas a tomar
ventaja de las condiciones cuanticas para la codificacion y que ademas se
encuentran en un estado de desarrollo mas avanzado, teniendo en cuenta
que ya se han creado prototipos funcionales, algo que aun es un &area de
investigacion activa respecto a los anyones.

Este estudio pretende resaltar una de las facetas mas profundas de la fisi-
ca moderna: la manifestacion de conceptos matematicos abstractos, como
la topologia, en fenémenos fisicos medibles y con un potencial tecnolégico
revolucionario. La transicion del efecto Hall Clasico al Cuantico, y de este
al Fraccionario, no es solo una historia de refinamiento experimental, sino
de descubrimiento de nuevos fenémenos, que con modelos cada vez mas
precisos, han permitido estudiar con mayor profundidad nuevos estados de
la materia con propiedades increibles. La propuesta del qubit topoldgico,
nacido de estas investigaciones, representa un camino de interés por el pro-
greso tecnoldgico y cientifico. Si bien el camino hacia la construccion de
una computadora cudntica a gran escala esta lleno de desafios, sobre todo
en el caso topoldgico, la solidez de sus fundamentos tedricos la posicionan
como una de las tecnologias mas prometedoras en los proximos anos, y
se espera que cumpla la promesa de una nueva era de la informacién. En
este contexto, este trabajo se consolida como un referente que muestra una
forma de conectar la fisica con su aplicacion, resaltando que algo tan sen-
cillo como una unidad de informaciéon puede tomar multiples formas para
crearse fisicamente, procesarse y adaptarse a la tecnologia emergente, lo
cual consolida atin mas la concepcion de que la fisica es una actividad en
constante cambio y que a su vez va modificando y moldeando la forma en
que se relacionan la ciencia, la tecnologia y la sociedad.
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Finalmente, el contraste entre el qubit superconductor y qubit topoldgi-
co trasciende sus fines computacionales; sirve como un espejo de la propia
evolucion de la Fisica, que plantea nuevos horizontes y desafios tanto a
nivel de investigacion académica como en el campo educativo. La abstrac-
cion requerida para abordar modelos como el del qubit topoldgico eviden-
cia la tension existente entre la investigaciéon de frontera y las practicas
formativas actuales. Mediante este trabajo se constata que, si bien emer-
gen propuestas pedagodgicas innovadoras, su implementacion efectiva recae
innegablemente en la figura del licenciado en fisica. Por ello, la transforma-
cion de la formacion docente para la ensenanza de la computacién cuanti-
ca requiere el desarrollo de estrategias que ataquen cuatro aspectos clave:
primero, gestionar la abstraccion matematica, integrando herramientas
visuales que sirvan de puente entre la intuicion geométrica y el formalis-
mo matematico; segundo, fomentar la interdisciplinariedad, relacionando
explicitamente los fundamentos fisicos con la ingenieria de dispositivos;
tercero, favorecer la apropiacién epistemoldgica del conocimiento, apos-
tando por el dominio de los principios fisicos que sustentan la tecnologia
y no solo su uso instrumental; y cuarto, la confianza del docente en la
tematica, vincular el aprendizaje tedrico con una experiencia de ensenanza
practica. Esta necesidad de capacitar a los futuros profesores se enmarca,
a su vez, en el reto mas amplio —senalado en la problematica inicial de
este estudio— de impulsar una transformacién curricular, ya que es me-
diante ese proceso que se puede alcanzar una articulacion genuina de la
fisica contemporanea, sus tecnologias emergentes y la educacion cientifica
de la sociedad.
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Anexos

Anexo A: Movimiento de una particula cargada en un
campo magnético

Un campo magnético se puede describir a partir de un potencial vectorial

—

A= (A;, Ay, A,) de tal manera que

B=VxA (A.1)

Es posible ajustar el potencial vectorial mediante una funcién escalar
(w) sin que el campo magnético que describe dicho potencial se vea alterado
por este cambio

B=Vx(A+Vu)=VxA (A.2)

La invarianza del campo magnético bajo diferentes elecciones de w se
conoce como invarianza gauge, y A también es conocido como campo
gauge. Si se considera una particula cargada en una posiciéon 7 = (z,y, z)
que se mueve a lo largo de una trayectoria cerrada en presencia de un
campo magnético, el Hamiltoniano no relativista que describe el sistema
esta dado por la descripcion del acople minimo

. (v _ iiE)Q (A.3)

—

Los estados propios ¢(r) del Hamiltoniano con A = 0 seran estados
propios de H4 con la misma energia, dados por

DA(r) = exp <z§i / A dr’)zp(r) (A.4)

To
Siendo 7y un punto de referencia y la integral es a lo largo del camino
cerrado que une ry y r. Si la particula se mueve de manera adiabética en
la trayectoria cerrada (C') y solo se tiene en cuenta la interaccién entre la
carga y el campo magnético, la funcién de onda adquiere una fase luego de
recorrer la curva
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q —
=—¢ A-d A.
o pAdr (A.5)

Aplicando el teorema de Stokes, la fase se puede reescribir como

gpzi// Vxﬂ-dS:i// B -ds
ch S(C) ch S(C)

q
_ 14 A.
b= (A.6)

Esta fase es un invariante gauge ya que siempre y cuando la descripcion
del potencial vectorial A que se elija represente al campo fisico é, dicha
fase dinamica serd la misma. Si en la ecuacion anterior, el flujo magnético
® coincide con el valor del cuanto de flujo magnético (&g = hc/e), para
el caso de un electréon influenciado por un campo magnético, el sistema
adquiere una fase ¢ = 2w, dejandolo inalterado. En este sentido la fase
adquirida solo depende de la geometria de la curva (C), y adicionalmente

es invariante bajo deformaciones del drea (S) que determina el valor del
flujo ®.
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Anexo B: Experimento Mental de Laughlin

'Considerando una cinta de Hall dispuesta en forma de cilindro como
se observa en la figura A.1, cuando un flujo magnético atraviesa el cilindro
se produce un campo eléctrico sobre la cinta, el cual se encuentra descrito
por la ley de induccién de Faraday

]{E . dr — _1o? (A.7)

B B

Figura A.1: Disposicion cilindrica de una cinta Hall que es atravesada por un flujo
magnético, conectada a 2 reservorios de carga. Tomado de: Pachos (2012)

La linea cerrada en la que se genera la FEM sobre la cinta es la circun-
ferencia del cilindro

109
1 0P
BO) = —srrear (4.9)

Al producirse un campo eléctrico en la cinta en direccién de la circunfe-
rencia del cilindro, ya que se piensa que existe un campo magnético normal
a la cinta, sobre esta se produce el efecto Hall cuantico. En el efecto Hall,
la densidad lineal de corriente no nula se da en la direccion transversal,
siendo:

J(t) = ., E(t) (A.10)

para determinar la corriente total que se produce en la superficie de la
cinta, se calcula la integral de la densidad de corriente a lo largo de la
extension de la cinta:

'Este desarrollo y andlisis se hacer con base al ejercicio 2.3 propuesto en el libro de (Pachos, 2012) y
con base en lo planteado en el articulo original de Laughlin (Laughlin, 1981)
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J(t) = /j(t)dl =j(t)-2nR = 6, E(t) - 2R (A.11)
Sustituyendo el E(t) se obtiene
Oy AP
t) = ——— A12
gy = -T2 (A12)

De esta manera la corriente que circula esta relacionada con la conduc-
tividad y las variaciones del flujo magnético que se ha “introducido” al
interior de la cinta. Esta corriente esta asociada a un movimiento de carga
sobre la cinta que se puede calcular de la siguiente manera

o- fom-22 [

Q—%/ i = 0=""Ap
g

C C

Si consideramos la variacién més pequena posible para el flujo magnéti-
co, es decir, variar en un cuanto de flujo magnético (®y = hc/e), la carga
que se moviliza sobre la cinta seria

. h
Teniendo en cuenta el resultado para la conductividad transversal en el
efecto Hall cudntico (demostrada en: 2.3.1) la carga que se transfiere entre

los reservorios R4 y Rp queda expresada como

Q = (1/%2) h — Q=ve (A.14)

e

De este resultado se puede concluir que la cuantizacién de la conducti-
vidad Hall esta relacionada con una transferencia de carga a lo largo de la
direccion transversal de la cinta de Hall, y precisamente este transporte de
carga esta determinado por dicha cuantizacién, permitiendo el movimiento
de carga en multiplos enteros de la carga del electron.
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Anexo C: Fases geométricas: conexiéon de Berry y cur-
vatura

Considere un Hamiltoniano H(R) que depende de un conjunto de pardme-
tros externos R = (Ry, Ra,...) v sea ¥,(R) un estado propio de dicho Ha-
miltoniano (en el contexto del problema abordado en la seccién 2.4 estos
parametros externos R corresponden a los flujos ficticios (®,, ®,) que se
introducen en los cilindros de Laughlin). Si el sistema evoluciona de manera
adiabética, es decir, manteniendo su mismo estado cuantico (n), durante el
proceso, ademas de la fase dinamica, la funcién de onda adquiere una fase
adicional de caracter puramente geométrico (Berry, 1984), que se conoce
con el nombre de fase de Berry, definida como:

1(C) =i 7{] (6 (R)| Vitn(R)) - dR (A15)

Donde el operador Vg son las derivadas parciales respecto a cada parame-

tro de R tal que:
o 0
= =—=,=—,... Al
VR <6R1’8R2’ ) (A.16)

La integral se evalta a lo largo de una trayectoria cerrada C' en el espacio
de parametros. Esta fase es independiente del tiempo, si el camino C' es
corto la fase adquirida serd pequena, si el camino por el contrario es largo, la
fase sera mayor, de forma que solo depende exclusivamente de la geometria
del camino recorrido. La expresiéon anterior, tiene un cierta similitud con
la descripcién de la fase dindmica para una particula cargada influenciada
por un campo magnético externo (como se mostrd en el anexo A). Luego
es posible definir un “potencial” asociado a la fase de Berry, andlogo al
potencial vectorial en electromagnetismo, tal que:

La apariciéon de A no es un simple artificio algebraico. La funcién de
onda |¢,(R)) estda definida sobre un espacio de pardmetros M, y en ca-
da punto R del espacio de pardmetros se asocia una direccién (una fase)
a los estados propios del Hamiltoniano en el espacio de Hilbert. Variar
los pardmetros hace (matematicamente hablando) que el sistema reco-
rra el espacio de parametros, sin embargo, ese movimiento —dada la fase
geométrica— genera cambios en la fase asociada a los estados cuanticos,
por tanto es importante conocer como mover los estados por el espacio
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de parametros de manera que se pueda relacionar su fase asociada en los
diferentes puntos de dicho espacio. Esto se puede entender de manera mas
simple haciendo un analogo con el problema del transporte paralelo en su-
perficies curvas. Observe la figura A.2, alli se tiene un vector tangente con
una cierta direccion sobre una esfera en la posicién 1, cuando se traslada
el vector sobre la superficie de la esfera de tal manera que siempre sea
tangente a la superficie, siguiendo una trayectoria cerrada, es decir, que el
punto de partida es el mismo punto final del recorrido (como el ilustrado
en la figura A.2 siguiendo el camino desde 1 hasta 7), dicho vector llega al
punto inicial con una direccién diferente a la que tenia cuando partio.

E Inicio

e
N Llegada

Figura A.2: Transporte paralelo de un vector tangente en la superficie de una esfera.
Elaboracién propia.

Llevando este ejemplo al caso de la fase de Berry, el vector sobre la esfera
juega el papel de los estados cuanticos |1,(R)), al variar los pardmetros
R estos estados recorren el espacio de pardmetros (en el caso de la figura
A.2 el espacio de parametros seria la esfera y los parametros serian los
angulos (6, ), en la seccién 2.4 seria el toroide de flujos (®,, ®,)), cuando
el estado cuantico llega al punto del que partié (recorriendo una trayectoria
cerrada en el espacio de pardametros) el estado adquiere un factor de fase
e’ que representa el cambio de “direccién” andlogo al vector de la figura
A.2, de esta manera la fase de Berry 7, (C') permite medir la diferencia de
fase que hay entre el estado inicial y final al llegar al punto de partida y
el “potencial” A indica la manera en que se realiza el transporte de los
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estados en las diferentes direcciones del espacio de pardmetros M. Por
esta razon al “potencial” A se le conoce con el nombre de conexién de
Berry ya que este establece como transportar elementos entre 2 puntos
del espacio de parametros; como conectar estos puntos.

Nuevamente, y similar al caso electromagnético, del mismo modo que el
potenmal vectorial A permite definir un campo magnético mediante B =
V X A, aplicando el teorema de Stokes generalizado en la ecuacion A.15 se

obtiene
- f AR)
C

tﬁmmwm:/A@Aﬁ@Amwmv (A18)

en el integrando a partir del teorema de Stokes se puede reconocer una
expresion analoga a un campo, este campo se conoce como campo de
Berry y se define como:

F/Jl/ = 8M.AV — 8VAM (A19)

Luego la fase geométrica

Yo = / / Fpu dRV'ARY
S

El campo de Berry es un tensor que mide la “torsién” que experimenta
la fase de los estados cuanticos al recorrer una trayectoria cerrada en el
espacio de parametros, de alli que se pueda relacionar la fase geométri-
ca directamente con este campo. Este campo también es conocido como
curvatura de Berry ya que sus componentes brindan informacién de la
geometria asociada al espacio de parametros, y es debido al transporte de
los estados cudnticos sobre una variedad curva que se adquiere una fase
debida exclusivamente a la geometria del espacio de pardmetros (por eso
la integral esta definida sobre la superficie de este espacio matematico).

La importancia principal de este formalismo, y su abordaje en este tra-
bajo, es que la fase geométrica que se acumula cuando se recorre todo el
espacio de parametros no puede adquirir un valor arbitrario. La curvatura
de Berry se puede relacionar con estructuras mas ricas en su interpretacion
de varios fenémenos fisicos, como lo es el niimero de Chern, el cual permite
entender la robustez en la cuantizacion de la conductividad Hall.
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