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Introduccion

La interpretacion de la derivada es fundamental en el estudio del célculo y las
matematicas en general. Para los Futuros Educadores Matematicos [FEM], comprender y aplicar
correctamente el concepto de derivada es esencial no solo para el éxito académico en términos
del estudio de variabilidad, sino también para su desarrollo profesional. El presente trabajo de
grado se centra en explorar rasgos del nivel de interpretacion de la derivada en estudiantes de la
Licenciatura en Matematicas de la Universidad Pedagdgica Nacional, mediante la aplicacion de

un cuestionario de diez preguntas disefiado especificamente para este proposito.

El primer capitulo aborda la importancia de indagar sobre los diferentes niveles de
interpretacion de la derivada y se presentan los objetivos planteados. En el segundo capitulo, se
realiza un recorrido historico del desarrollo de la derivada, destacando como evolucioné a lo
largo del tiempo y reconociendo algunas concepciones desarrolladas por diversos matematicos y
filosofos de la época. Posteriormente, se analiza la relacion de la derivada con puntos criticos,
maximos y minimos absolutos y el criterio de la primera derivada. También se presenta un marco
didactico que permite identificar algunos errores, dificultades y obstaculos relacionados con la
derivada. Por otro lado, se destaca la importancia de los lineamientos establecidos por el
Ministerio de Educacion Nacional [MEN] en lo relacionado con el desarrollo del pensamiento
variacional siendo este una base fundamental en la compresion del concepto derivada. Ademas,
se establecen diferentes representaciones de la derivada. Finalmente, se realiza una
categorizacion de los niveles de interpretacion de la derivada, segin los niveles de interpretacion
de Piaget y Garcia citados en Salazar et al., (2009) los cuales son: Intra, Inter y Trans. Cada uno

estos se realizan teniendo presente las diferentes interpretaciones de la derivada.



El tercer capitulo describe la metodologia empleada en el estudio, detallando los distintos
momentos de su desarrollo: disefo, recoleccion de datos, analisis de datos y resumen de
resultados. Como instrumento de recoleccion se realizo un cuestionario, el cual se aplico a la
poblacioén seleccionada que estd compuesta por 11 estudiantes de la Licenciatura de Matematicas

de la Universidad Pedagogica Nacional que iniciaron su ciclo de profundizacion en el 2024-1

En el cuarto capitulo se presenta el cuestionario, construido a partir de la categorizacion
realizada. Ademas, se explica la intencion de cada pregunta, estableciendo su relacion con la
parte desarrollada en los capitulos anteriores. Ademas, se presenta una respuesta correcta o
deseable de la pregunta con su justificacion y finalmente se nombran los objetos matematicos

que aborda la pregunta.

En el quinto capitulo, se presenta un analisis de las preguntas destacando algunos
hallazgos encontrados en las respuestas de los estudiantes, asociados a los rasgos de los niveles
de interpretacion. Finalmente, el capitulo seis presenta las conclusiones abordando algunos
hallazgos que, como proyeccion del trabajo, son importantes en los procesos de ensefianza y
aprendizaje del concepto de la derivada, se resalta que en muchas situaciones se encuentra un
mayor desarrollo de los procesos que involucran reglas de derivacion, mas no la interpretacion

del concepto de derivada desde distintos contextos y representaciones.



1 Aspectos Generales
1.1  Justificacion

El concepto de derivada juega un papel importante en el &mbito de la formacién de
Educadores Matematicos, pues como lo anota Vasquez Astudillo (2021), esta aporta
informacion concreta, se puede interpretar de diferentes maneras, se puede aplicar en situaciones
habituales como el movimiento y la covariacién 'y permite resolver algunos problemas que sin el
uso de esté no seria posible.

La compresion e interpretacion de conceptos matematicos como la derivada se pueden
ver afectadas por falta de conocimientos previos propios del Calculo, quizéas los Educadores
Matematicos en formacion de la Universidad Pedagdgica Nacional pueden no ser ajenos a esto.
Vale la pena también considerar que en la actualidad algunas dificultades se acentuaron por las
dinamicas académicas que trajo consigo la pandemia, como lo menciona (Jara et al., 2021), la
educacion en Colombia disminuy6 su “calidad” a raiz de la pandemia de COVID-19, lo cual ha
generado un desafio sin precedentes para los docentes y estudiantes en todo el mundo, quienes
han tenido que enfrentar dificultades en el proceso de ensefianza y aprendizaje debido a la
transicion a modalidades de educacién en linea o hibridas.

Durante los semestres 2020-1, 2020-2, 2021-1, 2021-2, las clases de la Licenciatura de
Matemaéticas, en su mayoria, se desarrollaron en modalidad virtual, generando en ocasiones
dificultades en algunos docentes y estudiantes en cuanto al uso de herramientas tecnolégicas y
Ilevando a que, en muchos casos, no se desarrollaran todos los planes curriculares establecidos
para cada uno de los espacios académicos. Esto pudo interferir en el desarrollo de conocimientos
necesarios y propios del quehacer docente en matematicas, pues es posible que las tematicas que

no se abordaron en el aula no se hayan retomado en cursos posteriores.



Es importante mencionar que el enfoque que dan al manejo de la derivada muchos de los
futuros educadores matematicos, puede tener incidencia en la compresion e interpretacion de
dicho concepto. Un ejemplo de esto es el mencionado por (Salazar et al., 2009) donde la
compresion de derivada se puede ver limitada a un proceso netamente algoritmico o a una
dependencia relacionada entre pendiente de la recta tangente y una funcion.

Segun (Sierpinska 1985, Cantoral 1988, Vinner 1992, citados por Dolores, 1998), algunas
de las consecuencias de la compresion desarrollada por los futuros educadores matematicos,
pueden llevar al desarrollo moderado de procedimientos algebraicos. Se espera que, al buscar un
estudio de diferentes concepciones de la derivada, el estudiante obtenga un conocimiento donde
“el saber” y “el hacer” permitan una compresion de la derivada evitando caer en un
conocimiento desarrollado por la memorizacion que con el tiempo puede ser olvidado, o jamas
identificados en otros contextos diferentes.

Por otro lado, el desarrollo de la compresion de la derivada por medio de la geometria
segun Cantoral (1988, citado en Dolores, 1998), puede generar en los estudiantes una
compresion limitada llevando con esto a un obstaculo, por ejemplo, en el paso de una concepcién
global a una local. También puede incidir en la compresién, como lo menciona (Orton 1977,
citado por Dolores C. 1998), la dificultad para interpretar la derivada a partir de sucesiones de
rectas secantes.

Para evidenciar cuando los futuros Educadores Matematicos han desarrollado o0 no
compresion de la derivada, como lo mencionan (Sierpinska 1992, Jungk 1977 citados por
Dolores C, 1998) algunos aspectos para tener en cuenta para caracterizar la interpretacion del

concepto son: el reconocer, interpretar y utilizar las diferentes simbologias, identificarla en



diferentes contextos permitiendo la resolucion de problemas y utilizarla en aplicaciones
generando una red de conocimiento con otros campos.

A partir de los elementos presentados, es pertinente indagar acerca de la interpretacion del
concepto de derivada que desarrollaron los estudiantes de la Universidad Pedagogica Nacional que

iniciaron el ciclo de profundizacion en el semestre 2024 -1.

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo General
Explorar la interpretacion del concepto de derivada en los Futuros Educadores
Matematicos que iniciaron el ciclo de profundizacion en la Universidad Pedagdgica Nacional

2024-1.

1.2.2 Objetivos Especificos

1. Desarrollar un marco conceptual para identificar y describir distintas interpretaciones del
concepto de derivada.

2. Construir y aplicar un cuestionario que permita determinar algunos rasgos de los niveles
de interpretacion del concepto de derivada.

3. Sistematizar y realizar un analisis de los resultados de la aplicacion del cuestionario.



2 Marco de Referencia
En el desarrollo de este capitulo se presenta un recorrido historico de la evolucion de la
derivada, las definiciones y conceptos que influenciaron en las diferentes interpretaciones de la
derivada; primero, se hace una revision de diferentes aportes de los matematicos en el desarrollo
de esta, posteriormente se expone un marco matematico el cual evidencia conceptos,
definiciones, propiedades de la derivada, objetos matematicos asociados a ella y por ultimo; se
desarrolla un marco didactico abordando cémo el desarrollo del pensamiento variacional y las

diferentes interpretaciones de la derivada pueden influir en el aprendizaje de la misma.

2.1 Marco Historico

La derivada es un concepto matematico que aporta a otras ciencias, dado que permite
realizar estudios de cambio y variacion, de optimizacion, la modelacion de fendémenos naturales
entre otros; por tal motivo es indispensable conocer como en diferentes momentos de la historia
hubo aproximaciones o resultados que permitieron la evolucion de concepto de derivada. Por
otro lado, resulta relevante revisar cOmo en estos diferentes momentos de la historia se crearon
diferentes interpretaciones de la derivada, segiin la necesidad de cada momento o el tipo de

utilidad (necesidad) que se estaba dando a las matematicas.

2.1.1 Evolucion del Concepto de Derivada
De acuerdo con Grabinet (1983), (citado por Contreras et al., 2000) se reconoce que a lo
largo de la historia existen cinco (5) etapas en el desarrollo del concepto de derivada entre las
que encontramos: “problemas que conducen a la derivada, la derivada como Ttil, la derivada

como objeto de conocimiento, exploracion y desarrollo, por ultimo, definicion de la derivada”

(p.113)



1° etapa: problemas que conducen a la derivada:

Es conocido que, durante la primera etapa del desarrollo de las matematicas, los estudios
se centraron en los objetos geométricos, donde se resaltan nombres de matematicos y filosofos
como: Euclides, Diofanto, Arquimedes, Tales de Mileto, Pitdgoras entre otros que realizaron

diferentes aportes.

Por su parte, Euclides aport6 al desarrollo de la derivada en el siglo IV a.C. en su libro
“Elementos”, donde realiz6 el estudio de objetos geométricos (punto, recta, circunferencia, etc.),
los cuales dieron paso a posteriores desarrollos del calculo. Para el Siglo IIT a.C. los aportes de
Arquimedes en el célculo de area y voliimenes fueron una primera vision de lo que se conoce
hoy en dia como limites, integracion y derivadas. El principio de Arquimedes consistia en
calcular el area cerrada por una parabola y una recta, permitiendo ser “el precursor de los

métodos infinitesimales” Sierra y Ortega (1998).

Tabla 1.
llustracion del principio de Arquimedes: Dada una parabola y una recta que la interseca en dos

puntos, el area encerrada es 4/3 del area del triangulo inscrito.

CB = 25495

/ \
Se traza una parabola y una recta que Para trazar el tridngulo se seleccionan tres
interseca en Ay B a la parabola puntos. Los puntos A y B pertenecen a la

cuerda de la parabola y el tercer punto (E)
es el punto de la parabola, por donde se
traza la recta tangente que a la vez es
paralela a la cuerda AB




Para este mismo siglo, el matematico Apolonio de Pérgamo, con la elaboracion de su
texto “conicas de Apolonio de Pérgamo” en el libro II, desarroll6 aportes de las conicas.
Ademas, cred la definicion de tangente a una conica, definiéndola de la siguiente forma: “la
recta trazada por el extremo de un diametro paralelamente a las ordenadas a este” como lo
menciona Alarcon et al., (2005) en su texto “El método de las tangentes de Fermat”. Dicho
aporte de Apolonio contribuy6 con la evolucion de la definicion de tangente creada
anteriormente por Euclides para el circulo presentada en los Elementos de Geometria entre la

mencionada por Alarcon et al., (2005) se encuentra:

Definicion III-2: se dice que una recta es tangente al circulo cuando lo toca y prolongada

no la corta (p.101)
2° etapa: la derivada como util

El desarrollo del célculo diferencial tiene sus raices en varios avances matematicos
previos. Con la evolucion de las matematicas y la aparicion del algebra, surgieron aportes de
matematicos como los realizados por Diofanto de Alejandria quien aportd a la aritmética con
estudios que buscaban la solucidon de ecuaciones algebraicas, también conocidas como
“ecuaciones diofanticas”. Mientras, Al-kuarismi aport6 al algebra desarrollando un lenguaje
simbolico de las matematicas haciendo uso de la clasificacion de “tesoro, raiz y nimero”
ayudando a facilitar futuras representaciones matematicas. En el afio 1591 el matematico Vieta
conduce a la separacion de dos lineas de las matematicas las cuales fueron la geometria y el
algebra simbolica. Permitiendo tener una comprension general y eficaz de simbologia como

(x3), resultando este aporte esencial para el desarrollo posterior del calculo.



Para el siglo XVII, los matematicos Fermat y Descartes, independientemente crearon lo
que hoy se conoce como Geometria Analitica, sentando las bases para el estudio de funciones y
curvas. En particular, Fermat, en su bisqueda de realizar el calculo de maximos y minimos, ided
un método para encontrar puntos extremos sin una nocion formal de limites. Segun Boyer (1986)
citado por Sierra y Ortega (1998),su método fue una de las primeras semillas de la nocion de
limite y derivada, al estudiar como dividir un segmento de longitud x en dos segmentos a y
a — x, de manera que su producto fuera un maximo . A continuacion, se muestra el proceso
aritmético presentado por Sierra y Ortega (1998) y una representacion grafica adaptada de la

presentada por Contreras et al., (2000):

Tabla 2.

Representacion aritmética y grdfica del problema de Fermat

Aritmético Grafico

Longitudes de los dos segmentos
xya—x x o
Area maxima del rectangulo . .
x(a—x) = ax — x? f | e
Para analizar como cambia la funcion x se remplaza por 8 .
x+e
a(x+e)— (x+e)?
Simplificando se obtiene
ax + ae — x* — 2xe — e?
Para encontrar el maximo se pone como condicioén
ax + ae — x% — 2xe — e? < ax — x*
Por lo tanto, restando ax — x? se obtiene
ae—2xe—e* =0
a=2x+e
Como e es un valor muy pequefio
a=2x
Lo que implica que
x = a/2 Es decir que el valor éptimo de x es la mitad de
a

Fuente: Sierra y Ortega (1998) y Contreras et al., (2000)
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Otro de los aportes de Fermat fue la aplicacion de su método llamado “método de los
valores proximos”, con este pudo hallar las tangentes a una curva algebraica de la forma

y = f(x), Sierra y Ortega (1998).

Otros matematicos que dieron solucién a este problema fueron: Walis, Sluse, Hudde.
Estos matematicos dieron bases a lo que hoy se conoce como la derivada por la definicion de

limite, donde la pendiente de la recta secante estd representada por:

fx+h)—fx)
h

Al calcular su valor cuando 4 tiende a 0 se obtiene la pendiente de la recta tangente en el punto

(x, f(x)), Contreras et al., (2000).

Tabla 3.

llustracion de la recta secante y recta tangente en un punto de la funcion.

Recta secante Recta tangente

Afx+h,f(x,h))

Bl (f(z+ k)~ f(x)

Mpas = A

(o 7 [ A ey S . o A Y oy

x
b
=

=

Proceso aritmético del método:
Dada la curvay = ax? + bx + ¢
f(x+h)—f(x) 2axh+ ah®+bh

A 7 =2ax+ah+b>b

Fuente: Contreras et al., (2000)

Otros de los estudios realizados por Descartes fue el trazo de rectas tangentes mediante la

construccion de la recta normal (recta perpendicular a la recta tangente por un punto). Mediante
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el uso de este método, pudo calcular la tangente a una elipse y una parabola. Vasco y Suescun,

(2011).

3° etapa: la derivada como objeto de conocimiento

Esta época es conocida como la época moderna de las matematicas, dado que los
matematicos Newton y Leibniz, hicieron uno de los aportes mas importante al sintetizar los
métodos anteriormente nombrados, con lo cual dieron paso a los objetos matematicos derivadas e

integrales.

Segun Sierra y Ortega (1998), Newton expresa en su libro De quadratura curvarum una

vision sobre las magnitudes matemadticas donde dice que:

No considero las magnitudes matematicas como formadas por partes todo lo
pequefias que se quieran, sino como descritas por un movimiento continuo. Las
lineas son descritas y engendradas, no por yuxtaposicion de sus partes, sino por el
movimiento continuo de sus puntos; la superficie, por el movimiento de lineas; los
solidos, por el movimiento de las superficies; los angulos, por la rotacion de sus

lados; los tiempos por un flujo continuo; y asi sucesivamente. (p.89)

Otro de los trabajos desarrollados por Newton es su “método de fluxiones”, el cual
lo public6 en 1736, aunque realmente para el afio 1671 ya lo habia culminado. Este método
consistia en asimilar las cantidades variables como cuerpos en movimiento, por lo tanto,
tomaba a x e y, como cantidades que fluian las cuales daban como resultado una velocidad
de variacion. No obstante, este mismo trabajo lo evita en su libro “De quadratura curvarum

en el cual sustituye las cantidades fluyentes por términos como “Razédn de la primera y la
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ultima” siendo esta la razon de incrementos nacientes € incrementos evanescentes que

fueron de gran aporte para la derivada.” (Sierra y Ortega, 1998, p. 89)

Una representacion grafica que expresa lo anterior, es la presentada por estos mismos autores
quienes citan a Rey y Babini (1985).

4° etapa: Exploracion y desarrollo

Si bien en la etapa anterior se nombro6 a Leibniz como uno de los matematicos que aportd
al calculo de la derivada y se le atribuye el estudio del calculo infinitesimal, desarroll6 algunas
reglas comunes para la derivacion de expresiones racionales e irracionales y aplicé la derivada en
problemas de méximos y minimos, permitiendo conocer una notacion de la primera y segunda

derivada (Sierra y Ortega, 1998, p. 90).

En esta misma etapa se considera al matematico Lagrange creador del concepto de

funcion derivada con el término “derivada”. Otro de sus aportes es su obra Théorie des fonctions

1
(1+x)

analytiques donde trata la solucion de f(x) = mediante el uso del método de division,

obteniendo como como resultado f(x) =1+x + x2 + x3 + --- + x™ + --- al resultado obtenido se
multiplica el coeficiente x™ por n!, a esto Lagrange lo denomino el valor de la funcion derivada
n-¢sima de la funcién en el punto x = 0. Ademas, para el afio 1797 como dice (Contreras et al.,
2000), cuestiona la concepcidn creada por Newton sobre limite dado que para €l no estaba

suficientemente desarrollada.
5° etapa: Definicion de la derivada

En esta etapa de la evolucion de la derivada, Cauchy introduce una formulacion rigurosa
del concepto de limite, lo que permite formalizar la derivada. Aunque ya algunos matematicos

habian realizado trabajos sobre la definicion de la derivada, Cauchy “rechaza el trabajo
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realizado por Lagrange en las series de potencias del Teorema de Taylor y toma como

fundamental el Teorema realizado por D’ Alembert” (Sierra y Ortega, 1998, p. 91).
Cauchy realiza la primera definicion de limite y por esta misma desarrolla la definicién
de derivada para una funcién y = f(x), dando un incremento a la variable x, Ax = i. Creando

& — w y cuando i = 0, lo defini6 como la derivada, esta definicion es la

asi el cociente —
Ax

que se usa hoy en dia, simbolizada como:

i LR~ f()
im

h—-0 h

2.2 Marco Matematico
En este apartado se presentan diferentes definiciones de la derivada, y desarrollo de esta.
Ademas, se expone la definicion de derivada de algunos libros de matematicas dirigidas al medio

universitario y de algunos textos escolares. Por otro lado, se exponen algunas propiedades.

2.2.1 Definicion de Derivada
A continuacion, se presentan algunas definiciones de la derivada planteadas a partir de la
recta tangente a la curva en un punto. En el texto de calculo en una variable de (Stewart, 2012, p.

143) se define la recta tangente de la siguiente forma:

Definicion 1. Recta tangente Stewart: “la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto

P(a, f(a)) es larecta que pasa por el punto P con la pendiente

)= f(a)
m=lim—————=

x—a X—a

siempre que exista”.
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Figura 1

Recta tangente como limite en posicion de la Recta secante cuando Q se acerca a P

¥ t
Vv Q _

]

Fuente: Stewart (2012)
El texto “Cdlculo con geometria analitica” de (Larson et al., 2006, p. 97) presenta la

definicion de la recta tangente con pendiente m .

Definicion 2. Recta tangente Larson: “Si f estd definida en un intervalo abierto que

contiene a ¢ y ademads existe el limite

Ay fle+Ax)—f(co)
lim — = lim =m
Ax—»0Ax Ax—0 Ax

entonces la recta que pasa por (¢, f(c¢)) y cuenta con una pendiente m es la recta tangente

a la grafica en punto (c, f(¢))”

Figura 2.

Aproximaciones a la recta tangente.

Ax —a O

(e, FCeND Ty
" A

(oo FAed) =

T Itecta tangonte

Fuente: Larson et al., (2006)
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En los libros anteriormente nombrados después de hacer uso de la definicion de recta

tangente en cada caso presentan la definicion de la pendiente de la recta tangente

Definicion 3. Pendiente de la recta tangente (por limite):

_ fx+h)—fx)
m = lim
h>0 h

Se reconoce que la derivada corresponde a la pendiente de la recta tangente en diferentes
puntos a lo largo de la curva.

A continuacion, se presentan una definicion de derivada encontrada encaminada a la
compresion de la derivada de una funcién en un punto y su relacién con la derivada como funcién.

Definicion 4. Derivada de una funcion Stewart: “la derivada de una funcion fen el punto

X = a es un numero denotado por f'(a), es

, . fla+h)—f(a)
fa) = lim h

si el limite existe”(Stewart, 2012, p.146).

Definicion 5. Derivada de una funcion Larson: “la derivada de f en x se expresa

mediante:

f(x+Ax) — f(x)
Ax

o=,

siempre que exista ese limite. Para todos los x para los que exista este limite, f’es una

funcion de x”(Larson et al., 2006, p. 99).
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Pero como lo expone Larson et al., (2006) en el libro “Cdlculo con geometria analitica™
la recta tangente de una funcién continua en un punto, no siempre existe, dado que puede haber

casos en los que la recta tangente a la curva es vertical en un punto de la funcion.

Figura 3.

Recta tangente vertical en una funcion continua

Recta
tangente
vertical

B v e =

(e, fle})

Fuente: Larson et al., (2006)
Para abordar este caso presenta la siguiente definicion:
Definicion 6. Definicion recta tangente vertical: Si f es continua en c y

llm f(C+A.X')—f(C) =000 llm f(C+AX)—f(C) —

Aam A Alm o —oo la recta vertical, x = ¢, que pasa por (c, f(c))

es una recta tangente vertical a la grafica de f.

Ademas, hace referencia al caso en que el domino de la funcion es el intervalo [a, b] se
puede ampliar la definicion de la recta tangente vertical permitiendo incluir los extremos y los
limites por derecha x = a y por izquierda x = b. (p. 99)

Es importante tener en cuenta la relacion entre continuidad y derivabilidad de una
funcion. La continuidad de una funcion Stewart (2012) la define como:

Definicion 7. Continuidad de una funcion: “Una funcidon es continua en un numero x =

a si ylci_r)lglf(x) = f(a).” (p. 118).
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En seguida, se define cuando una funcion es derivable, para ello se presentan dos casos:
el primero cuando se toma el intervalo cerrado y el segundo cuando es un intervalo abierto como
lo presenta Swokowski (1988):

Definicion 8. Derivabilidad en un intervalo abierto: “Una funcion f es derivable en un
intervalo abierto (a, b) si lo es en todos los niimeros ¢ de (a, b). Para este caso también
consideran los intervalos infinitos.” (p. 95)

Definicion 9. Derivabilidad en un intervalo cerrado: “Una funcion f es derivable en

fla+h)-f(a)
T —

un intervalo cerrado [a, b] si lo es en el intervalo abierto (a, b) y los limites h“‘gh .

lim f(b+h;—f(b)

Jim existen.” (p. 95)

Otra definicion utilizada para verificar si una funcion es derivable, y ademas guarda
relacion con la definicion de recta tangente (definicion 1. Recta tangente Stewart), es la
presentada por Larson (2010, p. 101). Esta definicion permite reconocer una relacion entre la
derivabilidad y la continuidad de una funcion:

Definicion 10. Derivabilidad por limite: f es derivable en un intervalo cerrado [a, b] si

es derivable en (a, b) y existen la derivada por derecha en a ( lim M) y por izquierda en

x—at x—a

b (lim w)

x-b~ Xx-b
Es relevante estudiar la derivabilidad de una funcién no continua, para ello se tiene en
cuenta la contra reciproca de “Si una funcién f (x) es derivable en x = a, la funcion f(x) es
continua en x = a". A continuacion, se presenta la demostracion.
Demostracion:

Para demostrar que f es continua en x = a se debe demostrar que lim f(x) = f(a) para
x—a

esto se siguen los siguientes pasos:
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1. Probar que f(x) — f(a) tiende a 0
f es derivable en x = a, por tanto,
x)—f(a
) i[O =T @
x—a X —a
2. Apartirde f(x) — f(a), dividirlo y multiplicarlo por x — a, considerando que x # a. se

tiene

fe) = fla) =

ORI
X—a

3. El limite cuando x — a a ambos lados de la igualdad.

x)—f(a
limf(x) — f(a) = limM(x —a)
x-a x—sa  X—a
4. Por propiedad de limites y del producto tenemos
x)—f(a
limf(x) — f(a) = limM. lim(x — a)
x—a x-a X —a x—a

Como lim f)-f(a)

—— s la derivada de la funcidén en el punto a y el limite de
x—a -

lim(x — a) = 0, entonces

lim () — f(a) = f(@).0
Con estos pasos se demuestra que f(x) — f(a) tiende a 0.

Ahora, como
lim f(x) = lim[f(a) + (f (x) = f(a)]
se tiene que

= limf (@) + lim{f () - £(@)]
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=f(a)+0
= f(a)
Por tanto, f es continuaen x = a
Es importante considerar que la reciproca de este resultado no siempre es verdadera, ya

que el hecho de que una funcién sea continua en x = a no implica necesariamente que sea
. . . 1
derivable en x = a. Ejemplos de esto son funciones f(x) = |x| y f(x) = x3, las cuales son

1
continuas, pero no son diferenciables en x = 0. En el caso de f(x) = x3, como se observa en la
Figura 4, la funcién es continua x = 0; sin embargo, su derivabilidad debe analizarse
considerando el comportamiento de su pendiente en este punto, mas alld de su representacion

grafica.

Figura 4.

1
Rectas tangentes en un punto de la funcion f(x)=x3

Al estudiar el comportamiento de la pendiente de las rectas tangente, se observa que

cuando x toma valores cercanos a x = 0 por derecha y por izquierda, la pendiente de la recta
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tangente no estd definida en x = 0 por lo tanto se cumple que lir% f’(x) = oo por lo tanto, aunque
X—>

la funcidn es continua no es derivable en x = 0.

El estudio de los casos de las funciones que tiene una “punta” como se presenta en el
caso de la funcion f(x) = |x| en x = 0, Stewart (2012) indica que “la grafica f no tiene recta
tangente en esos puntos y f no es derivable alli” (p. 159) esto sucede porque al momento de
calcular la derivada en x = 0, los limites por derecha y por izquierda son diferentes.

Para f(x) = |x| calcular el limite por la derecha, se tiene que x > 0, por tanto

oy = g 121210
Fo=m%=0 ="

Para el segundo caso, se calcula el limite por la izquierda si x < 0,

F0) = lim 2712 = _q

x—=0— x—0
Puesto que los limites por derecha y por izquierda son diferentes, la derivada evaluada en
x = 0 no existe. Este es un ejemplo de una funcién que en un punto puede ser continua y sin
embargo no es derivable en dicho punto.
2.2.2 Conceptos (objetos matemadticos) Relacionados a Derivada
En este apartado se hace una revision de algunos objetos matematicos relacionados con la

derivada.

2.2.2.1 Numeros o Puntos criticos de una funcion

Definicion 11. Puntos criticos de una funcion: Se define como nimero o punto critico
de una funcién todo valor ¢, donde se cumple que la derivada evaluada en c es igual a cero
(f'(c) = 0) o donde se cumpla que la derivada de la funcién no exista en c, es decir, cuando f

no es derivable en c. (Larson, 2010, p. 166).
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Figura 5.

Puntos criticos en una funcion.

f'(¢) no existe

Tangente
horizontal

Nota: en la imagen se observa como ¢ es un punto critico de f (Larson, 2010)

2.2.2.2 Maximos o minimos relativos de una funcion

Si una funcidn es continua en un intervalo abierto puede presentar puntos denominados
como maximos o minimos relativos estos pueden llegar a recibir el nombre maximo local o

minimo local. Se define un maximo relativo o local como:

Definicion 12. Maximo relativo: Sea f una funcion diferenciable en un intervalo que
contiene a c. Se dice que f(c) es un maximo relativo si f(c) = f(x) para valores de x cercanos
a c. Otra forma de definirlo es a través de la derivada: si f”(c) cambia de positiva a negativa en

¢, entonces ¢ es un maximo relativo.(Stewart, 2012,p. 274)

Figura 6.

Maximo relativo de una funcion

Madzimo relativo |
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Ahora para definir un minimo relativo o local se hace uso de la definicion presentada en

(Stewart, 2012,p 274) que dice:

Definicion 13. Minimo relativo: Sea f una funcion diferenciable en un intervalo que
contiene a c. Se dice que f(¢) es un minimo relativo si f(c¢) < f(x) para los valores de x
cercanos a c. Otra forma de definirlo es a través de la derivada: si f(c) cambia de negativa a
positiva en ¢, entonces ¢ es un minimo relativo. En otras palabras, si la funcion es decreciente
antes del punto critico y creciente después de este, entonces el punto ¢ es posiblemente un

minimo relativo.

Figura 7.

Minimo relativo de una funcion

M inimo relativo

2.2.2.3 Maximos o minimos absolutos de una funcion

Los maximos o minimos de una funcién, también conocidos como maximo y minimos
absolutos, pueden identificarse en algunos casos porque la pendiente de la recta tangente de la
funciodn es cero. Para la definicion formalmente los maximos y minimos absolutos, se tiene lo

siguiente:

Definicion 14. Maximo Absoluto: Sea ¢ un nimero en el dominio D de una funcion f.

entonces f(c) es el valor maximo absoluto de f sobre D si f(c) = f(x) para toda x en D. Se
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puede identificar graficamente los maximos absolutos y relativos de una funcion como se muestra

a continuacion:

Figura 8.

Visualizacion grafica de los maximos absolutos y relativos de una funcion.

Maximo Absoluto

Maximo relativo

En (Stewart, 2012,p 274) define los minimos absolutos de una funcion de la siguiente

forma:

Definicion 15. Minimo absoluto: “Sea ¢ un nimero en el dominio D de una funcion f
entonces f(c) es el valor minimo absoluto de f sobre D si f(c) < f(x) para toda x en D”. Se

puede identificar graficamente los minimos absolutos y relativos de una funcién como se muestra

a continuacion:

Figura 9.

Visualizacion grafica de los minimos absolutos y relativos de una funcion.

Minimo relativo

Minimo Absoluto
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2.2.2.4 Criterio de la primera derivada y segunda derivada®

Para encontrar o determinar cudndo una funcion presenta un maximo o un minimo se
hace uso del criterio de la primera derivada, presentada en (Swokowski, 1988,p. 194) y en
(Stewart, 2012. p. 291) el cual permite identificar donde la funcién es creciente o decreciente.

Para esto se hace uso de los valores criticos los cuales ya se definieron y cumplen que f’(c) = 0.
Para el criterio de la primera derivada se consideran los siguientes tres casos:

Definicion 16. Criterio de la primera derivada — Funcion creciente: Si la derivada
evaluada en ¢ es un nimero mayor a cero para un intervalo (a, b) entonces se interpreta que la

funcidén en ese intervalo es creciente.

Si f'(c) > Oenelintervalo a < ¢ < b, entonces f es creciente en el intervalo a < ¢ < b,

siempre que f sea continua en [a, b] y diferenciable en (a, b)

Para la ilustracion de este primer caso se hace uso de la figura 10, donde se evidencia la
funcion f(x) = x3 + 5x2 + x de color café y la grafica de f'(x) de color rojo. Para el estudio de
esta funcidn se analiza f"(x) en el intervalo (0,2). Por consiguiente, si se toma un valor ¢ que
pertenece al intervalo, se puede observar que f"(1) > 0. Por consiguiente, la funcion f(x) es

creciente en el intervalo (0,2).

! Para la observacion y como recurso para la compresion del criterio de la primera 'y
segunda derivada se cred un recurso en GeoGebra para el analisis de maximos y minimos de
funciones no constantes. Este recurso se realizé con ayuda del video (Innova Math, 2019)
incluyendo algunas modificaciones que consideradas pertinentes para la comprension. Recurso:
https://www.geogebra.org/m/kaqcdd3k



Figura 10.

Visualizacion grafica del criterio de la primera derivada cuando f (c¢)>0

Funcion:
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Definicion 17. Criterio de la primera derivada - Funcion decreciente: Si la derivada

evaluada en ¢ es un nimero menor a cero para un intervalo (a, b) entonces se interpreta que la

funcion en ese intervalo es decreciente.

Si f’(c) < Oenelintervalo a < ¢ < b, entonces f es decreciente en el intervalo
a < ¢ < b, siempre que f sea continua en [a, b] y diferenciable en (a, b)

Para desarrollo del ejemplo de este segundo caso se hace uso de la Figura 11 donde se

+ CRITERIO DE LA PRIMERA Y SEGUNDA DERIVADA

fix)= 2"+ 0 2tz
18 Primera Derivada
flz)=322+10z+1
D Segunda Derivada
f'(z)=62+10
Criterio de la primera derivada

f es CRECIENTE

25

evalua f'(x) en el intervalo (—3,—1) , para esto se toma un ¢ que pertenece al intervalo. En este

caso de manera particular, se evalua f’(—2) cumpliéndose que f'(—2) < 0, lo cual permite

interpretar que la f (x) es decreciente en el intervalo (—3,—1).
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Figura 11.

Visualizacion grafica del criterio de la primera derivada cuando f (c)<0

el ! |
| ‘J CRITERIO DE LA PRIMERA'Y SEGUNDA DERIVADA

‘\‘ / ‘\\ : ‘J J Funcion:

‘ \‘ [ Primera Derivada

i \__Jf fle)=32+10z +1

{ ‘\. \ ‘/ [] Segunda Derivada

‘ ( BEER : fz)=6z+10

Criterio de la primera derivada
8 BB f es DECRECIENTE

Definicion 18. Criterio de la primera derivada — Derivada igual a cero: Si la derivada

evaluada en c es igual cero en un intervalo (a, b) entonces la funcion tiene un punto critico.

Si f’(c) = 0 enelintervalo a < ¢ < b,entonces existe un punto critico en el intervalo

ena<c<b

Para la ilustracion de este tercer caso se presenta la figura 12, donde se evidencia la
funcion f(x) = x? de color café y la grafica de f”(x) de color rojo. Para el estudio de esta
funcion, se analiza f'(x) en el intervalo [—2,2] y se cumple que f'(0) = 0. Por consiguiente, la

funcion f(x) presenta un punto critico en el intervalo [—2,2].

Figura 12.

Visualizacion grdfica del criterio de la primera derivada cuando f” (c)=0

CRITERIO DE LA PRIMERA Y SEGUNDA DERIVADA

Funcién:

fix)= «°
Primera Derivada

flx)=2z
D Segunda Derivada

flx)y=2
Criterio de la primera derivada

Punto Critico
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A continuacion, se presenta la interpretacion de la derivada de la primera derivada, lo
cual se conoce como el criterio de la segunda derivada, este se utiliza para determinar los

intervalos de concavidad de una funcion. El cual pueden llegar a presentarse dos casos:

Definicion 19. Criterio de la segunda derivada - Funcion Concava hacia arriba: Si
la segunda derivada en un intervalo (a, b) es mayor a cero, entonces la funcion es concava hacia
arriba. Si f”° > 0en el intervalo (a, b), entonces f es concava hacia arriba en (a, b).(Larson et

al., 2006,p.191)

Para la ilustracion del primer caso del criterio de la segunda derivada se presenta la
Figura 13. Para este caso se toma el intervalo (—1,1) y un valor ¢ que pertenece al intervalo,
para lo cual se toma ¢ = 0, la f"(0) > 0. Dado que se obtuvo que la segunda derivada es mayor

a cero se interpreta que la funcion es concava hacia arriba en el intervalo (—1,1).

Figura 13.

Visualizacion grdfica del 1° caso del criterio de la segunda derivada cuando f""'(c)>0.

16 CRITERIO DE LA PRIMERA Y SEGUNDA DERIVADA
Funcion
f(x)= 45
D Primera Derivada
flz) =322 +10z+1
Segunda Derivada
f(z)=6z+10
Criterio de la primera derivada
f es CRECIENTE
Criterio de la segunda derivada
f es concava hacia arriba

Nota: Para la compresion de la figura la grafica de color café representa la funcion y la de

color morado representa la segunda derivada de la funcion.
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Definicion 20. Criterio de la segunda derivada caso dos - Funcion Cdéncava hacia
abajo: Si la segunda derivada en un intervalo (a, b) es menor a cero, entonces se concluye que
la funcién es concava hacia abajo. Si f*” < 0 en el intervalo (a, b), entonces f es concava hacia

abajo en (a, b)

Este segundo caso se ilustra en la Figura 14. Si se toma el intervalo (—4, —2) y un valor
¢ que pertenece al intervalo en este caso, para ¢ = —3, se cumple que f'(—3) < 0. Permitiendo

interpretar que f es concava hacia abajo en el intervalo (—4, —2).

Figura 14.

Visualizacion grafica del 2° caso del criterio de la segunda derivada cuando f (c)<0

CRITERIO DE LA PRIMERA Y SEGUNDA DERIVADA
Funcioén:
fx)= 2° +5 2% +x
D Primera Derivada
fl(z)=32>+10x+1
Segunda Derivada
f(x) =6z +10

101101 l8 17 L/ 1

[EEE SR Criterio de la primera derivada
f es CRECIENTE

Criterio de la segunda derivada

f es concava hacia abajo

2.2.2.5 Puntos de inflexion

Los puntos de inflexion de una funcion continua en un intervalo abierto / y un punto
¢ que pertenece al intervalo I son aquellos en los que la funcidn tiene un cambio de concavidad y
la recta tangente existe en el punto (c, f(c)), la definicidén presentada en (Larson et al.,2006,p.

192) permite identificar tres casos.
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Figura 15.

Casos posibles de puntos de inflexion en una funcion.

}.‘

) ¥

SNCAva '
Co . Céncava Cé‘?ca‘ ﬁ‘ | / Céncava
hacia . . hacia arriba . .
. hacia abajo : hacia abajo
armba
™~ g Concava
Cincava hacia
Rk . arriba
- hacia abajo N
s ]
i -

Fuente: (Larson et al.,2006,p. 192)

Una definicion de concavidad que permite ver como el cambio de concavidad esta
relacionada con la segunda derivada de una funcion f(x) es presentada en (Swokowski, 1988)
que dice:

Definicion 21. Punto de inflexion “un punto P(k, f (k)) en la grafica de una funcién f
es un punto de inflexion si f*” existe en un intervalo abierto (a, b) que contiene a k'y f*° cambia

de signo en k” (p. 187).

2.2.2.6 Derivada como razon de cambio instantinea

La aplicacion de la derivada en otras ciencias, como la fisica, se observa en el estudio del
movimiento de un cuerpo en linea recta, ya que permite determinar la velocidad y la aceleracion
del cuerpo. En quimica, la derivada es util para analizar como varia la concentracion de reactivos
y productos en una reaccion a lo largo del tiempo. Finalmente, otro ejemplo es en economia,
debido a que el uso de la derivada permite calcular el costo marginal. En estos casos, la derivada
se interpreta como una razon de cambio. A continuacidn, se presentan algunas definiciones de la

derivada como razén de cambio.
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Definicion 22 velocidad: “Si un punto P se mueve a lo largo de una recta coordenada de
manera que en el tiempo t su coordenada es x(t), entonces su velocidad en el tiempo a es x"(a)”

(Swokowski, 1988,p. 95)

@ = I x(a + At) — x(a)
@)= tm =

Para poder encontrar la velocidad instantanea de un cuerpo en un tiempo t, se puede

hacer una aproximacion por medio del calculo de la velocidad media la cual define Zemansky et

al., (2004) como:

Definicion 23 velocidad media: “Una cantidad vectorial cuya componente en x es el
cambio de x dividido en el intervalo de tiempo” (p. 41). Ademas, nos presenta la velocidad

media para un movimiento rectilineo como:

X2—X1

A
Vimearx = 2o =73, (042)

En general, la derivada de una funcion y = f(x) es una razén de cambio instantanea con

respecto a la variable x.
Vinst = im Vipeq «
At—0

2.3 Marco Didactico

En este se presentan diferentes elementos didacticos necesarios para la comprension del
concepto de derivada que se tuvieron en cuenta para la elaboracion de las diferentes preguntas
del cuestionario. Para ello se defini6 el pensamiento variacional a partir de lo mencionado por
algunos autores; posteriormente se realiz6 una biisqueda documental sobre los errores,

obstaculos y dificultades que se pueden presentar en la interpretacion de la derivada.
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Adicionalmente se establece cada uno de los niveles de comprension de Piaget y, por ltimo, se

abordan los diferentes sistemas de representacion de la derivada.

2.3.1 Pensamiento variacional
En los Lineamientos Curriculares de Matematicas (MEN, 1998) y en los Estandares

Bésicos de Aprendizaje (2006) se establece el pensamiento variacional como uno de los cinco
tipos de pensamiento matematico, que tiene como objetivo reconocer, identificar y caracterizar la
variacion y cambio mediante el uso de situaciones problemas que pueden suceder en ciencias
(sociales, naturales y matematicas) o la vida cotidiana, sin dejar de lado la modelacion,
descripcion y la representacion en los diferentes sistemas simbolicos (verbales, tabulares,
gréficos o algebraicos). Haciendo uso de estos sistemas de representacion, se desarrolla la
compresion de un concepto matematico, mediante procesos donde se involucran la observacion y

medicion. Para Vasco C, (2002):

El pensamiento variacional puede describirse aproximadamente como una manera de
pensar dindmica, que intenta producir mentalmente sistemas que relacionen sus variables
internas de tal manera que covarien en forma semejante a los patrones de covariacion de
cantidades de la misma o distintas magnitudes en los subprocesos recortados de la

realidad. (p. 63)

Dado que se presenta un continuo cambio y adaptacion en la manera de pensar del
estudiante, el desarrollo del pensamiento variacional favorece en los estudiantes el desarrollo de
la creatividad (modelos mentales), y promueve el dar solucidon a un problema de forma distintas,
dado que se presenta un continuo cambio y adaptacion en la manera de pensar del estudiante.
Esto debido a que ya no toma de forma aislada las variables, sino que esta en la capacidad de

relacionarlas evidenciando el comportamiento de dichas variables.



32

Vasco C, (2002) afirma que “el principal propoésito del pensamiento variacional es la
modelacidn y no es propiamente la resolucion de problemas ni de ejercicios” de lo anterior se
debe resaltar que los problemas planteados no van encaminados a procesos netamente
algoritmicos o de mecanizacion. Por el contrario, estos deben constituir un reto que permitan
modelar una situacién o problema generando procesos donde se evidencia como las variables se

relacionan entre si.

2.3.2 Obstaculos, dificultades y errores de la compresion de la derivada
El aprendizaje e interpretacion de la derivada en estudiantes universitarios puede

presentar obstaculos, lo cual puede deberse a que no se desarrolld una compresion correcta de
saberes previos, por ejemplo, el calculo retne saberes tanto del algebra como de la geometria y el
presentar dificultades en el aprendizaje de algunos de los objetos que se abordan en estas areas
pueden obstaculizar el aprendizaje de objetos matematicos como la derivada. Pero también el
aprendizaje o comprension de dichos conceptos matematicos también puede estar ligado a la
metodologia usada por el docente a cargo. Robert (2001) citado por Fuentealba et al., (2018)
menciona que “la compresion del concepto de derivada se relaciona con la utilizacion de
métodos de ensefianza que han privilegiado la excesiva mecanizacion por parte de los
estudiantes” desarrollando grandes habilidades en procesos algoritmicos, pero dificultando la
compresion e interpretacion de la derivada, dado que en ocasiones no llegan a desarrollar un

correcto significado de la misma.

Artigue (1995) citado por Sanchez-Matamoros et al., (2008) expresa que, aunque los
docentes pueden ensefiar a sus estudiantes procesos mecanicos sobre el calculo de la derivada y

resolver problemas, se debe tener en cuenta que lograr una interpretacion satisfactoria donde se
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desarrolle un método de pensamiento y un nivel de pensamiento analitico suficiente para dicha

interpretacion de conceptos puede ser dificil por la edad de los jovenes.

A partir de lo expuesto, un aspecto importante a considerar es la construccion del
significado de la derivada, reconociendo los diferentes procesos por los cuales desarrollan y dan
significado a la derivada, los cuales estan asociados, como indica Sénchez et al., (2008) con las
“perspectiva grafica y perspectiva analitica”. Ademas, se puede evidenciar en varios textos la
perspectiva como razén de cambio. A continuacidn, se presentan algunos errores, obstaculos y

dificultades relacionados con la interpretacion de la derivada.

Errores en la interpretacion grafica

De acuerdo con Gonzéalez-Garcia et al. (2018), existen errores que se presentan por un
aprendizaje incompleto en geometria analitica. En consecuencia, los estudiantes presentan
errores en el calculo para determinar la ecuacion de la recta dado dos puntos y su pendiente.
Ademas, pueden presentarse casos en que los estudiantes conocen el procedimiento paso a paso
para determinar la ecuacion, partiendo de la informacion entregada, pero en la ejecucion se

cometen errores de sustitucion en las ecuaciones algebraicas.

Un error desarrollado por la concepcion geométrica de la derivada es el mencionado por
Contreras (2003), quien afirma que los estudiantes “saben encontrar puntos de no derivabilidad
en la grafica de una funcion siempre que sean angulosos o no continuos”. Esto conlleva a que los
estudiantes piensen que una funcién no es derivable desde la representacion grafica solo cuando
existen puntas o una discontinuidad, generando que omitan o no reconozcan casos donde la recta

tangente es vertical o existen cambios exagerados en el comportamiento de la funcion. Indicando
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que el estudiante tiene una compresion no desarrollada entre la interpretacion geométrica y la

derivabilidad de una funcion.

Errores en la interpretacion analitica

De acuerdo con Sanchez et al., (2008) un error consiste en que “ los alumnos dan el valor
de la abscisa cuando se les pregunta por la razén de cambio en un punto no dado en la tabla,” (p.
272). Un ejemplo de este error es: dada la funcion f(x) = 3x + 2 y un ejemplo de tabla con

cuatro parejas de valores.

x
f(x) 5 8 11 17

Si se le preguntara al estudiante por la razon de cambio en x = 4. Puede responder que el
valor de la razon de cambio es 4, refiriéndose al valor de la abscisa. Pero la verdadera
interpretacion de razon de cambio que deberia decir el estudiante es que por cada incremento en

1 en x el valor de f(x) aumenta en 3.

Uno de los errores que presentaron los estudiantes de acuerdo con Gonzalez-Garcia et al
(2018) es que: no realizan correctamente el calculo de limites. Ademas, no determinan las
condiciones necesarias de derivabilidad de una funcién en un punto, generando con esto casos

que no identifiquen correctamente donde una funcion es derivable.

Dificultades relacionadas con la recta tangente

Gonzélez-Garcia et al (2018) exponen algunas dificultades que se presentan en la
interpretacion geométrica de la derivada, entre las que se encuentran: primero, la dificultad con

la ecuacion general de la recta y la ecuacion punto-pendiente. En algunos casos, los estudiantes
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pueden no recordarla o no aplicarlas correctamente, lo que genera dificultades en las técnicas

algebraicas y les impide encontrar la pendiente de la recta tangente a una curva en un punto.

Una segunda dificultad expuesta por (Gonzalez-Garcia et al., 2018) esta relacionada con
la “confusion a la hora de identificar la pendiente de una recta dada su ecuacion con la ordenada
en el origen” (p. 452). Un ejemplo que describe esta dificultad es: Un estudiante dada la ecuacion
y = 4x + 2, puede llegar a realizar un grafico donde 2 es la pendiente de la recta y 4 es el corte

conel gje y.

Por ultimo, hay dificultades relacionadas con los simbolos que se pueden presentar en el
manejo del calculo, como el caso en el que el estudiante cambie el significado sin tener presente
el contexto. Por ejemplo, en el calculo de la pendiente de la recta tangente a una funcion en el
punto en x = a se puede presentar confusion en reconocer que la variable independiente es x y

que a representa un valor especifico donde se evalua la tangente.

Dificultades en la interpretacion analitica

“Las dificultades con la idea de razon de cambio y su vinculacion al tipo de funcion lineal
o cuadratica podian tener su origen en una comprension débil sobre el concepto de funcion”
(Orton, 1983; Hart, 1981) citado por Sanchez-Matamoros et al., (2007). Esto puede estar
relacionado con la dificultad que surge al considerar el limite cuando el incremento en un
intervalo tiende a cero. Como resultado, Orton encontrd que los estudiantes podian comprender
la razén de cambio en funciones lineales, pero al considerar una funcion de otro grado no se

presentaba la misma cantidad de respuestas correctas.
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Errores en la interpretacion como funcion

Uno de los errores en la compresion de la derivada como funcion descritos por Gonzalez-
Garcia et al.(2018) se presentan cuando existe un desconocimiento del calculo de limites de
funciones. Generando que se presente este mismo error cuando se debe calcular los limites de
una funcioén a trozos, esto se pone de manifiesto cuando se cometen errores en el calculo del

limite por izquierda y por derecha.

Gonzalez-Garcia et al (2018) describen un error que esta ligado al lenguaje, el cual
consiste en que al pedir a un estudiante calcular la derivada de una funcién f en el punto
(a, f (a)), no identifican el punto indicado, pero cuando cuenta con una expresion de una funcion
conocida y un valor de la abscisa, mediante procesos aritméticos, llega correctamente al valor de

la ordenada.

Dificultad en la interpretacion como funcion

Baker citado por Sanchez-Matamoros (2004), expresa que los estudiantes pueden
presentar dificultad en el manejo de la informacion que se obtiene con la segunda derivada de
una funcién. Esto puede ser una evidencia de que no identifican la primera derivada como una
funcion, dado que solo la utilizan para obtener informacion de la pendiente o la razon de cambio

en un punto de la funciéon y dejan de lado que f~ tiene su propio dominio, rango, y grafica.

Ademas, un estudiante que presenta dificultad con la interpretacion de la segunda
derivada de una funcién. pueden llegar a confundir la interpretacion del signo (Sanchez-
Matamoros et al., 2004,p. 248). Esto impide que pueda determinar asertivamente informacion de
la funcidn, por ejemplo, puede determinar de forma erronea donde la funcidon es concava hacia

arriba o concava hacia abajo o los intervalos donde la funcion es creciente o decreciente.
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Una dificultad que presentan los alumnos en la interpretacion de la derivada como
funcion se presenta en la relacion entre la grafica de la funcion y su derivada. Es la mencionada
por Sanchez-Matamoros (2004) quien afirma que “los estudiantes recuerdan algunos elementos
matematicos de forma incorrecta, pudiendo confundir la informacion que proporciona fy
f7”(p. 154). Esta dificultad puede tener como consecuencia que dada la grafica de f~, no puedan
bosquejar correctamente la grafica de la funcion f. Pueden suceder casos donde consideren que
f’(a) = 0 como la derivada de puntos en los que se presenta un maximo o un minimo sin dar

paso a considerar que pueden ser puntos de inflexion.

Ademas de las dificultades mencionadas, es importante mencionar el obstaculo de la
compresion de la derivada mencionado por Contreras et al., (2000) con respecto “al considerar
diversas secantes que tienden hacia la tangente, no se hace explicito el cambio continuo de la
pendiente” este tipo de obstaculo, denominado por Contreras como epistemoldgico, puede ser
relacionado con la interpretacion de la derivada como razén de cambio, dado que por saberes
previos el calculo de la pendiente de una recta se hace por medio de dos puntos, lo que dificulta

comprender la pendiente en un solo punto.

2.3.3 Sistemas de representacion de la derivada
Una estructura conceptual presentada por Vargas (2020), a partir de un estudio realizado
con docentes en formacion acerca de como definen la derivada establece categorias entre las que

se encuentran las siguientes:

1. La derivada como la pendiente de la recta tangente en un punto de la funcion
2. La derivada como limite

3. La derivada en relacion a la definicion de la derivada como la razén de cambio.
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Estas categorias permiten identificar diferentes interpretaciones que se desarrollan de la
derivada y son asociadas a las representaciones que crea un estudiante de esta. Para Jiménez
(2003), la traduccion y relacion que presentan las diferentes representaciones son esenciales pues
son muy importantes para el desarrollo de la compresion de un concepto matematico como la

derivada.

Puesto que la derivada se puede comprender como una funcion, a continuacion, expone
las diferentes representaciones de una funcion. Janvier (1987), citado por Font (2005), expone
que las representaciones de una funcién son: expresion analitica, tabla, grafica y expresion
verbal. Aunque estas representaciones pueden llegar a hacer referencia a la misma informacion
cada una de ellas pone en juego diferentes procesos cognitivos. Algunos ejemplos expuestos por
Font (2005) establecen que cuando se hace uso de la representacion grafica de una funcidn entra
en juego la visualizacion y la relacion entre la geometria y la topologia. Por otro lado, cuando se
hace uso de la representacion verbal se establece que las relaciones estan ligadas a las
capacidades lingiiisticas de la persona, siendo esta importante porque permite interpretar y

relacionar las otras representaciones entre si.

A continuacidn se presenta una adaptacion de la tabla propuesta por Janvier, citado en
(Font, 2005,p. 11), donde se establece como se relaciona o se traduce de una representacion a

otra y se ilustran las traducciones que se puede realizar entre las mismas representaciones.

Tabla 4.

Traduccion de representaciones de una funcion

Hacia Descripcion Grifica Analitica Tabla
Desde verbal
Descripcion Distintas Boceto Modelo Estimaciones
verbal descripciones
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Hacia Descripcion Grifica Analitica Tabla
Desde verbal
Grafica Interpretacion | Variacion de escalas, Ajuste grafico Lectura de
de la grafica | unidades, origen, etc. gréficas
Analitica Interpretacion Representacion Transformaciones de Calculo de la
de la formula grafica la formula tabla
(parametros)
Tabla Lectura de Trazado de graficas Ajuste numérico Modificacion de
relaciones la tabla

Fuente adaptacion tabla propuesta por (Font, 2005,p. 11)

Para Font (2005) una de las traducciones que mayor dificultad presenta es la conversion

de la representacion grafica a la expresion analitica. Font expone que finalmente el docente debe

reflexionar sobre cudles son las representaciones que pueden llegar a facilitar la compresion del

objeto matematico debido que se pueden llegar a generar dificultades en el aprendizaje de los

estudiantes al intentar abordar todas o si solo se limita al desarrollo de una representacion.

A continuacion se presenta una adaptacion de las diferentes trasformaciones de las

representaciones de la derivada presentados por (Font, 2005,p. 19) abordados en el presente

trabajo las cuales estan sefialadas con una “x”.

Tabla 5.

Traducciones de representaciones para cada pregunta.

Hacia | Analitica | Gréfica Descripciones Gréfica Descripciones | Descripciones
de f'(x) F(x) Verb,ales de F(x) verbales de Verb,zllles de
Desde f ) f(x) £ (x)
Analitica de X X
JA€I)
Descripciones X X X
verbales de la
[(x)
Grifica f(x) X X X X
Tabla f(x) X
Analitica de X
f(x)
Descripciones X
verbales de la
f(x)
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Hacia | Analitica | Grafica Descripciones Gréfica Descripciones | Descripciones
de f'(x) Fx) verbales de F(x) verbales de verbales de
Desde f @) f(x) £ (x)
Grafica f'(x) X X X X

Fuente adaptacion de la tabla propuesta por (Font, 2005,p. 19)

Cuando se realiza una traduccién entre las diferentes representaciones de f”(x),

partiendo de las representaciones de f(x), estd implicito el uso de traducciones entre las

distintas representaciones de una funcion y las traducciones entre las distintas representaciones

de la funcién derivada. Por lo tanto, pueden existir procesos que impliquen el uso de diferentes

representaciones y traducciones entre ellas.

La Figura 16 sintetiza las diferentes traducciones entre las representaciones que se

pueden deducir de la tabla anterior.

Figura 16.

Traducciones entre las representaciones

A

Expresiones
verbales

A

Gréfica

Expresiones
simbdlicas

U

Nota: adaptacion del esquema b presentado en (Font, 2005,p. 12)

Por otro lado, el estudio de la derivada se puede realizar de forma global o forma local.

Pinto-Rojas et al ( 2018) mencionan que es importante establecer que:
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Desde el punto de vista matematico el aspecto local de la derivada esta referido a la
consideracion del entorno de un punto especifico, como una vecindad de este punto en la
curvay en lo global es de interés una vecindad del punto especifico suficientemente

grande como el dominio de la funcion. (Pinto-Rojas et al, 2018, p. 1071)

Para Sanchez-Matamorros, Garcia y Llinares (2008), en la Matematica Educativa se
hacen estudios e investigaciones que establecen una relacion entre: los aspectos locales y
globales de la derivada con el uso de una perspectiva cognitiva, llegando a considerar que el
realizar esta relacion puede generar en los estudiantes una superacion en las diferentes

dificultades que se presentan en la compresion de la derivada.

2.3.4 Niveles de interpretacion de la derivada
De acuerdo con la teoria de Jean Piaget citado por Gomez (2021) el conocimiento
humano es activo. Por tal motivo, Piaget considera que “conocer un objeto no significa copiarlo,
significa actuar sobre ¢l. Significa construir sistemas de trasformaciones que pueden ser llevadas
a cabo con o sobre dicho objeto” (p. 24), como consecuencia de lo anterior, se puede afirmar que
el conocimiento estd evolucionando continuamente. Esto se debe a que, al construir
progresivamente relaciones entre un objeto, otros campos del conocimiento y el propio objeto, se

enriquece la compresion y se amplia el conocimiento de este.

El proceso de construccion de conocimiento de acuerdo con Piaget y Garcia, citados por
Gomez (2021), se desarrolla en tres etapas las cuales son Intra, Inter y Trans. Para definir cada
etapa, en este estudio se hace uso de las definiciones presentadas por Salazar et al., (2009), en ¢l
se caracteriza cada uno de estos niveles y permite reconocer que existe una reorganizacion del
conocimiento, lo que implica que el aprendizaje no es necesariamente lineal sino que se presenta

gradualmente. A continuacion, se presenta la caracterizacion de cada nivel:
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Nivel Intra: en este nivel se analizan particularidades de los conceptos u objetos
matematicos individualmente. Principalmente se reconoce las propiedades, las caracteristicas y
se usan ejemplos concretos. Por tal motivo las generalidades que se pueden llegar a obtener en
este nivel son simples. Adicionalmente, no se logra establecer una relacion entre el objeto y
como este interactua entre si o con otros objetos. Se puede decir que en este nivel es una etapa

donde se conoce por primera vez un objeto o concepto y se realizan acciones repetitivas.

Cuando se habla de acciones repetitivas se hace referencia a acciones mecanicas que se
realizan como una regla, pero no se cuestiona o se indaga acerca del porqué o de su origen, solo
se asumen y se aplican. Un ejemplo que permite comprender lo que sucede en el nivel Intra en

un estudiante que estd desarrollando un aprendizaje del concepto de derivada es:

El estudiante se limita a reconocer el concepto de derivada identificando que se puede
escribir de la forma f’(x) y que existe algo llamado derivada, pero no tiene comprension de lo
que significa y su relacion con otros campos. También puede presentarse casos donde el
estudiante aplique por memorizacion o repeticion una de las reglas de derivacion por ejemplo la
regla de la potencia y calcule la derivada sin saber qué representa, solo es un resultado de un

proceso mecanico.

Nivel Inter: en este nivel se hace uso de las ideas individuales, desarrollando relaciones
y comparaciones entre si. Podemos, entonces, en este nivel evidenciar como se establecen
relaciones entre una operacion inicial (comprendida), con otras operaciones similares o algunas

donde se presenta implicitamente la operacion ya comprendida.

Debido a esto se logra comprender el porqué de los algoritmos, procedimientos, reglas y

calculos. De esta manera, los resultados obtenidos adquieren un significado, permitiendo aplicar
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los conocimientos en situaciones mas complejas relacionando lo abstracto con situaciones del

mundo real presentadas o trabajadas anteriormente.

Retomando el ejemplo anterior en el nivel Intra se puede evidenciar en el estudiante las

siguientes situaciones:

El estudiante no solo determina la derivada de f(x), sino que presenta un desarrollo de
comprension de la derivada, que le permite comprender que f“(x) es la pendiente de la recta
tangente o como cambia la pendiente de la recta a lo largo de f(x). De esto el estudiante
interpreta que la derivada de la funcidén en un punto indica las unidades en que cambia y por
cada unidad en x. Otra evidencia de que el estudiante esta en este nivel, es que identifica la
relacion abstracta de la derivada con el mundo real, es decir comprende que la derivada de la

posicion de un cuerpo en movimiento es la velocidad.

Nivel Trans: en este nivel se presenta una reflexion por parte del estudiante entre las
relaciones ya establecidas y el desarrollo de nuevas estructuras. Permitiéndole lograr la
compresion, abstraccion y generalizacion, es decir puede afrontar situaciones no trabajadas
anteriormente, pero donde se ve la aplicacion del objeto desarrollado en diferentes contextos

llegando en ocasiones a soluciones novedosas.

Finalmente, las evidencias que presenta un estudiante que se encuentra en este nivel y
continuando con el ejemplo de la derivada, si al estudiante se le plantea la funcion que describe
el movimiento de una particula respecto al tiempo, esta en la capacidad de comprender que la
primera derivada de la funcion describe la velocidad de la particula a lo largo del tiempo, pero no

se queda solo con esto dado que puede ir més alla comprendiendo que la segunda derivada le
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permite describir la aceleracion. Cabe resaltar que este mismo analisis lo pueden desarrollar en

otras ciencias como la economia y la biologia aun sin haberlas abordado anteriormente.

2.3.4.1 Rubrica de los niveles de interpretacion Intra, Inter y Trans en la derivada.

En relacion con los niveles que permiten comprender la reorganizacion del conocimiento

adquirido por los estudiantes, se describen los niveles de compresion de la derivada. Para explorar

la interpretacion del concepto de derivada en los Futuros Educadores Matematicos que iniciaron

el ciclo de profundizacion en la Universidad Pedagdgica Nacional 2024-1, se tomaron como

referencia los niveles establecidos por Salazar et al., (2009) para: “el esquema algebraico de la

derivada y esquema grafico de la derivada”. Partiendo de estos, se establece a continuacion cada

uno de los niveles para las diferentes interpretaciones de la derivada:

Tabla 6.

e Interpretacion grafica
e Interpretacion analitica

e Interpretacion de la derivada como funcion

Rasgos de los niveles de interpretacion grafica de la derivada.

Nivel intra

a. No presenta una relacion entre la pendiente de la recta tangente a la curva en
X = a y la derivada de la funcién en x = a.

b. Tiene una Unica interpretacion de la derivada como la pendiente de la recta
tangente a la gréfica.

c. Confunde la derivada de la funcion f’(x) con la expresion analitica de la recta
tangente a la curva en un punto fijo

d. Establece por medio de la gréafica de la funcién donde la pendiente de la recta
tangente es vertical o no esta definida

e. Realiza un bosquejo de la funcion partiendo de una representacion verbal de
derivada

f. Establece por medio de la grafica donde la pendiente de la recta tangente es

mayor, menor o igual a cero




45

Nivel inter

a. Asocia la funcion derivada para cada valor de x en el dominio con el valor
correspondiente de la pendiente de la recta tangente a la curva en cada punto.

b. Interpreta la derivada como pendiente como el coeficiente de la variable x en la
ecuacion de la recta tangente.

c. Interpreta la grafica de la recta tangente como el limite de las rectas secantes y
como la recta tangente en un punto de la funcion.

d. Establece relaciones entre los elementos matematicos analiticos o graficos
puntuales o globales permitiendo establecer una interpretacion geométrica de la
derivada con caracteristicas globales

Nivel Trans

a. Realiza una traduccion correcta entre representacion analitica y grafica de la

derivada.

Tabla 7.

Rasgos de los niveles de interpretacion analitica.

Nivel intra
a. No aplica la definicion de limite para determinar la derivada
b. Presenta dificultades en la resolucion de problemas de razéon de cambio a partir de
la informacion grafica de la funcion
c. Confunde la variaciéon media con la variacion instantdnea en algunos contextos
d. No coordina la razén de cambio, la pendiente de la recta tangente y el limite de
las tasas medias de variacion, entendidas como funcion y niimero.
e. Para calcular el valor de la razon de cambio en x = a requieren de la expresion
analitica de f(x), para calcular f'(x) y finalmente evaluar x = a
Nivel inter
a. Aplica la definicion de limite para determinar la derivada
Aplica la definicién de limite para determinar la derivada en un punto
c. Interpreta e identifica con claridad la derivada en las diferentes representaciones
de la derivada. (gréfica, analitica, tabular)
d. Hace uso correcto entre la pendiente de la recta tangente y la razén de cambio en
algunos contextos particulares, no en todos
e. Coordina graficamente la pendiente de la recta tangente en un punto con la razoén
de cambio en un punto, para diferentes magnitudes que dependen del tiempo.
Nivel Trans
a. Interpretala f'(x) y la f”(x) en una variedad de contextos
b. Hace uso de la derivada para predecir como pueden llegar a variar la velocidad a
lo largo del tiempo o en punto de un intervalo de tiempo a partir de la grafica que
modela un fendmeno.
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Tabla 8.

Rasgos de los niveles de interpretacion de la derivada como funcion.

Nivel intra
a. No esboza la grafica de la funcion derivada partiendo de la grafica de la funcion
b. Calcula el signo y aplica el criterio de la primera derivada, pero no generaliza
para hacer la representacion grafica de la funcion derivada.
c. No esboza la grafica de la funcion partiendo de la grafica de la funcidon derivada
d. Determina en una grafica los puntos en que la derivada presenta un maximo o un
minimo. Sin embargo, no puede construir la grafica de la funcién derivada.
e. No identifican las condiciones necesarias y suficientes para determinar intervalos
donde la funcion es creciente o decreciente
Nivel inter
a. Construye la grafica de f’(x) a partir de la funcion aplicando el criterio de la
primera derivada, permitiendo describir la variacion local y global de la funcion
b. No ha construido una relacion entre la derivada de una funcion y la derivada en
un punto.
c. Identifica que si una funcion es derivable en x = a, entonces la funcion es
continua x = a
d. Identifica que si una funcion es continua en x = a, no siempre es derivable en
x=a
e. Identifica que si una funcion no es continua en x = a, entonces la funcion no es
diferenciable en x = a
f. Identifica las condiciones necesarias y suficientes para determinar si la funcion es
creciente o decreciente en un intervalo
Nivel Trans
a. Construye la grafica de f(x) a partir de la grafica de la f"(x) aplicando la
informacion que proporciona la grafica de f'(x), permitiendo describir la
variacion local y global de la funcion
b. Entiende la funcidn derivada como una funcion que a cada valor de x le hace
corresponder la derivada de f(x) en dichos puntos del dominio y sobre ella se
puede realizar otras interpretaciones entre ellas la que corresponde a la segunda
derivada.
c. Hace traducciones entre las diferentes representaciones de la funcion y la funcion
derivada
d. Interpreta los cambios que produce en los puntos criticos cuando la funcién se
somete a transformaciones
e. Maneja con propiedad los criterios de la primera derivada y segunda derivada
para describir tanto la variacion local como global de una funcion representada
graficamente, lo cual permite transitar de la grafica de la funcion a la gréafica de la
funcién derivada
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3  Metodologia del Trabajo
A continuacion, se presenta una descripcion de los diferentes momentos en el desarrollo
del trabajo. Estos momentos estan basados en la propuesta sobre las etapas de investigacion de
Fox (1891) citado por (Salazar et al., 2009.p. 67) los cuales son: disefio, recoleccion de datos,
analisis de datos y resumen de resultados. Por ende, mediante la aplicacion del cuestionario. Se
pretende, a través de los niveles (Intra, Inter y Trans), explorar la interpretacion del concepto de
derivada en los Futuros Educadores Matematicos que iniciaron el ciclo de profundizacion en la

Universidad Pedagdgica Nacional 2024-1.

1° Momento. Diseiio: El primer momento va dirigido al enriquecimiento del
conocimiento acerca de las diferentes interpretaciones de la derivada. Para ello, se hizo un
analisis documental en trabajos de grado, articulos, libros, y publicaciones. El material usado
permitid investigar acerca de la historia de derivada, las definiciones de la derivada, conceptos
asociados a la derivada, errores, dificultades y obstaculos en el aprendizaje de la derivada,

representaciones y niveles de interpretacion.

A partir de lo anterior, se dio paso a realizar un proceso de elaboracion y seleccion de
diez (10) preguntas para la creacion del cuestionario, esta seleccion se realizo considerando las
diferentes interpretaciones de la derivada, de tal forma que todas las preguntas no apuntaran a
una misma categoria. Ademas, se tuvieron en cuenta las diferentes propuestas de preguntas
presentadas en: Salazar et al., (2021), Fuentealba et al., (2018), Gonzalez et al., (2018), Sanchez

et al., (2007) y (Dolores, 1998).

2° Momento. Recoleccion de datos: Para la aplicacion del cuestionario, la poblacion
seleccionada son 11 estudiantes de la Universidad Pedagdgica Nacional de la Licenciatura de

Matematicas que iniciaron su etapa de profundizacion en el periodo 2024-1, cabe aclarar que
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previamente no se les informo sobre la aplicacion del cuestionario. Por otro lado, se buscaba
identificar los saberes desarrollados en la licenciatura en cuanto a la derivada, interpretacion de
la derivada y sus diferentes representaciones. Entre las interpretaciones que se abordaron estan:
la interpretacion grafica, la interpretacion como razon de cambio relacionada con el movimiento

y como funcién donde se relaciona f, f7y f”.

3° Momento analisis: el analisis de los datos se realizé después de la aplicacion del
cuestionario, donde se dio paso a observar y analizar los diferentes errores, dificultades u
obstaculos que presentaron los estudiantes. Adicionalmente, se realiz6 una identificacion de los

rasgos de los niveles de interpretacion de la derivada,

4° Momento. Resumen de resultados: el resumen de resultados se realizoé por cada una
de las preguntas, revisando las respuestas encontradas y nombrando los errores y dificultades que
se pueden evidenciar en las diferentes respuestas. Por otro lado, se presenta un grafico que
permiten reconocer alguna caracteristica de un hallazgo importante encontrado. Ademas, se
presentan algunas respuestas particulares encontradas y finalmente, una relacion entre las

respuestas y los rasgos de los diferentes niveles de interpretacion de la derivada.

Es importante indicar que en el cuestionario se les preguntd por la modalidad en que
habian cursado el curso de célculo diferencial. Lo cual dio como resultado que 10 estudiantes la
vieron de forma virtual y solo uno presencial, por tanto, los resultados que se presenten no haran

mencion a este aspecto.
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4 Propuesta de instrumento para el estudio de los niveles de interpretacion de la
derivada

En el presente capitulo se presenta el cuestionario aplicado. Cada una de las preguntas del

cuestionario se presenta en una tabla con la siguiente estructura:

Tabla 9.

Estructura tabla de preguntas del cuestionario

Pregunta
Interpretacion | Gréfica, analitica o derivada como funcién
Intencién de la pregunta
Solucién
Justificacion de la solucion
Elementos matematicos abordados

Nota: en el apartado de interpretacion se aclara que, aunque la pregunta puede llegar a
presentar una o varias de las interpretaciones solo se nombra la que mas prevalece segtn los
criterios que se van a evaluar de acuerdo con la rubrica construida para los niveles de compresion
y la intencion de la pregunta.

Entre las caracteristicas que presentan las preguntas del cuestionario es que en ninguna se
presenta la expresion algebraica de la funcion. Ademas, ninguna de las preguntas va dirigida a
evaluar si aplican de forma correcta reglas derivacion dado que no es el eje central de este

trabajo.

4.1 Cuestionario para la exploracion de los niveles de interpretaciones de la derivada

Tabla 10.

Pregunta uno: realizacion de la grdfica de una funcion dadas unas condiciones.

1. Realice una grafica de una funcidon que cumpla con las siguientes condiciones:
a) Tiene dos puntos en los que la derivada es cero
b) Cortael eje yen 5
c) Cortael eje x en —5
d) Es creciente en el intervalo (6, )
e) La derivada es menor que cero en el intervalo (—oo, —5)




Interpretacion Grafica

Intencion: con esta pregunta se busca que el estudiante realice una traduccion de la
representacion verbal de la derivada a la representacion grafica de la funcidn. Por otro
lado, se pretende evidenciar como plantean una funcion dadas unas condiciones. Para
esto se espera que el estudiante considere relaciones que se pueden presentar, entre las
que encontramos: el comportamiento de la derivada en un intervalo, intervalos de
crecimiento o decrecimiento de la funcion e interpretacion de condiciones en un punto
donde pueden existir maximos o minimos y la derivada en relacion con su monotonia.
Ademas, de evidenciar si los estudiantes realizan bosquejos de la funcion partiendo de
una descripcion verbal de la misma, se pretende identificar como bosquejan una grafica
donde se cumple que la pendiente de la recta tangente es menor a cero. Finalmente se
busca reconocer si identifican las condiciones para establecer si una funcion es creciente
o decreciente en un intervalo. De tal forma que se evidencie si establecen relaciones entre
los distintos elementos matematicos graficos puntuales o globales de la derivada.

Posible solucidn correcta

Justificacion: Aunque se reconoce que existen varias posibles soluciones correctas, que
podrian incluir funciones que no sean continuas y que pueden cumplir con las
condiciones planteadas, se propone la respuesta indicada en la que se cumple que en el
intervalo (—oo, —5) la pendiente de la recta tangente es menor que cero, en este intervalo
la funcidn es decreciente. Otra condicion es que la grafica debe tener dos puntos donde la
derivada es cero, si se observa la recta de color rojo y verde tienen pendiente cero, en el
punto Q la funcién presenta un méximo y en punto P presenta un minimo. Por tltimo,
una de las condiciones es que la funcion sea creciente en el intervalo (6, 0), lo que se
interpreta como que la derivada es mayor que cero.

Elementos matematicos abordados:
e Derivada de una funcion
e Maiximos o minimos y continuidad.
e Pendiente de la recta tangente en un punto de la funcién

2018, p. 9)
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Nota: la realizacion de esta pregunta es una adaptacion de la presentada por (Fuentealba et al.,



Tabla 11.

Pregunta dos. identificacion de maximos, minimos y derivabilidad de una funcion.

a)
b)
c)
d)
e)

2. A partir de la grafica que se presenta a continuacion es posible afirmar que:

5 Q

4 -

(seleccione todas las respuestas que considere correctas)

Tiene un maximo absoluto en x = —1

Tiene un minimo absoluto en x = —2

La funcion es diferenciable en x = -1

La funcion es diferenciable en x = 2

Tiene solo un minimo local en el intervalo [-2,4]
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Interpretacion

Grafica

Intencion: mediante esta pregunta se busca que el estudiante realice una traduccion entre la
representacion grafica de la funcion y la representacion verbal de la derivada. Adicionalmente,
busca indagar si el estudiante reconoce en la representacion grafica: los maximos o minimos
absolutos o relativos, puntas y puntos de no continuidad. Ademas de identificar como establece
relaciones entre los elementos matematicos graficos puntuales o globales e indagar si los
estudiantes comprenden que si una funcién es continua en x = a, no siempre la funcion es
derivable en x = a y de igual manera, si comprenden que una funcioén no continua en x = @, no
es diferenciable en dicho punto.

Solucioén:

Las afirmaciones que son correctas segun la funcion dado son:
b) Tiene un minimo absoluto en x = —2




Justificacion: La funcion presenta un maximo absoluto en x = 2, dado que se cumple que

de la funcion f. Por otro lado, la funcion no es diferenciable en dos puntos. El primero que se
puede reconocer es en x = —2, dado que en este punto se cumple que lir2+ f(x) # lirr%_ f(x),
xX—— x——

por lo tanto, se presenta una discontinuidad de la funcién. El segundo punto donde la funcién no
es diferenciable es en x = —1 porque, aunque la funcion es continua presenta una “punta”, por
tanto, las derivadas por derecha y por izquierda no son iguales. Finalmente, la funcion en el
intervalo [-2,4] presenta dos minimos locales los cuales estinenx = 0y x = 4

f(2) = f(x) para todos los x que pertenecen a [-2,4]. Por otro lado, tiene un minimo absoluto en
x = —2 que corresponde el punto B siendo esta la tinica afirmacién verdadera que se puede hacer

Elementos matematicos abordados:
e Siuna funcién es derivable en x = a entonces la funcién es continua en x = a.
e No existencia de la recta tangente en puntos donde la funcion presenta puntas.
e Maximos o minimos relativos y absolutos de una funcion
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Nota: la realizacion de esta pregunta es una adaptacion de la presentadas por (Fuentealba et al.,

2018, p. 11)

Tabla 12.

Pregunta tres: identificacion de la derivada a partir de la definicion

3. (Cuadl de las siguientes opciones representa a M'(2) si M (x) = sin x??
sin x?—sin 4

a. lim
x—-2 x-2
. sin2%-sin4
b. lim———
x—-2 2-2
. sin(x+h)%2—sinx?
c. lim sin(x+h)”—sinx”
h—0 h
. sin(2+h)?-sin4
d. lim sin(2+h)”-sin4
h—0 h
Interpretacion Analitica

Intencion: Mediante esta pregunta se busca que el estudiante realice una traduccion de la
representacion verbal a la presentacion analitica de la derivada. Por otro lado, busca
reconocer si los estudiantes comprenden y aplican la definicion de derivada, para este
caso se pretende evidenciar si el estudiante mediante el uso de la definicion identifica la
derivada en un punto. Ademads, se busca identificar como el estudiante hace uso de las
diferentes representaciones.

Solucion: Para dar respuesta a la pregunta, las opciones que son correctas para la
derivada de la funcién M (x) = sin x? considerando que se evalua x = 2 en la derivada

son:
. sinx%?-sin4
a. lim
x-2 xX—2
_ sin(2 4+ h)? —sin4
d.lim

h—-0 h




Justificacion: Para seleccion de estas respuestas se tiene que la primera opcion se puede
considerar a partir de:

x-a xX—a
Haciendo uso de esta definicion, si se reemplaza por la funciéon M (x) = sin x? se tiene
como resultado:
sin x? — sin a?

lim
x-a xX—a
Para M’(2) se tiene

sin x? — sin 22

lim
x—2 x—2
_ sinx? —sin4
lim —————
X2 x—2
Para la segunda opcidn correcta se tiene

f(a) = lim

Para M’(2) si M(x) = sin x? se tiene:
in(2 + h)? — sin(2)?
(@) = }llirrtl) sin( )° —sin(2)

fla+h) - f(a)
h

h
) ~ sin(2 + h)? —sin4
f'@2) = lim h

Flementos matematicos abordados:
e Definicion de derivada
e Recta tangente a una curva en un punto.

Nota: pregunta adaptada de las propuestas en Vargas , (2020)

Tabla 13.

Pregunta cuatro: identificacion de la derivada dada su definicion.

4. (A qué valor de la derivada de f(x) en el valor indicado corresponde la siguiente

expresion?

er _ 62
}CI_I)I} x—1

. f7(0),donde f(x) = e*

b. f’(1),donde f(x) = e?*

. f’(1),donde f(x) = e?* — e*

. f7(0),donde f(x) = e?* — e*

o

o o

Interpretacion Analitica
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Intencion: Esta pregunta busca que el estudiante a partir de una representacion analitica de
la derivada identifique la funcion y el valor de x en el que se calculd, mediante el uso
correcto de la definicion de limites para calcular la derivada. Por otro lado, se busca
establecer si establecen relacion entre la derivada de una funcién y la derivada en un
punto.

eZX

_182 es la opcion b. f'(1),donde f(x) = e?*

Solucidon: La expresion que describe lirr%
X—

22X _g2

Justificacion: para saber qué expresion describe el lim , se debe hacer uso de la
x—1

definicién de derivada en un punto.

Elementos matematicos abordados:

e Definicion de derivada en un punto.

Nota: pregunta adapta de uno de los ejemplos propuestos en (Stewart, 2012)

Tabla 14.

Pregunta cinco: interpretacion de la derivada como razon de cambio aplicada al movimiento.

5. La siguiente grafica muestra la posicion con respecto al tiempo de un cuerpo que se
mueve sobre el eje x.

5| X(m)

a. Bosqueje la gréafica que represente la velocidad respecto al tiempo del cuerpo en el
intervalo [0,10]
Describa el comportamiento de la velocidad del cuerpo a lo largo del tiempo.

c. (Cree que la grafica posicion — tiempo en alglin punto o intervalo de tiempo no puede
corresponder al movimiento de un cuerpo en linea recta? Justifique

d. (Qué aceleracion presenta el cuerpo en x = 5y x = 9? Justifique

Interpretacion 5a Derivada como funcion
5b Grafica
5c, 5d Analitica

Intencion: mediante esta pregunta se busca que el estudiante realice varias traducciones entre las
representaciones de la derivada, entre las que se encuentran grafica-grafica, grafica-descripcion

verbal, descripcion verbal-descripcion verbal. Adicionalmente, se busca indagar si los
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estudiantes esbozan la grafica de la funcion derivada partiendo de la grafica de la funcion. Por
otro lado, busca identificar si aplica la derivada al analisis del movimiento de un cuerpo. Asi
mismo, se busca explorar si estudiante establece por medio de la representacion grafica donde la
derivada no esté definida. Por ejemplo, en t = 2 la funcidén no es diferenciable. Ademas, de
identificar si el estudiante comprende donde la pendiente de la recta tangente es menor, mayor o
igual a cero y como interpreta esta informacion asociada al movimiento del cuerpo. Por ejemplo,
en el intervalo (5,9) la pendiente de la recta tangente es negativa lo que quiere indicar que el
objeto se estd moviendo en sentido negativo y en el intervalo (9,10) se presenta una pendiente
positiva de la recta tangente lo que indica que la particula se estd moviendo en sentido positivo.
Ademas, se puede evidenciar en el movimiento, un intervalo donde la posicion es constante e
igual a cero, es decir que no hay desplazamiento. También evidenciar como aplica el criterio de
la primera y segunda derivada para realizar representaciones graficas y descripciones verbales de
la funcion derivada, determinando donde la funcidn presenta maximos o minimos mediante el
uso de la grafica. Finalmente, si diferencia la variacion media con la variacion instantanea en el
contexto del movimiento.

Solucion:
a. Bosqueje la grafica que represente la velocidad respecto al tiempo del cuerpo en el
intervalo [0,10]

o

Vim/s)

1.5 T
'
t(s)
0.5
1
1.5

b. A continuacidn, se presenta la descripcion

Tiempo Descripcion

Entre0y2s Posicion constante, Velocidad cero,
aceleracion 0.

2s Posicion 0, Velocidad no existe

Entre2y4s Cambio de posicion de 0 m a 3 m, velocidad

constante igual a 1,5 m/s, aceleracion 0 m/s?

Entre4yS5s Cambio de posicion de 3 m a 4 m, velocidad
disminuye, aceleracion -1,5 m/s?

5s Posicion 4 m, Velocidad 0 m/s, aceleracion -
1,5 m/s?
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Entre 5y 8 s

Cambio de posicion de 4 m a 3 m, velocidad

en sentido negativo aumenta; aceleracion -1,5

m/s?

Entre 6y 8 s

Cambio de posicion de 3 m a 0 m, velocidad
constante igual a -1,5 m/s (sentido negativo),
aceleracion 0 m/s?

Entre 8y 9s

Cambio de posicion de 0 m a -1 m, velocidad

disminuye (sentido negativo), aceleracion 1,5

m/s?

9s

Posicion -1 m, Velocidad 0 m/s, aceleracion
1,5 m/s?

Entre 9y 10s

Cambio de posicion de -1 m a 0 m, velocidad

aumenta (sentido positivo), aceleracion 1,5

m/s>

Entre 10 s

Se termina el intervalo de tiempo en
consideracion

a. (Cree que la grafica posicion — tiempo en algiin punto o intervalo de tiempo no puede

corresponder al movimiento de un cuerpo en linea recta? Justifique

En el punto t = 2 la velocidad no existe.

(Qué aceleracion presenta el cuerpo en x = 5y x = 97 Justifique

La aceleraciéon en t = 5 es negativa y tiene un valor de —1.5m/s?> yen t =9 la
aceleracion es positiva y presenta un valor de 1.5 m/s?

Justificacion: Se encuentra relacionada en el item b donde se describe por cada intervalo de
tiempo la velocidad y la aceleracion.

Elementos matematicos abordados:

Primera y segunda derivada de una funcion

Interpretacion de la derivada en las puntas de la grafica

Criterio de la primera derivada

La derivada como aplicacioén al movimiento

Interpretacion de distancias, velocidades y aceleraciones negativas que se pueden
presentar en un grafico

Velocidad instantanea y aceleracion

Nota: esta es una pregunta adapta de las propuestas en Zemansky , (2004)




Tabla 15.

Pregunta seis: bosquejo de la funcion, dada la grafica de la funcion derivada.

6. Dada la siguiente grafica de g’(x), bosqueje una grafica de g(x) cuyo domino
estd definido en los reales.

g

Interpretacion ‘ Derivada como funciéon

Intencion: mediante esta pregunta se busca que el estudiante realice una traduccion de la
representacion grafica de la derivada a la representacion grafica de la funcion. Ademas,
se quiere evidenciar como construyen la grafica de f(x) a partir de la grafica de la f"(x),
aplicando la informacion que proporciona la grafica de f"(x) de la funcion. Asi mismo,
se busca identificar si pueden describir la variacion local y global de la funcion.
Adicionalmente, se pretende reconocer si aplican el criterio de la primera derivada y
hacen uso de la informacidn que esta les proporciona, para determinar caracteristicas de
la funcion, por ejemplo, donde es concava hacia arriba o hacia abajo. Por otro lado, si
aplican que la funcidn derivada corresponde a la pendiente de la recta tangente en cada
punto de la funcién a lo largo del dominio.

Posible solucidn correcta:




Justificacion: Para realizar el grafico de la funcion dada la grafica de la derivada, se
deben observar los valores que toma g’(x). Por ejemplo en el intervalo (—oo, —3) los

este intervalo. Para el caso de x = —3 , como g'(—3) = 0 hay un punto critico,

que en este intervalo la funcion es decreciente. Por tal motivo existe un maximo en

minimo dado que se cumple que g’(1) = 0.Finalmente, se observa que la funcion
tiene un punto de inflexién en x = —2

valores que toma g’(x) son positivos, lo que quiere decir que la funcion es creciente en
posteriormente en el intervalo (—3,1), los valores que toman son negativos, quiere decir

x = —3. En el intervalo (1, o) los valores que toma g“(x) son positivos lo que permite
reconocer que la funcion es creciente en el intervalo (1, 0). En x = 1 la funcion tiene un

FElementos matematicos abordados:
e La funcion derivada como funcion.
e Criterio de la primera derivada

e Intervalos de crecimiento y decrecimiento de una funcion
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Nota: la elboracion de esat pregunta es una adaptacion de la propuesta en (Sanchez et al., 2007) y

Fuentealba et al., (2018)

Tabla 16.

Pregunta siete: calcular el valor de f(a) dada una informacion de f.

7. En la siguiente tabla se presentan algunos valores de f(x)

x 0 2 3 5 6
f(x) -2 2 7 23 34
Estime el valor de f(4)? Justifique su respuesta.

Interpretacion Analitica

Intencion: mediante esta pregunta se busca indagar acerca de los posibles métodos de
solucion empleados para estimar el valor de la derivada en un punto no conocido. Una
posibilidad es determinar la funcién mediante los datos de la tabla, bajo el supuesto de
que es continua, y posteriormente hacer uso de una de las reglas de derivacion, para
finalmente evaluar la derivada el punto solicitado, procedimiento que no se desarrolla

representaciones. Finalmente se busca saber si interpretan la recta tangente como el
limite de las rectas secantes en un punto de la funcion.

para estimar sino para encontrar el valor exacto. Otra posibilidad, consiste en estimar la
derivada como la pendiente de la recta secante tomando valores de la tabla. Asi mismo,
se pretende reconocer si se establece una relacion entre la pendiente de la recta tangente
y la derivada de la funcion, ademads de identificar con claridad la derivada en diferentes

Solucion: Un valor estimado de f”(4) considerando la tabla es 8.

derivada en el punto y como no se tiene una expresion analitica de la funcion no es

Justificacion: Para calcular el valor estimado de la derivada en x = 4 se debe encontrar la
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posible usar la definicion de la derivada en un punto. Si se hace uso de m = Zz_zl para
2741

calcular la pendiente de la recta que pasa por los puntos correspondientes a x = 3y

x = 5 se tiene que el valor aproximado es:
23 -7

5-3
16

m=7

m=28

m =

Si se encuentra la expresion analitica, bajo el supuesto de que es continua, una
posibilidad es f(x) = x? — 2, posteriormente se calcula f"(x). Para este caso el
resultado es f'(x) = 2x y finalmente evaluar f'(x) en x = 4

f'(x) =2x
f(4) =2(4)
f(4)=8

Elementos matematicos abordados;
e Recta tangente en un punto de la funcioén
e Razdén de cambio media.

Nota. La elaboracion de esta pregunta es una adaptacion de la propuesta en Sanchez et al., (2007)

Tabla 17.

Pregunta ocho: interpretacion f(x).

8. Dada la siguiente grafica de f"(x)

a. (Como es el comportamiento de f(x) el intervalo [-1,0]? Justifique.

b. (Cual es la pendiente de la recta tangente en f(—1)? Justifique
Compruebe la veracidad de la siguiente afirmacion:

c. Sif’(0) = 3 sepuede afirmar que la funcion en x = 0 es decreciente.

Interpretacion ‘ Derivada como funcion

Intencion: mediante esta pregunta se busca que el estudiante realice una traduccion de la
representacion grafica de derivada a descripciones verbales. Ademas, se busca
determinar si los estudiantes interpretan de la informacion que proporciona la grafica de




la funcion derivada de la funcion. Por ejemplo, si la funcion tiene puntos criticos,
maximos o minimos. Ademads, de evidenciar el uso del criterio de la primera derivada
para inferir informacion del comportamiento de la funcion. Por ejemplo, intervalos de
crecimiento o decrecimiento. Finalmente, evidenciar si han desarrollado una relacion
entre la pendiente de la recta tangente en un punto con la derivada de la funcion en el
punto.

Solucién:
a. (Como es el comportamiento de f(x) el intervalo [-1,0]?
El comportamiento que presenta la funcion en el intervalo es creciente
b. (Cual es la pendiente de la recta tangente en f(—1)?
La pendiente que tiene la recta tangente en x = —1 es 3
c. Compruebe la veracidad de la siguiente afirmacion:
Si f’(0) = 3 se puede afirmar que la funciéon en x = 0 es decreciente. Esta afirmacion
es falsa.

Justificacion: Para saber el comportamiento que tiene la funcion en el intervalo [-1,0] se
debe hacer uso del criterio de la primera derivada. Dado que se cumple que f'(x) = 0
entonces la funcion es creciente en el intervalo [-1,0]. Para saber la pendiente de la recta
tangente en x = —1 no es necesario graficar la funcion solo se debe recordar que la
grafica de la f’(x) representa la pendiente de la recta tangente en cada punto entonces
como f'(—1) = 3, la pendiente de la recta tangente es 3.

Por ultimo, la afirmacion es falsa porque haciendo uso del criterio de la primera derivada
se cumple que si f°(0) = 0 por tal motivo la funcion es creciente.

Elementos matematicos abordados:
e C(Criterio de la primera derivada
e Monotonia de una funcion

Nota: la elaboracion de esta pregunta es una adaptacion de la presentada en Fuentealba et al.,
(2018)

Tabla 18.

Pregunta nueve: interpretacion de la derivada en una punta de la grdfica.

9. Dada la grafica de f(x) = |x]|




a. (Cuadl es la pendiente de la recta tangente en x = 07
Compruebe y justifique la veracidad de la siguiente afirmacion:
b. Como la funcion es continua, es derivable en x = 0

Interpretacion Grafica

Intencion: mediante esta pregunta se busca que el estudiante realice una traduccion de la
representacion grafica de la funcidn a la representacion verbal de la derivada. Ademas,
de evidenciar si comprende que, aunque una funcidn sea continua en x = a no
necesariamente es diferenciable en x = a. Por otro lado, se pretende determinar si
establecen a partir de la grafica donde la pendiente de la recta tangente no estd definida.
Asi mismo, evidenciar si establecen relacion entre la pendiente de la recta tangente en

x = ayladerivadaen x = a.

Solucion:
a. (Cual es la pendiente de la recta tangente en f(0)?
La pendiente de la recta tangente en x = 0 no existe
b. Compruebe y justifique la veracidad de la siguiente afirmacion:
Como la funcidén es continua es derivable en x = 0
Esta afirmacion es falsa

Justificacion: La pendiente de la recta tangente no existe dado que la grafica de la

funcion tiene una punta, aunque la funcion es continua no es derivable en x = 0, esto se
|| |0l

puede verificar al calcular las dos derivadas laterales se obtiene que el “%L =
X— -
lim 2% A1 observar la grafica se evidencia que por izquierda la pendiente de la recta

x>0— x—0 '
tangente es —1 y por derecha la pendiente de la recta tangente es 1.

Si hacemos uso de la definicion de valor absoluto que dice:
x<0

_x’
f@=kl=r@={"7 13,
Podemos verificar si la funcion es derivable en x = 0 calculando las derivadas laterales
1. Derivada lateral cuando x — 0%

i fO+R=fO) L JAI=l0L k=0 R
h—0% h h—0% h ot h h-0t h
2. Derivada lateral cuando x — 0~
. fOO+h)—fC©)  |p|—-1f0] ~ —-h—-0  —h
lim = lim ——— = lim = lim — = —1
h—0 h h—0 h h—0 0" h
Dado que hlim+ w #* hlir(r)l_ M la funcion no es derivable en x = 0
-0 -

Elementos matematicos abordados:
e Derivabilidad de una funcién en un punto
e Derivada en los puntos en que hay puntas.
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Nota: esta pregunta de tomo y adapt6 de uno de los ejemplos presentados en (Larson, 2010,p.

102)



Tabla 19.

Pregunta diez: Recta tangente en un punto de la funcion.

10. La recta g es tangente a la grafica de f(x), en el punto A

a. Determine el valor de la derivada de f(x) en x = =5
b. Marque en la grafica un punto R en el cual la derivada de f(x) es menor que
cero.

d. Marque en la grafica un punto T en el cual la derivada de f(x) es igual que cero.

c. Marque en la grafica un punto S en el cual la derivada de f(x) es mayor que cero.

Interpretacion Grafica

Intencién: esta pregunta permite que el estudiante realice una traduccion de la
representacion grafica de la funcion a la representacion grafica de la derivada como
pendiente de la recta tangente a la curva en un punto y a lo largo de la grafica de la
funcion, Asi mismo, permite explorar como hacen uso de la representacion grafica de la
derivada para establecer donde la pendiente de la recta tangente es menor, mayor o igual
a cero a lo largo del dominio de la funcion.

Solucion:
a. Elvalordeladerivadaen x = —5es —4
‘.R: : $
¥
A
N/
Justificacion: Para poder encontrar el valor de la derivada en x = —5 es como calcular el

valor de la pendiente de la recta tangente g por tal motivo los calculos correspondientes
son:
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Y2—W1
Xy — Xq
15 — (=5)
)
1545
m="_g

20
m=Tz
m=—4

Otra forma de obtener la respuesta es que a partir de la observacion indique que por cada

m =

unidad que aumenta el valor de x, el valor de y disminuye 4 unidades. Para la ubicacion
de los diferentes puntos, se debe tener en cuenta que la pendiente de la recta tangente en
un punto es la derivada en dicho punto. Por tal motivo, como la f"(x) < 0 en el intervalo
[—5,0] se ubicar el punto R en este intervalo. Por otro lado, se cumple que si f'(x) = 0
existe un minimo de la funcién, por lo tanto, se puede ubicar en punto Ten x =5y
finalmente para ubicar el punto S, se debe cumplir que f'(x) > 0 por lo tanto esta
condicion se cumple en el intervalo [10,15] dado que el comportamiento de la funcion es
creciente en este intervalo.

Elementos matematicos abordados:
e Pendiente de la recta
e Recta tangente en un punto de la funcion

e C(riterio de la primera derivada

Nota: esta pregunta se adapto de la presentada por (Salazar Amaya et al., 2009,p. 70-71)

A continuacidn, se presenta la tabla 20 que resume la clasificacion de las preguntas

segun la interpretacion de la derivada (grafica, analitica, derivada como funcidn) que aborda.

Tabla 20.

Estructura general del cuestionario

INTERPRETACION PREGUNTAS
Grafica 1,2,5b,9,10
Analitica 3,4,5¢,5d,7
Derivada como funcion 5a,6,8
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5 Analisis de la prueba

En presente apartado se identifican rasgos de los niveles de interpretacion de la derivada
encontradas en los estudiantes de la Universidad Pedagdgica Nacional que respondieron el
cuestionario propuesto. Para el andlisis, se presentan algunas ilustraciones de las respuestas
obtenidas, en algunas, a manera de resumen, se presentan datos estadisticos. Asi mismo, Se
relacionan algunos hallazgos encontrados con errores, dificultades u obstaculos que se presentan

en la interpretacion de la derivada.

Para el desarrollo del anélisis cuando se quiera especificar hallazgos encontrados en un

estudiante en especifico, se nombra haciendo uso de la letra E y un nimero asignado.

5.1 Analisis de los resultados

A continuacidn, se presenta el analisis de los resultados por cada una de las preguntas.

5.1.1 Pregunta Uno

Realice una grafica de una funcién que cumpla con las siguientes condiciones:
a) Tiene dos puntos en los que la derivada es cero
b) Cortael ejeyen5
c) Cortaelejexen —5
d) Es creciente en el intervalo (6,00)
e) Laderivada es menor que cero en el intervalo (—oo, —5)

En esta pregunta ocho (8) estudiantes realizaron un bosquejo, uno de ellos realiz6 cinco
(5) bosquejos, debido a que realizé uno por cada condicion. Un estudiante no realizé el bosquejo
de la funcién y en el esbozo de otro estudiante no se puede inferir con exactitud que cumpla las

condiciones dadas, debido a que no representd correctamente el plano cartesiano. Por lo tanto,
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solo tres de los ochos estudiantes realizaron un bosquejo que cumpliera con todas las condiciones

dadas. A continuacion, se muestran los hallazgos obtenidos.

Un rasgo del nivel inter de la derivada como funcidn que se puede evidenciar consiste en
que identifican si la funcién es creciente o decreciente en un intervalo y realizan un bosquejo
correcto de esta condicion. Por otro lado, también se identifica que no se ha desarrollado por
completo el rasgo del nivel inter de la interpretacion grafica: “Establece relaciones entre los
elementos matematicos analiticos o graficos puntuales o globales permitiendo establecer una
interpretacion geométrica de la derivada con caracteristicas globales”, pues se pide graficar un
intervalo donde la funcién es decreciente y lo hacen correctamente, pero al indicar que realice un
grafico donde la derivada sea menor a cero no lo hacen correctamente. Como se muestra en la

siguiente imagen:

Figura 17.

Dificultad en la interpretacion global de la derivada.

Respuesta:

Por otro lado, algunos estudiantes presentan dificultad con la identificacion de las

abscisas y las ordenadas. A continuacion, se presenta esta dificultad:



Tabla 21.

Bosquejos presentado por estudiantes
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Respuesta:

Respuesta:
X 5 Al /
U N
-~ 3 4 \
5 2 4 \
] s R l\'\ §0%
=T 1 'i"""/! A 7 N $ 6
——3’ -4 -7 ili A j
¢ E N &

El estudiante E6 no realiza el corte con el eje x,
en x = —5. Por el contrario, en x = 5 ubica un

minimo de la funcion.

El estudiante E9 no realizael corteeny =5y
tampoco realiza el corte en x = —5 pero en
ambos casos traza unas lineas no continuas en
estos puntos.Ademas, tambien se puede
identificar que no cumple con la condicion de que

la derivada sea menor a cero en el intervalo

(=, =5)

De lo anterior, se puede afirmar que los ocho estudiantes no establecieron una relacion

entre la pendiente de la recta tangente y la derivada en un punto de forma correcta, Ademas, no

realizan un bosquejo de la funcion partiendo de una representacion verbal de derivada que es un

rasgo establecido para el nivel intra de la interpretacion grafica de la derivada.
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5.1.2 Pregunta Dos

A partir de la grafica que se presenta a continuacion es posible afirmar que:

N

Tl e s R el Ty 2 a5 e 7

4

B
-6

(seleccione todas las respuestas que considere correctas)
a) Tiene un méximo absoluto en x = —1
b) Tiene un minimo absoluto en x = —2
¢) La funcion es diferenciable en x = -1
d) La funcioén es diferenciable en x = 2
e) Tiene solo un minimo local en el intervalo [-2,4]

A continuacion, se presenta un diagrama que permite identificar el porcentaje de

seleccion por cada una de las opciones:

Figura 18.

Porcentaje de seleccion de cada una de las opciones

Porcentaje de seleccion por cada una de
las opciones

Ha
M b respuesta correcta
mc

d

He
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Entre los hallazgos encontrados en esta pregunta, se evidencia que determinan mediante
el uso de la grafica los puntos en que la funcion presenta un maximo o un minimo, por ejemplo,
reconocen que donde la grafica presenta una punta de la funciéon hay un méximo, siendo esto un
rasgo del nivel intra en la interpretacion de la derivada como funcion. También, se reconoce que
se presentan algunos rasgos del nivel inter de la derivada como funcion, dado que identifican que
si una funcion es continua en x = a, no necesariamente es diferenciable en x = a y asi mismo,
logran identificar que si la funcién no es continua en x = a, entonces la funcion no es

diferenciable en este punto.

5.1.3 Pregunta Tres

¢ Cual de las siguientes opciones representa a M"(2) si M(x) = sin x2?
sinx?-sin 4

a) lim
x-2 xX—2
. sin22-sin4
b) lim————
x—2 2-2
. sin(x+h)?—-sinx?
¢) lim sin(x+h)"—sinx®
h—0 h
. sin(2+h)?-sin4
d) lim sin(2+h)”—sin 4
h—0 h

A continuacidn, se presenta un grafico que relaciona las opciones con la cantidad de

estudiantes que la seleccionaron.

Figura 19.

Cantidad de estudiantes que seleccionaron cada opcion

Estudiantes por cada opcidn

6
w
8 5
® g
T 3
22 I M a, respuesta correct:
HE r "
k] X2 A < & & Hc
e & & &
=] 0(\ 0‘\ &
c & 5 & d, respuesta correct:
oo x& &
S @ & &
& o &* M no contestaron
& &
¢ <
2 o
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Uno de los hallazgos encontrados es que no todos los estudiantes marcaron las dos
opciones que eran correctas. El estudiante E2 fue el unico que marco las dos opciones correctas,
lo cual ilustra el rasgo del nivel inter de la interpretacion analitica de la derivada: “Interpreta e
identifica con claridad la derivada en las diferentes representaciones de la derivada. (grafica,
analitica, tabular)”. En este caso se evidencia que puede relacionar diferentes representaciones
analiticas como lo son las definiciones formales de la derivada y aplicarlas en algunos casos
particulares. Algunos estudiantes seleccionaron c, se esperaba que como respuesta se apuntara a
que “Aplica la definicion de limite para determinar la derivada en un punto”, sin embargo,

identifican la definicidon para un valor de x

5.1.4 Pregunta Cuatro

LA qué valor de la derivada de f(x) en el valor indicado corresponde la siguiente

expresion?
er _ ez
chi_rg x—1
a) f'(0),donde f(x) =e*
b) f’(1),donde f(x) = e?*
¢) f'(1),donde f(x) = e?* —e*

d) f°(0),donde f(x) = e?* —e*

A continuacion, se presenta una tabla que muestra la cantidad de estudiantes que marcaron cada

una de las opciones.

Tabla 22.

Tabla de frecuencia de la pregunta cuatro

Opcién Numero de estudiantes Porcentaje
A 0 0
B respuesta correcta 6 54,5
C 5 54,5
D 0 0
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Esta pregunta permite identificar que cinco de las respuestas ilustran el rasgo nivel intra
en la interpretacion analitica de la derivada: “no aplica la definicion de limites para determinar la
derivada”. Por otro lado, se evidencian 6 respuestas que ilustran los rasgos del nivel inter en la
interpretacion de la derivada como funcion: “Interpreta e identifica con claridad la derivada en
las diferentes representaciones de la derivada” y “Aplica la definicion de limite para determinar

la derivada en un punto”.

5.1.5 Pregunta Cinco

La siguiente grafica muestra la posicion con respecto al tiempo de un cuerpo que se
mueve sobre el eje x.

sf X fm)

a) Bosqueje la grafica que represente la velocidad respecto al tiempo del cuerpo en el
intervalo [0,10]

b) Describa el comportamiento de la velocidad del cuerpo a lo largo del tiempo.

¢) Bosqueje la grafica que represente la velocidad respecto al tiempo del cuerpo en el

intervalo [0,10]
d) Describa el comportamiento de la velocidad del cuerpo a lo largo del tiempo.

e) Para el andlisis de la pregunta cinco se clasificaron las respuestas considerando

Para el analisis de la pregunta cinco se clasificaron las respuestas considerando algunas
similitudes presentadas en el bosquejo de la grafica solicitada en el item a. Ademas, se relaciona
como describe el movimiento en el item b con lo presentado en el item a. El primer grupo
corresponde a las graficas que presentan puntas en los bosquejos realizados, el segundo grupo
corresponde a graficas que presentan funciones a trozos y el tercer grupo corresponde a graficas

con puntos de discontinuidad.



Tabla 23.

Respuestas grupo grdficas que presentan puntas

El estudiante E11 presenta una respuesta que
evidencia intervalos donde hay aumento o
disminucion de la velocidad, pero no realizan
la grafica de la funcion derivada
correctamente. Se puede identificar que en su

. ez dax
hoja de respuestas escribié “v = E”

permitiendo identificar que asocia la velocidad
con respecto al tiempo con la velocidad

el estudiante E7 expone que el aumento de la
velocidad es “constante” por tal motivo la
respuesta muestra una interpretacion incorrecta
de la pendiente de la recta tangente, realizando
un bosquejo equivocado de la funcién derivada.

Estas dos respuestas ilustran el rasgo descrito en el nivel Intra de la interpretacion grafica

relacionado con que no presentan una relacion en entre la recta tangente en un punto de la

funcién y la derivada de funcién en el punto. Se observa que ambas respuestas se identifican con

el rasgo del nivel Intra respecto a la interpretacion analitica de la derivada, no coordina la razén

de cambio con la pendiente de la recta tangente entendidas como funcién y niimero.

A continuacion, se realiza el analisis del segundo grupo correspondiente a las graficas

que se realizaron a trozos.



Tabla 24.

Respuestas grupo por trozos

En esta respuesta del estudiante E2 se observa

una grafica de la funcion derivada a trozos.

En Ia respuesta del estudiante ES se muestra una

funcién a trozos, similar al estudiante E2, con
diferencias en los signos atribuidos a la

velocidad.

En ambos casos se evidencia una confusion con la velocidad instantanea, la pendiente de

la recta tangente y derivada como funcidn, en ambos casos realizaron la grafica de una funcioén

discontinua. Finalmente, en ambas respuestas se presentan rasgos del nivel intra en la

interpretacion de la derivada como funcion “no esboza la grafica de la funcion derivada

partiendo de la gréafica de la funcion”, lo que genera que presenten dificultad en obtener la

grafica de f’(x) dada la grafica de f(x).

Abhora se realiza el analisis del tercer grupo denominado graficas con puntos de

discontinuidad. En este grupo se encuentran respuestas de la grafica de la velocidad respecto al

tiempo del cuerpo como se muestra a continuacion:
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Figura 20.

Grdficas con puntos de discontinuidad

o al tiempo del cuerpo en el intervalo

En la respuesta del item b, se evidencia rasgos del nivel trans de la interpretacion de la
derivada porque cumple con el indicador que dice: “Hace traducciones entre las diferentes
representaciones de la funcion y la funcidén derivada” en este caso se evidencia que realiza una
traduccion correcta de la grafica de la funcion a una descripcion verbal de la funcion derivada.
Pero también, en el item a se evidencia el rasgo de nivel intra en la interpretacion de la derivada

como funcidn “no esboza la grafica de la funcion derivada partiendo de la gréfica de la funcion”.

Otro rasgo del nivel intra en la interpretacion de la derivada como funcion es que
“determina en una grafica los puntos en que la derivada presenta un maximo o un minimo. Sin
embargo, no puede construir la grafica de la funcion derivada”. Este rasgo se puede evidenciar

porque interpreta adecuadamente puntos en que la velocidad es cero, pero en el momento de
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hacer el grafico en estos puntos no lo grafican de forma correcta, dado que indica que hay puntos

diferentes a t = 2 s en los que la velocidad no tiene valor.

A continuacion, se realiza el andlisis de los hallazgos encontrados en las preguntas 5c y
5d.
5c¢ (Cree que la grafica posicion — tiempo en algun punto o intervalo de tiempo no puede
corresponder al movimiento de un cuerpo en linea recta? Justifique
En esta pregunta se reconoce que pudo haber un error de redaccion dado que se lleva
a que el estudiante realice una interpretacion erronea al decir “en” linea recta y se sugiere
cambiar la pregunta para efecto de uso con el siguiente enunciado:
Cree que la grafica posicion-tiempo en algin punto o intervalo de tiempo no corresponde
al movimiento de un cuerpo sobre una linea recta
A continuacién, se muestra una de las respuestas donde varios estudiantes coincidieron en

que la grafica no corresponde al movimiento de un cuerpo en linea recta.

Figura 21.

Respuesta pregunta c

Esta respuesta, independiente de la interpretacion de la derivada, muestra que el
estudiante no concibe que haya posiciones negativas.
A continuacion, se presenta una respuesta donde se relaciona la grafica de la funcion

derivada con el movimiento que realiza un cuerpo en “linea recta”
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Figura 22.

Respuesta estudiante E9 basada en trazos

Esta respuesta muestra un rasgo no desarrollado completamente del nivel inter de la
interpretacion analitica de la derivada debido que no se cumple con el indicador “Interpreta e
identifica con claridad la derivada en diferentes las representaciones de la derivada” esto genera
que el estudiante E9 afirme que no puede corresponder a un cuerpo en movimiento de linea recta
debido que la grafica de posicion- tiempo tiene una parabola. Se muestra una confusion entre la
trayectoria de un cuerpo y la grafica de la posicion con respecto al tiempo, lo cual dificulta

explorar la interpretacion del concepto de derivada.

5d ;Qué aceleracion presenta el cuerpo en x = 5y x = 9? Justifique

Figura 23.

Interpretacion erronea de la velocidad y aceleracion

Esta respuesta muestra que la asociacion entre un maximo o un minimo con que la
pendiente de la recta tangente sea cero, sin embargo, se asocia que, si la primera derivada de una
funcidn es cero en un punto, la segunda derivada debe ser cero.

Finalmente, se tiene el caso del estudiante E9 a continuacioén se muestra su respuesta:
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Figura 24.

Interpretacion de la aceleracion en graficas no continuas

d. 7Qué aceleracion presenta el cuerpo enx = 5y x = 97 Justifique
Respuesta: TN 0, oo \n Sm{\ca\g)g\o

(oahinpo. o0 6505 \cx()cﬂo; po
exiSle (o acelewaCiOa

Clda(‘j nO €5

¢ Yanto O

Un tultimo caso es el estudiante E9, quien a pesar de haber realizado un bosquejo
incorrecto para la grafica velocidad- tiempo, estd en el grupo de estudiantes que realizé el
bosquejo con puntos de discontinuidad, su respuesta en el item d, ilustra un rasgo de la
interpretacion de la derivada como funcion de nivel inter dado que se evidencia el indicador que

dice: “identifica que si una funcion es no continua en x = a, no es derivable en x = a"

5.1.6 Pregunta Seis

Dada la siguiente grafica de g’(x), bosqueje una grafica de g(x) cuyo domino esta definido en
los reales.

Lo primero que se puede evidenciar es que el 36% de los estudiantes, es decir 7 de ellos
presentan en sus respuestas rasgos del nivel intra de la interpretacion grafica de la derivada,
debido a que no se percibe que construyan la grafica de la funcidn partiendo de la grafica de la
funcion derivada. También esté relacionado con lo mencionado por Sanchez, (2004) quien afirma
que “los estudiantes recuerdan algunos elementos matematicos de forma incorrecta, pudiendo

7799

confundir la informacion que proporciona f"y f*’(p. 154) y al no tener claridad de la
informacion que proporciona f* no pueden realizar el grafico de la funcion. Consecuencia de

esto en los ejercicios planteados donde se involucra una traduccion de la representacion grafica
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de f’(x) ala representacion grafica de f(x). El estudiante puede considerar que hace falta

informacion en el problema como se evidencia en la respuesta del estudiante a continuacion.

Figura 25.
Estudiante que pide mas informacion

6. Dada la siguiente grafica de g°(x). I wqueje unn grafica de g(x) cuyo domino esta

definido en los reales

Respuoesta

Por otro lado, entre los estudiantes que realizaron un bosquejo de la grafica de la funcion
se pudo evidenciar dos casos. El primero, con una interpretacion del signo de la derivada que le
permite interpretar en qué intervalos la funcidn es creciente o decreciente, pero no reconocen los
cortes de la funcion derivada con x = 0, la cual expresa informacion respecto a un posible
maximo o minimo de la funcion. Esto se puede evidenciar en la figura 26. Dado que realizan un
corte en el eje en x = 1 o ponen el minimo o maximo de la funcién en un valor diferentes de
x = —3yx = 1. Ademas, en todos los casos no tienen presente la variacion que presenta la

grafica de la derivada en el intervalo [—3,1].
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Figura 26.

Bosquejo de los estudiantes dada la grdfica " (x)

Respuesta

Un segundo caso, permite evidenciar un nivel intra de la interpretacion de la derivada
como funcion dado que “no identifican las condiciones necesarias y suficientes para determinar
intervalos donde la funcion es creciente o decreciente”, esto se puede observar porque en los
intervalos donde la funcion es creciente la traza decreciente y en los intervalos donde la funciéon
es decreciente la realiza creciente. La figura 27 muestra dificultades para obtener la grafica de
f(x) apartir de la grafica de la f'(x), asociando a la gréafica de la funcién una forma similar a la

grafica de la funcion derivada.

Figura 27.

Inadecuada interpretacion de los elementos de la primera derivada

Respuesta
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5.1.7 Pregunta Siete
En la siguiente tabla se presentan algunos valores de f(x).
X 0 2 3 5 6
f(x) -2 2 7 23 34
Estime el valor de f'(4)? Justifique su respuesta.

Tabla 25.

frecuencia de solucion de un problema con representacion tabular

M¢étodo utilizado Cantidad de estudiantes Porcentaje
Aplicacién de reglas de 6 54,55%
derivacion
Definicion de derivada en 3 27.27%
un punto
M¢étodo grafico | 9,09%
No contestaron 1 9,09%

Para el desarrollo de esta pregunta se puede reconocer que un 54,55% de los estudiantes
incurren en el uso de reglas de derivacion para poder determinar la derivada de una funcion esto
es un rasgo presente en el nivel intra de la interpretacion analitica “Para calcular f'(a) primero
calculan la f"(x) y posteriormente evalua x = a”, ademas se puede evidenciar rasgos de nivel
inter en la interpretacion analitica de la derivada, esto porque realizan transducciones entre las
representaciones de la derivada. En este caso realizaron una traduccion de la representacion
tabular de la funcion a una representacion analitica de la funcion. Posteriormente de una
representacion analitica de la funcion a una representacion analitica de la derivada de la funcion.
Ademas, se puede evidenciar el paso de una compresion global de la derivada a la compresion
local. En el momento que se realiza el proceso de calcular la derivada en el punto que es un rasgo
caracteristico de un nivel inter en la interpretacion grafica de la derivada. En la siguiente figura
se evidencia una respuesta de un estudiante que hace uso de las reglas de la derivacion para

encontrar la derivada en un punto.
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Figura 28.

Procesos con reglas de derivacion

—er Ay

7. En la siguiente tabla se presentan algunos valores de f(x).
v 0 2 3 5 6
fx) -2 2 7/ 23 34

Estime el valor de f'(4)? Justifique su respuesta.

Respuesta: [(x) = y?- 2
Fl) = 2%
Fla)= 8

1]

"

Un segundo grupo de estudiantes no usé de las reglas de derivacion para determinar la
derivada en el punto solicitado; ellos para resolver la pregunta hicieron uso de la definicion de la
pendiente de la recta tangente en un punto, es decir interpretaron que a la derivada es la
pendiente de la recta tangente en el punto y con esto pudieron llegar a la respuesta sin tener que
hacer uso de reglas de derivacion. Realizando una transformacion entre la representacion tabular
de la funcién a una representacion analitica de la derivada. Este método usado por los estudiantes
permite reconocer que comprenden la razén de cambio media para estimar la razon de cambio
instantanea, que es un rasgo del nivel inter de la interpretacion analitica de la derivada que esta
asociada al indicador: “Diferencia entre la variacion media y la variacion instantanea en varios
contextos” dado que si lo diferencia puede hacer uso correcto de estas variaciones. Y finalmente
se evidencia un rasgo asociado a la interpretacion grafica de la derivada que esta asociado al
indicador “No presenta una relacion entre la pendiente de la recta tangente a la curvaen x = ay
la derivada de la funcion en x = a” que para este caso se cumple que si presenta la relacion
nombrada anteriormente. A continuacion, se muestra la respuesta de uno de los estudiantes
donde hace uso de la variacion media y es de resaltar que fue uno de los dos que utilizd el signo

“~” en su respuesta haciendo referencia que es una estimacion del valor pedido.
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Figura 29.

Respuesta sin uso de reglas de derivacion

Ahora se presenta un caso (figura 30) que se hace usos incorrectos de los datos, dado que
se puede evidenciar que al remplazar f(3) no toma el valor 7 pone un valor 5, y con esto llega a
un valor equivocado de la derivada de la funcién en el punto x = 4. Permitiendo aun asi

evidenciar un rasgo de nivel inter en la interpretacion de la variacion media.

Figura 30.

Error en el uso de la informacion

Por ultimo, se encuentra el E3 que realiz6 una transformacion de la representacion tabular
de la funcion a la grafica de la funcion, aunque incorrecta, y no presenta una respuesta para el

valor de la derivada en el punto x = 4



Figura 31.

Uso de representaciones para llegar a la respuesta

, UNIVERSIDAD PEDAGOGICA FACULTAD DE CIENCIA Y TECNOLOGIA
u ptmmniioe LICENCIATURA EN MATEMATICAS
2024-11
/ iente tabla se presentan algunos valores de f(x).
20 [ ek 3] { 5 6 e
3
2 7| , 23 34 = fe
48 LY L

2 Justifique su respuesta,
Respuesta
Una de las respuestas a resaltar es la del E6, quien realizé una descripcion verbal y
mediante esta justificd su respuesta. Esto permiti6 identificar un rasgo del nivel inter en la
interpretacion de grafica de la derivada, ya que, segtn el indicador, “Interpreta la grafica de la
recta tangente como el limite de las rectas secantes y como la recta tangente en un punto de la
funcion.” En su respuesta, explico que hizo uso de las rectas secantes para encontrar el valor de

la pendiente de la recta tangente en el punto solicitado.

Figura 32.

Interpretacion correcta de la derivada

7. En la siguiente tabla se p | valores de f(x).

\l x l 0 2 3 5 6
f@ l 2 2 7 23 34

Estime el valor de f"(4)? Justifique su respuesta. }:‘23 =X

dy =
Respuesta: dx Z’?4 22
f@=8 Porque. & creo S SEEes

"7 rectas secankes cercac al a fx)) 2-6 i

o la funcidn "y ¢tvalvo sus P““d’°“4€_,f;
estag rcchas €sfan cerca cle ser ngente s
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5.1.8 Pregunta Ocho
Dada la siguiente grafica de f'(x)

a. ;Cémo es el comportamiento de f(x) el intervalo [—1,0]? Justifique.
b. ;Cudl es la pendiente de la recta tangente en f(—1)? Justifique
Compruebe la veracidad de la siguiente afirmacion:

Si f°(0) = 3 se puede afirmar que la funcién en x = 0 es decreciente.

En el andlisis de esta pregunta se pudo evidenciar que el item a podia referirse a
continuidad o monotonia. Aun asi, permite identificar los rasgos que los estudiantes identifican a
por observacion de la grafica de una funcion. Esto puede estar asociado a un nivel intra en el
desarrollo de la interpretacion de la derivada, dado no hace una asociacion completa de la
informacion que ofrece la grafica de la derivada con la informacion que esta ofrece de la funcion

viendo un también una dificultad en la informacion global.

Por otro lado, también se pudo evidenciar que algunos estudiantes confunden la
informacion o la toman de forma incorrecta. En este caso f(x) es creciente en todo su dominio,
sin embargo, algunas respuestas indican intervalos en los que es decreciente. Esta respuesta hace
referencia al rasgo del nivel intra en la interpretacion grafica de la derivada “Establece por medio

de la grafica donde la pendiente de la recta tangente es mayor, menor o igual a cero”.

A continuacién, se muestra una respuesta de un estudiante que dice que la funcion es
negativa entonces es decreciente, es decir que atribuye al signo de la funcién la interpretacion en

cuanto a su monotonia.
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Figura 33.

Interpretacion erronea de la derivada

a. ;Como es el comportamiento de f(x) el intervalo [-1,0]? Justlﬁque :
nedal e ‘iﬂﬂ /“rr‘x ey A (e e .

{ CX

Respuesta: . = J

Por otro lado, con respecto al enunciado b varios estudiantes dijeron que faltaba
informacion para obtener el valor de la pendiente de la recta tangente en f(—1). Esto
demuestra una de nivel intra de interpretacion grafica de la derivada dado que como dice el
indicador “No presenta una relacion entre la pendiente de la recta tangente a la curvaen x = a

y la derivada de la funcion en x = a".

Finalmente, se resaltan las respuestas del E2 que ilustra rasgos del nivel trans en la
interpretacion de la derivada como funcién dado que describe como es el comportamiento de la
derivada a lo largo del dominio. Asi mismo, se pudo identificar que la grafica es interpretada como
la grafica de las pendientes de la recta tangente a lo largo de del dominio de la funcion y tiene
claridad en el criterio de la primera derivada demostrando rasgos del nivel trans de la interpretacion

analitica de la segunda derivada. A continuacion, se muestra las respuestas del estudiante:

Figura 34.

Interpretacion correcta de la derivada

a. (Cémo es el comportamiento de f(x) el intervalo [-1,0]? Justifique.
falg caVes\! ento 00
W2 on LA )‘ lo paraedaCia . Crecey Y’;(A’e(;(f‘rrrj‘ "F’r{;? "
N ,» u acrecoy rado ‘JD‘ o lectO Yot o
o.cneleI0 A cyeCert Mmool fOp(o O
b. z,CuaJesla pendiZmlede la recta tangente en f(—1)? Justifique bt

Respuesta: 5 Q)'({C)C’ en\ \a (j(('lf((‘(] F((W> F\&)fj

v \eato oS o
Respuesta:

C be la veracidad de la siguiente afi

c. Sif’(0) = 3 se puede afirmar que la funcién en x = 0 es decreciente.

Respuests: Ca(505 51l derwadow ea el ponto € posthua o
forcon oo AR o0 QA Geciear
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5.1.9 Pregunta Nueve
Dada la grafica de f(x) = |x|

-8 -7 -6 -5 —4 -3 =2 =1 0 1 2 3 4 5 8 7 ] )

a. (Cual es la pendiente de la recta tangente en x = 07

Compruebe y justifique la veracidad de la siguiente afirmacion:
b. Como la funcion es continua es derivable en x = 0

Entre los hallazgos encontrados en este punto se encontrd que para algunos estudiantes la
pendiente de la recta tangente en x = 0 es cero demostrando un nivel intra no desarrollado en la
interpretacion de la derivada de la funcion dado que no logran identificar cuando una funcién es
derivable en un punto. El estudiante E2 expresa, sin justificacion, que no existe la recta tangente

enx = 0.

Finalmente, algunas respuestas muestran una dificultad en el rasgo de la interpretacion de
la derivada como funcion que dice: “Identifica que si una funcion es derivable en x = a,
entonces la funcion es continua x = a”. Todo lo anterior se puede evidenciar en respuestas que

se muestra en la tabla 26:



Tabla 26.
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Respuestas de estudiantes con interpretaciones diferentes

" 1]
il ¢s In pendiente de la recta tangente en x = 0
O
Respuests

i igui acion:
mpruebe v justifique Ja veracidad de la siguiente afirm

incion es continua es derivableenx =0
S 65 Continud

y. Como la fi

Respuesta:

a. (Cudl es la pendiente de la recta tangente en x = 07

Respuesta:

Compruebe y justifique Ja veracidad de a siguicnte afimacicn:

b, Como la funcion es continua es derivable en x = 0

Respuesta:

En esta repuesta se evidencia que la funcion no es
derivable en x = 0, sin embargo también afirma

que la funcion no es continua.

Se asigna pendiente a la recta en x = 0 es cero.
Atribuye que la funcion no es derivable a que
no es continua, sin embargo en el item a, indicd

que la derivada es 0.

5.1.10 Pregunta Dieg

La recta g es tangente a la grafica de f

|
(At

(x), en ell punto A

CCro.

CCro.

CC1o.

a. Determine el valor de la derivada de f(x) en x = =5
b. Marque en la grafica un punto R en el cual la derivada de f(x) es menor que

Marque en la grafica un punto S en el cual la derivada de f(x) es mayor que

Marque en la grafica un punto T en el cual la derivada de f(x) es igual que

Esta pregunta permitié evidenciar que todos los estudiantes tienden, y esta muy arraigado

en su conocimiento, a hacer uso de las reglas de derivacion para encontrar la solucion a

problemas donde no es necesario. La mayoria, primero encontré la funcion posteriormente hizo
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uso de reglas de derivacion y finalmente remplazaron a x segtn el punto donde se le solicitaba la
derivada. (Cabe aclarar que se evidencid que comentan errores en la determinacion de la
expresion analitica de la funcion). EI método descrito anteriormente usado por los estudiantes
evidencia un rasgo del nivel intra en la interpretacion analitica de la funcion asociado a indicador
“Para calcular f’(a), primero encuentran la expresion analitica de f(x),posteriormente calculan

f’(x) y finalmente evaluan x = a” como se muestra en la figura 35.

Figura 35.

Respuesta punto 10

En la imagen se puede evidenciar el uso de procesos algoritmicos para encontrar la
derivada en un punto, pero en este caso se encontrd expresion analitica incorrecta demostrando
una dificultad en la traduccion de la representacion grafica de la derivada a la representacion
analitica de la funcion. En este caso, no era necesario hacer este procedimiento porque pudieron
calcular la derivada como la pendiente de la recta tangente. Como se evidencia a continuacion en

la respuesta del estudiante E2.

Figura 36.

Respuesta calculando la pendiente de la recta tangente
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En esta respuesta se evidencia un error en la toma de los valores para calcular la
pendiente de la recta tangente, dado que ponen los valores de forma contraria, es decir, los
valores de denominador los pone en el numerador. Finalmente, no se encontr6 en las respuestas
una solucién mediante la cual expresaran el valor de la derivada como la razéon de cambio

relacionando que por cada unidad que aumenta el valor de x, el valor de y disminuye 4 unidades.

Por otro lado. En esta pregunta no se presentd dificultad para dar solucion a los items (b,
¢ y d) que consistian ubicar unos puntos con unas condiciones especificas. Asi mismo, esta
pregunta permitio identificar con claridad rasgos del nivel inter de la interpretacion grafica de la
derivada dado que pudieron ubicar adecuadamente los puntos donde la pendiente es mayor,
menor o igual a cero. A continuacion, se muestra una de las respuestas de los estudiantes donde

se evidencia lo anteriormente descrito.

Figura 37.

Ubicacion de puntos con condiciones
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6 Conclusiones

Con el desarrollo del presente estudio que pretendid explorar la interpretacion del
concepto de derivada en algunos Futuros Educadores Matematicos, se ratifica la importancia de
examinar constantemente la compresion matematica de conceptos claves para un docente de
Matemaéticas, como lo es la derivada, lo cual podria ser una herramienta fundamental para

identificar carencias en la formacién matemaética de los FEM.

El marco de referencia fue fundamental para identificar y describir los niveles de
interpretacion de la derivada en relacion con la interpretacion grafica, la interpretacion analitica y
la interpretacion de la derivada como funcion. La identificacion de rasgos para estos niveles

permiti6 caracterizar las respuestas de los estudiantes.

Por otro lado, los resultados de este estudio muestran que los futuros educadores
matematicos que abordaron el cuestionario pueden identificar intervalos de crecimiento o
decrecimiento de la funcidon. ademds de mostrar rasgos de la interpretacion de la derivada como
la pendiente de la recta tangente y hacer uso de esta relacion para determinar espacios donde la
pendiente de la recta tangente es menor, mayor o igual a cero, sin embargo, se resalta la
dificultad en la traduccion entre diferentes representaciones y de extraer correctamente la

informacion que ofrece la representacion grafica de la funcion y de la funcion derivada.

En la interpretacion analitica de la funcidn, se evidencian del uso de la definicion de la
derivada, asi como del criterio de la primera y segunda derivada. Sin embargo, es fundamental
fortalecer esta interpretacion y las diferentes representaciones de la derivada. Ademas, es
necesario fortalecer su aplicacion en diversos contextos, mas allé del &mbito de la fisica, con el

fin de mejorar la compresion de los conceptos de variacion media y variacion instantanea.
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Se recomienda abordar en las aulas la interpretacion de la derivada como funcion, puesto
que es la interpretacion en la que se observa mayor dificultad, en concordancia con esto es
importante trabajar rasgos de la interpretacion de la derivada como funcién mediante el uso de
traducciones de las representaciones de la funcion y de funcion derivada para que el estudiante

pueda esbozar la grafica de la funcidn partiendo de la grafica de la derivada y viceversa.

Personalmente, este estudio fue una oportunidad para profundizar mis conocimientos en
el concepto de derivada y asi contar con herramientas para utilizarlo e interpretarlo con mayor
profundidad en mi futuro profesional como educador matematico. De la misma manera, se
resalta la importancia de trabajar un concepto matematico desde distintas miradas y no
unicamente en los procesos algoritmicos para darle una mayor profundidad a los procesos de

aprendizaje.

En conclusion, este estudio no solo evidencia y da a conocer los vacios conceptuales y
actitudinales que pueden tener algunos estudiantes, sino también resalta la importancia de
construir herramientas y estrategias que permitan mejorar de manera efectiva la formacion
matematica que tienen los futuros educadores matematicos, para que asi posean y desarrollen
dominios tedricos necesarios para su ser profesional con lo que puedan trabajar el concepto de
derivada de una manera mas clara y profunda, impactando de manera positiva en la ensefianza

matematica del pais.

Considero que es importante tanto para la Licenciatura en Matematicas como para los
Futuros Educadores Matematicos fortalecer las habilidades de interpretacion en conceptos
esenciales del Calculo tales como la derivada, este tipo de trabajo abre las puertas a una vision
diferente de la forma en la que se estan abordando este tipo de conceptos en el aula, es un

instrumento que sirve de punto de partida para que en los cursos de célculo se haga mayor
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énfasis en la interpretacion de los conceptos matematicos mas alla del aprendizaje netamente

algoritmico.

Este trabajo podria ampliarse y abordarse con mayor profundidad al realizar mas
aplicaciones del cuestionario disefiado o hacer uso de este para generar nuevos cuestionarios que
permitan identificar los niveles de interpretacion, ademas de realizar entrevistas que permitan
identificar con mayor claridad algunas interpretaciones de los Futuros Educadores, por ltimo,
sugiero seleccionar una muestra mas amplia que permita evidenciar rasgos de los niveles de

interpretacion.
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Anexo. Cuestionario

Interpretacion del Concepto de Derivada en Futuros Educadores Matematicos que Inician
el Ciclo de Profundizacion en la Universidad Pedagogica Nacional en 2024 -1

El presente cuestionario aporta informacion acerca de la Interpretacion del Concepto de Derivada
en Futuros Educadores Matematicos, lo cual suministra informacion para el desarrollo del trabajo
de grado con esta tematica. Le agradezco su participacion, sus datos personales no se veran
reflejados en el trabajo y las hojas con las respuestas seran de exclusivo manejo del autor del
trabajo de grado.

Nombre: Fecha: / /

(En qué semestre(s) cursé Calculo diferencial?

>

(Cuando curso el espacio académico de célculo diferencial lo hizo de manera presencial o
virtual? Marque con una X

» Virtual ( ) > Presencial ( )
Cuestionario.

1. Realice una grafica de una funcion que cumpla con las siguientes condiciones:

Tiene dos puntos en los que la derivada es cero

a.
b. Cortaelejeyen5

o

Corta el eje x en -5

&~

Es creciente en el intervalo (6,00)
e. La derivada es menor que cero en el intervalo (—oo, —5)

Respuesta:
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2. Anpartir de la grafica que se presenta a continuacion es posible afirmar que:

(seleccione todas las respuestas que considere correctas)
a. Tiene un maximo absoluto en x = —1
b. Tiene un minimo absoluto en x = —2
c. La funciodn es diferenciable en x = -1
d. La funcion es diferenciable en x = 2
e. Tiene solo un minimo local en el intervalo [-2,4]

3. (Cual de las siguientes opciones representa a M"(2) si M(x) = sin x2?

. sinx?-sin4
a. lim————

x—2 xX—2

. sin2%2-sin4
b. lim—

x—2 2-2

. sin(x+h)?—sinx?
c. lim SRCh) —siny”

h—0 h

. sin(2+h)%-sin4
d. lim 3Rt —sint

h—0 h

LICENCIATURA EN MATEMATICAS

4. (A qué valor de la derivada de f(x) en el valor indicado corresponde la siguiente expresion?

02X _ o2
}Ci_r)r} x—1

a. f’(0),donde f(x) =e*

b. f’(1),donde f(x) = e?*

c. f'(1),donde f(x) = e?* —e*

d. f7(0),donde f(x) = e?* —e*
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5. Lasiguiente grafica muestra la posicion con respecto al tiempo de un cuerpo que se mueve sobre

el eje x.

st-X(m)

a. Bosqueje la grafica que represente la velocidad respecto al tiempo del cuerpo en el intervalo

[0,10]

b. Describa el comportamiento de la velocidad del cuerpo a lo largo del tiempo.

Respuesta:

c. ¢Cree que la gréfica posicion — tiempo en algiin punto o intervalo de tiempo no puede
corresponder al movimiento de un cuerpo en linea recta? Justifique

Respuesta:
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d. (Qué aceleracion presenta el cuerpo en x = 5y x = 9? Justifique

Respuesta:

6. Dada la siguiente grafica de g’(x), bosqueje una grafica de g(x) cuyo domino esta definido en

los reales.

Respuesta:



UNIVERSIDAD PEDAGOGICA FACULTAD DE CIENCIA Y TECNOLOGIA

NACIONAL LICENCIATURA EN MATEMATICAS
2024 -1
7. En la siguiente tabla se presentan algunos valores de f(x).
x 0 2 3 5 6
f(x) -2 2 7 23 34

Estime el valor de f'(4)? Justifique su respuesta.

Respuesta:

8. Dada la siguiente grafica de f'(x)

) -3 -2 - a 1 2 3 4

a. (Como es el comportamiento de f(x) el intervalo [-1,0]? Justifique.

Respuesta:

b. (Cual es la pendiente de la recta tangente en f(—1)? Justifique

Respuesta:

Compruebe la veracidad de la siguiente afirmacion:
c. Sif’(0) = 3 sepuede afirmar que la funcién en x = 0 es decreciente.

Respuesta:
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9. Dada la grafica de f(x) = |x|

- 4 5 4 3 2 -+ 0 1 2 3 4 5 [ 7 8 [

a. (Cual es la pendiente de la recta tangente en x = 0?

Respuesta:

Compruebe y justifique la veracidad de la siguiente afirmacion:

b. Como la funcidn es continua es derivable en x = 0

Respuesta:

10. La recta g es tangente a la grafica de f(x), en el punto A

f

=10

a. Determine el valor de la derivada de f(x) en x = =5

Respuesta:

b. Marque en la grafica un punto R en el cual la derivada de f(x) es menor que cero.
c. Marque en la grafica un punto S en el cual la derivada de f(x) es mayor que cero.

d. Marque en la grafica un punto T en el cual la derivada de f(x) es igual que cero.



