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Introduccion

En el presente documento presentamos los resultados de la investigacion realizada en el
marco del trabajo de grado de la Maestria en Docencia de la Matematica de la Universidad
Pedagogica Nacional (UPN). Nuestro interés se centré en favorecer el aprendizaje de la
argumentacion de estudiantes de Educacion Basica Secundaria con foco en la estructura que tienen
los argumentos inductivos y la produccién de tales argumentos en la solucién de problemas
geométricos, con la mediacion de GeoGebra.

En el primer capitulo presentamos la delimitacion del estudio. Para ello, describimos la
importancia, pertinencia y viabilidad de este, exponemos el objetivo general y los objetivos
especificos y, finalmente, presentamos la revision de antecedentes, sintetizando la informacion
sobre documentos fundamentales para nuestra investigacion.

En el segundo capitulo describimos el marco de referencia que sustentd el andlisis de la
informacion recogida empiricamente. Los referentes estdn centrados en dos constructos,
principalmente: el argumento inductivo, que desarrollamos siguiendo la linea conceptual del grupo
de investigacion Aprendizaje y Ensefanza de la Geometria (£ ¢ G) de la UPN; y la génesis
instrumental, propuesta por Rabardel (1995; citado en Pérez 2014 y en Sua y Camargo, 2019), que
nos permite caracterizar el efecto de un artefacto, en nuestro caso de GeoGebra, en la resolucion
de problemas.

En el tercer capitulo, presentamos la metodologia de investigacion. Esta incluye la
exposicion de la perspectiva investigativa y el enfoque asumidos y la estrategia empleada en el
estudio. Ademds, describimos realizada, mencionando el conjunto de tareas propuestas a
estudiantes de sexto a octavo grado de Educaciéon Bdasica Secundaria. Adicionalmente,
explicitamos el procedimiento utilizado para la recoleccion, organizacion y construccion de datos
investigativos y, explicamos el proceso de analisis de los datos.

En el cuarto capitulo realizamos el andlisis detallado de los datos, centrando la atencion en
los indicios del aprendizaje de argumento inductivo y en la génesis instrumental que contribuy¢ al
aprendizaje con el uso de GeoGebra.

En el quinto capitulo hacemos una discusion sobre: los cambios de la identificacion de los
elementos de los argumentos inductivos por cada tarea; el papel de GeoGebra en la produccion de

argumentos inductivos; la productividad de los enunciados de las tareas y de los recursos



didacticos; la gestion que debe tener el profesor antes, durante y después de tareas que centren la
atencion en que los estudiantes interactiien y argumenten. Después, en la seccion de conclusiones,
nos enfocamos en el cumplimiento de los objetivos, los aprendizajes personales y las proyecciones

que tenemos de nuestro trabajo de grado.



Capitulo 1. Delimitacion del problema

En este capitulo, describimos! los aspectos que delimitan el problema investigativo. En el
primer apartado, la autora del trabajo de grado expone la formulacion del problema de manera
personal, por lo que esta seccidon estd escrita en primera persona del singular, al igual que la
justificacion. Ella presenta la necesidad que dio lugar a la investigacion, refiere a ciertas
circunstancias de la institucion donde trabajaba cuando inici6 el proyecto académico, las relaciona
con un interés académico personal, establece una posible salida para atender la necesidad y
propone la pregunta investigativa. En el segundo apartado, la autora presenta la justificacion del
estudio donde muestra la importancia, la pertinencia y la viabilidad de este.

Después del planteamiento, mencionamos los objetivos del estudio tanto general como
especificos y, por ultimo, exponemos la revision de algunas investigaciones que han hecho otros
autores sobre la argumentacion inductiva y la génesis instrumental; estos fundamentaron tedrica y

empiricamente nuestro estudio.

1.1. Formulacion del problema

La institucion educativa en la que me encontraba vinculada como docente de aritmética,
algebra y geometria durante el afio 2023, tiene como objetivo ofrecer una educacion de alta calidad
buscando una mejora continua en los indices de calidad establecidos por el Instituto Colombiano
para la Evaluacion de la Educacion (ICFES). Con el fin de lograr las metas de calidad, la institucion
que llamaremos “CoRe” ha utilizado las siguientes estrategias en los tltimos afios:

e (Contratar los servicios de la organizacion denominada Milton Ochoa para apoyar el

proceso académico de los estudiantes, a partir de la herramienta Martes de Prueba, que
consiste en medir semanalmente la calidad académica, por medio de la solucion de

cuadernillos con preguntas de seleccion multiple, en las areas evaluadas por el ICFES.

! Nos referimos a la primera persona del plural en la mayor parte del documento por el trabajo en conjunto
de la estudiante de maestria y la asesora del trabajo de grado.



e Establecer un convenio con la entidad de Santillana para que los estudiantes utilicen,
en las clases, los textos fungibles llamados Activamente y repasen en casa lo trabajado
con ejercicios del libro virtual de la plataforma Ecosistema Digital Integrado (ED1).

La primera herramienta, segun la organizacion Milton Ochoa, permite generar planes de

mejora constantes y motivan el refuerzo de conocimientos de los estudiantes, poniendo a prueba
sus habilidades y destrezas, en la busqueda de mejores resultados a corto, mediano y largo plazo
en la institucion. En el area de matematicas, las preguntas se encuentran enmarcadas dentro de los
procesos de: comunicacion, representacion y modelacion; planeamiento y resolucion de
problemas; y, razonamiento y argumentacion. En particular, para construir las preguntas y analizar
los resultados acerca de la argumentacion, Milton Ochoa se basa en la definicion que tiene el
ICFES sobre el proceso de argumentacion en matematicas, definido en el documento Evaluar para
Avanzar (2021) asi:

La capacidad que tiene el estudiante para validar o refutar conclusiones, estrategias,

soluciones, interpretaciones y representaciones en diversas situaciones, siempre

justificando por qué o como se llego a estas, a través de ejemplos y contragjemplos, o,

sefalando y reflexionando sobre inconsistencias presentes (pp. 24).

A inicios del afio 2023, la organizacion Milton Ochoa realiz6 un informe general del afio
2022, por area, en donde establecio que:
En matematicas existen dos procesos que necesitan especial atencion, por el bajo
porcentaje de estudiantes que estan en un nivel alto o superior en el consolidado de
respuestas de los cuadernillos. Estos son: problemas que involucren informacion
cuantitativa para plantear e implementar estrategias que lleguen a las soluciones
adecuadas; y, validar o refutar una afirmacion, proceso o estrategia, justificando su
respuesta, para dar solucion al problema, asociado al razonamiento y a la argumentacion

matematica. (En presentacion realizada a los docentes de la institucion, 2023).

Los resultados del desempefio de los estudiantes en el nivel 4, correspondiente al proceso
argumentativo, evaluado en matematicas durante los afios 2020-2022 por el ICFES (Tabla 1.1),
indican que, efectivamente ha venido disminuyendo ampliamente el porcentaje de estudiantes que

se ubican en este nivel, pese a las estrategias descritas.



Tabla 1.1 Porcentaje de estudiantes que alcanzaron el nivel 4 2020-2022

N Porcentaje de estudiantes que
Afiio escolar K
alcanzaron el nivel

2020 44%

2021 29%

NIVEL 4
Competencia
argumentativa

2022 26%

Asi, durante el primer periodo escolar, segui observando una brecha negativa entre el proceso de
argumentacion y los demds procesos evaluados por los cuadernillos de Martes de Prueba en
estudiantes de sexto a octavo grado. Sin embargo, en el colegio no hay espacios de reunion de los
profesores del area de matematicas, para revisar como se podria atender, por ejemplo, qué se espera
que los estudiantes realicen para la solucion de las preguntas y como apoyarlos para que mejoren.

En cuanto a la segunda estrategia que utiliza CoRe, referente al convenio con Santillana,
en los libros se propone un enfoque macro, con proyectos transversales, acompafiado de problemas
especificos y de un conjunto de ejercicios de refuerzo, de acuerdo con cada proyecto. El enfoque
podria ser un apoyo efectivo para el desarrollo de procesos matemdticos como el de
argumentacion. Sin embargo, en la institucion no se puede seguir la secuencia como lo propone
Santillana, debido a que, a peticion de los padres de familia, la direccion del colegio exige que los
docentes nos concentremos principalmente en los contenidos y en completar los ejercicios del libro
en su totalidad sin importar el proyecto transversal.

Desde mi punto de vista, los esfuerzos que realiza el colegio para mejorar la calidad, y
especificamente el proceso de argumentacion de los estudiantes, son insuficientes y eventualmente
contradictorios. De un lado, el espacio Martes de Prueba solamente mide el nivel de argumentacion
en que se encuentran los estudiantes, mas no hace propuestas sobre como ensefiar a argumentar.
De otro lado, las directrices institucionales sobre el aprovechamiento del convenio con Santillana
restringen la posibilidad de los profesores de establecer estrategias pedagogicas para ensefiar a
argumentar. El foco de las clases de matematicas se concentra en completar el libro y hacer los
ejercicios propuestos en la plataforma, sin dar lugar para trabajar en el proceso argumentativo de
forma decidida.

De manera especifica, en la clase de geometria es en donde evidencié mayor dificultad para

apoyar el proceso de argumentacion de los estudiantes. Esta materia solamente tiene un espacio



por semana con una duracion de cuarenta y cinco minutos por clase. En ese tiempo se exige a los
docentes que los estudiantes desarrollen la unidad de geometria del libro Santillana en cada periodo
académico. Asi, es poco probable que, en las clases de geometria, se pueda enfocar en orientar los
procesos de argumentacion en los estudiantes.

La metodologia que adopto la institucion me ha causado cierto conflicto y ha sido un poco
frustrante para mi, especialmente en cuanto a la ensefianza de la geometria. Lo anterior debido a
que, en mi formaciéon como docente vivi una experiencia en la que con mis compaferos debiamos
resolver problemas geométricos en grupo, descubrir propiedades y justificarlas, algunas veces con
ayuda de un sistema tedrico local desarrollado en el curso. De alguna forma esperaba recrear ese
ambiente en mis clases de geometria.

Adicionalmente, durante los afios 2018 y 2019, cuando fui monitora en el grupo de
investigacion £ ¢ G, aprendi la importancia que existe de no imponer a los estudiantes las
definiciones de objetos geométricos o los teoremas, sino de permitirles llegar a sus propios
descubrimientos, a partir de sus construcciones, procedimientos o exploraciones, para luego
proponer afirmaciones que se deben argumentar para ser aceptadas. En el proyecto que el grupo
desarrollaba, tuve la oportunidad de observar clases de geometria en grados sexto y octavo en un
colegio, en donde vivencié que si era posible fomentar procesos argumentativos en las clases de
geometria. Sin embargo, las decisiones adoptadas en la institucion CoRe no permiten que, en las
clases de matematicas, y especialmente de geometria, los estudiantes aprendan a argumentar.

En el colegio CoRe sucedia lo que mencionan Planas y Morera (2012), es decir, se esperaba
que los estudiantes mostraran niveles de argumentacion optimos, sin desarrollar una estrategia
pedagbgica especifica que permitiera un desarrollo progresivo de la practica argumentativa, con
exigencias de describir, explicar, justificar y argumentar, que pueden darse tanto en situaciones de
razonamiento individual como en situaciones de interaccion en grupo. Por lo anterior, consideré
que era necesario buscar un espacio especifico y alternativo en la institucion CoRe, diferente a las
clases usuales de geometria para que los estudiantes de secundaria aprendieran a argumentar.

El interés del colegio CoRe por mejorar la argumentacion de los estudiantes no es aislado.
Tanto los Lineamientos Curriculares para el area de matematicas (MEN, 1998) como diversos
investigadores, han sefialado la importancia de aprender a argumentar en el aula, por multiples
razones. Por ejemplo, Ruiz (2012), reconoce el papel de la argumentacién en la construccion

autébnoma de conocimiento por parte de los estudiantes, ofreciendo la posibilidad de escucharse,



analizar situaciones colaborativamente y discutir las ideas de los compafieros. Esta postura es
similar a la establecida por Reuter et al. (2023), quienes sefialan que aprender a argumentar,
favorece la actividad matematica de persuadir y convencer a otros de la validez de una afirmacion
matematica, por medio de argumentos deductivos, y la actividad exploratoria de descubrir
propiedades y proponer conjeturas, ampliando el universo de conocimientos que se tienen, por
medio de argumentos abductivos e inductivos.

En el proceso de atender la necesidad, pensé en adoptar en ese espacio una via sugerida
por el grupo de investigacion £ ¢ G y por Garcia, A. (2015). Estos autores proponen propiciar la
argumentacion en matematicas a partir de la resolucion de problemas, como fue la experiencia que
vivi en mi formacidn universitaria. Ademas, afirman que resolver problemas matematicos permite
que los estudiantes exploren, encuentren propiedades, argumenten sobre qué tan seguros estan de
las propiedades descubiertas y refuten los descubrimientos de otros compafieros.

Para estimular un ambiente de resolucion de problemas, consideré la opcion de usar
GeoGebra, como proponen diversos autores. Por ejemplo, Bravo, Arenas y Pineda (2019) afirman
que el uso de GeoGebra favorece la argumentacion matematica, pues permite un acercamiento
practico de verificacion, con lo cual los resolutores ganan razones para sustentar sus afirmaciones.
Adicionalmente, Sua y Camargo (2019) mencionan que enfocarse en problemas geométricos con
el uso de GeoGebra contribuye a que los estudiantes exploren y justifiquen sus respuestas,
encontrando razones validas para sus descubrimientos.

En sintesis, consideré que una via factible para atender la necesidad de desarrollar el
proceso argumentativo de los estudiantes era crear un curso electivo en la institucion CoRe, para
proponer una forma diferente de trabajar en geometria y presentar a mi institucion una alternativa,
en la que los estudiantes aprendan a argumentar. En ese curso electivo, intenté favorecer la
argumentacion mediante la resolucion de problemas y aprovechando los recursos que brinda
GeoGebra. Adicionalmente, como el trabajo en geometria que se realiza en la institucién no
conduce a que los estudiantes tengan un suficiente bagaje de conocimiento geométrico para
enfocar el curso electivo en la argumentacion deductiva, decidi centrarme en la argumentacion
inductiva.

Por lo anterior, propuse responder a la siguiente pregunta de investigacion:



;Como promover la argumentacion inductiva en un espacio alternativo a la clase de geometria
de estudiantes de Educacion Basica Secundaria en el que solucionen problemas geométricos con

mediacion de GeoGebra?

1.2. Justificacion

A continuacion, presento la justificacion de mi estudio, la cual esta constituida a partir de
los siguientes elementos: mis intereses académicos personales; las orientaciones curriculares
sugeridas por el Ministerio de Educacion Nacional de Colombia sobre la ensehanza de la
argumentacion; y, los sefialamientos de la comunidad matematica sobre la importancia de
contribuir al aprendizaje de la argumentacion de estudiantes de todos los niveles educativos. La
justificacion me permite: sustentar la importancia del estudio para fomentar la argumentacion de
estudiantes de secundaria; mostrar la pertinencia de la investigacion para la comunidad de
educacion matematica; y, evidenciar la viabilidad del estudio respecto al tiempo, dedicacion y
autorizaciones necesarias para llevar a cabo el estudio.

Con relacion a mis intereses personales, me enfoqué en la argumentacion en geometria
porque, como ya dije en la formulacion del problema, desde que inicié el primer semestre en la
Licenciatura en Matematicas, empecé a interesarme por aquella rama de las matematicas y por su
ensenanza. Esto me permitié ver la importancia de implementar lo aprendido en la institucion
CoRe, pensando en que los estudiantes tuvieran la oportunidad de realizar exploraciones y
descubrieran por ellos mismos enunciados matematicos.

En cuanto a las directrices curriculares que son establecidas por el Ministerio de Educacion
Nacional, en los Lineamientos Curriculares se menciona que la geometria es una herramienta que
permite desarrollar la argumentacion. Adicionalmente, los Lineamientos, sugieren que las
situaciones problema que proponga el profesor deben permitir al estudiante “explorar, construir
estructuras, plantear preguntas y reflexionar sobre modelos; estimular representaciones informales
y multiples, y al mismo tiempo, propiciar gradualmente la adquisicion de niveles superiores de
formalizacion y abstraccion del conocimiento” (MEN, 2006, p. 16). Por esa razon, se propone la
implementacion de situaciones problemas que se conviertan en un reto para los estudiantes, en las
que ellos desarrollen procesos de visualizar, explorar y conjeturar en torno a la solucion de
problemas geométricos y, proponer argumentos a favor o en contra de una conjetura para utilizarlos

en la justificacion de afirmaciones.



Ademas, en los Estdndares Basicos de Competencias en Matematicas (EBCM), se senala
que la argumentacion es fundamental para fomentar el razonamiento en los estudiantes y lograr
que sean matematicamente competentes. Complementando lo anterior, algunos autores mencionan
que la argumentacion matematica en el aula no es solamente un discurso en el que los estudiantes
comparten una respuesta, se encuentran en desacuerdo con algun compafiero o enumera los pasos
de algin procedimiento (Rumsey y Langrall, 2016; y Grupo £ * G). Asi, desde nuestro punto de
vista, no basta promover ambientes de clase que favorezcan la argumentacion. Es necesario
ensefiar como se formula un argumento y promover la construccion de significado del papel que
desempefia cada elemento que conforma la formulaciéon como sefialan Planas y Morera (2012).
Adicionalmente, es de suma importancia proponer y generar espacios en los que se propicie una
motivacion para argumentar, escuchar los argumentos de otros y construir el conocimiento de
objetos o procesos matematicos (MEN, 2006).

Justifico la importancia de ensefiar a argumentar en el sefialamiento que hacen algunos
investigadores. Por ejemplo, Rumsey y Lagrall (2012) dicen que la argumentacion puede influir
positivamente en el desarrollo de la comprension matematica de los estudiantes y en generar que
ellos asuman un papel central en su aprendizaje. Asi, los estudiantes tienen la oportunidad de
apropiarse de las matematicas que estan aprendiendo.

Adicional a lo dicho, Planas y Morera (2012) mencionan que trabajar la argumentacion en
la formacion de profesores de matemadticas es de gran importancia, debido a que les permite
desarrollar el conocimiento profesional necesario para reconocer el aprendizaje de la
argumentacion matematica como un continuo que se inicia con la descripcion de hechos e ideas y
se perfecciona con la justificacion de argumentaciones parciales y la elaboracion de contra
argumentos.

Finalmente, el estudio era viable, ya que conté con el apoyo de la institucion educativa. La
institucion CoRe me brindo6 la oportunidad de crear y ofrecer un curso electivo alternativo a las
clases de matematicas y geometria, para estudiantes de 6° a 8°. Ademas, conté con la autorizacion
de los padres de familia, para que los estudiantes pudieran ser grabados al momento de solucionar

problemas geométricos con el uso de GeoGebra y en las puestas en comun.
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1.3. Objetivos

Con base en lo establecido en la formulacion del problema y la justificacion, el estudio

tiene los siguientes objetivos:

1.3.1. Objetivo general

Desarrollar la argumentacion inductiva de estudiantes de Educacion Bésica Secundaria del
Colegio CoRe en un curso electivo, que promueva la resolucion de problemas de geometria plana

con el uso de GeoGebra.

1.3.2. Obijetivos especificos

e Disefiar un conjunto de tareas que promueva la argumentacion inductiva en
estudiantes de Basica Secundaria, con problemas de geometria que se resuelven con
mediacion de GeoGebra.

e Establecer la influencia del programa GeoGebra en la elaboracion de argumentos
inductivos al resolver problemas de geometria.

e Presentar a la instituciéon CoRe una alternativa para fomentar la argumentacion en el
aula de matematicas por medio de un curso electivo para solucionar problemas

geométricos con el uso de GeoGebra.

1.4. Revision de antecedentes

En esta seccion presentamos la revision de antecedentes literarios que nos permitieron
construir fundamentos tedricos y metodologicos para nuestro estudio. Organizamos la
presentacion de la revision, comenzando por estudios que usan GeoGebra en la resolucion de
problemas de geometria, con el interés de favorecer la argumentacion. Ademas, documentos que
ofrecen fundamentos sobre qué es argumento y argumentacion. Finalmente mencionamos trabajos
que tienen como eje central la argumentacion inductiva.

Sua y Camargo (2019), pretenden aportar a la comprension de la accion conjunta, que se
produce entre el razonamiento cientifico y el uso de GeoGebra en un estudio en el que realizan un
experimento de disefio con parejas de estudiantes de educacion bdsica secundaria. Los

investigadores se enfocan en examinar el uso que hacian los estudiantes de la herramienta ‘Rastro’
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de GeoGebra para explorar, plantear conjeturas y justificar sus respuestas, mediante un estudio de
caso de una pareja de estudiantes.

Los autores usan la génesis instrumental y el razonamiento cientifico, como conceptos
teoricos fundamentales para comprender como los estudiantes interactuan con GeoGebra y coémo
estas interacciones pueden transformarse en aprendizajes significativos por los estudiantes cuando
ellos exploran, descubren y justifican una hipotesis para resolver el problema en cuestion. Estas
ultimas acciones son las que integran lo que ellos denominan razonamiento cientifico; al involucrar
el descubrimiento y la justificacién, vemos su asociacion con la argumentacion.

El estudio se centra en un problema geométrico de conjuracion, cuyo objetivo era que los
estudiantes descubrieran que los puntos que cumplen ser el centro de una circunferencia que
contiene a dos puntos A y B, pertenecen a la mediatriz del segmento AB. Los estudiantes, a través
de la manipulacién y exploracion de objetos geométricos en GeoGebra, debian formular conjeturas
y argumentarlas, ademas de comprender y generalizar las propiedades geométricas subyacentes.

Los autores destacan la importancia de que los profesores planteen problemas abiertos que
puedan ser abordados por los estudiantes, lo que fomenta la produccion de enunciados y promueve
la argumentacion. Resaltan que la relacion artefacto-individuos se estimula por el tipo de
problemas y los procesos argumentativos ejecutados por los estudiantes.

El ejercicio investigativo les permite a Sua y Camargo (2019) identificar artefactos que
evolucionan en instrumentos para los estudiantes, en tanto que estos comienzan a utilizar las
herramientas no solo para realizar tareas especificas, sino también para explorar, generalizar y
justificar propiedades matematicas.

Este articulo nos proporciona herramientas conceptuales y metodoldgicas valiosas. Una de
ellas es la idea de que los estudiantes pueden llegar a conclusiones generales a partir de
observaciones especificas, utilizando GeoGebra para llegar a la solucion. Esta idea es clave para
fomentar la argumentacion inductiva en el aula. Otra herramienta que nos brinda el estudio es una
mirada al tipo de problemas geométricos que podriamos utilizar o modificar para para favorecer
el uso de GeoGebra en problemas en los que ellos deben explorar, plantear conjeturas y argumentar
sus respuestas. Adicionalmente, el marco de referencia nos brinda una conceptualizacion de la
Génesis Instrumental, para interpretar el uso de GeoGebra en la solucion de problemas,

especialmente el uso dado a la herramienta ‘Rastro’. El articulo muestra que GeoGebra y el
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razonamiento cientifico son dos elementos que conforman un duo 1til para la resolucion de
problemas, que deberia explotarse de manera mas decidida en las clases de geometria.

Planas y Morera (2012), en un proyecto investigativo del Ministerio de Ciencias e
Innovacién de Espaina, buscan entender la complejidad de la nocién de argumentacion y el papel
que la interaccion en el aula de matematicas desempefia en el aprendizaje de esta. Las autoras
enfocan el marco de referencia en la argumentacion matematica. Ellas la definen como “un
discurso dirigido a un receptor con el fin de justificar una opinién partiendo de hechos o datos y
razonando los criterios sobre los que se decide la adecuacion de la opcion elegida.” (pp. 3).

A lo largo del articulo, las autoras destacan la importancia de ensefiar a los estudiantes a
estructurar argumentos de manera loégica y coherente, utilizando esquemas de argumentacion como
el de Toulmin (1985; citado en Planas y Morera 2012). Mencionan que este esquema ayuda a
descomponer los argumentos en elementos clave, tales como datos (premisas), aserciones y
garantias (razones que validan la conclusion). El uso de aquellos elementos permite que los
estudiantes justifiquen el camino que los llevé al planteamiento de soluciones.

Las investigadoras emplean una metodologia cualitativa basada en el analisis de casos de
estudio de profesores de Educacion Basica de Secundaria. Ellas recopilan informacion a partir de
la interaccion de los profesores y sus estudiantes durante la resolucion de problemas matematicos
de aritmética y geometria. Analizan la informacion para identificar y evaluar las practicas
argumentativas que emergen en las aulas.

En uno de los ejemplos presentados, los estudiantes exploran diferentes estrategias de
solucion de un problema y argumentan sus afirmaciones en cada etapa del proceso, empleando
principios aritméticos antes vistos. La argumentacion matematica surge mediante la justificacion
de las estrategias que emplean los estudiantes. En el segundo ejemplo, los estudiantes utilizan
GeoGebra para encontrar una propiedad geométrica especifica, argumentando sus afirmaciones
con la informacion obtenida en la exploracion y el descubrimiento de la construccion geométrica
realizada y la manipulacion dindmica de los objetos.

En las conclusiones, las autoras mencionan que la generalizacion tiene un papel importante
para desarrollar argumentos en el aula; la identifican en varios argumentos propuestos por los
estudiantes. Ellos hallan soluciones resolviendo casos concretos, pero se preguntan por la situacion
genérica cuya solucion informe sobre todos los posibles casos; este es un indicio de argumentacion

inductiva en el aula de matematicas.
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También, las autoras concluyen que la argumentacion matematica debe ser vista como un
proceso continuo de construccion y validacion de ideas matematicas. Este proceso es fundamental
en su ensefianza, ya que permite a los estudiantes desarrollar un entendimiento mas profundo de
los conceptos matematicos. Finalmente, invitan a la comunidad educativa en seguir contribuyendo
con la elaboracion de una percepcion mas amplia de lo que se conoce como argumentacion, para
que los estudiantes aprendan a exponer argumentos a partir de la resoluciéon de problemas. El
enfoque de la argumentacion matematica que presentan Planas y Morera (2012) es relevante para
nuestro estudio, ya que las autoras insisten en que la argumentacion es un proceso que debe estar
continuamente apoyado y desarrollado en el aula, tal como nosotras queremos mostrar en nuestro
estudio. También, nos proporciona herramientas tedricas importantes sobre la conceptualizacion
de argumentacion, la relacion de esta con la generalizacion y el esquema de Toulmin para construir
argumentos. Este esquema es también utilizado por el grupo de investigacion £ * G.

Rumsey y Langrall (2016) exploran estrategias didacticas para fomentar la argumentacion
matematica en aulas de primaria. La investigacion reportada en el articulo se centra en como los
profesores pueden integrar la argumentacion matemadtica cuando los estudiantes tienen poca
experiencia en el desarrollo de habilidades argumentativas. A través de una unidad de ensefianza
de ocho lecciones dirigida a estudiantes de cuarto grado, analizan cémo la argumentacion puede
servir no solo para explorar propiedades aritméticas, sino también para identificar, conjeturar,
justificar y argumentar las respectivas propiedades.

En el documento, las autoras definen argumentacion matematica como un proceso
discursivo en el que los estudiantes exploran, descubren y justifican sus afirmaciones a través de
un razonamiento estructurado, definicién que resulta ser similar a sugerida por el grupo £ « G (ver
Camargo et al., 2024; Molina y Samper, 2019; Sua y Camargo, 2019) y por Planas y Morera
(2012). Este proceso implica la formulacion de conjeturas, la busqueda de evidencia para apoyar
esas conjeturas, y la comunicacion de argumentos.

Las investigadoras presentan cinco estrategias didacticas que usaron para promover el
aprendizaje de la argumentacion matematica de sus estudiantes: introducir plantillas discursivas
como apoyo para desarrollar el discurso argumentativo; articular una buena discusién sobre un
contenido familiar en el que proponen un tema controversial que se hubiera visto en clases
anteriores; especificar condiciones para brindar a los estudiantes oportunidades de modificar

afirmaciones o conjeturas para que fueran ciertas; realizar afirmaciones falsas para que los
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estudiantes desarrollaran sus propias ideas, validaran o se cuestionaran las afirmaciones de otros
y asi las modificaran o validaran; y, tomar propiedades matemadticas conocidas por ellos y
mostrarlas de maneras nuevas o inesperadas, para desafiar a los estudiantes, ayudando a que
formularan preguntas y afirmaciones con su respectiva justificacion.

Como conclusiones, las autoras afirman que gracias a que se fomento6 la argumentacion en
la clase de matematicas, los nifios tuvieron la oportunidad de apropiarse de lo que estaban
aprendiendo, mas alla de la comprension procedimental. También indican que ellos participaron
de forma ludica explorando, conjeturando y justificando sus ideas. Ellas mencionan que la
argumentacion es mas que compartir una respuesta, estar en desacuerdo, enumerar los pasos de un
procedimiento, explicar una respuesta o notar un patréon, aspecto que va relacionado con mi
perspectiva investigativa. Por eso dicen que la ensefianza con énfasis en la argumentacion es una
poderosa herramienta que debe integrarse a las clases de matematicas.

El documento de Rumsey y Langrall (2016) es significativamente util para el desarrollo de
nuestro trabajo de grado, debido a que nos da una guia para implementar el uso de plantillas
discursivas en las tareas propuestas. Estas plantillas ofrecen una estructura lingiiistica que facilita
la formulacién de argumentos, aspecto relacionado con nuestro enfoque discursivo en el aula y
nuestro objetivo del estudio.

Molina y Samper (2019) llevan a cabo un estudio en el que proponen una rubrica para
identificar los tipos de argumentos que estan asociados a los tipos de enunciados de problema
abiertos de conjeturacion en geometria, abordados en GeoGebra. En el estudio rastrean las
estrategias de solucion realizadas por un grupo de estudiantes que se encontraban cursando
geometria plana en la UPN cuando abordan problemas que involucran la mediatriz de un
segmento.

En el marco conceptual, los autores definen problema abierto de conjeturacion como un
problema donde el enunciado no revela su solucion o respuesta y solicita establecer una conjetura.
También definen argumento en matematicas siguiendo el modelo de Toulmin, diciendo que es “un
enunciado oral o escrito, de estructura ternaria, que relaciona proposiciones particulares y una
general. En cualquier argumento, inicialmente se expresa un punto de vista, denominado asercion
(q); luego se proporcionan datos (p) para apoyar la asercion y se justifica el uso de los datos como

soporte de la asercion (7) por medio de la garantia” (pp.113).
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La estructura de un argumento inductivo es desarrollada por Molina y Samper (2019) a
partir de una modificacion del esquema tradicional del modelo propuesto por Toulmin (Figura 1.1)
para argumentos deductivos. En el esquema el dato se compone de varios casos que llevan a

expresar una asercion, con base en una regla general que se infiere del examen de los casos.

Figura 1.1 Estructura de un argumento inductivo elaborado por Molina y Samper (2019).
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En las reflexiones finales, Molina y Samper (2019) afirman que los entornos de geometria
dindmica, como GeoGebra, promueven la exploracion visual y el descubrimiento que estdn en la
base de una argumentacion inductiva. Particularmente los diferentes tipos de arrastre que se pueden
efectuar con la herramienta ‘Rastro’, posibilitan la visualizacion de varios casos de una situacion
problema, provocando la produccion de conjeturas y argumentos deductivos, inductivos y
abductivos, segln el tipo de enunciado.

Este articulo nos muestra la posibilidad de elaborar una estructura para el argumento
inductivo que podria ser util para el disefio de las tareas, aprovechando el modelo de Toulmin.
Aunque el modelo se propuso para producir argumentos deductivos, Molina y Samper (2019)
proponen una estructura para producir argumentos inductivos, tomando como base el modelo de
Toulmin.

Hernandez y Parra (2013) desarrollan una conceptualizacion de argumentos inductivos y
deductivos haciendo énfasis en la manera en que estos pueden variar en sus caracteristicas,
estructura y el ambito de validez, dependiendo de las premisas y garantias empleadas. Para hacer
la caracterizacion se basan en el modelo de Toulmin y en observaciones de la interaccion entre
estudiantes mientras resuelven problemas geométricos utilizando herramientas digitales.

Los autores utilizan el referido modelo, para analizar, en el caso de los argumentos
inductivos, como los estudiantes elaboran conjeturas a partir de observaciones especificas, como

estas conjeturas se transforman en generalizaciones. En particular, enfatizan en que tanto la
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asercion como la garantia, en un argumento inductivo, son de naturaleza probable, no son
absolutamente ciertas, pues dependen de las evidencias observadas. Ademas, destacan que la
induccidon en matematicas no se limita a una progresion de lo particular a lo general, sino que
puede adoptar diversas formas. Esta flexibilidad en la estructura del argumento inductivo permite
a los estudiantes explorar y generalizar conceptos geométricos de manera mas robusta.

Los investigadores analizan como los estudiantes generan y justifican argumentos
inductivos, al formular y refinar conjeturas basadas en la exploracién empirica y el descubrimiento
de propiedades. Ellos identifican diferentes estructuras argumentativas que surgen durante el
proceso. Este les permite mapear los patrones de generalizacion que los estudiantes emplean y
coémo estos patrones se relacionan con la validez del argumento obtenido. Esto los lleva a concluir
que los argumentos inductivos no solo son inferencias que van de datos particulares a aserciones
generales, sino que pueden adoptar diversas formas. Esta flexibilidad en la estructura del
argumento inductivo permite a los estudiantes explorar y generalizar conceptos geométricos de
manera mas robusta.

Hernandez y Parra se centran en la conformacion del argumento inductivo en funcion de
los datos y garantias, independientemente del tipo de problema que lo origine. Ellos muestran un
marco a seguir mas apropiado para nuestro trabajo, que el descrito por Molina y Samper (2019).
Este documento es fundamental para nuestro trabajo de grado, ya que nos proporciona un
fundamento para imaginar tareas que permitan a los estudiantes proponer conjeturas y sugerir
argumentos inductivos con los cuales respaldarlas, en la solucion de problemas geométricos. El
uso del modelo de Toulmin nos permite organizar el analisis de los argumentos generados por los
estudiantes, especialmente en la conformacion del dato.

Samper y Toro (2017) pretenden impulsar el uso del programa de geometria dindmica Cabri
en las clases de matematicas como un recurso eficaz para el aprendizaje de los estudiantes sobre
la formulacion de argumentos. Para ello, los autores realizan un experimento de ensefianza dirigido
a estudiantes de grado octavo. Elaboran una propuesta de siete actividades enmarcadas dentro de
la actividad demostrativa y el aprendizaje del software Cabri. Las categorias de analisis se dividen
en dos aspectos: la forma como se estructuran los argumentos y la naturaleza del argumento segun
la garantia.

En el marco de referencia, los autores se fundamentan en la actividad demostrativa que

incluye dos procesos: conjeturar y justificar. Ademas, utilizan la estructura de los argumentos de
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acuerdo con el modelo de Toulmin, asi como Planas y Morera (2012), Hernandez y Parra (2013)
y Sua y Camargo (2019).

En el andlisis, observan que los estudiantes por lo general se centran en usar garantias
visuales y que Cabri puede convertirse en una herramienta potente para suscitar la produccion de
argumentos, siempre que las tareas estén bien disefiadas en procura de la justificacion de las
afirmaciones y haya un acompafamiento cercano del profesor.

En las conclusiones, corroboran la importancia del uso de la geometria dindmica en el aula
dado que: permite visualizar, explorar, analizar y plantear conjeturas; ofrece la oportunidad de
trabajar en construcciones geométricas euclidiana; permite transformar o modificar continuamente
los objetos geométricos en tiempo real con la herramienta ‘Rastro’ preservando las relaciones con
las que fueron construidos. Pero aclaran que las actividades tienen que planearse cuidadosamente
de tal forma que apunten a la construccion de conocimiento y favorezcan la argumentacion. Asi,
los estudiantes no solamente aprenden a usar las diferentes herramientas y funciones del programa,
sino que también aprenden a interpretar la informacion sobre las figuras representadas.

Este articulo contribuye a nuestro estudio debido a que brinda una via para el disefo de las
tareas en las que se pida a los estudiantes realizar una exploracion con el uso de software como
Cabri o GeoGebra. Ademas, aquellas tareas contribuyen a que los estudiantes puedan explorar y
descubrir propiedades geométricas, para luego expresar argumentos en los que justifiquen lo

descubierto.
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Capitulo 2. Marco de Referencia

Este capitulo aborda los fundamentos tedricos que estructuran nuestra propuesta,
distribuidos en dos secciones. En la primera, desarrollamos la conceptualizacion de génesis
instrumental, mirada que nos permite identificar el rol de GeoGebra en la resolucion de los
problemas propuestos en las tareas. A partir de esta mirada, analizamos su incidencia en la
produccion de argumentos inductivos por parte de los estudiantes, en consonancia con los
planteamientos de Pérez (2014) y de Sua y Camargo (2019). En la segunda, planteamos la
conceptualizacion de argumentacion, argumento matematico y argumento inductivo, con base en
los planteamientos del grupo de investigacion £ ¢ G, Rumsey y Lagrall (2016), Planas y Morera
(2012) y, Hernandez y Parra (2013).

2.1. Génesis instrumental

Una de las perspectivas teoricas que afirma Pérez (2014) para estudiar el papel de las
tecnologias digitales en la enseflanza y el aprendizaje de las matematicas, es la Génesis
Instrumental. Escogimos esta teoria como fundamento de nuestra investigacion ya que se enfoca
en el uso de las tecnologias al resolver problemas matematicos. Particularmente en nuestro estudio,
nos sirve para analizar como GeoGebra es utilizado por los estudiantes como apoyo para producir
argumentos inductivos, durante el desarrollo de los problemas geométricos propuestos en las tareas
del curso electivo.

Asi, para nuestro estudio tomamos la definicion de génesis instrumental sugerida por Sua
y Camargo (2019): “es el proceso mediante el cual los individuos interactiian con artefactos que
median su actividad al resolver tareas, los dotan de significado y los incorporan en su labor bajo
secuencias de acciones realizadas de manera regular” (p. 10).

En esta teoria se desarrollan cuatro conceptos fundamentales: artefacto, instrumento,
imstrumentalizacion e instrumentacion. A continuacion, nos referimos a cada uno de ellos.

e Artefacto: Es definido por Pérez (2014) como el objeto técnico, creado por seres
humanos con un propdsito especifico. En el campo de la Educacion Matematica, se
reconocen tanto las herramientas tecnoldgicas usuales (&dbacos, regla, transportados,
compds) como las herramientas tecnoldgicas (programas informaticos, aplicaciones,

etc.). También se pueden denominar artefactos simbdlicos a aquellas herramientas
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técnicas creadas para trabajar con objetos matematicos (principalmente los algoritmos,
los sistemas de numeracion, los sistemas numéricos, etc.). En este estudio tomamos
como artefacto tanto a GeoGebra en su globalidad, como a las opciones que brinda el
programa y que utilizaron los estudiantes en sus exploraciones. Por ejemplo: ‘distancia
o medida’, ‘circunferencia’, ‘medida de angulo’, ‘punto’, ‘segmento’, ‘recta’ o la
funcién de arrastre.

Instrumento: Segun Trouché (2004; en Pérez 2014), un instrumento no existe por si
mismo, sino que es una transformacion del artefacto que se convierte en instrumento
para un individuo cuando este se apropia significativamente de este y lo integra en la
resolucion de una tarea. Esto quiere decir que mientras el artefacto es la herramienta en
si, el instrumento surge cuando el individuo le asigna usos y significados especificos al
artefacto, desarrollando formas de usos personales. Cuando esto ocurre, se dice que
cada individuo ha construido un instrumento a partir del artefacto.

En nuestro trabajo de grado algunos de los artefactos que se transforman en
instrumentos son: ‘medida de distancia’, ‘medida de angulo’, funcion de arrastre, entre

otros.

La evolucion de los artefactos en instrumentos requiere de dos procesos articulados entre

si, producto de la relacion entre el individuo y el artefacto: instrumentalizacion e instrumentacion.

Estos procesos son de importancia en nuestro estudio, por lo que fueron el centro de nuestra

atencion al realizar el rastreo de la informacion, cuando los estudiantes resolvieron las tareas

propuestas. Entendemos estos procesos como se expresa a continuacion.

Instrumentalizacion: Como sefialan Sua y Camargo (2019) la instrumentalizacion es
el proceso mediante el cual el individuo reconoce las funciones, capacidades y
limitaciones del artefacto, ajustdndolo o modificandolo seglin sus necesidades para
resolver un problema o realizar una tarea. En nuestro estudio, este proceso es evidente
por ejemplo cuando los estudiantes: construyen un segmento AB con la opcion
‘segmento’ sin considerar que es necesario determinar primero los puntos 4 y B o
cuando dejan de usar la opcion ‘punto’ para hallar la interseccion de dos rectas y utilizan
la opcion ‘punto de interseccion’.

Segun Trouché (2004; en Pérez 2014) la instrumentalizacion sucede en tres etapas. En

la primera, se descubren y seleccionan las funciones relevantes del artefacto, en este
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caso de GeoGebra. En la siguiente etapa, se personaliza y adapta el conjunto de
herramientas que se utilizan para realizar las tareas especificas. Finalmente, en la etapa
de transformacion, los estudiantes modifican el uso de la herramienta para fines
diferentes a los originalmente concebidos.

e Instrumentacion: De acuerdo con Sua y Camargo (2019), la instrumentalizacion es el
proceso en el que el individuo se apropia de la herramienta para usarla en beneficio de
la resolucion de la tarea. El foco de atencion ya no esta en el artefacto sino en la tarea
misma. En otras palabras, a medida que el individuo reconoce el potencial de las
herramientas del programa GeoGebra, la adapta a sus fines, segun sus conocimientos,

para darle solucion al problema.

2.2.  Argumentacion matematica

En consonancia con Rumsey y Langrall (2016), el Grupo de Investigacion Z£+G, y Planas
y Morera (2012), consideramos que la argumentacion matemadtica es un proceso discursivo,
sociocultural y dinamico en el que, cuando sucede en el aula, los estudiantes descubren ¢ infieren
informacion nueva a partir de otra ya existente, para generar proposiciones que se articulan con el
fin de convencer o persuadir a los demas miembros de la comunidad de la certeza o la aceptabilidad
de una afirmacion. Esto implica una comunicacion en la que los estudiantes no solo presentan
afirmaciones, sino que también las justifican a través del didlogo, ya sea verbal o escrito.

En este intercambio de ideas los participantes formulan argumentos mediante un proceso
de exposicion y realimentacion, lo cual es esencial para la construccion del conocimiento
matematico. Las normas de la clase, las herramientas disponibles (como por ejemplo GeoGebra)
y las préacticas compartidas, influyen en como se construyen los argumentos y si son aceptados o
convencen a los interlocutores. Las ideas matematicas no surgen ni se desarrollan en aislamiento,
sino dentro de un entorno social y cultural que establece qué argumentos se admiten.

Decimos que la argumentacion es un proceso dindmico porque no se trata simplemente de
presentar argumentos como Unica respuesta a preguntas, sino de un constante intercambio y
evolucion de ideas. A lo largo de este proceso, los estudiantes exploran, descubren, presentan
afirmaciones, justifican sus respuestas, y, lo mas importante, participan activamente en la critica y
ajuste de sus argumentos en funcion de la realimentacion que reciben de sus compafieros o del

profesor. De este modo, la argumentacion matematica se convierte en un proceso de aprendizaje
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en evolucion, donde las ideas se enriquecen, se ajustan y se perfeccionan mediante la interaccion

continua.

2.2.1. Argumento

La conceptualizacion de argumento que asumimos en este trabajo es la que sugiere el grupo
de investigacion A-G:
Es una expresion discursiva expositiva, conforme a normas compartidas, que presenta
una asercion y razones que la sustentan. La asercion se presenta en una de tres maneras:
como una proposicion (es decir, una oracion de la cual puede decirse que es verdadera o
falsa) que afirma o niega una idea; como una oracion en la que se plantea una postura; o
como una accion fisica realizada con la que se expresa una idea o una postura. De la idea
expuesta interesa sustentar su veracidad; de la postura planteada interesa sustentar su
aceptabilidad. Las razones se pueden presentar como oraciones (sean 0 no proposiciones)

o como acciones. (Camargo et al., 2024, p. 317).

Hay que tener presente que la justificacion es entendida por el grupo Z£+G como el conjunto
de razones (dato y garantia) que son utilizados para sustentar la asercion, lo que quiere decir que
una justificacién no es un argumento sino parte de este.

Los argumentos a los que nos referimos en este trabajo de grado son argumentos simples.
Esto quiere decir, como lo sefialan Camargo et al. (2024) que los argumentos se conforman por
tres elementos relacionados funcionalmente de la siguiente manera:

e Dato: Razon que sustenta la asercion.

e Asercion: Sostiene mediante un enunciado general por qué el dato apoya la asercion.

e Garantia: Razon que sustenta la relacion entre el dato y la asercion.

Si la garantia no es mencionada, Camargo et al. (2024) afirman que se establecera como
un argumento simple incompleto. La estructura funcional de un argumento simple corresponde a
la adaptacion del esquema argumentativo propuesto por Toulmin (2007), quien incluye seis
posibles componentes de un argumento. Para un argumento simple, el grupo Z£+G propone la
representacion que aparece en la Figura 2.1 en el que simboliza la relacion entre el dato y la

asercion con una flecha e, indica el sustento que permite pasar del dato a la asercion debajo de la

flecha.
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Figura 2.1 Estructura de un argumento simple.

D » Entonces A

Puesto que
G

Nota: Tomado del grupo de investigacion EG (2024)

Finalmente, definimos argumento matematico como un argumento que surge en la
actividad matematica como puede ser generalizar, visualizar, explorar, representar o clasificar. La
asercion en este tipo de argumento se refiere a un objeto matematico, como pueden ser propiedades
o relaciones entre propiedades, y las razones que se aportan para sustentarla pueden estar

relacionadas o no con condiciones de indole matematica (Camargo et al., 2024).

2.2.2. Argumento inductivo

De acuerdo con lo establecido por el grupo de investigacion A£+G, en el proceso de producir
un argumento, la inferencia que se hace a partir de informacion con la que se cuenta determina si
la argumentacion es inductiva, deductiva o abductiva. El grupo establece una tipificacion para los
argumentos inductivos, deductivos y abductivos. Como lo mencionamos en la delimitacion del
problema, en este trabajo nos centramos en los argumentos inductivos.

La argumentacién inductiva se basa en un grupo de elementos que comparten una
caracteristica comun, denominado conjunto referencial y se caracteriza por observar
empiricamente un atributo u otra caracteristica que se encuentra presente en algunos de los
elementos que pertenecen a este conjunto. Luego, si se consideran uno o varios casos no
observados que pertenecen al conjunto referencial, se puede inferir que aquellos casos también
cumplen con el otro atributo mencionado.

En consonancia con Camargo et al. (2024), en un argumento inductivo, el dato representa
la caracteristica comun a todos los elementos del grupo de referencia, ademas de otra caracteristica
observada en varios de los elementos, distinta a la del conjunto referencial y el o los elementos no
observados que cumplen el atributo general del conjunto referencial. La asercidon sugiere, como
inferencia, que es probable que aquel elemento del grupo también cumple con el atributo. La
garantia corresponde al posible patron de generalizacion escrito de forma condicional, es decir, la

idea de que todos los elementos del conjunto referencial comparten el atributo.
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Desde esta perspectiva, como lo menciona Copi y Cohen (2013) tanto la asercion como la
garantia en un argumento inductivo son de naturaleza probable, lo que significa que la asercion no
necesariamente sera verdadera y puede dar lugar a la refutacion, ya que se pone en cuestionamiento
el dato o la garantia. Esto quiere decir que el argumento inductivo parte de una inferencia basada
en la observacion de patrones. Asi, teniendo en cuenta el criterio de tipificacion mencionado, y
sintetizando lo anterior, en un argumento inductivo la asercion y la garantia son los elementos
inferidos durante la argumentacion a partir de un dato, y ambos son probables. El esquema que se
muestra en la Figura 2., representa la estructura funcional del argumento inductivo y marca con el

recuadro resaltado los elementos que fueron inferidos en el argumento.

Figura 2.2 Estructura de un argumento inductivo segun el grupo de investigacion £+G,
2024.

- los elementos de A tienen el atributo p
- algunos elementos de A tienen

el atributo q

- de otros elementos de A, no se sabe si

probablemente al menos otro elemento de
‘ A también tiene el atributo g

tienen el atributo q probablemente

|
[ los elementos de A tienen el atributo g ]

De acuerdo con lo mencionado anteriormente, en el presente trabajo nos centramos en la
construccion de significado de un argumento inductivo, intentando que los estudiantes reconozcan

los elementos considerados en la Tabla 2.1



Tabla 2.1 Elementos de un argumento inductivo

1. Dato

Conjunto universal de objetos que se exploran
Propiedad conocida que tienen los objetos del conjunto universal
Propiedad descubierta en algunos de los objetos del conjunto universal

Caso no explorado que pertenece al conjunto universal

2. Asercion

Enunciacidn sobre el caso no explorado en relacion con la propiedad
descubierta

3. Garantia

Patron de generalizacion o conjetura que establece una proposicion
condicional del tipo “si propiedad conocida entonces propiedad
descubierta”

24
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Capitulo 3. Marco metodologico

En el presente capitulo, describimos el proceso metodologico utilizado en el desarrollo de
la investigacion, cuyo proposito es que estudiantes de sexto a octavo grado aprendan a producir
argumentos inductivos. Iniciamos sintetizando la aproximacion investigativa y la estrategia
cualitativa empleada. Luego, contextualizamos la investigacion describiendo los participantes, las
experiencias previas de los estudiantes, el espacio en el que se desarrollo el curso electivo y las
tareas propuestas. Después, indicamos las técnicas para recolectar la informacion y, finalmente,

describimos las herramientas analiticas.

3.1. Posicionamiento investigativo

Nuestro estudio asume un enfoque fenomenoldgico, debido a que, como menciona
Camargo (2021), pretende realizar una indagacion sistematica de un fendmeno, mediante
descripciones, explicaciones, interpretaciones e inferencias, asociadas a un proceso cualitativo. La
aproximacion investigativa que encamina el estudio es hermenéutica, porque pretendemos rastrear
detenidamente las acciones, las interacciones y los discursos de los estudiantes para ... buscar
una cercania total con el fenomeno que se esta indagando para conocerlo, comprenderlo y captar

su significado en profundidad de forma global” (Camargo, 2021, p. 18).
3.2. Estrategia investigativa

La estrategia que utilizamos en nuestro estudio es un Experimento de Ensefianza. En ese
sentido, se centra en el disefio, la implementacién y la evaluacion de un conjunto de tareas, que
pueden trabajarse en secuencia. El experimento se enmarca en una conjetura o hipotesis general
sobre un aprendizaje especifico (Camargo, 2021).

En nuestra investigacion los participantes son la investigadora-profesora (autora del trabajo
de grado), la investigadora asesora (directora del trabajo de grado) y un grupo de estudiantes de
Educacion Basica Secundaria. Las investigadoras propusimos una conjetura sobre la forma en la
que los estudiantes podrian aprender sobre argumentacion inductiva, disefiamos las tareas,
generamos las condiciones para su ejecucion, una de nosotras implemento las tareas y fuimos
haciendo ajustes a estas a medida que analizdbamos su funcionamiento. En el proceso cotejamos

la informacion que ibamos obteniendo con fundamentos tedricos sobre la ensefianza y el
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aprendizaje para entrelazar las fuentes empiricas y tedricas en el curso del experimento (Buitrago

y Martinez, 2012).

3.3. Conjetura

En nuestro estudio, la conjetura que pusimos a prueba es la siguiente: estudiantes de sexto
a octavo grado de Educacion Basica Secundaria que participen en el curso electivo pueden
aproximarse a la produccion de argumentos inductivos mediante la solucion de problemas
geométricos, resueltos con ayuda del software GeoGebra y tres recursos didacticos que acompanan
los enunciados; estos contribuyen a que los estudiantes estructuren los elementos de un argumento
inductivo identificando el papel de cada uno, estableciendo su relacion con los otros y
reconociendo la naturaleza probable de la asercion y la garantia. Los tres recursos didacticos son

los siguientes.

(i) Cuestionario. En el enunciado de las tareas, ademas de la formulacion del problema se
incluyen items, tipo cuestionario, que orientan: el proceso de exploracion, en GeoGebra, de
casos particulares que cumplen una propiedad dada; el descubrimiento y formulacion explicita
de una propiedad; la enunciacion de una asercion sobre un caso no explorado, que se infiere a
partir de lo descubierto en los casos explorados; y la formulacién de la conjetura a manera de
patron de generalizacion. En lugar de un enunciado del tipo ‘descubra el lugar geométrico de
los puntos que equidistan de dos puntos fijos’, que daria lugar a proponer una propiedad
descubierta tinicamente, optamos por un enunciado que dirija la atencion de los estudiantes
en los diferentes momentos de la argumentacion inductiva y en la forma en como se formula
el argumento. El enunciado del problema que se encuentra en la seccion 4 ejemplifica el
recurso didactico.

(ii) Plantilla discursiva. Como segunda parte del enunciado de la tarea, que se entrega a los
estudiantes una vez han resuelto el problema, usamos una adaptacion de una plantilla
discursiva adaptada de una propuesta por Rumsey y Langrall (2016) para que los estudiantes
identifiquen la estructura mediante la cual se comunica un argumento inductivo. Los
estudiantes deben completar una oracion construida de tal forma que se van incorporando los
elementos del argumento, ligados por palabras, frases y conectores que van dando la forma al

argumento. Un ejemplo de plantilla discursiva esta en la Figura 3.1.
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Figura 3.1 Plantilla discursiva para elaborar un argumento inductivo

Observo que sabia que tenian la propiedad también tienen la propiedad
(Dato). Afirmo que el objeto no explorado tiene la propiedad (Asercidn).
Esto es asi porque (Garantia).

(iii) Esquema argumentativo. Como tercera parte de la tarea proponemos a los estudiantes
completar un esquema (Figura 3.2). Es una adaptacion que hacemos de la propuesta de Kuntze
(2008), quien sefiala que es tutil para apoyar visualmente la identificacion de los componentes de
un argumento. Aunque este investigador lo propone para los argumentos deductivos, nosotras lo

adaptamos a los argumentos inductivos.

Figura 3.2 Esquema argumentativo para representar un argumento inductivo

1 Propiedad conocida
2 Propiedad descubierta >
Objeto no explorado
3 que tiene la propie-
dad dada
Representacion Dato Porque: Asercion
producida en la

exploracion
Garantia

3.4. Contextualizacion del estudio

El curso se desarrolld en el colegio CoRe, ubicado en la localidad de Engativa y
categorizado con un estrato socioecondmico tres. El colegio tiene dos horas establecidas para
cursos electivos como danzas, artes y robotica, que contribuyen a la formacion integral del
estudiante. En este espacio, cada estudiante elije a su eleccion desde el principio de afio el curso
electivo que quiere desarrollar. Sin embargo, vimos la oportunidad de implementar las tareas
dentro de un curso electivo para no ir en contra de las politicas institucionales y asi, tuvimos la
autorizacion por el rector de implementar el experimento de ensefianza durante el cuarto periodo

académico del afio 2023. El horario del colegio es rotativo cada seis dias; lo que quiere decir que
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la electiva “jA utilizar GeoGebra!” se desarroll6 cada sexto dia escolar, en el horario asignado de
2:10 p.m. a 3:30 p.m.

Los estudiantes que se inscribieron al curso electivo son niflos y adolescentes con buen
nivel académico, que voluntariamente quisieron asistir. A la mayoria de ellos les gusta participar,
prestar atencion y preguntar. Este hecho es un indicio de que les gustan las matemadticas y que
quieren aprender de programas informaticos, que normalmente no se utilizan en las clases de
matematicas.

En un principio pensamos en realizar el curso electivo en la sala de informatica; sin
embargo, el salon se encontraba ocupado por los estudiantes de la electiva de periodismo. Por tal
razon, decidimos utilizar un salon apartado de los demas salones, para aislar el ruido ocasionado
por las demas electivas. El salon contaba con video Beam, tablero, sillas y mesas para los
estudiantes.

En cuanto a computadores portatiles para el trabajo en grupos, fue imposible usar los
equipos de la institucion debido a que se encontraban en mal estado. Por esta razon, utilizamos: el
computador personal de la autora de este trabajo, un computador de uno de los estudiantes, con
autorizacion previa de los padres de familia, y tres portatiles de compaieros docentes del colegio

CoRe que nos prestaron sus equipos de forma solidaria.

3.5. Planeacion del experimento de ensefianza

El experimento de ensefianza se desarrolla en tres etapas, atendiendo a lo sugerido por
Camargo (2021), planeacion, experimentacion y registro de informacion y analisis. En la etapa de
planeacion, se estructura el experimento con el fin de poner a prueba la conjetura propuesta en la
investigacion. En esta seccion presentamos informacion con relacion a esta etapa.

Disefiamos cuatro tareas de geometria, para desarrollar con el apoyo de GeoGebra, cuyo
foco era la relacion de equidistancia. Para la primera clase, planeamos una introduccion a la
electiva y un trabajo con material concreto con la tarea preliminar “puntos equidistantes a un
punto” implementada el lunes 28 de agosto del ano 2023, para introducir la relaciéon de
equidistancia (Anexo 1 — Enunciado y planeacion de la tarea preliminar). Los titulos de las cuatro
tareas y una descripcion breve de estas se encuentran en la Tabla 3.1. Ademas, en el Anexo 2 —

Enunciados de las tareas se encuentran los enunciados de las tareas, (en los que se incluye el
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problema y los recursos didacticos descritos) como se propusieron a los estudiantes durante el

curso electivo.

Tabla 3.1. Tareas propuestas para los estudiantes

Tarea Fecha Titulo Descripcion
1 13 de Puntos Se pide a los estudiantes que: identifiquen y representen
septiembre | equidistantes a dos | en GeoGebra puntos que equidisten a dos puntos fijos;
del 2023 puntos descubran el lugar geométrico en donde se encuentran

es0s puntos; produzcan una conjetura sobre el lugar
geométrico; y, elaboren un argumento utilizando los tres
recursos didacticos.

2 02 de Hecho geométrico | Se pide a los estudiantes que: representen un segmento y
octubre de la mediatriz su mediatriz, usando la opcion ‘mediatriz” de GeoGebra;
descubran alguna propiedad de la mediatriz respecto al
segmento (bien sea que la recta es perpendicular al
segmento o que la intersecciéon entre la recta y el
segmento es el punto medio del segmento, o ambos);
formulen una conjetura; y, elaboren un argumento
utilizando los tres recursos didacticos.

3. 18 de Interseccion de Se pide a los estudiantes que: construyan un triangulo en
octubre mediatrices de un | GeoGebra; construyan las mediatrices de los segmentos;
triangulo hallen el punto de interseccion de las mediatrices;

descubran alguna propiedad del punto de interseccion de
las mediatrices utilizando las funciones de ‘arrastre’ y
‘rastro’; formulen wuna conjetura; vy, elaboren un
argumento utilizando los tres recursos didacticos.

4. 03 de Equidistancia en un | Se pide a los estudiantes que: construyan un tridngulo
noviembre | tridngulo auno de | ABC; determinen el punto medio del segmento AB y lo

los lados nombren con P; ubiquen el punto C de tal forma que P

(triangulos equidiste de A, B y C; dejando fijos los puntos A y B;

separables) arrastren el punto C para que descubran una propiedad

que cumple el triangulo ABC cuando el punto P equidista
de A, B, C; formulen una conjetura; y elaboren un
argumento utilizando los tres recursos didacticos.
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Ademas de planear las tareas, decidimos organizar a los estudiantes inscritos en la electiva
en cinco grupos por su cercania de edad y buscando, en lo posible, que fueran de cursos diferentes.
Asignamos un responsable del computador, encargado de establecer quién manipulaba GeoGebra,
en la Tabla 3.2, se encuentran la respectiva organizacion. Los nombres son seudénimos para
respetar la confidencialidad de los estudiantes. Los estudiantes que estan en la primera fila de la

tabla fueron los responsables de los portatiles.

Tabla 3.2 Organizacion de los grupos de trabajo

Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3 Grupo 4 Grupo 5
Juan P. 6° | Miguel 6° | Alejandro 7° | Laura 8° | Daniela 8°
Ana H. 6° | Sofia 7° | Samir 7° | Sara 8° | Mariana S. | 8°
Juan A. 6° | Juliana 7° | Martin 7° | Mariana 7° | Paula 8°

En cuanto a la adecuacion de los computadores, la investigadora-profesora fue la encargada
de instalar GeoGebra y un software para grabar las sesiones en todos los equipos, antes de iniciar
con el curso electivo. La instalacion del software se realizé con el fin de que cada grupo grabara
las pantallas de los computadores para registrar la exploracion en GeoGebra y obtener la
produccion oral de los estudiantes. Luego, la profesora realizé un documento guia para que los
estudiantes (encargados de los computadores) siguieran instrucciones sobre como prender la
camara, grabar la pantalla, terminar la sesion y guardar la grabacion en la carpeta asignada (Anexo
3 — Instrucciones de grabacion para los estudiantes). Planeamos que las grabaciones fueran
realizadas por los mismos estudiantes. Adicionalmente, la auxiliar practicante de la Entidad de
formacion para el Estado del trabajo colombiano, Sena, ofrecio usar el celular de la profesora para
grabar las puestas en comun.

Para guiar a los estudiantes en el uso de GeoGebra, como era la primera vez que empleaban
el programa, la investigadora profesora cred un archivo en Word en el que aparecen los pasos a
seguir en GeoGebra apenas sea abierto el programa. Esto para que los estudiantes supieran como
debian ocultar la cuadricula, quitar los ejes, utilizar el despliegue de herramientas, determinar
puntos, renombrar objetos geométricos, medir distancias, disminuir el nimero de decimales, entre

otros (Anexo 4 — Acuerdos de GeoGebra).
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Como guia de planeacion de la gestion de la profesora, creamos un archivo de Word que
se encuentra en el Anexo 5 — Planeacion detallada de los enunciados de las tareas, en el que: 1)
describimos cada uno de los items de los enunciados ii) describimos la gestion del profesor al
inicio, durante y al finalizar cada sesion. Ademas, realizamos una tabla de dos columnas; en la
columna de la derecha incluimos la posible gestion de la profesora cuando los estudiantes
desarrollaran cada item del enunciado de la tarea. En la columna izquierda escribimos posibles

preguntas o situaciones propuestas por los estudiantes.

3.6. Descripcion de la experimentacion

Iniciamos las sesiones el dia 28 de agosto del afo 2023 y finalizamos el dia 07 de
noviembre del mismo afio. Procuramos seguir el cronograma previsto en la planeacion. Sin
embargo, enfrentamos algunos retrasos debido a varias circunstancias imprevistas. Tuvimos
problemas logisticos como dificultades para tener a tiempo los computadores, cambios de horario
en la institucion y ausencias de algunos estudiantes por actividades externas, como presentaciones
o eventos escolares.

Durante el desarrollo de las tareas, evidenciamos diferencias en la motivacion de los
estudiantes. En algunas sesiones, los estudiantes mostraron gran entusiasmo y compromiso con las
actividades, mientras que en otras se observo desmotivacion, sobre todo de los estudiantes del
grupo 1, en parte porque mostraban mayor interés en las responsabilidades académicas habituales
del colegio. Ademas, en una de las sesiones, tuvimos problemas técnicos con el programa de
grabacion de un computador, lo que nos impidid registrar las interacciones y vivencias de los
estudiantes en esa ocasion, lo cual fue una limitacion en la recoleccion de datos. Tuvimos que
basarnos en las notas de campo de la sesion, que se generaron en una reunion posterior entre la
investigadora-profesora y la investigadora-asesora. Los estudiantes de séptimo y octavo, asi como
el estudiante de sexto grado del grupo 2 mostraron més entusiasmo. En varias ocasiones llegaron
al aula con inquietudes sobre los problemas a resolver y manifestaron interés en continuar con las

tareas.

3.7. Registro de la informacion y construccion de los datos a analizar

Utilizamos las siguientes formas de recoleccion de informacién que nos permitieron

construir un conjunto de datos para nuestro analisis.
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e Registros de interacciones en Teams: Las interacciones fueron grabadas y almacenadas
en la plataforma Teams.

e (rabaciones de audio y video: Realizamos grabaciones de las interacciones entre la
profesora y los estudiantes, tanto al inicio como al finalizar las sesiones (en las puestas
en comun).

e Producciones escritas de los estudiantes: Las respuestas escritas a las tareas, que los
estudiantes entregaron al terminar cada clase, fueron archivadas.

e Archivos de GeoGebra: Los archivos generados por los estudiantes en GeoGebra
fueron archivados; estos permitieron rastrear el proceso de exploracion y
descubrimiento a lo largo de las tareas propuestas.

Aunque todos los grupos intentaron realizar grabaciones de sus sesiones, el grupo 1
enfrentd problemas técnicos con la grabacion en el computador asignado, y algunos estudiantes
del grupo 5 faltaron a varias sesiones del curso por razones institucionales. Ademas, de la tarea 2
no contamos con la informacion completa debido a fallos de los archivos de audio.
Adicionalmente, de la tarea 4, solo conservamos las producciones escritas de los grupos 2y 3, ya
que problemas técnicos con los computadores resultaron en la pérdida de informacién. Por estas
razones optamos por analizar solamente las producciones de los grupos 2, 3 y 4.

Una vez obtenida la informacion, realizamos el siguiente tratamiento para construir los
datos de la investigacion: 1) A partir de la escucha y observacion atenta a las grabaciones de las
sesiones en Teams elaboramos una narracion detallada de lo que hicieron los estudiantes de los
grupos 2, 3 y 4 al resolver cada tarea. ii) En los momentos en que identificdbamos informacién o
interacciones relevantes, especialmente aquellas relacionadas con la génesis instrumental o el
proceso de construccion de argumentos inductivos, transcribimos textualmente lo que los
estudiantes decian. iii) Adicionalmente, incluimos capturas de pantalla de GeoGebra para
complementar las narraciones. Prestamos especial atencion a los momentos en que los estudiantes
estaban en el proceso de exploracion, descubrimiento y formulacion de conjeturas, asi como a las
discusiones sobre como debian completar el cuestionario, la plantilla y el esquema discursivo para
elaborar el argumento.

El resultado de este proceso es una narracidn compuesta de partes descriptivas,
transcripciones e imagenes en GeoGebra, que es la que utilizamos para el analisis. Los datos de la

investigacion son los fragmentos de transcripciones que estan en los episodios en donde podemos
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rastrear la génesis instrumental y respuestas incluidas en el cuestionario, la plantilla y el esquema

discursivo en las que evidenciamos el proceso de produccion de argumentos inductivos.

3.8. Analisis de la informacién

Como corresponde a un experimento de ensefianza, hicimos dos tipos de analisis:
microanalisis entre sesion y sesion y, analisis retrospectivo. El primero lo realizamos en los
espacios de direccion de trabajo de grado, en los que discutiamos los sucesos principales de cada
clase, el funcionamiento de las tareas y de los recursos didacticos. Lo anterior nos llevo a hacer
algunos ajustes a los enunciados de las tareas y a los recursos didacticos. Por ejemplo, en la tarea
4 incluimos una pregunta que permitiera a los estudiantes reflexionar explicitamente sobre la
naturaleza probable de la asercion y de la garantia formuladas.

El andlisis retrospectivo lo hicimos al finalizar el experimento y lo presentamos en el
capitulo 4 de este documento. La eleccion de la poblacion para el analisis de los datos atendid a
determinados criterios, entre ellas las grabaciones de las interacciones en el software instalado. En

la Tabla 3.3 informamos los analisis que hicimos:

Tabla 3.3 Grupos e informacion analizada

Grupos analizados Informacion usada en el anélisis
farea 2 3 4 | Descripcion de la interaccion Produccidn escrita
1 X X X G2, G3, G4 G2, G3, G4
2 X X G3, G4 G3, G4
3 X X G2, G4 G2, G4
4 X G4 G4

Para el andlisis, usamos dos herramientas analiticas: En la primera herramienta (Tabla 3.4)
registramos aspectos de la génesis instrumental. La dividimos en tres columnas. En la primera,
separamos datos relacionados con la instrumentacion y la instrumentalizacion. En la segunda
columna incluimos las evidencias que se corresponden a cada proceso. En la tercera columna,

hacemos nuestra interpretacion y explicacion de la produccion registrada.



Tabla 3.4 Herramienta analitica de la génesis instrumental

Evidencias Interpretacion y Explicacion

Instrumentalizacion

Instrumentacion
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En la segunda herramienta analitica (Tabla 3.5) caracterizamos datos relacionados con la

produccion de argumentos inductivos de los estudiantes. La tabla est4 dividida de acuerdo con los

elementos de un argumento inductivo: las condiciones iniciales, la propiedad descubierta, el caso

no explorado, la asercion y el patron de generalizacion (garantia).

Tabla 3.5 Herramienta analitica para la produccion de argumentos inductivos

Condicioén incial

Evidencias

Interaccién de los estudiantes o verbalizaciones claves

Recurso didactico (cuestionario, plantilla discursiva, esquema argumentativo)

Interpretacion

Propiedad descubierta

Evidencias

Interaccién de los estudiantes o verbalizaciones claves

Recurso didactico (cuestionario, plantilla discursiva, esquema argumentativo)

Interpretacién

Caso no explorado

Evidencias

Interaccién de los estudiantes o verbalizaciones claves

Recurso didactico (cuestionario, plantilla discursiva, esquema argumentativo)

Interpretacion

Asercion

Evidencias

Interaccién de los estudiantes o verbalizaciones claves

Recurso didactico (cuestionario, plantilla discursiva, esquema argumentativo)

Interpretacion




Patron de generalizacion

Evidencias

Interaccion de los estudiantes o verbalizaciones claves

Recurso didactico (cuestionario, plantilla discursiva, esquema argumentativo)

Interpretacién
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Capitulo 4. Analisis de resultados

A continuacion, presentamos el analisis de los resultados de la tarea investigativa. En
primera instancia presentamos las narraciones construidas a partir de la informacién
registrada. Luego, presentamos aspectos de las producciones escritas y finalmente,
analizamos los resultados de acuerdo con las herramientas analiticas descritas en el capitulo

previo.

4.1. Tarea 1: Lugar geométrico de puntos que equidistan de dos puntos

fijos dados

4.1.1. Episodio No. 1 — G2 (Sofia, Juliana, Miguel)

4.1.1.1. Descripcion de la interaccion de los estudiantes al resolver el
problema

Sofia le dice a Miguel “ve poniendo los puntos 4 y B”. Miguel da clic en la opcion
‘punto’ y construye los puntos 4 y B. Después, Sofia lee el enunciado de la tarea y Miguel,
al escucharla, decide realizar una circunferencia con centro en un punto no determinado, que

queda nombrado como C 'y que pasa por un nuevo punto D que surge cuando el estudiante

da clic en otra parte de la pantalla. Al ver la ,
L]

circunferencia obtenida, borra toda la construccion @

e inicia de nuevo. Determina los dos puntos 4 y B

mas cerca uno del otro y construye una

circunferencia con centro en By que pasa por un punto C que queda determinado al dar clic.

Sofia le dice “ahi [C] no estaria a la misma distancia [de 4 y de B]”.
" Miguel decide borrar toda la construccion, pero como tiene activa la
opcidn ‘circunferencia’ genera una nueva circunferencia con centro
en un punto (D) de la primera circunferencia. Decide usar la

herramienta ‘deshacer’ deshaciendo toda la construccion.
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Miguel deja de utilizar como primera instancia la opcion ‘punto’, y con la opcion

‘circunferencia’, construye una circunferencia con centro en A, radio 4B, Luego, utiliza la

opcion ‘punto’ para construir un punto C en la circunferencia de tal forma
que quede visualmente alineado con 4 y B. Después utiliza la opcion

‘renombrar’ y renombra el punto 4 como M. Surge la siguiente

conversacion:
1. Juliana;
2. Sofia:
3. Miguel:
4, Miguel:
5. Sofia;
6. Juliana;
7. Sofia:
8. Miguel:
9. Juliana;
10.  Miguel:

Listo, ¢Cual es el otro [punto]?

Ah, pero debe equidistar es de Ay de B.

Toca cambiar otro nombre, esperen (renombra el punto C
como A).

Ahora si, terminé de hacer la primera construccién. (Mide las distancias de Aa My de
M a B).

Eso, si. Ya esta que el punto M equidiste de Ay B. (Vuelve a
leer todo el enunciado)

Ya hicimos el punto B. Solo falta hacer el C, D y E que es lo mismo, pero toca poner
[nombres de] puntos diferentes N, O y P.

Yo digo que para que sean equidistantes, debemos poner el punto en un extremo para
gue digamos [no es entendible en el video] toca hacer una filita, en la mitad... ;Este
esté en la mitad? (Sefala el punto M).

Igual no importa, porque mira que medi las distancias de aqui [punto B] a aqui [punto
M] y desde este punto [punto M] a A y, miden lo mismo.

Para que todos estén a la misma distancia, podemos hacer como un cuadrado.

O un triangulo.
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12.

13.

14,

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Sofia;

Miguel:

Sofia:

Miguel:

Sofia;

Miguel:

Sofia;

Miguel:

Sofia;

Juliana;

Sofia;
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Pero ¢por qué?

Porque aqui nos estan pidiendo unos [puntos] que equidisten de A y de B. Listo, hasta
aqui estamos bien (construccion). Pero ahora debemos hacer un punto N que equidiste
de Ay de B al mismo tiempo. Entonces tocaria poner un punto aca (superpuesto al punto
M) lo cual no es posible. Entonces lo que toca buscar ahora es otro punto que tenga la
misma distancia de 3.1y, por lo tanto, tocaria hacer como un cuadrado para que
cumpla.

Pero solo tienen que ser equidistantes en Ay en B. [Silencio por un minuto].

Entonces lo que podemos hacer es otra circunferencia de tal forma que en vez de que
el centro sea M, sea N.

Yo digo que pongamos unos puntos al lado, para que tengan la misma distancia [de los
puntos A y B] como lo estan pidiendo [en el enunciado de la tarea]. Para que esté a la
mitad de distancia de Ay B.

Listo, suponiendo que tenemos el punto N, ¢ Cémo hariamos para que quede a la misma
distancia de los puntos Ay B?

Por ejemplo, se puede trazar una linea horizontal en M y ahi poner los puntos.
Sofi intenta lo que dices (entrega el mando del computador a Sofia).

Pues aqui, hacer una recta. (Utiliza la opcion recta, da clic en el punto M e intenta poner
el otro punto fuera de la circunferencia de tal forma que la recta quede de forma
horizontal).

/@1
B!

MA:31'i

-

¢Esté recto? ¢y si ponemos la cuadricula? jAh! verdad que no se puede. ¢ Esta recto?
Si, pero ¢la recta para qué nos sirve?

Es que la recta equidista de los puntos, pero no sé (elimina la recta.)
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Los estudiantes dejan de hablar por un tiempo y luego la docente
realiza un ejemplo general a todos los grupos, indicando la diferencia
entre equidistar a un punto y equidistar a dos puntos. Después de que la =
profesora realiza la explicacion, Miguel les sugiere al grupo realizar una

construccion parecida a la realizada con el punto M. El estudiante i

construye un punto C en la circunferencia y lo renombra como N.

22.  Miguel: (Mide las distancias de AaN,de NaBydeNaM;y,
arrastra los puntos A y N, hasta que todas las distancias
sean de 3.1).

Listo, ahi todos tendrian la misma distancia.

23.  Sofia: Pero ¢donde esta By N?

24.  Miguel:  Aqui esta M (sefialando el punto con el mouse), aqui estd N y esta es la distancia de N
sobre Ay de N a B. (Moviendo el mouse, da clic en el punto N). Bueno, N esté a la
misma distancia de A y B. Ademas, como se supone que también estd en la misma
circunferencia, también debe estar a la misma distancia de M, entonces también
cumpliria.

La docente se dirige al grupo y pregunta por la construcciéon que observa en la
pantalla. Miguel menciona que, hasta ahora, todos los puntos construidos “son
equidistantes”. La profesora pregunta por los puntos que equidistan de N, Sofia responde “de
los demas puntos [A, B, M| porque todas las distancias son de 3.1”. La profesora les dice que
en el enunciado no se menciona que la distancia de M a N también debe ser la misma, ademas
que no necesariamente la distancia de M, N, O y P a los puntos 4 y B debe ser de 3.1.
Simplemente cada punto debe estar a la misma distancia a los puntos 4 y B. Adicionalmente,
les dice que pueden utilizar la opcion ‘objeto visible’, para que puedan ocultar la
circunferencia y les recomienda poner un punto en cualquier parte de la pantalla que cumpla

la condicion. La profesora se dirige a otro grupo y surge la siguiente conversacion para tomar

una decision:
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26.
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

Miguel:

Sofia:

Juliana:

Miguel:

Juliana:
Miguel:
Juliana:

Miguel:

Juliana:

Miguel:

Sofia:
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(Miguel construye un punto C en la circunferencia)
Entonces, ¢en donde lo ponemos?

Yo digo que por aca (sefiala con el dedo un punto que estd mas o menos en medio de
MyN)

Si, la mitad entre esos dos [puntos M, N]. El problema son los carteles (refiriéndose a
los textos de las distancias).

Espera que ya tenia el punto aqui (refiriéndose al punto C). (Arrastra el punto C y se
da cuenta que el arrastre solo es posible sobre la circunferencia).

Pero C esté en la circunferencia (Miguel utiliza la opcion de ocultar la circunferencia).
¢Entonces qué hago?

Pues elimina el punto.

Es que creo que, si lo elimino, se elimina todo
(Elimina el punto C). jAh mentira, no! Listo, o} —
entonces ahora vamos a poner un punto aca (en ®  n-3
cualquier parte del plano), lo renombramos y le O 3
ponemos O. Listo, ahora medimos las distancias o MAJT: .
deOaAydeOaB. o
Pero deben tener la misma distancia. (Miguel arrastra el
punto O hasta que quede dentro de la circunferencia y - |
equidiste de los puntos Ay B). o ‘r”{;”;; ,
e  oacar!
MA - ..,
@

Ahf esta.

Entonces toca hacer 1o mismo con el [punto] P. Eso era lo que estaba diciendo desde
el principio.

Miguel vuelve a determinar un punto, lo renombra con P, utiliza la opcidén ‘medir
g p 5 . p

distancia’ para medir las distancias de P a 4 y de P a B y luego arrastra el punto hasta que la

distancia de 4 a Py de B a P es la misma. Llaman nuevamente a la profesora:



36.

37.

38.

39.

Miguel:

Zaira:

Miguel:

Zaira:
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Profe aqui nos dio como un rombo y luego como un... no sée.

Pero en la construccion no alcanzo a ver muy bien los puntos. Voy a arrastrar los

puntos A y B para que pueda visualizar mejor la medida de las distancias y los

puntos.

BN=191
PB=164

@7 HM= 107

0B=118
BL ...
L ] NA=10.8
@ PA=97

oA=10
WL

L]

Ahora, por favor vuelvan a arrastrar los puntos gque crean necesarios, para que

cumplan la condicién. ¢ Qué punto sigue cumpliendo con equidistar de Ay B?
M porque esta en el medio de Ay B.

Muy bien. Ahora, nuevamente arrastren los puntos N, O y P, de tal forma que
cumplan con la condicién de equidistar y ya vuelvo. Me deben responder a qué

objeto geométrico pertenecen aquellos puntos [M, N, O, P].

Sofia tiene el control del computador y empieza a arrastrar los puntos O y P hasta que

cumplan la condicion. Miguel se da cuenta que el punto N pertenece a la circunferencia

porque se mueve de forma circular. Toma otra vez el control del computador, decide borrar

el punto N y construir otro punto en el plano, renombrarlo nuevamente como N, medir las

distancias y arrastrarlo hasta que cumpla la condicion.

BM=105

PE=109 ° oAz 117

MA=105
NB=137

PA=108

MA=137

Los estudiantes no hacen referencia al lugar geométrico de los puntos, consideran que

han resuelto el problema y empiezan a contestar las preguntas del cuestionario entregado.

puntos 4y B?”

4.1.1.2. Respuestas al cuestionario asociado al problema

Miguel lee: “;a qué figura geométrica pertenecen los puntos que equidistan de los
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Sofia:

Miguel:
Juliana:
Miguel:

Sofia:
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O sea ¢,qué forma?

Yo digo que es como un rombo, ¢no?
¢Un rombo irregular?

O un cuadrado.

Es como un cuadrilatero irregular, ¢;no?

Juliana escribe la respuesta al segundo item del cuestionario.

Sofia:

(Lee la pregunta del tercer item). A/ lado de O, en cualquier lado... Como en el lado de
ON.

Juliana determina un punto en el plano y lo intenta renombrar como Z.

Sofia:

Miguel:

Sofia:

Miguel:

Sofia:

Miguel:

Pero no toca hacerlo, es suponiendo.

Yo diria, ponerlo en el lado opuesto de N, ¢no? (Juliana elimina el punto y escribe la
respuesta del item 3).

Si, pues es que todos esos puntos siguen una misma recta.

Si, miren... Este punto y este también... Entonces nos quedo mal, porque ese punto Z

debe estar en esa misma también.

Pero igual ese punto como lo pusimos, que sea opuesto, también va a estar sobre esa

recta que no alcanzamos a hacer.

Ah bueno, podriamos ponerlo acd, que siguen una recta, porque equidistan de Ay B

(Refiriéndose al item 5).

Los estudiantes entregan la primera parte de la tarea a la profesora.

En la Imagen 4.1 mostramos las respuestas que dieron los estudiantes al cuestionario

entregado, después de que terminaran de resolver el problema en GeoGebra.
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Imagen 4.1. Respuestas al cuestionario del Grupo 2-Tarea 1

Enunciado 1.
1. Con ayuda del programa de geometria dindmica, GeoGebra, representar la siguiente situacion:
a.  Construir dos puntos y llamarlos A y B.

b. Construir un punto, llamarlo M, que sea equidistante de A y de B (es decir, que M se encuentre

a la misma distancia de 4 y de B).
c. Construir un punto N que equidiste de A y de B.
d. Construir un p;;.nto O equidistante de 4 y de B.
e. Construir un punto P equidistante de 4 y de B.

2. Repite la situacién cuantas veces sea necesaria, hasta que descubras en dénde se ubican los puntos.

(A qué figura geométrica pertenecen los puntos que equid stan de los puntos 4 y B?

RA un cuadiilolero wEmEiar. © romba -

3. Sin hacer la construccién de otro punto en GeoGebra, imaginen un punto Z de tal forma que equidiste
de A y B ;En dénde pondrian al punto Z?

rREN © \ado opuesio de N-

4. Por qué colocarian al punto Z en ese lugar?
rPotque debe equidistar en “A” Ny BN y
de 4al faimag s€ sequifd el paiidn de (a
figuia -

5. ;Qué conclusion pueden sacar sobre cualquier punto que esté a la misma distancia de 4 y de B?

rR.Que Acdos los pountos eqindistarm 9 Siguen
una (ectq

4.1.1.3. Respuestas a la plantilla discursiva para producir argumentos

inductivos

Luego de que los estudiantes respondieran el cuestionario, la profesora recoge la hoja
y los estudiantes empiezan a responder la platilla discursiva y el esquema argumentativo. En

la Imagen 4.2 presentamos la respuesta a la plantilla discursiva que dieron los estudiantes.

Imagen 4.2. Respuestas a la plantilla discursiva del Grupo 2-Tarea 1

Enunciado 2.
1. Completen los éiguientes espacios:

Observo que los puntos AZL\ES que © Quj d'stoy  delospuntos Ay
B, pertenecena ()NQ @ CYQ . Afirmo que un punto Z que cumple la
misma condicién, pertenece 2 10 (& ¥ d© |65 punios JdZUIEN ° . Esto pasa
porque *Z" dambién eid en la cecia de ios punios

QZUICS o PO 1O cUB)o¥ambi€n equidistg de “A" .
\\B:)~
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4.1.1.4. Respuestas al esquema argumentativo para producir argumentos

inductivos

En la Imagen 4.3 se puede ver la respuesta al esquema discursivo completado por los

estudiantes, el cual debian realizar luego de haber escrito y completado la plantilla discursiva.

Imagen 4.3. Respuestas al esquema argumentativo del Grupo 2-Tarea 1

2. Completen el siguiente diagrama:

SV

OEy SR B ANAE RGN N W L R

—mvevde

LU

v/
C

-
L J

Los puntos azules estdn a la misma
distancia de A y de

B

Descubri que los puntos azules

pertenecena‘\ a_recia-

Z estd a la misma distancia de
A yde (@) , igual que los
puntos azules.

—

Z pertenece a
la misma

(ecka .ae \o)
POMOS azoley

porque

son equidistantes

(‘o> poOUNios
azyleg) -




4.1.1.5. Andlisis del episodio 1

Acerca de la génesis instrumental

45

Proceso

Evidencias

Interpretacién y
Explicacion

Instrumentalizacion

Al inicio de la interaccién Miguel construye
una circunferencia con centro en C (punto
gue determina) y radio BC, pero da clic en
un punto distinto de B.

Miguel borra la construccién, pero no
desactiva la opcidn ‘circunferencia’, con lo
cual genera una circunferencia que no quiere
hacer.

Miguel construye una circunferencia con
centro en A, radio AB sin haber determinado
previamente los puntos Ay B.

Circunferencia. Al ser
la primera vez que los
estudiantes usan el
programa, Miguel hace
varios intentos de
construccion, a partir de
los puntos Ay B, pero
luego desiste. Es decir,
esta aprendiendo a
construir circunferencias,
pero aun no sabe como
usar puntos, ya
determinados en la
pantalla, como centro y
como punto que
pertenece a ella.
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Proceso

Evidencias

Interpretacién y
Explicacion

En [22] Miguel arrastra
los puntos Ay N, hasta
gue todas las distancias
son de 3.1 unidades.

En [28] Miguel arrastra el punto C y se da
cuenta que C pertenece a la circunferencia.
Mas adelante arrastra el punto N y se da

cuenta que N pertenece a la circunferencia.

En [33] Miguel

arrastra el punto O ¢ a3
hasta que queda dentro 9" “cpi i

de la circunferencia y o on27
equidiste de los dos o]
puntos Ay B.

Después de [35] Miguel arrastra el punto P
hasta que la distanciade AaPydeBaP
son iguales. Después de [39], Sofia arrastra
los puntos O y P hasta obtener la misma
distancia de O y de P a los puntos Ay B.

Arrastre. Los estudiantes,
aprenden a usar el
arrastre libre para
localizar puntos en una
determinada posicion.
También se dan cuenta
que hay puntos que
pueden experimentar un
arrastre libre y otros que
experimentan un arrastre
limitado segun el objeto
al que pertenecen.

Cuando los estudiates empiezan a solucionar
el problema con el uso de GeoGebra, Miguel
utiliza dos veces la opcion ‘deshacer’ para
eliminar la construccion realizada
completamente.

En [32] Miguel piensa

que al eliminar un P

OA=1183M=31 @
. NM=31

punto, se elimina la R

construccién

completa. Pero por sugerencia de Juliana,
elimina el punto C y se da cuenta que no se
elimina algun otro objeto geomético.

Eliminacién de objetos.
Miguel aprende a
eliminar objetos de las
construcciones en
GeoGebra, sin necesidad
de deshacer las
construcciones que habia
hecho anteriormente.
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Proceso

Evidencias

Interpretacién y
Explicacion

Instrumentacion

En [1-2] Miguel
construye una
circunferencia con centro
en A, radio AB y un punto
C en la circunferencia.

Luego renombra el punto A como M.

En [3] Miguel renombra
el punto C como A
debido a que Sofia
indica que el punto M

debe equidistar de los
puntos Ay B.

Uso de renombrar para
lograr la relacion
geométrica solicitada. El
grupo utiliza la
herramienta de
‘renombrar’ para lograr
una configuracion
deseada, que no surge
naturalmente al construir
una circunferencia.

Miguel inicia construyendo una
cincunferencia con centro en M y radio MB.

En [4-5, 8] mide las distanciade AaMy de
M a B. Sofia expresa que los puntos
solicitados equidistan de M.

En [Figura 4.1-4 y 4.1-5] construye el punto
M en la circunferencia y arrastra los puntos
Ay N para que equidisten de Ay de B.

En [22] mide las distanciasde Aa N, de Na
By de N aMy luego arrastra hasta que
equidisten de los puntos Ay B. En [32] mide
las distancias de O a Ay de O a B. Después
de [35] mide las distanciasde AaPydeBa
P. Después arrastra el punto P hasta que el
punto equidiste de los puntos Ay B.

Uso de las herramientas
circunferencia, distancia
y arrastre para
corroborar y generar
equidistancia entre dos
puntos. Miguel utiliza la
circunferencia como
recurso para buscar
puntos equidistantes a
dos puntos. Luego utiliza
la opcion de distancia en
compafiia del arrastre
para determinar puntos,
medir las distanciasa Ay
a B y situarlos, mediante
el arrastre, en la posicion
solicitada.
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Acerca del argumento inductivo

Condiciones iniciales: Subconjunto de puntos que equidistan de A y de B construidos en

GeoGebra

Evidencias

Interaccion de los estudiantes:

Una vez que logran una representacion en la que hay un punto que equidista
de Ay de C, Sofia dice: jAhj, pero debe equidistar es de Ay de B.

En [2-5] Miguel construye el punto M que equidista de los puntos Ay B

En [14] Miguel sugiere volver a hacer la construccion de una circunferencia
para crear un punto N (centro) que equidiste de A y de B.

[Después de 21-22] Miguel construye un punto C en la circunferencia, lo
renombra como N, mide las distancias de N a Ay de N a B y afirma que todos
los puntos tienen la misma distancia.

En [32-33] Miguel construye un punto en el plano, renombra el punto como
O, mide las distancias y arrastra el punto hasta que equidiste de los puntos A
y B.

En [35] Miguel construye un punto P, mide las distanciasde PaAydePaB
y arrastra el punto P hasta que equidiste de los puntos Ay B.

[Después de 39] Sofia vuelve a arrastrar los puntos hasta que equidisten de
los puntos Ay B.

Esquema argumentativo:

Los estudiantes argumentan que los puntos azules son los puntos que cumplen
con la condicion de equidistar de los puntos A y B. Utilizan acciones previas
en GeoGebra y relacionan su conocimiento con la propiedad descubierta.

Interpretacion

Como se evidencia en las interacciones y en el esquema argumentativo, los
estudiantes logran percibir la condicién inicial, con ayuda de la profesora.
Aungue Sofia menciona la condicion de equidistancia desde el principio, pero
parece referirse a “igual separacion” y solo hasta que la profesora les aclara,
cambian de idea y mira la configuracion para responder el cuestionario. Por
lo tanto, si hay indicios de que la identifican.

Propiedad descubierta: El subconjunto de puntos construidos pertenecen a una misma recta
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Evidencias

Interaccion de los estudiantes:

En [15-21, Figura 6] Sofia supone que todos los puntos que equidistan deben
estar sobre una recta, construye la recta, pero sus compafieros no le entienden
y descartan la idea.

En [45, 47, 50] los estudiantes proponen construir otros puntos alineados con
los que ya habian construido.

Plantilla discursiva:

Los estudiantes escriben en el segundo renglén que los puntos azules,

pertenecen a “una’ recta.
Esquema argumentativo:

Los estudiantes completan el Cuadro, escribiendo que los puntos azules
construidos de tal forma que cumplieran con la condicién inicial pertenecen a

“la recta”.

Interpretacion

En la interaccion, Sofia en varias ocasiones da indicios de tener idea de que
los puntos que equidistan de los puntos A y B estan alienados. Sin embargo,
los demas miembros del grupo descubren el lugar geométrico mientras van
escribiendo la respuesta del item 5 del cuestionario.

Cuando los estudiantes escriben la respuesta del item 2 del cuestionario hacen
referencia a un cuadrilatero del que hablaban al inicio de la interaccion.
Posiblemente no estaban mirando el lugar geométrico de los puntos M, N, O
y P, sino la configuracién global resultante. Pero con la ayuda de la plantilla
y del esquema si establecen explicitamente la propiedad descubierta.

Caso no explorado: Punto Z no construido en GeoGebra que equidista de los puntos Ay B

Evidencias

Interaccion de los estudiantes:

En [44-45] Sofia le indica a Juliana que no debe construir el punto Z, que hay
que suponerlo.

Esquema argumentativo:

En el tercer cuadro de esquema argumentativo, los estudiantes escriben: “Z

esta a la misma distancia de Ay B. igual que los puntos azules”.
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Interpretacion

Sofiaexplica que el punto Z no debe ser construido. Les dice a sus compafieros
que deben suponer donde quedaria. Esto quiere decir que Sofia es quien
identifica que deben imaginar un punto que cumpla con la condicion inicial
sin necesidad de construirlo.

Asercion: Punto Z pertenece a la recta MN

Evidencias

Interaccion de los estudiantes:

En [46-50] los estudiantes concluyen que el punto Z debe estar en la misma
recta donde se encuentran los puntos M, N, Oy P.

Cuestionario:
En el cuestionario escriben: En el lado opuesto de N.
Plantilla discursiva:

En la tercera linea, los estudiantes completan la frase diciendo que: “Afirmo
gue un punto Z que cumple la misma condicién, pertenece a la recta de los

puntos azules”
Esquema argumentativo:

Los estudiantes completan el cuadro 4 del esquema argumentativo de la
siguiente manera; Z pertenece a la misma recta de los puntos azules.

Interpretacion

A medida gue los estudiantes van contestando las preguntas del cuestionario,
expresan la asercion. Contestan en el lado opuesto de donde el punto Z
cumpliria con la condicién inicial de equidistar de A y B. En cuanto a la
plantillay el esquema, se evidencia que efectivamente los estudiantes si llegan
a expresar la asercion.

Patron de generalizacion: Si los puntos M, N, O, P equidista de dos puntos fijos, Ay B, los

puntos forman una recta

Evidencias

Cuestionario:

En el item 5, los estudiantes escriben las propiedades de “que los puntos
equidistan de dos puntos fijos y que aquellos puntos forman una recta”.

Interpretacion

Lo expresado por los estudiantes no tiene la generalidad esperada porque se
refieren al punto Z, aunque no lo representan de forma condicional, sino como
una conjuncion en el cuestionario. Ademas, en la plantilla discursiva en lugar

de hacer referencia a cualquier punto se refieren al punto Z. Los estudiantes




51

intentan hacer una condicional al referirse a “por lo cual” pero no lo relacionan
bien, debido a que el antecedente debe ser el consecuente y viceversa. En el
esquema argumentativo los estudiantes escriben “son equidistantes (los
puntos azules)” sin nombrar la propiedad descubierta, quizas por el poco
espacio gue tenian en el cuadro.

4.1.2. Episodio No. 2 — G3 (Martin, Alejandro, Samir)

4.1.2.1. Descripcion de la interaccion de los estudiantes al resolver el
problema

La tarea propuesta a los estudiantes comienza pidiendo construir dos puntos 4 y B,
en GeoGebra. Alejandro replica la instruccion dada previamente por la profesora sobre como
construir y nombrar puntos, para representar los puntos solicitados. Luego leen la segunda
instruccion en la que se pide construir un punto que equidiste de 4 y By llamarlo M. Martin
le indica a Alejandro que realice un “circulo AB”, probablemente inspirado en el resultado de
una tarea previa en el que habian encontrado que los puntos que equidistaban de un punto
dado estaban en una circunferencia.

Alejandro utiliza por primera vez la opcion ‘circunferencia’ de GeoGebra, para

construir una circunferencia con centro en 4 y radio 4B. Para ello,

una vez escogida la opcion, da clic en el punto 4 y luego hace clic
en el punto B. Martin le dice que hay necesidad de construir otro
punto que esté mas o menos alineado con 4 y B, ademas de que

est¢ sobre la circunferencia. Alejandro construye un punto

siguiendo la indicacion de Martin y este punto, por defecto, queda

nombrado como C.

Como el enunciado de la tarea indica que los puntos a

.-/.r-. T -H\\'\_
\ construir, después de haber
/ construido los puntos 4 y B
b Py == '

. deben ser M, N, O, P

Alejandro  selecciona la

opcidbn  ‘renombrar’  de

GeoGebra, que la profesora les habia ensefiado, para cambiar el
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nombre del punto C por punto M y cuando da clic en el punto?, Martin argumenta que los
puntos a los que deben cambiar el nombre son: el punto 4, al que deben llamar M y el punto
C al que deben llamar 4, para que la representacion cumpla con lo establecido en el enunciado
del problema. Recalca que el punto M “va en el medio”. Alejandro acepta la indicacion de
Martin y hace una representacion de este. Al intentar construir otro punto, diferente de M que

cumpla la condicion de equidistar de los puntos A4 y B, los estudiantes tienen la siguiente

conversacion:

1. Samir: Pues puede estar un poquito mas arriba, ¢no? (sefiala con el cursor un punto
muy cercano a M).

2. Martin: (Sin prestar atencion a lo que dice Samir). Entonces, técnicamente asi esta bien
[la construccidn], pero tocaria encontrar la perpendicular... Que sean
circunperpendiculares para hacer esos puntos [M, Ny O].

3. Samir: jAh claro!, debe ser recto.

Alejandro mueve el mouse en una trayectoria recta que contiene a M e intenta ser
perpendicular a un segmento AB aun no representado. Luego intenta usar la opcién

‘perpendicular’ de GeoGebra, pero no lo logra porque no esta representado el segmento AB.

4. Martin: Mas bien hagamos la linea AB.

Alejandro traza el segmento AB, el cual no pasa por M porque A,
My C no fueron construidos como puntos colineales ain cuando

esa era la pretension de los estudiantes.

5. Samir: No, pero que pase por el punto M.
Alejandro mueve el punto B, hasta que el punto M queda en el segmento AB.

6. Martin: Si, hasta que esté alineado. Eso, ya.

2 La Figura no es nitida, debido a que se encuentra tomada del video. Sin embargo, vemos necesario
dejarla para destacar que el estudiante intenta renombrar el punto C inicialmente.



10.

11.

12.
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Los estudiantes se quedan en silencio unos dos minutos y luego se reanuda la conversacion.

Alejandro:  jAh! Ya se. Yo tengo una idea de que atrés [sefiala a la izquierda] estuviera M
y adelante [sefiala a la derecha] N y estarian iguales [las distancias a Ay a B].

Alejandro mueve el cursor en una trayectoria rectilinea -

Fa ,
perpendicular al segmento AB y sefiala con el mouse lugares donde 0
habria puntos de interseccion de la perpendicular con la | -
circunferencia®. AN N\ /
Martin: Si, pero primero toca crear la perpendicular.
Samir: Y ni siquiera tiene que estar en la circunferencia. Puede estar aca y aca o aca

y alla. (Sefiala con la mano lugares en donde pueden estar los puntos que estan

en la recta perpendicular que atn no han podido construir).

Alejandro sefiala, con el mouse, puntos en el interior de la circunferencia sobre la linea

perpendicular imaginaria.

Martin: Y miren que todos es0s puntos estan sobre una misma recta, pero no sé como

crearla.

Alejandro usa, por segunda vez, la opcion ‘recta perpendicular’
y usa el segmento AB para construir la recta perpendicular del

segmento AB por M.

Alejandro: Y&, lo tengo, ahora si.

Martin muestra las intersecciones entre la circunferencia y la recta.

Martin: Entonces este seria N (sefialando un punto de la interseccion) y este seria el

otro ¢qué dice? (O y que?

3 La Figura no es nitida, debido a que se encuentra tomada del video. Sin embargo, es necesario dejarla

para destacar que el estudiante sefiala con el mouse los aquellos posibles puntos de interseccion.



13.
14.

15.

16.

17.

18.

Alejandro construye nuevos puntos, renombrandolos seguin el

enunciado de la tarea.

Alejandro:

Samir:

Martin:

Samir:

Martin:

Alejandro:

Alejandro determina un punto P sobre la recta NO en el

interior de la circunferencia.

¢y P?
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El otro lo podriamos poner por aca. (Sefiala otro lugar de la recta en el interior

de la circunferencia).

No, no, porque si lo ponemos aca (sefiala un punto en el segmento AB)

(Interrumpe a Martin) jNo! Aca, en un lugar sobre esa linea [la

perpendicular]. Seria igual de Ay B.
Tiene sentido, no esta tan alocado.

Entonces la idea seria poner a P por aqui.

Ay B para corroborar si siempre se cumple que los puntos equidistan de 4 y de B.

entregado, después de que terminaran de resolver el problema en GeoGebra.

4.1.2.2. Respuestas al cuestionario asociado al problema

Finalmente, el grupo corrobora la construccion, utilizando la
herramienta de medida de distancia para medir la distancia
de Pa Ay de PaB. Samir pregunta si tienen que comprobar
también las distancias con el punto M y Martin le indica que
no hay necesidad, debido a que M “es el centro”. Luego, por

indicacion de la docente, los estudiantes arrastran los puntos

En la Imagen 4.4 presentamos las respuestas que dieron los estudiantes al cuestionario



Imagen 4.4. Respuestas al cuestionario del Grupo 3-Tarea 1

2.

5

Repite la situacién cuantas veces sea necesaria, hasta que descubras en dénde se ubican los puntos.

A qué figura geométrica pertenecen los puntos que ¢q iidistan de los puntos 4 y B?

R A2S 1UNa /e{,}o\

Sin hacer la construccién de otro punto en GeoGebra, imaginen un punto Zde tal forma que equidiste
de A y B ;En dénde pondrian al punto Z?

——
R _Pn (é s ,+0\ N of
JPor qué colocarian al punto Z en ese lugar?

R._Qo( UL mMOIUP 40 Mulvg \Q (e Xa QK
lae. qorm\n; en gl 2o enfn0 NOF_Siemp(e
PO\/\A[

,,Qué conclusién pueden sacar sobre cualquier punto que esté a la misma distancia de A y de B?

R.P/‘\o{f‘,n\ en lﬂ {P[‘io NO" “nr\n 103 O\m\OS
ﬁUC J’Q.;\Al(\rn de DR ‘
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4.1.2.3. Respuestas a la plantilla discursiva para producir argumentos

inductivos

En la Imagen 4.5 se encuentran las respuestas a la plantilla discursiva.

Imagen 4.5. Respuestas a la plantilla discursiva del Grupo 3-Tarea 1

Observo que los puntos _ (O N N P que i de los puntos A

B, pertenecen a Uy Yol

jenece a_qul |n0\ {A{_ a . Esto pas

misma condicién, p

porque

equiel Ske LXe A 4

. Afirmo que un punto Z que cumple |

N)

4.1.2.4. Respuestas al esquema para producir argumentos inductivos

En la Imagen 4.6 se pueden ver las respuestas al esquema completado por los

estudiantes, el cual debian completar luego de haber completado la plantilla discursiva.
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Imagen 4.6. Respuestas al esquema argumentativo del Grupo 3-Tarea 1

Los puntos azules estin

B

distancia de _A y de

a la misma

[

Descubri que los p azules 4
mmm:{g_ 2

&

L N L P ’_—jo.n,_ L U e

™

puntos azules.

Zmu
Z esth a la misma distancia de :

A yde_ P igualquelos ANP

(S8
2
©

e

pefteaesen a la lec

porque
(o)

Miﬁ—guz-ag.uiis tein
lo_Tedy

4.1.2.5. Andlisis del episodio 2

Acerca de la génesis instrumental

Proceso

Evidencias

Interpretacion y Explicacion

Instrumentalizacion

Al inicio de la interaccién
de los estudiantes,
Alejandro utiliza la
opcion ‘circunferencia’ de
GeoGebra, para construir
una circunferencia con
centro en Ay radio AB.

Circunferencia. Es la primera vez que los
estudiantes usan GeoGebra y Alejandro interpreta
el icono de la opcion ‘circunferencia’, de forma
correcta, para construir una circunferencia,

escogiendo la herramienta ‘centro - punto’.
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Proceso

Evidencias

Interpretacidn y Explicacion

En [4] Alejandro traza el
segmento AB, usando la
herramienta ‘segmento’
de GeoGebra.

Segmento. Es la primera vez que usan GeoGebra.
Alejandro selecciona da clic en el icono ‘recta’ y
cuando se despliega el menu, escoge la opcion
‘segmento’ para construir el segmento AB,

utilizando la opcion ‘segmento’.

Entre [3-10] Alejando
construye la recta
perpendicular al segmento
AB.

Recta perpendicular. Al ser la primera vez que
los estudiantes usan GeoGebra, en un primer
momento Alejandro no puede construir la recta
perpendicular. El no tenia presente que debia
construir la recta AB o el segmento AB para luego
si trazar la recta perpendicular. Adicionalmente,
puede que el icono de la herramienta no sea tan
claro ni ilustrativo sobre los objetos que se deben
usar, como las herramientas anteriores. Esta
situacion evidencia que los estudiantes hasta ahora
estan aprendiendo a manejar el programa.
Después de un tiempo, Alejandro logra construir
la recta perpendicular dando clic en el segmento y
luego en el punto M, identificando los objetos que
necesita para construir la recta.

En [5] Alejandro arrastra
los puntos Ay B a
diferentes lugares,
procurando que el punto
M sea el centro de la
circunferencia que para
pasa por Ay de B.

Arrastre. Por primera vez, Alejandro hace uso del
arrastre para corroborar que una propiedad sea un
invariante.
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Proceso

Evidencias

Interpretacidn y Explicacion

Instrumentacion

Como Alejandro hace una
circunferencia con centro
en A que pasa por B antes
de [1], Martin propone
usar la herramienta
‘renombrar’ para
modificar los nombres de
Ay C. Obtienen una
circunferencia con centro
en My dos puntos, Ay B
gue equidistan de M,
gracias a renombrar los
puntos.

Uso no convencional de la opcion ‘renombrar’.
Como utilizan la opcion ‘centro-punto’ de
GeoGebra para hacer la circunferencia con centro
en Ay radio AB, entonces, al crear el punto C,
Martin se da cuenta que la representacion no
cumple con la condicion solicitada al inicio del
enunciado del problema. El estudiante propone
renombrar dos de los puntos construidos de una
forma especifica, para cumplir con la condicion.
Alejandro, con la sugerencia de Martin, usa la
opcion ‘renombrar’ de manera, ingeniosa, creativa
y auténtica, para que la construccion en GeoGebra
cumpla con que M sea quien equidiste de Ay B.

Entre [7-8] Alejandro
decide valerse del mouse
para hacer un dibujo
imaginario de la recta
perpendicular al segmento
AB y poder identificar a
0jo en dénde deberian ir
los puntos N, Py O.

Uso del mouse para representar un lugar
geomeétrico y la localizacion de puntos en este.
Cuando los estudiantes ven la necesidad de
construir la recta perpendicular al segmento AB,
pero aln no saben cémo construirla en GeoGebra,
Alejandro hace uso del maouse para hacer la
representacion de la recta que desan construir y
determinar tres puntos en ella.

En [4] Alejandro
construye el segumento
AB 'y los estudiantes se
dan cuenta que el
segmento no contiene al
punto M.

A

Uso del arrastre para representar una relacién
geométrica. Como los estudiantes necesitan que
los puntos A, M y B sean colineales, hacen el
arrastre del punto B, para lograr la colinealidad y
estar seguros de que el punto M equidista tanto de
A como de B. En la resolucion de este problema
no es necesaria una construccion robusta de la
colinealidad, por lo que el uso que hacen del
arrastre es (til en la resolucion del problema.
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Proceso Evidencias

Interpretacidn y Explicacion

En las respuestas del
cuestionario asociado al
problema, los estudiantes
hacen referencia a que,
aunque se mueva la recta
AB, los puntos en el
segmento NOP siempre
equidistan de los puntos A

y B.

Mencion al arrastre para justificar un
invariante. Con la mencién al arrastre, los
estudiantes sostienen que los puntos construidos
N, O, P siempre equidistan de los puntos Ay B,
aunque estos cambien de posicion.

Al final de las
intervenciones, Alejandro
verifica la equidistancia
del punto P respecto a los
puntos fijos Ay B con la
opcion ‘medida’ de
GeoGebra.

Uso de la opcion medida para verificar
equidistancia. Alejandro utiliza la opcion de
‘medida’ para corroborar si el ultimo punto
construido cumple con la condicion establecida en
la tarea.

Acerca del argumento inductivo

Condiciones iniciales: Subconjunto de puntos que equidistan de A 'y de B construidos en GeoGebra

Evidencias Interaccion de los estudiantes:

Al inicio de la interaccién, los estudiantes renombran el centro de la circunferencia
construida llaméandolo M y a los puntos en la circunferencia llamandolos Ay B.

Entre [12] y [13], determinan los puntos O y N en la interseccion de la perpendicular
al segmento AB que pasa por M. Y luego determinan un punto P en el interior de la
circunferencia, contenido en la recta perpendicular del segmento AB.

Plantilla discursiva:

Los estudiantes, en el primer renglén, hacen referencia a los puntos O, N, P que
construyeron en GeoGebra, con la condicién de que fueran equidistantes tanto de A
como de B, refiriéndose a la caracteristica que tienen en particular los tres puntos.

Esquema argumentativo:
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Los estudiantes mencionan que: “No debes referirte a que Ay B son puntos fijos sino
a la equidistancia de puntos a estos pues estamos hablando de la propiedad dada para
el subconjunto de puntos”. Ademas, completan el esquema escribiendo que son “Los
puntos azules que estan a la misma distanciade Ay de B”.

Interpretacion

De todos los puntos del plano, los estudiantes identifican puntos que tienen una
propiedad especial dada: equidistar de los puntos A y B. Al inicio utilizan una
circunferencia para determinar los primeros puntos que cumplieran con equidistar. Las
evidencias nos permiten afirmar que los estudiantes identifican claramente cudl, es la
propiedad dada en el enunciado, que cumple con el subconjunto de puntos.

Propiedad descubierta: El subconjunto de puntos construidos pertenecen a una misma recta

Evidencias

Interaccion de los estudiantes:

Entre [7] y [8], imaginan el lugar en donde ubicar los puntos O y N en una linea
imaginaria perpendicular al segmento AB.

En la discusion grupal para dar solucion a la tarea, Martin dice que todos esos puntos
[O, N, P] tienen que estar en la misma recta [10].

Cuestionario:

Los estudiantes en el segundo punto (item), escriben que el lugar geométrico al que
pertenecen los puntos construidos que equidistan de los puntos Ay B, es una recta.

Plantilla discursiva:

Los estudiantes escriben en el segundo renglén que los puntos N, O, P que cumplen la
condicion inicial, pertenecen a una recta.

Esquema argumentativo:

Los estudiantes en el cuadro 2 del esquema argumentativo, escriben que los puntos
azules construidos de tal forma que cumplieran con la condicién inicial pertenecen a
una recta.

Interpretacion

La propiedad descubierta se evidencia en todos los registros. Los estudiantes
descubren que el lugar geométrico de los puntos que cumplen la condicion de
equidistar de los puntos Ay B, es una recta.

Caso no explorado: Punto Z no construido en GeoGebra que equidista de los puntos Ay B
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Evidencias

Esquema argumentativo:

Los estudiantes completan el cuadro 3, informando que el punto Z esta a la misma
distancia de Ay de B, igual que los puntos azules.

Interpretacién

Tanto en el cuestionario como en la plantilla, los estudiantes no se refieren a un caso
no explorado, debido a que el enunciado del problema hacia alusion a este. Sin
embargo, logramos evidenciar en el esquema que los estudiantes si identifican que el
caso no explorado, correspondiente al punto Z, cumple con la condicion inicial igual
gue los puntos construidos, de equidistar de Ay de B.

Asercion: Punto Z pertenece a la recta MN

Evidencias

Cuestionario:

Los estudiantes dicen, en el item 3, que el elemento no explorado Z es la recta NOP,
quizas queriendo escribir que Z pertenece a la recta NOP.

Plantilla discursiva:

En el tercer renglén los estudiantes hacen referencia a que un punto Z que cumple la

misma condicion, debe pertenecer a la misma recta, escribiendo “a dicha recta”

Esquema argumentativo:

En el cuadro 4 del esquema, los estudiantes reportan que el punto Z pertenece a la recta
NOP, haciendo referencia a la recta MN.

Interpretacién

Los estudiantes reconocen que un punto no explorado, Z, pertenece a la recta que
contiene a los puntos construidos en GeoGebra N, O, P tanto en las intervenciones,
como en los recursos didacticos realizados.

Patrén de generalizacién: El conjunto de puntos que equidistan de dos puntos fijos, Ay B, forman

una recta

Evidencias

Cuestionario:

En los items 4 y 5 los estudiantes indican que los puntos que equidistan de Ay B,
siempre estaran en una misma recta MN.

Esquema argumentativo:

Los estudiantes en el cuadro 5, reportan que los puntos que equidistan (sin mencionar
a qué puntos fijos), pertenecen a la recta (sin mencionar a qué recta 0 a que es una
misma recta).
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Interpretacidon | Los estudiantes generalizan que los puntos deben estar en una recta. Sin embargo, el
patron de generalizacion no se ve en la plantilla discursiva, escribiendo solamente
“porque equidista de A y B”. Con sus palabras, lo reportado en el cuestionario y el
esquema argumentativo, los estudiantes se refieren a la siguiente proposicion
condicional: Todos los puntos que equidistan de dos puntos fijos A y B, pertenecen a
una misma recta.

4.1.3. Episodio No. 3 - G4 (Laura, Sara, Mariana)

4.1.3.1. Descripcion de la interaccion de los estudiantes al resolver el
problema

Antes de resolver el problema propuesto en la tarea 2, los estudiantes hacen una
exploracion libre de GeoGebra. Utilizan las opciones ‘punto’, ‘renombrar objeto’, ‘distancia
o longitud’ y ‘d4ngulo’ para hacer algunas representaciones y saber como usar el programa.
Luego, Laura borra todas las representaciones y lee la primera instruccion: Construir dos
puntos y llamarlos A y B. La misma estudiante construye el punto 4 e intenta construir el
punto B, de tal forma que quede a la misma distancia de la parte izquierda de la pantalla al
punto 4, un poco mas abajo. Mariana le surgiere de que mejor construya el punto B “de forma
horizontal”, es decir, al lado derecho de 4 y a la misma distancia que el borde superior de la
pantalla. Sara lee el enunciado de la tarea completo y surge la siguiente discusion:

1. Laura: Asi que hay que construir un punto M que equidiste de A y de B. ¢Si? Luego,

construir un punto N que equidiste, construir un punto O equidistante también.
2. Sara: O sea, todos.

3. Laura Todos [los puntos M, N, O y P] van a ser equidistantes de Ay de B (construye el

punto B, e intenta que este quede a la misma distancia

que A, del borde superior de la pantalla).

¢Por qué no podemos realizar una cuadricula? (Borra el punto B al no quedar

satisfecha con la posicion en la que quedo).

4. Mariana Porque la profe dijo.
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Laura construye un nuevo punto B e intenta que quede a la misma distancia del borde superior de la

pantalla que A, por segunda vez. Sara propone utilizar la opcion ‘recta’ para construir la recta AB,

pero Laura le dice que, para seguir la instruccion dada, es mejor construir otro punto y construye un

punto que intenta ser colineal a los puntos Ay B.

10.
11.

12.

13.

Mariana:

Laura:

Sara:

Laura:

Sara:

Mariana:

Laura:

Mariana:

Laura:

Pero esta mas cerca de la A.
Si, yo sé que estd mas cerca de la A.
Bueno, pero tenemos que mirar cuanto mide en cada lado.

Toca medir la distancia... ;Donde esta la distancia? (Busca en los menUs de
GeoGebra que estan en la parte superior de la pantalla (Archivo, Edicién, Vista,
Opciones, Herramientas, Ventana y Ayuda) y no encuentra la opcion de medir las
distancias de un punto a otro).

iQué haces!
¢No hay [una] regla?
No sé, no la encuentro.

No, no hay una regla. No sé, de pronto la profe utiliza otro GeoGebra... ;Y si

pones una linea recta?

Pero es que la profe nos mostr6 una [opcion] que nos daba [la distancia].

(Renombra el punto C como M).

Las estudiantes Ilaman a la profesora y le preguntan como se miden distancias en GeoGebra. La

profesora les indica que deben desplegar las opciones del icono ‘angulo’ y que, para medir distancias,

deben utilizar la herramienta ‘distancia o longitud’.

14.

Laura:

iAh! muchas gracias, muy amable (utiliza la herramienta y mide la distancia de
AaB).




15.

16.

17.

18.

19.

20.

Mariana:

Sara:

Laura:

Sara:

Mariana:

Laura:
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Acd, la distancia de A a B es 5.6 ;Cual es la mitad de 5,6?
¢(ES 2,77 Mmmm
2,75.

¢Como va a ser 2,75? Es 2,8 porque acuéerdese que es solo un decimal (mide la
distancia de A a M).

® MA=25 %ﬁﬂ:ﬁ'_‘- @

Faltan 3 décimas. (Arrastra el punto M hasta que la distancia de A a M sea de 2,8

y luego mide la distancia de M a B).

AB= 5.6

MA=28

Listo, entonces ... (Construye un punto y lo renombra como N)

® o MB=28 g

AB=56

MA=28

+

Tienen [los puntos M y N] que estar en una linea recta.

(No le presta atencion al comentario de Sara) Quedo mas corrido para el lado del
A.

Si, yo sé que quedd mas corrido (mide la distancia de A a N [3,6]
y de N aB [3,8]) jUy! Casi.



21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

Mariana:

Laura:
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® ] MB=28 g

AB=56
AN=36,_,, NB=38

Casi, pero no.

(Arrastra el punto N hasta que las distancias de AN y NB fueran 3,6) Mariana si
quieres sigue tu. Entonces mira, lo pones acé (Sefiala con el mouse una posicion

para el punto O).

[ ] AB=586 L] Y
MA=28 MB=28
AN=36 N

° NB=36

Mariana construye un punto y lo renombra como O.

Laura:

Mariana:

Laura:

Sara:

Mariana:

Listo (mide las distancias de Aa O y de B a O, luego arrastra el punto O hasta que
las distancias de Aa O y de B a O le quedan iguales a 3,0).

Entonces faltaria [construir el punto] P

[ ] AB=56 L] ®
MA= 28 OA=3 ME= 0B=13
AN=36

® MB=36

Listo. ¢si estd recto aca? (Se pregunta si los puntos M, O, N se encuentran

alineados).
Si,3y3

Ahora el P. Lo mismo, toca hacer la misma construccion.

Laura construye el punto P, mide las distancias AP y PB, y arrastra el punto P hasta que equidiste de Ay de B,

quedando la siguiente construccion.



28.
29.

30.

31.

32.
33.

34.

a los puntos 4 y B.

Sara:

Mariana:

Sara:

Laura:

Sara:

Laura:

Mariana:
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®
PAZ3 - PE=13
e a=55 @ ®
wa=2g OA=3 ME= OB=3
o
AN=386
L NB=36

Pero ¢si estan a la misma distancia?
A N lo veo corrido para aca (a la izquierda).

Pero acé si se ve recto (Refiere a que los puntos P, M y O se encuentran

alineados).

Bueno, hagamos una recta (construye una recta determinada por el punto N y un

punto C que no estaba en la representacion, Figura 12).

AN=36

NB=36

¢Ves que no estan rectos? (bien alineados)
Pero lo peor de todo es que estan cerca.

Pero no estan rectos.

Laura elimina la recta NC'y construye una recta CD que visualmente pareceria contener

PA=29 = PB=3
§—@———AB=56 O o &
0A=3 MB= 0B=3

MA=28

AN=36 I
° NE=38

Luego Laura construye una recta determinada por el punto O y un punto £ que no

estaba en la representacion.
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PA=29 | PB=3
@ @———AB=56 o
MA=28 0A=3 MB= 0B=3

[

AN=36

L NB=36

+

En ese momento llega la docente y pregunta por la construccion realizada. Surge la

siguiente conversacion:

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

45.

Zaira:

Laura:

Zaira:

Laura:

Zaira:

Laura:

Zaira:

Laura:

Zaira:

Sara:

Zaira:

¢ Como realizaron la construccion?
Primero construimos Ay B aqui, sefialando los puntos.
Listo, ¢y luego?

Pusimos a M aqui en el centro y revisamos que midiera lo mismo (mostrando con

la flecha los textos donde aparecian las distancias de Aa My de M a B).
&Y después?

Pusimos los otros (los puntos N, O, P) aca (muestra los puntos).

¢y si cumplen [la condicién de equidistar de los puntos A'y B]?

Si.

Ok. Ahora, diganme otro punto donde también se cumpla que equidiste.

Cualquier parte que siga esta recta de aca (sefialando con la mano la recta EO)

LAURA ESTEFANIA MURCL...

Ok. Ahora si pueden contestar el cuestionario.
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4.1.3.2. Respuestas al cuestionario asociado al problema

En la Imagen 4.7 mostramos las respuestas que dieron las estudiantes al cuestionario

entregado, después de que terminaran de resolver el problema en GeoGebra.

Imagen 4.7. Respuestas al cuestionario del Grupo 4-Tarea 1

2. Repite la situacion cuantas veces sea necesaria, hasta que descubras en dénde se ubican los puntos.

A qué figura geométrica pertenecen los puntos que equidistan de los puntos A y B?

R.Q UM \inea (&da

3. Sin hacer la construccién de otro punto en GeoGebra, imaginen un punto Z de tal forma que equidiste

de A y B ;En dénde pondrian al punto Z?

4. ;Por qué colocarian al punto Z en ese lugar?

R-ngee—iqucl_'s{a_q_(_pg@
y_w_paﬂb'_d&_to,_fég.m_—_
5. ¢Qué conclusion pueden sacar sobre cualquier punto que esté a la misma distancia de 4 y de B?

R Ua g muxaLmd;c_da_ung__

recra.

4.1.3.3. Respuestas a la plantilla discursiva para producir argumentos

inductivos

En la Imagen 4.8 presentamos las respuestas a la plantilla discursiva, que los

estudiantes escribieron.



Imagen 4.8. Respuestas a la plantilla discursiva del Grupo 4-Tarea 1

Grupo _A_

Enunciado 2.

1.

Completen los siguientes espacios:

Observo que los puntos Azvles

que_©g m'd\'& ‘&VI de los puntos A4 j
B, pertenecen a _Jer &, VOC‘{"CH‘ . Afirmo que un punto Z que cumple 1

misma condicién, pertenece a le. yecte, G,umc.cl& Por los - Esto pas;

TIATOl gV 13
porque_loy p“{a;{ﬂ(f az;f[e( forn- e QJ"“‘- P‘Pd’ﬂs

cun&z))\‘gt,eO lox rondicion dadaiol;u:dfsﬁlf
o~ & .
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4.1.3.4. Respuestas al esquema argumentativo para producir argumentos

inductivos

En la Imagen 4.9 se puede ver la respuesta al esquema completado por los estudiantes,

el cual debian realizar luego de haber completado la plantilla discursiva.

Imagen 4.9. Respuestas al esquema argumentativo del Grupo 4-Tarea 1

2. Completen chiguientc diagrama:

Los puntos azules estin a la misma

:." distancia de _ y de|q

v Descubri que los puntos azules 4
v’ pertenecena yne KoL Zpertenece a
. s

5 #s| | Z estd a la misma distancia de le. Va‘:(a‘

) Aol
porque E
E V-'b(\'.l ‘l‘bh h {')

L N R Ll LR

B

a

\ Ny

&) ych , igual que los | 3 fovrnedé po

puntos azules. —mwﬁ—




4.1.3.5. Andlisis del episodio 3

Acerca de la génesis instrumental
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Proceso

Evidencias

Interpretacion y
Explicacion

Instrumentalizacion

En [3] Laura decide borrar el punto B (que ha
ubicado, intentando que quede de tal forma
que la recta que contuviera los puntos Ay B
quede inicialmente vertical y luego
horizontal), al no quedar satisfecha con la
posicion en la que quedd. Muy posiblemente
queria usar la cuadricula para garantizar que la
distancia de los puntos A y B al borde superior
de la pantalla fuera la misma.

En [17] Laura arrastra el punto M hasta que la
distancia de A a M sea de 2,8.

En [22] Laura arrastra el punto N hasta que las
distancias de AN y NB sean de 3,6.

En [23] Laura arrastra el punto O hasta que las
distancias de Aa O y de B a O sean de 3,0.

En [27] Laura
construye el Faza @ o=

[} AB=586 [ ] ™
MB= 08=3

punto P, mide

maz2g OA=3

las distancias

AN=36

APy PB,y o

NE=36

arrastra el punto
P hasta que el punto equidiste de Ay de B.

En [31-34] Laura
construye una recta
para corroborar si

los puntos M, N, O

y P son colineales.

Arrastre. Al principio, las
estudiantes no usaron la opcién
del arrastre de los puntos libres
como el punto B, para ubicarlo
en una posicion determinada.
Querian usar una regla como
instrumento de alineacion.

Después, al momento de
querer hacer que el punto M
equidistara de Ay B,
arrastraron el punto M. Las
estudiantes replicaron el uso
del arrastre para que los demas
puntos (N, O, P) estuvieran en
la posicion indicada y
cumplieran con la condicién de

equidistar de los puntos Ay B.

Sin embargo, a las estudiantes
no se les vuelve rutinario el
uso del arrastre en otras
ocasiones. Por ejemplo, en
[31], Laura hubiera podido
verificar que los puntos
realmente eran colineales, por
medio del arrastre de cada uno
de los puntos para garantizar
que quedaran todas sobre una

misma recta.
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En [3] Laura quiere utilizar la cuadricula que
proporciona GeoGebra, probablemente para
saber las distancias que hay entre los puntos.

En [4] Laura construye un punto C, e intenta
que quede equidistante a los puntos Ay B “a

29

0j0”, . + K,

perceptivamente.

En [7-13] la estudiante busca en los iconos
superiores de GeoGebra, la opcion ‘medida de

distancia o longitud’, pero no la encuentra.

En [14] Laura utiliza por primera vez la
opcion ‘medida de distancia o longitud’ seglin
la instruccion dada por la docente para medir
la distancia AB.

En [17, 20, 23, 27] Laura mide las distancias
requeridas con la herramienta ‘medida de

distancia o longitud’.

Distancia o longitud. Al ser la
primera vez que las estudiantes
utilizan GeoGebra, no

encuentran la opcion ‘distancia

o longitud’.

Con ayuda de la docente,
aprenden a medir distancias en
el programa GeoGebra y Laura
empieza a utilizar la opcién
con cierta agilidad para dar

solucion a la tarea.

Instrumentacion

En [31] y en [34 — 35]
Laura construye una

recta construida a partir eI SRR
de un punto determinado

NE=36

en la pantalla y un punto
que no estaba en la representacion.
Visualmente la recta construida parece
contener algunos puntos Con esta verificacion,
aceptan que los puntos son colineales, a pesar
de que la construccion no es perfecta.

Uso no convencional de la
recta para corroborar la

colinealidad entre puntos.

Las estudiantes usan la opcién
‘recta’ para comprobar que
efectivamente los puntos M, N,
Oy P pertenecen a una misma
recta, debido a que tenian
sospecha de que los puntos
estaban alineados.
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En [4] Laura construye un punto C, e intenta Uso de la opcidn de distancia
que quede equidistante a los puntos Ay B “a para corroborar equidistancia

0jo” “de forma visual”. entre dos puntos.

En [14] Laura utiliza por primera vez la En un primer momento, las
opcion ‘medida de distancia o longitud’ segun | estudiantes revisan “a 0jo” si
la instruccidn dada por la docente para medir el punto M equidista de los
la distancia AB. puntos Ay B.

En [17, 20, 23, 27] Laura mide las distancias Luego, utilizan la opcion
requeridas con la herramienta ‘medida de ‘medida de distancia o
distancia o longitud’. longitud’ para verificar la

equidistancia entre los puntos.

Acerca de la argumentacion inductiva

Condiciones iniciales: Subconjunto de puntos que equidistan de A y de B construidos en GeoGebra

Evidencias

Interaccion de los estudiantes:

En las intervenciones [1-3], después de construir los puntos Ay B, las estudiantes recalcan
gue, segln la instruccion dada, deben construir los puntos M, N, O de tal forma que
equidisten de los puntos A 'y B. Asi, mencionan que todos aquellos puntos que construiran

van a ser equidistantes de Ay de B.

En las intervenciones [5-17], las estudiantes intentan determinar el punto, M, de tal forma
que quedara colineal a los puntos A y B y equidistante de ambos. Luego, con el uso del
arrastre y la medida de distancias, arrastran el punto M hasta que las distancias de AM y

MB sean iguales.

En las intervenciones [17-27], las estudiantes determinan los puntos N, O, P de la misma

forma que determinaron la posicion del punto M.

En las intervenciones [38-41] las estudiantes describen a la docente el procedimiento
realizado para dar solucion a la tarea y confirman que los puntos construidos M, N, O y P
cumplen con la condicién de equidistar de los puntos A'y B de acuerdo con la construccion

realizada.
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Plantilla discursiva:

Las estudiantes completan el primer renglon de acuerdo con la Figura que aparece en la
plantilla discursiva. Aluden a que los puntos azules son aquellos que equidistan de los
puntos Ay B.

Esquema argumentativo:

Las estudiantes completan el Cuadro 1, teniendo presente que los puntos azules estan a la
misma distancia de dos puntos fijos, Ay B.

Interpretacion

Con las evidencias anteriores, logramos identificar que las estudiantes si establecieron la
propiedad que cumple el subconjunto de puntos, para este caso, que debian equidistar de
Ay B. En la interaccién, las estudiantes determinan los puntos M, N, O y P de tal forma
que equidisten de los puntos fijos A y B; mientras que, en la plantilla y el esquema, se
basan en la Figura del esquema, en el que visualizan aquellos puntos de color azul y
determinan que aquellos puntos son los que equidistan de los puntos Ay B.

Propiedad descubierta: El subconjunto de puntos construidos pertenecen a una misma recta

Evidencias

Interaccion de los estudiantes:
En [18] Sara menciona que los puntos N y M estan sobre una recta.

En las intervenciones [22-25] Laura construye los puntos O y P de tal forma que se vea

una alineacion con los puntos M y N ya construidos.
En [30] Sara identifica que los puntos P, My O son colineales.

En las intervenciones [31-34] Laura construye una recta determinada por el punto Ny un
punto C que no estaba en la representacion. Luego, las estudiantes identifican que los
puntos a pesar de no pertenecer a la recta, si se encuentran cerca de ella.
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Cuestionario:

Las estudiantes en el segundo item del cuestionario escriben que la figura geométrica que
pertenecen los puntos construidos que equidistan de los puntos Ay B, es una recta.

Plantilla discursiva:

Las estudiantes escriben en el segundo rengldn que los puntos azules que cumplen la

condicién inicial pertenecen a una recta.
Esquema:

Las estudiantes completan el Cuadro 2, escribiendo que los puntos azules construidos de

tal forma que cumplieran con la condicion inicial pertenecen a una recta.

Interpretacion

Las estudiantes descubrieron la propiedad gracias a la exploracién hecha en GeoGebra, en
donde fueron determinando puntos que equidistaran de Ay de B.

El descubrimiento inicia cuando Sara insinGa que los puntos construidos que equidistan
de los puntos A y B deben estar alineados. La estudiante avanza hacia el descubrimiento
de la propiedad, pero se detiene porque las deméas comparieras no le prestan atencion a su
comentario. Luego, Laura busca la alineacién con los puntos M y N para construir los
puntos O y P. Es después que empiezan a mencionar la propiedad descubierta. En las
producciones escritas las estudiantes identifican y mencionan la propiedad descubierta de

acuerdo con la construccion o la Figura vista.

Caso no

explorado: Punto Z no construido en GeoGebra que equidista de los puntos Ay B

Evidencias

Esquema argumentativo: Las estudiantes completan el Cuadro 3, informando que el
punto Z est4 a la misma distancia de A y de B, igual que los puntos azules.

Interpretacion

Tanto en el cuestionario como en la plantilla, los estudiantes no se refieren a un caso no
explorado, debido a que el enunciado de la pregunta o la plantilla es quién les da la
informacion. Sin embargo, en el esquema si evidenciamos que las estudiantes identifican
que el caso no explorado, corresponde al punto Z, que cumple con la condicion inicial,
igual que los puntos construidos, de equidistar de los puntos Ay B.

Asercion: Punto Z pertenece a la recta MN o puntos azules
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Evidencias

Cuestionario:

Las estudiantes escriben en el item 3, que el punto Z que equidista de los puntos Ay B,
pertenece a la recta formada por los puntos M, N, O.

Plantilla discursiva:

Las estudiantes escriben en el renglon 3 que el punto Z que cumple con la misma condicién
de los puntos azules, pertenece a la recta formada por los puntos azules.

Esquema argumentativo:

Las estudiantes escriben en el Cuadro 4 del esquema que, Z pertenece a la recta formada
por los puntos azules.

Interpretacion

De acuerdo con lo escrito en el cuestionario, el diagrama y el esquema, identificamos que
las estudiantes llegan a concluir la asercién de forma acertada.

Patron de generalizacion: El conjunto de puntos que equidistan de dos puntos fijos, A y B, forman una

recta

Evidencias

Interaccion de los estudiantes:

En [44] Sara dice que cualquier punto que equidiste de los puntos A y B, pertenece a la
recta EO, construida de tal forma que visualmente contuviera los puntos M, N, Oy P, que
equidistan de los puntos Ay B.

Cuestionario:

En el item 4 las estudiantes respondieron que el punto Z debe pertenecer al lugar
geomeétrico encontrado, porque equidista de los puntos A y B y hace parte de la recta.

Plantilla:

En la plantilla, las estudiantes concluyen que los puntos azules forman esta recta
cumpliendo con la condicién dada, equidistar de Ay B.

Esquema argumentativo:

Las estudiantes concluyen que los puntos equidistan de Ay B.
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Interpretacion Identificamos que las estudiantes si lograron reconocer que los puntos cumplen con ambas
propiedades, equidistar de los puntos A y B y pertenecer a una misma recta. Esto les
permite afirmar que el punto Z pertenece a la recta sin hacer la exploracion. Sin embargo,
no hacen explicita la dependencia del lugar geométrico a la equidistancia. No escriben una
proposicién condicional como esta: Si los puntos equidistan de dos puntos fijos A y B,

entonces aquellos puntos pertenecen a una misma recta.

Pese a que si llegaron a encontrar el patron de generalidad, en el esquema no logran
expresarlo, debido a que en el cuadro 5, solo escriben la primera condicion, los puntos

equidistan de Ay B. Asi, si realizan una induccidn empirica, pero de manera incompleta.

4.2. Tarea 2: Recta perpendicular por el punto medio — mediatriz

4.2.1. Episodio No. 4 — G3 (Martin, Alejandro, Samir)

4.2.1.1. Descripcion de la interaccion de los estudiantes al resolver el
problema

Luego de que la docente les dice a todos los estudiantes que a partir del arrastre se
puede representar una familia de objetos geométricos, pregunta: ;Entonces, en GeoGebra se

pueden representar varios segmentos a partir de uno construido?

1. Martin: Si
2. Zaira: ¢Por qué?
3. Martin: Pues seria como infinitos porque va a tener diferentes posiciones cuando los [puntos

los] movemos y ademas va cambiando lo que mide [los segmentos], ¢no?... Es que el

segmento se puede extender hasta infinito.

Después, Samir empieza a leer la primera parte de la tarea: “realiza la siguiente
construccion en GeoGebra, construye dos puntos y llamalos A y B. Luego, construye el
segmento AB”. Martin menciona que el segmento se puede construir de una vez. Alejandro
construye el segmento AB con la opcidn ‘segmento’ sin determinar antes los puntos 4 y B.

Samir sigue leyendo la segunda parte de la tarea “wutiliza la herramienta mediatriz para
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construir la mediatriz del segmento AB, llamarla m y resaltarla de un color distinto a la del

segmento”. Surge la siguiente conversacion:

4, Martin:
5. Alejandro:
6. Martin:
7. Alejandro:
8. Martin:

9. Alejandro

¢Coémo era que se llamaba? El segmento AB, ¢cierto?
Si.
Entonces no hay que hacer ningin cambio en el [nombre de los] puntos. Haz la mediatriz.

(Revisa en los diferentes despegables de GeoGebra como: punto, recta [también revisa las
diferentes opciones como recta, segmento y segmento de longitud dada], circunferencia y

angulo) ¢Me recuerdan donde esta la mediatriz?

Mira, aqui esta la mediatriz (indica con el dedo para desplegar las opciones del icono de

‘recta perpendicular’).

} Vista Algebraicg /-’ Perpendicular
" Paralela
X Mediatriz

é., Bisectriz

(Alejandro da clic en la opcion ‘mediatriz’, después da clic en el punto A). Coge la rec... Solo
el segmento. (Alejandro da clic nuevamente en la opcion ‘mueve’, luego le da clic en el

segmento AB y construye la recta g, que es mediatriz del segmento AB).

jAh! ya.

Martin pregunta por el nombre que debe tener la mediatriz. Sin embargo, Samir le

dice que toca primero cambiar la recta de un color para que “se vea mejor”. Alejandro vuelve

a leer el enunciado de la tarea y reitera
lo dicho por Samir y Martin: “toca

llamarla m, y resaltarla de color

distinto”.

10. Martin:

11.  Alejandro:

12. Samir:

¢En mindscula o maydscula toca?

En mindscula, acuérdate (da clic en el segmento al intentar renombrar la recta g como m,
pero crea otra recta h, que se superpone a la recta g del segmento AB, debido a que el
programa seguia en la opcion ‘mediatriz’). Pero no se puede.

Es que debes oprimirle aqui primero (hace clic en el primer icono de las herramientas para

desactivar la opcion).



13.

14,

15.

16.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Alejandro:

Samir:

Alejandro:

Samir:

Martin:

Alejandro:

Samir:

Alejandro:

Samir:

Alejandro:
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jAh! Con razén. Listo (renombra la recta h como m y empieza a mover uno de los extremos
del segmento AB).

Yo quiero (Mueve el punto A de forma circular y rapido).
¢Le cambiaron la sensibilidad?

Hagalo usted. Es que a mi me gusta rapido, td lo hiciste un poquito mas lento (le entrega
computador a Alejandro).

Lo siguiente, ¢qué toca hacer?

Espera (da clic izquierdo en la recta m, luego da clic derecho en la recta m) ¢Sera que para
cambiar el color hay alguna opcion aqui?

Es que cambielo de color, toca cambiarlo de color.

Si, pero no me aparece (revisa en los iconos de GeoGebra ‘angulo’ ‘deslizador’ y ‘mover
grafico’).

Pero toca es a la recta.

¢En propiedades? (da clic derecho en la recta por segunda vez, luego en propiedades y

cambia el color de la recta m). Si era ahi. Asi, ya.

La profesora les dice a todos los estudiantes que se le habia olvidado mencionar como

cambiar el color de los objetos construidos. Alejandro contestd: solo es presionar la mediatriz

v darle las propiedades y ya. Ahi aparece. La docente les muestra a los demds estudiantes

cémo cambiar el color a los objetos geométricos construidos. Luego, Alejandro le presta el

computador a Samir y Samir arrastra el punto 4 hacia un extremo de la pantalla.

24,

25.

26.

217.

Alejandro:

Samir:

Alejandro le quita el mando y arrastra nuevamente el punto A para que sea visible.

Martin:

Alejandro:

iPero qué estas haciendo!

Es que queria arrastrar el punto hasta el infinito.

Qué dice después.

Exploren la representacion hasta descubrir alguna propiedad de la mediatriz m respecto al
segmento AB. Segun lo explorado, ¢qué propiedad cumple la mediatriz? (Mueve los puntos
Ay B en diferentes posiciones de la pantalla, primero mueven el punto By luego el punto A,
procurando que el segmento AB tenga la misma distancia, pero con diferente posicion de

modo circular).



28.

29.

30.

31.

32.

33.

Martin:

Alejandro:

Martin:

Alejandro:

Martin:

Alejandro:
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Miren estas (Martin mueve el punto A de tal forma que visualmente quede cerca al punto B).

B

o

iEy Martin!, ;qué haces?

Pues es que esa es la idea. [...] Pues miren que siempre va a estar paral... Siempre va a ser

la linea perpendicular en el medio, ¢no?
Si, ¢no? Como la anterior vez.

O sea, miren que se ubica el medio y la linea perpendicular y ya (Mientras seguia moviendo

el punto A de tal forma que el segmento AB cambiaba de posicién y de longitud).

Ah si por eso, es parecido a lo que hicimos la anterior vez.

La docente se dirige hacia el grupo y pregunta por la construccion realizada, Martin

con el mouse arrastra el punto B para obtener varias posiciones del segmento mientras que

Alejandro responde lo dicho por Martin anteriormente que, aunque se mueva el segmento, la

mediatriz siempre va a ser perpendicular. Martin complementa diciendo que siempre va a

estar en la mitad de los puntos Ay B.

-l

>

La docente pregunta por como pueden corroborar que “pasa por la mitad”.

Responden:
34. | Samir:
35. | Martin:

Pues a 0jo, ¢no?

Midamoslo (Alejandro busca en las diferentes opciones de GeoGebra, pero no encuentra

la opcion ‘medida o longitud’).

4 La imagen se ve borrosa debido a que fue tomada del video realizado con el celular.
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36. | Alejandro Dénde esta?
37. Martin: En donde aparece el angulo (Samir le sefiala a Alejandro la opcion ‘angulo’ para
desplegar las opciones).
38.  Alejandro: ;£ angulo me sirve para eso? ¢para saber si esté en la mitad?
39.  Martin: No, no. O sea, me refiero a la herramienta. (Alejandro mide la longitud del segmento AB)
4l Zzaira: ¢Pero como pueden hacer para hallar ese punto de interseccion [entre la recta m y el
segmento AB]? Existe una opcion en GeoGebra para hallar la interseccion entre la recta
y el segmento. Blsquenla, para que la puedan utilizar.
42 Martin Pues seria esta, ¢no? (refiriéndose a la opcion de punto, utiliza la opcién y cuando le da
clic en el posible punto de interseccién, determina un punto C en el segmento AB) No,
pero no me sirve (elimina el punto C).
43 samir: &Y si mejor utilizas la de abajo?
4. Martin: ¢Cual?, ¢esta? (refiriéndose a la opcidn ‘interseccion’)
45 samir: Si, ¢no?
Martin determina el punto de interseccion entre el segmento AB y
la recta m, dando clic a la interseccion. Luego mide las distancias de Ba C B /103
f: .
y de Ca A. S
B , . CA=096 A
La docente pregunta ;como saben que el punto C estad en el medio?
Martin responde porque la distancia de AB esta “dividida en dos” por el /

punto C. La docente les dice que revisen si en todos los casos explorados sucede lo mismo.

Luego de que la docente se va, Alejandro intenta arrastrar el punto C, pero Martin le indica

que debe mover es la recta m. Como tampoco funciona, Martin le dice a Alejandro que los

objetos que deben arrastrar son los puntos 4 o B otra vez. Cuando Alejandro arrastra el punto
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A, el grupo corrobora que las distancias de 4 a C'y de C a B siempre son las mismas. Después,
Martin les propone utilizar la opciéon ‘angulo’ para corroborar también que el dngulo sea
recto, por lo que Alejandro utiliza la opcion ‘medir dngulo’, dando clic primero en el

segmento y luego en la recta.

4.2.1.2. Respuestas al cuestionario

De acuerdo con lo descubierto en la exploracion, Martin empieza a escribir la

respuesta del item 2 del cuestionario.

Imagen 4.10. Respuestas del item 2 al cuestionario del Grupo 3-Tarea 2

’ 2. Exploren la representacion hasta Gescubrir alguna propiedad de la mediatriz m respecto al

, esta,cela \u_ 17 cta peroen dicvlar _al
.5~m“'vt>1ﬂo ﬂB el mnkc? Ae m\ﬁ( 9((:00 e vC
l \ ﬁq\) ‘C\ Yvﬂ‘fﬂd (‘e gmen't‘) h/l

Ahora_lean v analicen la siguiente sxmacmn

’ segmento AR 3egin lo explorado, ;Qué propiedad cumplc la mediatriz?
I
|

Luego, lee en voz alta para sus compafieros y dice que ahora deben responder el item
3. Después de leer la situacion del item 3, Samir dice que no estd de acuerdo con la pregunta
del cuestionario /estan de acuerdo con la opcion de Juan para formar la cruz?, pero Martin
lo contradice, argumentando que el “segmento” podria ser uno de los palos de Juan y “la
recta roja” el otro palo, asegurando que no va a ser como un segmento el palo. Después de

un silencio de dos minutos aproximadamente, ocurre la siguiente discusion:

47. | Martin: No, creo que no.
48.  samir: Algo me dice que no, la mediatriz no es un segmento.
49. | Martin:

Yo creo que no. Este es el primer palo, ¢no? El problema es que la recta no es un
segmento. La recta es infinita y ese es el problema... No existe un palo que tenga la

longitud infinita, entonces seria un segmento no una recta.

50.  Samir: Aparte una cruz en mi punto de vista religioso es mas arriba y si lo ponemos en la cruz

quedaria en la mitad. Quedaria un simbolo de mas.

Martin empieza a escribir la justificacion del item 3.
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Imagen 4.11. Respuestas del item 3 al cuestionario del Grupo 3-Tarea 2

Juan encuentra un trozo de palo en el parque. Su amiga Carla le dice que podrian buscar
otro trozo de palo para formar una cruz. Juan le sugiere colocar el segundo palo como si

fuera la mediatriz del primero.

(Estin de acuerdo con la opcién de Juan para formar la cruz? Si __ No_X_Justifiquen

su respuesta.

Oor Que. la mediatriz _es una ve cta

. ' - . | -
W)L l.gl\'(\_, Ir9()f IO {DI’HO Yale% e XxiS1€
eviste un r\;n({) m‘{ inito

Después la profesora vuelve a donde esta el grupo. Pregunta por como construyeron

el punto de interseccion y el angulo de 90°. Alejando responde “con la opcion de ‘angulo’

dimos clic en la recta y luego en el segmento”. Luego, la profesora les dice que va a realizar

algunas preguntas. Surge la siguiente conversacion:

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

Zaira:

Samir:

Martin:

Samir;

Zaira:

Martin:

Zaira:

Alejandro:

Martin:

Zaira:

Samir:

Bueno, les voy a hacer unas preguntas, ¢ Sera que se puede arrastrar la recta m?

0 bueno, ¢la recta roja?

No sefiora.

¢Pero la mediatriz o el segmento? Igual es que ninguno [se puede mover] porque

van a depender de esos puntos.
Ademas, es que la recta es una linea fija por las propiedades que tienen.
¢Linea fija?

No o sea que si se pudiera mover como quisiera, se va a quitar la funcién que

tiene la mediatriz.

Mueve el punto A o B ¢ qué sucede?

La mediatriz se mueve

Si, pero es que es solo cuando se mueve cualquier punto.
¢Sera que se puede mover el punto C?

Ah no, es que seria al mover los puntos A y B, o los puntos que formaron el

segmento.
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62 zaira: Muy bien, por lo que la recta esta condicionada a los puntos A 'y B. Terminen de

contestar las preguntas.

Alejandro lee la pregunta del item 4, Martin indica que deben poner lo que
descubrieron en GeoGebra y Alejandro adiciona la respuesta con respecto a la ultima

exploracion de la recta, afirmando que esta condicionada a los puntos 4 y B.

Imagen 4.12. Respuestas del item 4 al cuestionario del Grupo 3-Tarea 2
\ T
4. ;Qué conclusion pueden sacar sobre la mediatriz de cualquier segmento?
csla eslave  vbicada de  manere
Je@eml\h/lc\f O <r’c\vvw€m‘fo Dlermn

el _pouniy de m+e/.>c\rlc|oy\ ceva
en la wmitad del  SeywWenio,Pdemgg

[a mech'cd/{z 40 ‘yuede rovly pPero
Cond, 1O Ntde

Los estudiantes entregan a la docente el cuestionario. Mas adelante, en la discusion
grupal, cuando Martin lee la respuesta del item 3, un estudiante de otro grupo le dice que en
el enunciado de la situacion se mencionaba que ellos debian imaginar el palo “como si fuera
la mediatriz” més no que debia ser la mediatriz. Martin responde que en ese caso si estaria
de acuerdo con sus compaiieros, informando que estarian de acuerdo con la opcion de Juan

porque cumpliria con las dos propiedades mencionadas en el item 2.

4.2.1.3. Respuesta a la plantilla discursiva

Los estudiantes entregan el cuestionario y después completan los espacios de la

plantilla discursiva.

Imagen 4.13. Respuestas a la plantilla discursiva del Grupo 3-Tarea 2

Tarea 3: Hecho Geométrico de la Mediatriz

Grupo 3

Enunciado 2.

1. Completen los smuncnlcs espacios:

Observo que L\__nr(‘_\ (12 ,_L _s(ﬂwrrln
cumple quc C _LILLhAO-————

Afirmo que mcdlalnz egmento MN, cumple que
Ll as equis lohl J M \I?\ 0166\ g€ @5t ©a la be. -/ pr_'"//]/
Esto pdsa porque __1& ﬁ’c.'ﬂ o triz eo g reetc, en

m/.‘vlgo( de | 5ng eta en €ste o fo
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Cabe mencionar que, al escribir el segundo renglon de la respuesta, Alejando le dice
varias veces a Samir (encargado de escribir en la plantilla) que debe contestar “esta en la

mitad del segmento MN”.

4.2.1.4. Respuesta al esquema argumentativo

El esquema argumentativo, fue contestado por Martin quién pregunta a sus

compaiieros qué debe escribir en “Caso no explorado en GeoGebra”, pero no obtiene

respuesta.

Imagen 4.14. Respuestas al esquema argumentativo del Grupo 3-Tarea 2

2. Completar el siguiente diagrama:

Dato

Representacion grifica Asercion

Condicién de las rectas ‘
(El segmento AB representa exploradas: Afirmacién sobre el caso |
los casos explorados) 4o v i no explorado en GeoGebra:

20n SLowmeiRs
Haf‘?ar(a< Ry lq ﬂgd a{gz

.”ropledaa descubierta:

|
b epdicktiz <e CU"?D Ao la l
b o o

\ .
Mupye _Cendl&rongda fo,mc\
Caso no explorado en
GeoGebra:

S S
difeYentes

[ R K

Garantia

Puedo afirmarlo porque

[2) (@]

en 660ﬁ€ero
~N

Martin le pregunta lo mismo a la docente y ella les pregunta a todos los estudiantes
del curso electivo ;qué representacion no se construyo en GeoGebra? Una estudiante del
grupo 4 contesta que el caso de la situaciéon de Pablo. Martin adiciona que no todas las
representaciones se pudieron haber revisado porque son demasiadas. La docente informa que
todos los grupos exploraron varios casos con GeoGebra, algunos hasta exploraron casos

extremos, pero no es posible haber explorado cada uno de los casos por medio del arrastre.



4.2.1.5. Andlisis del episodio No. 4

Acerca de la génesis instrumental
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Proceso

Evidencias

Interpretacion y
Explicacion

Instrumentalizacion

En [3], Martin dice:

Pues seria como infinitos [segmentos] porque
va a tener diferentes posiciones cuando los
movemos [los puntos] y ademéas va cambiando
lo que mide [los segmentos], ¢no?... Es que el
segmento se puede extender hasta infinito.

Arrastre para obtener una
familia de objetos
construidos. Martin reconoce
que con el arrastre se obtiene
una familia de objetos que
comparten los atributos que
caracterizan al objeto inicial
construido, en este caso, el
segmento AB.

En [8], Martin esté& seguro de que la opcion
‘mediatriz’ se encuentra en el icono de ‘recta

perpendicular’.

En [36-39] Martin le indica a Alejando el icono
que debe desplegar para encontrar la opcién
‘medida o longitud’ en GeoGebra,

correspondiente a la opcién ‘angulo’.

Entre las intervenciones [50] y [51], Alejandro
dice: “...con la opcion de ‘angulo’ dimos clic
en la recta y luego en el segmento ” para
construir el punto de interseccion entre el

segmento y la recta.

Despliegue de ventanas en
GeoGebra. Los estudiantes
identifican que en GeoGebra
hay iconos que despliegan
diferentes opciones de
construccion de objetos
geométricos. Ademas, es
claro que los estudiantes
identifican donde se
encuentran ubicadas dichas
opciones ‘mediatriz’,
‘distancia’ y ‘punto de

interseccion’.

Entre las intervenciones [3] y [4], Alejandro
construye el segmento AB con la opcion
‘segmento’ sin determinar antes los puntos A 'y

B.

Segmentos. Los estudiantes
identifican que, para construir
un segmento no es necesario
determinar los puntos, sino
que pueden utilizar de una vez

la opcién ‘segmento’.
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En [19] Alejandro intenta cambiar el color de
la recta m, dando clic derecho e izquierdo en la
recta. Ademas, pregunta si existe alguna opcion

que pueda cambiar la recta de color.

En [21], Alejandro revisa los iconos ‘angulo’
‘deslizador’ y ‘mover grafico’ para encontrar
alguna opci6n que cambie el color de la recta

m.

En [22-23] Alejandro dice: ¢En propiedades?
(da clic derecho en la recta por segunda vez,
luego en propiedades y cambia el color de la

recta m, Figura 2). Si era ahi. Asi, ya.

Entre las intervenciones [23] y [24], Alejandro
les dice a todos sus comparfieros que para
cambiar de color la recta “solo es presionar la
mediatriz y darle las propiedades y ya. Ahi

aparece”.

Cambio de color Alejandro
decide que, para destacar un
objeto geométrico en
GeoGebra, se puede cambiar
de color; da clic derecho en el
objeto que quiere destacar y
luego, en propiedades.
Alejandro aprende a cambiar

de color la recta construida.

En las intervenciones [41-45] la docente les
pregunta a los estudiantes como pueden hallar la
interseccion entre el segmento y la recta. Al
inicio Alejandro utiliza la opcion ‘punto’,
después, por sugerencia de Samir, utiliza la
opcion ‘punto de interseccion’ y da clic en
donde visualmente es la interseccion entre el

segmento y la recta.

Puntos de interseccidn.

Los estudiantes empiezan a
instrumentalizar la opcion de
‘interseccion’ en GeoGebra.
Aln no consideran dar clic
primero en uno de los objetos

y luego, en el otro objeto.

En la conversacion que surge después de [45],
Alejandro intenta arrastrar el punto C
(interseccion entre la mediatriz y el segmento
AB), pero Martin le indica que debe mover es
la recta m. Como tampoco funciona, Martin le
dice a Alejandro que los objetos que deben

arrastrar son los puntos A o B otra vez.

En las intervenciones [51-62], la docente les
explica que larecta my el punto C estan

condicionados a los puntos Ay B.

Arrastre directo - arrastre
indirecto.

Los estudiantes establecen la
distincién entre el arrastre
directo y el arrastre indirecto,
identificando qué objetos
dependen del arrastre de otros
para cambiar de posicion.
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Instrumentacion

En las intervenciones [27-30] los estudiantes
Uso del arrastre para

intentan que el segmento cambie de posicion descubrir las propiedades de

sin cambiar su longitud; cambie la longitud sin .
un objeto.

cambiar de posicion; y, cambie la longitud de

: L tudiant n el
forma horizontal para casos extremos. 0s estudiantes usan e

arrastre para arrastrar los

B puntos Ay By observar, en

/"éd_", diferentes perspectivas, el

comportamiento de la recta,

mediatriz, del segmento AB.

Acerca de la argumentacion inductiva

Condiciones iniciales: Subconjunto de mediatrices del segmento AB representados por la recta m.

Evidencias

Interaccion de los estudiantes:

En [8] Alejandro construye la mediatriz del segmento AB.

Entre las intervenciones 9y 10, Samir arrastra el punto A hacia un extremo de la pantalla,

\ cambiando de longitud al segmento AB vy

| ‘| cambiando de posicion a la mediatriz. Ademés,
\,‘ Samir indica que queria arrastrar el punto hasta el

infinito.

En [27], Alejandro mueve el punto B y luego el punto A, de manera circular, procurando

que el segmento AB tenga la misma distancia, pero con diferente posicion de los puntos.

En [28] Martin arrastra el punto A hasta que quede 5

cerca del punto B, revisando el comportamiento ”/’,CB;L,’

de la mediatriz para el caso de un segmento de

longitud minima.

Plantilla discursiva:

Los estudiantes escriben en el primer renglon: Observo que la mediatriz del segmento

Interpretacion

Los estudiantes reconocen que la condicidn inicial de los casos explorado es ser la
mediatriz del segmento AB. Lo sabemos porque utilizan el arrastre para explorar un
conjunto de representaciones de segmentos y sus mediatrices. Sin embargo, en el esquema

argumentativo, solo escribieron como condicidn inicial que se tenia el segmento MN, lo

que corresponde al caso no explorado.
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Propiedad descubierta: La mediatriz m es perpendicular al segmento AB y, la interseccion entre la recta

my el segmento AB, es el punto medio de AB.

Evidencias

Interaccion de los estudiantes:

En [30y 32], Martin dice: Siempre va a ser la linea perpendicular en el medio, ¢no? [...]
O sea, miren que se ubica el medio y la linea perpendicular y ya (Mientras seguia
moviendo el punto A de tal forma que el segmento AB cambiaba de posicion y de

longitud).

Entre las intervenciones [33 y 34], Alejandro le responde a la docente: aunque se mueva
el segmento, la mediatriz siempre va a ser perpendicular. Martin adiciona: siempre va a
estar en la mitad de los puntos Ay B.

Finalmente, los estudiantes muestran que la recta es perpendicular, midiendo el angulo y
que C es el punto medio de AB midiendo cada una de las distancias. Ademas, nuevamente

arrastran los puntos Ay B.

Cuestionario: En la pregunta del item 2 los estudiantes contestan: esta sera la recta
perpendicular al segmento AB, el punto de interseccion seré en la mitad del segmento AB.

Plantilla discursiva: En el segundo renglén de la plantilla, los estudiantes completan la

frase escribiendo: cumple que esta en la mitad del segmento y es infinito.

Interpretacion

Los estudiantes descubren las propiedades de la mediatriz de un segmento mediante la
exploracién, inclusive de casos extremos. Balacheff (2003) menciona el importante papel
de los casos extremos en el descubrimiento de propiedades, para lograr una mayor

conviccion.

El descubrimiento realizado corresponde a lo escrito en el cuestionario. Sin embargo, en
la plantilla discursiva, los estudiantes solamente hacen referencia a una condicion
encontrada, relaciondndola con lo explorado en GeoGebra de la forma condicionada en
que se puede mover la mediatriz. En el esquema argumentativo, se ve que probablemente
los estudiantes si reconocen que la mediatriz se comporta de una manera particular porque
depende de la posicién y del tamafio del segmento AB. Sin embargo, no se refieren a las

propiedades geométricas exploradas y descubiertas.

Caso no explorado: La mediatriz del segmento MN

Evidencias

Martin dice al final que, si se pudiera ver el palo como infinito, si sera la mediatriz. Martin

reconoce que se puede suponer que el palo es como una mediatriz.




&9

Interpretacion

Los estudiantes tuvieron problemas para identificar que la cruz que se menciona en el
enunciado fuera un caso no explorado porque no asociaban a uno de los palos de la cruz
con la mediatriz. Sin embargo, al final si lo aceptaron.

Ahora, en el esquema argumentativo, al igual que en la propiedad descubierta, escribieron
que los casos no explorados fueron con respecto a una familia de segmentos AB en vez de
una familia de mediatrices no exploradas. Lo que quiere decir que los estudiantes no
pudieron identificar bien el caso no explorado en la tarea.

Asercion: la mediatriz del segmento MN es perpendicular al segmento y/o la interseccion entre el

segmento MN y su mediatriz es el punto medio de MN

Evidencias

Interaccién de los estudiantes:

Durante la discusion grupal, los estudiantes reconocen que, estan de acuerdo con la opcion
de Juan, porque al formar una cruz, se cumplen con la propiedad de ser perpendicular y
de pasar por el punto medio del segmento. La informacion es mencionada en el item 2 del

cuestionario.

Plantilla discursiva: Los estudiantes completan el cuarto renglén de la plantilla
discursiva de la siguiente manera: Afirmo que la mediatriz de un segmento MN, cumple
que es equidistante de M y N, o sea que esta en la mitad del segmento MN.

Interpretacion

A los estudiantes se les dificulté identificar la asercion debido a que: para la respuesta del
cuestionario, centraron el problema de Juan en una propiedad asociada a longitud de una
recta con respecto a la longitud de un palo; en la plantilla discursiva escribieron solo una
de las propiedades encontradas, correspondiente a que la recta pasa por la mitad del
segmento MN y en el esquema argumentativo, no fueron especificos, simplemente
escribieron “la mediatriz cumple de la misma forma”. Ademas, en la plantilla discursiva
aluden a una de las dos propiedades que tenian que mencionar.

Patrén de generalizacion: Si una recta es la mediatriz de un segmento, entonces la recta es

perpendicular al segmento que pasa por el punto medio del segmento.

Evidencias

Intervenciones:

En [30] Martin dice: Pues es que esa es la idea. [...] Pues miren que siempre va a estar

paral... Siempre va a ser la linea perpendicular en el medio, ¢no?

En [32] Martin dice: O sea, miren que se ubica el medio y la linea perpendicular y ya.
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Entre [33 y 34] Alejandro dice: Aunque se mueva el segmento, la mediatriz siempre va a
ser perpendicular. Martin complementa diciendo que siempre va a estar en la mitad de
los puntos Ay B.

Cuestionario: Los estudiantes responden al item 4, que la mediatriz de cualquier
segmento estara ubicada de manera perpendicular al segmento. Ademas, el punto de
interseccion sera en la mitad del segmento...

Plantilla discursiva: Los estudiantes completan el quinto y sexto renglén de la plantilla
discursiva de la siguiente manera: la mediatriz es la recta en la mitad del segmento, en
este caso MN

Los estudiantes identifican las dos propiedades que cumple la mediatriz de un segmento.
Ademas, Martin hace referencia a que “siempre” se va a cumplir que son perpendiculares
y que la recta pasa por el punto medio del segmento. Sin embargo, en la plantilla discursiva
.| apesar de que habian identificado tres propiedades de la mediatriz, correspondiente a que
Interpretacion . ) ) .
la recta pasa por la mitad del segmento, en un lenguaje coloquial no lo escriben como lo
pensaron en sumomento. Finalmente, en el esquema argumentativo, quizas por el cambio
de formato de la plantilla, los estudiantes escribieron lo hemos explorado en GeoGebra

no correspondiendo a lo que queriamos que escribieran los estudiantes.

4.2.2. Episodio No. 5 - G4 (Laura, Sara, Mariana)

4.2.2.1. Descripcion de la interaccion de las estudiantes al resolver el
problema

Las estudiantes empiezan leyendo la primera parte del enunciado de la tarea. Sara le
dice a Mariana que construya, en GeoGebra, dos puntos y los llame 4 y B. Mariana determina
los dos puntos y Sara expresa que ahora debe construir el segmento determinado por los dos
puntos. Mariana utiliza la opcion ‘recta’ sin desplegar las otras opciones y construye la recta
AB, pero Laura dice que no es la construccion solicitada. Mariana elimina la recta, da clic en
el icono ‘recta’, para desplegar las opciones de GeoGebra, después da clic en la opcion
‘segmento’ y construye el segmento AB. Sara lee lo que sigue del enunciado de la tarea
“Utilizar la herramienta ‘mediatriz’ para construir la mediatriz del segmento 4B. Llamarla m
y resaltarla de un color distinto”. Mariana despliega los iconos de ‘recta’ y ‘recta

perpendicular’, da clic en la opcion ‘mediatriz’ y construye la mediatriz del segmento 4B.
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En ese momento la docente explica donde pueden cambiar el color de los objetos
construidos en GeoGebra. Mariana le hace entrega del computador a Laura y surge la
siguiente conversacion en el grupo:

1. Sara Y resaltar de un color distinto al segmento [AB]. Pero todavia no le has cambiado el nombre
2. Laura: | Yava[Renombra la recta como M dando clic derecho en la recta y luego en ‘renombrar’].

3.  Sara: Pero ponla en mindscula porfa.

4. Laura:  (Renombra la recta como m) Ya.

5.  Sara. Ahora toca hacer que esa linea tenga un color diferente a la que esta ahi.

Laura da clic en la recta m, luego da clic en propiedades “color” y pone de color

morado a la recta m.

Sara lee lo que falta del primer item del cuestionario “Mueve los puntos A y B hasta
descubrir alguna propiedad de la mediatriz m respecto al segmento AB” Laura empieza a
arrastrar el punto B en diferentes posiciones (primero de forma circular, luego de forma

horizontal alargando y disminuyendo la longitud del segmento).

h

Mientras que Laura arrastra el punto B, le va diciendo a sus compaieras:



6. Laura:
7. Sara:
8. Laura:
9. Sara:
10.  Laura:
11. Sara:
12.  Laura:
13.  Sara:
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Miren como vamos, m va a ser perpendicular a ese segmento en estos m
casos (empieza a arrastrar el punto A de tal forma que el segmento
cambie de posicion, pero la longitud del segmento pareciese ser el

mismao).

No, no tiene nada que ver que sea perpendicular.

Mira, se ve. En este caso si.

Mira este caso que es perpendicular, pero no esta equidistando a ambos puntos (dibuja en

una hoja aparte un caso donde el segmento es perpendicular a la recta, pero la interseccion

entre la recta y el segmento no es el punto medio del segmento).

Si, no. Pero en estos casos si [las representaciones realizadas en GeoGebra]. Mira que aqui

si se cumple siempre (le muestra a Sara una representacién extrema).

AB\

Jaja. Eso ni se ve. Ah no, pero si porque aqui equidistan [la equidistancia de larectaa Ay a

B]... Entonces ;qué propiedad cumple la mediatriz?
Ser perpendicular al segmento AB.

Y que equidistan de A 'y B (escribe la respuesta del item 2)

2. Exploren la representacion hasta Gescubrir alguna propiedad de la mediatriz m respecto al

segmento AR GSegin lo explorado, ;Qué propiedad cumple la mediatriz?

W DOKtnmannce ,"»*J“v’jﬁlwo{v'nulf.\h A QB V)
< { } <

e B

. ) 1 - )~ = oY
oo dickerdd o B o
v [

La profesora llega a donde estd el grupo y pregunta como descubrieron que la

mediatriz es perpendicular al segmento AB.

14.  Laura:
15.  Zaira:
16. Laura:

Moviéndolo, ¢ quiere que lo movamos? (arrastra el punto A de modo que el segmento cambia

de longitud).
Y ¢qué significa que sea perpendicular?

Que se cruzan y forman cuatro angulos de noventa grados.



17.  Zaira:

18. | Sara:
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¢Y como saben o [cémo] comprueban que forman cuatro angulos de 90 grados?

Pues su amplitud.

La profesora les dice que existe una opcion en GeoGebra llamada ‘angulo’, para que

midan la amplitud del angulo que requieran. T
Pero primero deben determinar el punto de
interseccion del segmento y la recta. Laura va a
la opciéon ‘punto’ y luego da clic en Ia
interseccion entre la recta y el segmento,

nombrado por el programa como el punto C. La

profesora les dice que ahora deben determinar otro punto sobre la recta m, Laura utiliza la

opcion ‘punto’ otra vez y da clic en la recta, para

construir los puntos D y E sobre la recta m.

Luego, Laura utiliza la opcion ‘angulo’, da clic en

los puntos 4, C y D. La profesora les dice que

nuevamente muevan el punto 4. Laura intenta

mover el punto, pero no puede debido a que esta

19.  Laura:
20. Zaira:
21. Sara:
22. Zaira:

activa la opcion ‘angulo’.
Ay, perdon (Se dirige al icono ‘mover’, arrastra el punto A en varias direcciones de

tal forma que el segmento AB tenga diferentes longitudes).

¢ Qué sucede?
Pues que la recta mediatriz es perpendicular.

O sea que si se cumple. Listo, ahora revisen, por ejemplo, con otra recta que no

cumpla con ser perpendicular al segmento AB ¢qué sucede?
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23.  Mariana: = Pues no seria la mediatriz

La profesora se va a otro grupo y Sara sugiere que la recta mencionada por la
profesora podria ser la “bisectriz” pero Laura lo niega. Para intentar hacer la construccion
auxiliar, Laura utiliza la opcidén ‘segmento’ y construye un segmento GH de tal forma que

visualmente pase por el punto C.

a

@ = 90"
i 0

!

Luego, da clic nuevamente en el punto G para intentar moverlo, pero al tener activa

la opcidén segmento se empieza a trazar otro segmento. Laura lo elimina sin dar clic para

formar el segmento:

'{/, -
¢

Después, Laura arrastra el punto 4, aunque el programa sigue en la opcion de
‘segmento’.
24, | Laura: Pero es que si yo muevo esto (el punto A), este (segmento GH) se va a quedar ahi.

¢como hago para que se salte?
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(Vuelve a intentar mover el punto G, pero por segunda vez empieza a construir un

Ve
v/

¢ Qué paso? (decide dar clic a la opcion ‘mover’ y mueve los puntos G, H para que

segmento).

el segmento vuelva a contener al punto C).

Luego Laura llama a la profesora y le pregunta “;como uno esto (el punto C) a la
linea (segmento GH)?”. La profesora no comprende la pregunta, por lo que pide a Laura

explicarse. Ella dice:
25. | Laura: Es que vea profe (da clic en ‘mover’ y mueve el punto B), cuando nosotras movemos
este coso [el punto B], si se mueve la mediatriz, pero usted nos dijo que pusiéramos
otra recta para mirar que, si se movia, seguia igual. ¢ Co6mo hacemos para poner

una recta y que se mueva con esto [el punto C]?

26. Zaira: Por ejemplo, le dan clic en la opcion ‘recta’ (Laura da clic en el icono ‘segmento’
y luego en la opcion ‘recta’). Listo, primero dan clic en el punto Cy luego en el otro

punto construido (Laura construye la recta CH). Muy bien, entonces el segmento



27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

Laura:

Zaira:

Mariana:

Sara:

Laura:

Zaira:

Laura:

Sara:

Zaira:

Mariana:
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[CH] deberia pasar por ese punto [punto C] (Laura da clic en la opcién ‘mover’ y

mueve el punto B).

Listo, muy bien. Ahora intente mover el punto C, ¢se puede mover? (Laura da clic
en el punto C y lo intenta mover). ¢Por qué no se puede mover? (las estudiantes no

contestan). Intente mover a la recta m (Laura no puede mover la recta m)
Se mueve, pero se lleva todo.

¢y por qué? Intenten mover al punto A (Laura mueve el punto A)

Ese si se puede mover.

Estan relacionados.

Pues uno depende del otro, ¢no?
¢De qué objetos [geométricos]?
La mediatriz de Ay de B.

Del segmento AB.

Muy bien. Ahora el punto C depende ¢de qué objetos? (Laura mueve el punto A)

¢El punto C de donde sali6?

De la interseccidn de la recta y el segmento, o0 sea que depende de la mediatriz y

del segmento AB.
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37.  Zaira: Claro. Aparte se dieron cuenta gque ese punto es particular, ¢qué caracteristica

tiene ese punto con respecto al segmento AB?

4.2.2.2. Respuestas al cuestionario

Después de un tiempo en el que las estudiantes hablan de otros asuntos, Sara lee el

99 ¢¢

tercer item de la tarea “Juan encuentra un trozo de palo...” ... esta de acuerdo con la opcion

de Juan para formar la cruz”.

38.  Mariana: = Si, porque la mediatriz en una linea en el medio y perpendicular.

39. Laura: Claro, porque una cruz es algo perpendicular. Bueno entonces escribe

[dirigiéndose a Sara].

40. Sara: [Empieza a escribir en la hoja y dice] Si, ya que, al formar una cruz, se requieren

de dos segmentos perpendiculares.
41. Laura: Se conforman.

42. | Mariana: Se forman.

3. Abhora, lean y analicen la siguiente situacion:

Juan encuentra un trozo de palo en el parque. Su amiga Carla le dice que podrian buscar
otro trozo de palo para formar una ruz. Juan le sugiere colocar el segundo palo como si
fuera la mediatriz del primero.

(Estan de acuerdo con la opcién de Juan para formar la cruz? Si _X No___Justifiquen
su respuesta.

:'75\ Cal,@ UNa CrUT se C‘OM\OOV}? OQP Q[OJ

Seeumbnios noroendicolore’

V L '

Sara le pasa la hoja a Laura y ella lee el cuarto item del cuestionario: “;qué conclusion
puede sacar de la mediatriz de cualquier segmento?”. Laura le vuelve a pasar la hoja a Sara
y dice “que el punto de interseccion entre esta y...”

43. Mariana: ¢ El segmento? [Sara escribe “que el punto™].

44.  Sara (Escribe: que el punto de interseccion entre la mediatriz y el segmento AB). No,
porgue nos estan preguntando sobre la mediatriz, no sobre el punto de interseccion.

(Elimina lo que habia escrito).



45,

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54,

55.

56.

57.

58.

59.

Mariana:

Sara:

Laura:

Sara:

Laura:

Mariana:
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¢ Qué habias escrito?

Que la mediatriz intersecaba de forma perpendicular al segmento.
Sobre la mediatriz de cualquier segmento.

No, porque esa es la conclusion del punto, no de la mediatriz.

No, porque el punto que forman entre ellas...

hace parte de la mediatriz.

La profesora va donde esta el grupo y pregunta por la respuesta del segundo item.

Laura:

Sara:

Zaira:

Mariana:

Sara:

Zaira:

Laura:

Zaira:

Laura:

“Estdn de acuerdo con Juan para formar una cruz?” Si, pues es que Juan dijo que

hay que poner el segundo palo como la mediatriz del segmento.

Dijimos que estabamos de acuerdo porgue un angulo se conformaba de dos
segmentos de forma perpendicular. O sea que la mediatriz es el segmento que

estaban buscando.

De acuerdo, muy bien. Y ahora, ¢qué conclusion?

No lo hemos escrito.

Que la mediatriz del segmento esta equidistando los dos puntos que...

No, esa es la definicion que obtuvimos la clase pasada. ¢ Qué descubrieron? Que la

mediatriz cumple ¢qué?

¢ Con respecto al segmento? Que forman... Que da perpendicular y que forma un

angulo recto.
Exacto. Terminen rapido de escribir porque ya voy a recoger.

(Le dicta a Sara) Ya que... la mediatriz va a estar... Que la mediatriz y el segmento

van a quedar perpendiculares y van a formar cuatro angulos de noventa grados.



El grupo guarda el archivo de GeoGebra y entrega la tarea a la profesora.
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4.2.2.3. Respuesta a la plantilla discursiva

En la Imagen 4.15 se encuentra las respuestas a la plantilla discursiva.

Imagen 4.15. Respuestas a la plantilla discursiva del Grupo 4-Tarea 2

Enunciado 2.

1. Completen los siguientes espacnos

Observo que \Ci_yMechcilil 2 ¢ ormecky Porelseqmemo AR

cumple que _ N\ DY PEACCONY 1) §

2 el o) SeGNIAD M N

AT

Afirmo que la mediatriz de un segmento MN, cumple  que

Comente. TN

Esto pasa porque _| (\ m(‘rjll(‘v\h\‘( P\ (o] pngmPr\ho Qlel

4.2.2.4. Respuesta al esquema argumentativo

En la Imagen 4.16 se pueden ver las respuestas al esquema completado por los

estudiantes, el cual debian realizar luego de haber escrito y completado la plantilla discursiva.
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Imagen 4.16. Respuestas al esquema argumentativo del Grupo 4-Tarea 2

2. Completar el siguiente diagrama:

Dato

Representacion grifica

(El segmento 45 representa

los casos explorados)

Condicién de las rectas
exploradas:
(o nechcrtivi2

i o\ vevne ndico 10 ofMN

Propiedad  descubierta:

£Ormon 4 cjvwgp\q
ole QY

T

Z 4

Caso no explorado en
GeoGebra:

Hechaitwz. cael
sey mento MIN

Asercion

Afirmacién sobre el ::aso

no explorado en GeoGebra:

larmeciatnz

pacdce la

S

manerQ

s d

~

Garantia
Puedo afirmarlo porque

et conchig

4.2.2.5. Andlisis del episodio 5

Acerca de la génesis instrumental

Proceso

Evidencias

Interpretacion

Instrumentalizacion

En [2] Laura renombra la recta como M
dando clic derecho en la recta 'y luego en

‘renombrar’.

En [3] Sara indica que el nombre de la

recta debe escribirse en mindscula.

Renombrar. Laura identifica las

opciones para renombrar los

objetos matematicos segin lo que

indique el problema. Ademas, Sara

identifica que las rectas deben ser

renombradas en minuscula.
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Entre las intervenciones [18] y [19], Laura
va a la opcion ‘punto’ y luego da clic en la

interseccion entre la recta y el segmento,

nombrado r]
ol

por el )

programa

como el

punto C. Laura utiliza la opcion ‘punto’
otra vez y da clic en la recta, para construir
los puntos D y E sobre la recta m. Luego,
Laura utiliza la opcion ‘angulo’, da clic en

los puntos A, Cy D.

Medida de un &ngulo. Las
estudiantes utilizan la opcién
‘angulo’ y construyen el punto de
interseccion entre las rectas y un
punto sobre la recta diferente al de
la interseccién para comprobar que
el segmento AB y su mediatriz son
perpendiculares. Las estudiantes
identifican que para usar la opcion
‘angulo’, deben dar clic en tres
puntos donde el segundo punto
debe ser el vértice del angulo.

En [19] Laura intenta mover el punto, pero
no puede debido a que esta activa la
opcioén ‘angulo’. Luego, Se dirige al icono
‘mover’, arrastra el punto A en varias
direcciones de tal forma que el segmento

AB tenga diferentes longitudes.

Mueve, arrastra o selecciona
objetos. Laura identifica que los
objetos construidos que no son
limitados pueden moverse siempre
y cuando vuelva a utilizar la
opcién ‘mover’ después de haber

construido un objeto.

Instrumentacion

En las imagenes que aparecen entre las
intervenciones [5] y [6], Laura arrastra el
punto B de forma circular y de forma
horizontal alargando o disminuyendo el

segmento.

En [6], Laura arrastra el punto A
cambiando de posicidn, sin afectar la

longitud del segmento.

En [10], Laura arrastra el punto A de tal
forma que esté visualmente cerca al punto
B.

En [14], [19] Laura arrastra el punto A de
modo que el segmento AB cambie de

longitud.

Uso del arrastre de los extremos
del segmento, para encontrar una
propiedad de la mediatriz del
segmento. Laura arrastra los
puntos A y B para identificar el
comportamiento de la mediatriz
del segmento AB. En un inicio
Laura arrastra los puntos
modificando la posicion de uno de
ellos, luego arrastra los puntos de
tal forma que cambia la distancia
del segmento AB y finalmente
arrastra los puntos en casos
extremos, para identificar y
corroborar la propiedad encontrada
por el grupo y dar solucion a la

pregunta del item 1.
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Acerca de la argumentacion inductiva

Condiciones iniciales: Subconjunto de mediatrices del segmento AB representados por la recta m.

Evidencias

Interaccion de los estudiantes:

Al inicio de la interaccion [1-5], Laura representa el segmento AB, construye la mediatriz
del segmento, la renombra como m vy la resalta de color morado. Luego, Laura arrastra
uno de los extremos del segmento de forma circular.

En [11] Sara dice que para el caso extremo representado en [10], la recta equidista de los
extremos del segmento. En [13] Sara complementa la respuesta del item 2 del cuestionario
diciendo que la recta también equidista de los puntos Ay B.

En las intervenciones [6] [14] [19], Laura arrastra uno de los extremos del segmento de

forma horizontal alargando y disminuyendo la
longitud del segmento. m

Laura representa un caso extremo de la mediatriz del AB\
segmento AB acercando uno de los puntos al otro.

Plantilla discursiva:

Las estudiantes escribieron “Observo que la mediatriz formada por el segmento AB...”

Interpretacion

Logramos identificar que en la interaccidn si hacen alusion a las condiciones iniciales que
se les solicitaba. Sin embargo, solamente en la plantilla discursiva, las estudiantes escriben
la condicién inicial, quizas porque se encuentran mas familiarizadas con el formato
entregado. En el esquema argumentativo, las estudiantes escriben que “la condicion de las
rectas exploradas corresponde a que la mediatriz del segmento MN es perpendicular”
haciendo referencia a lo que exploraron y descubrieron en GeoGebra a excepcion de
identificar lo solicitado a pesar de haberlo escrito bien en la plantilla.

Propiedad descubierta: La mediatriz m es perpendicular al segmento AB y, la interseccidn entre la recta

my el segmento AB, es el punto medio de AB.
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Evidencias

Interaccién de los estudiantes:

En [6] Laura dice: Miren como vamos, m va a ser perpendicular a ese segmento en estos
casos. En [10] Laura arrastra el punto B cerca al punto A y dice que para ese caso se
cumple en que m es perpendicular a AB. En [12] Laura responde a la pregunta ¢qué
propiedad cumple la mediatriz?: Ser perpendicular al segmento AB.

En [14-21] Laura mide uno de los angulos que hay entre la recta m y el segmento AB para
corroborar que la mediatriz del segmento AB y el segmento son perpendiculares.

Cuestionario: “Siempre permanece perpendicular a AB y equidistando a Ay a B”
Plantilla discursiva: “...cumple que es perpendicular al segmento AB”

Esquema argumentativo: En condicion de las rectas exploradas escribieron “la mediatriz

es perpendicular a MN”

Interpretacion

Las estudiantes identifican que la mediatriz es la recta perpendicular al segmento AB. A
través de la exploracion de los puntos en GeoGebra, consolidan la idea de que la mediatriz
es perpendicular al segmento. Aunque en el esquema argumentativo mencionan
erroneamente el segmento MN en lugar de AB, este error parece ser mas un error en la
escritura del mismo y lo escriben en el “caso no explorado” mas no en “propiedad
descubierta” quizas por el cambio de formato y porque adn no identifican las diferencias

entre las tres partes que conforman el dato.

Asercion: la mediatriz del segmento MN es perpendicular al segmento y/o la interseccién entre el

segmento MN y su mediatriz es el punto medio de MN

Evidencias

Cuestionario: Las estudiantes en el item 3 escriben: “Si, ya que una cruz se confirma de

dos segmentos perpendiculares”

Plantilla discursiva: “Afirmo que la mediatriz de un segmento MN, cumple que es

perpendicular al segmento MN”

Esquema argumentativo: En el tercer cuadro responden la mediatriz pasa de la misma
manera a MN y en el cuadro de propiedad descubierta las estudiantes escriben forman 4
angulos de 90°.

Interpretacion

En este caso, las estudiantes para identificar las propiedades geométricas de la mediatriz
del segmento MN, exhiben una interpretacion clara sobre la relacion de perpendicularidad
entre la mediatriz y el segmento. Identifican que se forman cuatro angulos rectos en la

interseccion.
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Patrén de generalizacion: Si una recta es la mediatriz de un segmento, entonces la recta es
perpendicular al segmento que pasa por el punto medio del segmento.

Evidencias Cuestionario: Las estudiantes escriben la mediatriz y el segmento van a quedar
perpendiculares formando angulos de 90°.

Interpretacion | En este caso, las estudiantes no identifican el patron de generalizacion. En la plantilla
discursiva escriben “esto pasa porque la mediatriz es el punto medio del segmento MN”,
haciendo alusion a la definicion de mediatriz. En el esquema argumentativo escriben al
hacer la representacion grafica no puede ver esta condicidn, evidenciando que el
esquema no fue bien diligenciado para ellas. Sin embargo, en el cuestionario, si distinguen

las propiedades relacionadas a pesar de no haber escrito la expresion de forma condicional.

4.3. Tarea 3. Interseccion de mediatrices de un triangulo

4.3.1. Episodio No. 6 — G2 (Sofia, Juliana, Miguel)

4.3.1.1. Descripcion de la interaccion de los estudiantes al resolver el
problema

Miguel lee la primera parte del enunciado y empieza a construir el tridngulo 4ABC
utilizando la opcion ‘poligono’. Juliana le pregunta si hay que construir un triangulo normal
y Miguel responde que simplemente es “hacer el tridngulo” y construye el tridngulo 4BC

dando clic tres veces a la pantalla.

Miguel sigue leyendo el enunciado y dice que ahora deben construir las mediatrices
de los segmentos AB, BC, y AC. Surge la siguiente conversacion:
1. Sofia: ¢COmo es que se hace eso?

2. Juliana: (Le dice a Miguel) La mediatriz creo que estaba en la recta.
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3. Miguel: (Despliega el icono ‘recta’) No, no esta.

4, Juliana: Creo que es en la siguiente (hace referencia al icono que se encuentra a la derecha de la
opcion ‘recta’. Miguel despliega el icono ‘rectas perpendiculares’). Le das clic al punto
Ay luego al punto B, creo. (Miguel utiliza la opcién mediatriz para construir las

mediatrices de los segmentos solicitados).
5. Miguel: Si, ahora si a construir las otras (mediatrices).
Sofia expresa que puede que haya quedado mal la construccidon porque, aunque si es
un triangulo, parece “torcido”. Luego, ella toma el mouse y arrastra el punto B hasta que

visualmente el tridngulo sea equilatero y construye la mediatriz del segmento AC.

Después, Miguel lee la segunda parte del enunciado en el que se pide utilizar la opcion
‘interseccion’. Sofia se apropia del computador y despliega los iconos de ‘recta
perpendicular’, ‘circunferencia’ y ‘angulo’, pero no encuentra la opcion, Juliana le dice que
utilice la opcion ‘punto’. Cuando despliegan el icono en el que aparece ‘punto’, se percatan
que existe la opcidn ‘interseccion’ y la utilizan para hallar la interseccion de las mediatrices
construidas de la siguiente manera:

6. Sofia: Listo, ahora ¢qué tengo que hacer?

7. Miguel: Dale clic en las tres rectas (sefiala cada una de las mediatrices. Sofia le da clic en dos
rectas y se determina un punto de interseccién). Mm no sé, dejémoslo asi y ahorita lo

renombramos.
Sofia da clic derecho y renombra el punto de intersecciéon como K. Luego, intenta
arrastrar el punto K, pero no puede. Miguel lee la ultima parte del enunciado en la que se pide
explorar la situacion hasta descubrir alguna propiedad que cumpla la interseccion de las

mediatrices correspondiente al punto K.
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6. Sofia: O sea que estan... No sé, de pronto... Que estd a la misma distancia de cada punto del

triangulo, o sea que K esta a la misma distancia A, By C.

7. Miguel: Pero ¢como sabes? ¢y si los medimos?

8. Sofia: Pues parece, pero tienes razon, es mejor revisar entonces.
(Despliega algunos iconos hasta encontrar la opcién
‘distancia’ y mide las distancias de KaC,de AaKydeKa

B)
9. Miguel: jAy si! Si, si es verdad. Tienes razén
10.  Juliana: ¢K es equidistante entonces?
11.  Miguel: (Completa la oracion) a los puntos A, B, C. (Juliana escribe en el item 2 del cuestionario).

La profesora se acerca al grupo y pregunta por como realizaron la
exploracion. Miguel contesta “lo medimos”. La profesora les dice
que solo han revisado que cumple en un tridngulo que parece ser
muy particular y que es necesario que sigan explorando. Sofia

arrastra el punto 4 de manera vertical y Miguel afirma que también

se cumple. La profesora les dice que revisen otros casos.

12.  Sofia: Pues hagamos uno irregular (nuevamente arrastra el punto A) oK = 1581

KC=16.81
13.  Juliana: Ese es un [triangulo] escaleno, y si equidista.
14.  Sofia: Bueno, entonces revisemos otros triangulos. ¢Cudales mas hay?

15.  Miguel: Muchos (Sofia arrastra los puntos A, B, C en diferentes posiciones)




16.
17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

Juliana:

Miguel:

Sofia:

Miguel:

Sofia:

Miguel:

Sofia:

Juliana:

Sofia:

Miguel:
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Ahi estariamos comprobando la propiedad que descubrimos.
Son diferentes, pero siempre se cumple la equidistancia.

Si, o sea, no importa el tipo de triangulo, los puntos [A, B, C] van a seguir siendo
equidistantes a ese punto [K] (Construye una circunferencia con centro en Ky radio KD).

¢Esa circunferencia qué?
Solo estaba probando.

Pero ese punto no sirve porque ese punto [D] sale adicional

Si, pero como hemos construido esto en otros
dias... (refiriendose  a la  opcion
‘circunferencia’). Ah ya sé, espera (arrastra el
punto D hasta que quede en la misma posicion

al punto C)

Miren, los puntos del tridngulo [A, B, C]... No, pero arrastren los puntos otra vez (Sofia

arrastra los puntos A y B, luego vuelve a sobre poner el punto D en el punto C)

Entonces miren que K es el centro de la

circunferencia, ¢no?

Pero es lo mismo porque equidistan.

Bueno, dejémloslo asi (entregan el cuestionario).



4.3.1.2. Respuestas al cuestionario asociado al problema

En la Imagen 4.17 mostramos las respuestas que dieron las estudiantes al cuestionario

entregado, después de que terminaran de resolver el problema en GeoGebra.

Imagen 4.17. Respuestas al cuestionario del Grupo 2-Tarea 3

2. Exploren la representacién hasta descubrir alguna propiedad del punto de interseccién de las
mediatrices:

1) *E\ ponta K es eqguidisianie a - Los puntos 4,8:C"

3. Elaboren un argumento exponiendo lo que descubrieron junto con la justificacion que les permite
afirmar que la propiedad anterior es cierta.
No impotia el +ipo de Hridngulo que Se
Utilice 5 (equildleio, IsGeles o @scalenc) siempre

va a equidisiar de \0§ puntos A, 1) C.

4.3.1.3. Respuestas a la plantilla discursiva para producir argumentos

inductivos

En la Imagen 4.18 se encuentra la respuesta a la plantilla discursiva que los

estudiantes completaron después de haber entregado el cuestionario.

Imagen 4.18. Respuestas a la plantilla discursiva del Grupo 2-Tarea 3

Completen los siguientes espacios:
Dato:

. c«uimm%mm (plarsd Qonstevir un driangulo (A,BiC) 'y sus medialrices A8,
BC vy CA Y. b

ss: L0 equidistancia enjre €l pvmo medio  de las

. 3 mmthsm ph
mediaiiced (k) y 1os v&fiices del Anenguic ABC: ) d
i Un__ 4qrignQulo con  punioS B6HL con ceonijmo @€
: megso?:fc?”§~ - )

Aserciéa:

Afirmacién del csso no explorsdo:\0_equidiSiania en¥t@  los puntos GHL con reSpecdo
as -

Garantia:

Puedo 2firmarlo S\N_impgior 4 de +1& Yo rmodo or \o

punt jos HL 3iempre equidisiaic del pJynto de metiadriz (S) -

2t . e
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4.3.1.4. Respuestas al esquema argumentativo para producir argumentos

inductivos

En la Imagen 4.19 se puede ver la respuesta al esquema completado por los

estudiantes, el cual debian realizar luego de haber escrito y completado la plantilla discursiva.

Imagen 4.19. Respuestas al esquema argumentativo del Grupo 2-Tarea 3

™ - y T - - = <=7

2. Completer ¢! siguicnte disgr
Representacida grifica Dets Aserciéa
Tndngulo ABC wa equidisiancia
5US medioitices Qi@ o3 punio]
eHL (on respecro
La equidisiancia 2 S-
enit@ \o5 v@rices

el +rdnguid y SV
S50 1e de \gn&erserr\bn{ ) “
Mridngulo eHL Y
5US medigdricey e
(GH LY, W6)

AFfMmo Que sSin imporiar el
H1pC de -\vidg?v‘o,%i'?mn
vj&zéﬁls:oid d pun

¢

airiz. 4
4.3.1.5. Andlisis del episodio 6
Acerca de la génesis instrumental
Proceso Evidencias Interpretacién y Explicacion

Instrumentalizacion | En [2] Juliana le sugiere a Miguel que la | Mediatriz. Juliana le da

opcidn ‘mediatriz’ se encuentra en el instrucciones a Miguel sobre como
icono ‘recta’. construir las mediatrices;
probablemente las conocia porque

En [4] Juliana le sugiere a Miguel dar clic

, . . , fue utilizada para solucionar la
en el icono ‘rectas perpendiculares’ para

utilizar la opcién ‘mediatriz’. Ademas, le tarea de la sesion anterior.
indica que, para construir la mediatriz, le | Miguel reconoce la ubicacion de la
debe dar clic a dos de los puntos del opcion ‘mediatriz’ y los objetos
triangulo, para este caso, los puntos Ay que solicita GeoGebra, para

B. construir las mediatrices de los

En [5] Miguel construye las mediatrices segmentos BCy AC.

que hacen falta.




110

Entre las intervenciones [5] y [6] Sofia
busca la opcion de interseccion en
diferentes iconos como ‘recta
perpendicular’, ‘circunferencia’ y
‘angulo’. Luego Juliana sugiere revisar en
el icono ‘punto’, Sofia encuentra la

opcién ‘punto de interseccion’.

En [6-7] Miguel le dice a Sofia que, de
dar clic en las tres mediatrices
construidas, pero se percatan que con dos
rectas se determina el punto solicitado.
Después, Sofia intenta arrastrar el punto
de interseccion.

Interseccion de objetos. Los
estudiantes reconocen que la
opcién ‘punto de interseccion’ es
diferente a la opcion ‘punto’ y se
encuentra en el icono ‘punto’.
Ademas, identifican que, para
hallar el punto de interseccion de
las mediatrices, como lo solicita la
tarea, es suficiente con dar clic en

dos de las rectas.

Los estudiantes identifican que el
punto de interseccion no es posible

moverlo.

Entre las intervenciones [5] y [6], Sofia
intenta arrastrar al punto K.

Entre las intervenciones [11] y [12], Sofia

arrastra el punto A de manera vertical.

En [15] Sofia arrastra los vértices en
diferentes posiciones.

En [22] Sofia arrastra el punto D hasta
que quede en la misma posicidn al punto
C.

Arrastre. En la tarea se evidencia
que los estudiantes volvieron rutina
el uso del arrastre libre. Sofia
arrastra los vértices del triangulo en
diferentes ocasiones para
comprobar que la propiedad
descubierta se cumpla. También
utiliza el arrastre para sobre poner
dos puntos y asi identificar otra
posible propiedad que dé solucién a
la tarea.

Sin embargo, an no identifican
que existen otro tipo de arrastre en
el que un objeto depende de otros

previamente construidos.
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Instrumentacion

En [6] Sofia dice: K esta a la misma
distancia A, By C.

En [8] Sofia despliega algunos iconos
hasta encontrar la opcion ‘distancia’ y
mide las distanciasde Ka C,de AaKy
de KaB.

En [9] Miguel indica que la afirmacién de
Sofia es cierta.

Uso de la opcion ‘medida de
distancia’ para corroborar la
propiedad de un objeto. Sofia
identifica una posible propiedad
que cumple la interseccion de las
mediatrices, pero al Miguel no
estar tan seguro, Sofia utiliza la
opcion ‘medida de distancia’ para
corrobora su afirmacion, midiendo
las distancias del punto K a los
vértices del tridngulo. Asi,
reconocen que K equidista de los
puntos A, B, C.

En [18] Sofia Construye una
circunferencia con centro en K y radio
KD.

En [19] y [21] Miguel pregunta por la
construccién de la circunferencia 'y
menciona que no sirve la costruccion

porque “sasle un punto adicional”.

En [22] Sofia arrastra el punto D
hasta que quede en la misma
posicion de uno de los vértices.

En [23] Juliana dice “Entonces miren que

K es el centro de la circunferencia, ;no?”

Uso de la opcion ‘circunferencia’
con centro en K para identificar la
relacion de este punto con los
vértices del triangulo. Sofia
construye una circunferencia
centrada en K y ajusta su radio, por
medio del arrastre, para que pase
por los vértices del triangulo,
visualizando que los puntos A, B, C
pertenecen a la misma
circunferencia. Sin embargo, los
demas integrantes no dejaron
planteada la idea en el cuestionario.
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Acerca del argumento inductivo

Condiciones iniciales: Triangulo ABC; mediatrices de AB, BC, AC; punto de interseccién de las

mediatrices K.

Evidencias

Interaccién de los estudiantes:

En [1-5], los estudiantes construyen el tridngulo ABC y las mediatrices de sus lados,

siguiendo las instrucciones iniciales del cuestionario.

Luego, en [6 y 7] determinan el punto de interseccion de estas mediatrices y lo

renombran como punto K.
Plantilla discursiva:

Los estudiantes escriben: “Construir un triangulo (A, B, C) y sus mediatrices AB, BC,
c4”

Esquema argumentativo:

En el cuadro 1 del “Dato” escriben “Triangulo ABC y sus mediatrices”

Interpretacion

Los estudiantes identifican dos de las tres condiciones iniciales y establecen la
construccion requerida del tridngulo y sus mediatrices. Esto nos sugiere que identifican
los elementos necesarios para avanzar en la exploracion, a excepcién de que no escriben
gue el punto de interseccion de las mediatrices es parte de la condicidn inicial, quizas
porque fue la dltima condicién establecida antes de empezar a explorar.

Propiedad descubierta: El punto K, el cual es la interseccion de las mediatrices del triangulo ABC,

equidista de los vértices del triangulo.

Evidencias

Interaccion de los estudiantes:
En [6] Sofia dice: “...0 sea que K esta a la misma distancia A, By C”.

En las intervenciones [8-11] Sofia comprueba con la opcion “distancia’ que el punto de

interseccion equidista de los vértices del triangulo.
Cuestionario: “El punto K es equidistante a los puntos A, B, C”.

Plantilla discursiva: “La equidistancia entre el punto medio de las mediatrices K y los

vértices del triangulo ABC”

Esquema argumentativo: Los estudiantes escriben en el segundo cuadro: “La

equidistancia entre los vértices del triangulo y su interseccion K”
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Interpretacion

Los estudiantes identifican visualmente la propiedad de equidistancia del punto K en el
triangulo ABC. Probablemente por estar mirando un triangulo casi equilatero, la
propiedad fue evidente para ellos. Sin embargo, aunque reconocen la propiedad, se
limitan a una comprobacién inicial sin explorar cémo la propiedad se podria aplicar en
otros casos, antes de la intervencidn de la profesora. Esto les restringe su capacidad de

exploracion.

Caso no explorado: Triangulo GHL; mediatrices de los segmentos del triangulo; punto de interseccién S

de las mediatrices.

Evidencias

Plantilla discursiva: Un triangulo con puntos GHL con centro de mediatrices en S.

Esquema argumentativo: En el cuadro 3 del “Dato” escriben “Triangulo GHL y sus
mediatrices GH, LH, HG”.

Interpretacion

En la plantilla discursiva, los estudiantes intentan hacer alusion a las tres propiedades
que debe cumplir el caso no explorado: mencionan un triangulo distinto a los
explorados y el punto de interseccion de las mediatrices de ese triangulo. Sin embargo,
en el esquema argumentativo, no escriben como condicion del caso no explorado, la
construccion del punto de interseccion de las mediatrices, quizas porque ya lo dan por
hecho.

Asercion: El punto S equidista de los puntos G, H, L.

Evidencias

Plantilla discursiva: “La equidistancia entre los puntos GHL con respecto a S™.

Esquema argumentativo: “La equidistancia entre los puntos GHL con respecto a S”.
Ademas, realizan la siguiente representacion grafica:

Interpretacion

Como se puede evidenciar, los estudiantes escriben lo mismo tanto en la plantilla como
en el esquema, identificando correctamente la asercion y representando un tridngulo,

las mediatrices y el punto de interseccion al que se referian.

Patrén de generalizacion

Evidencias

Interaccion de los estudiantes:

En [17] Miguel dice “Son diferentes, pero siempre se cumple la equidistancia.”
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En [18] Sofia dice “Si, 0 sea, no importa el tipo de triangulo, los puntos van a seguir
siendo equidistantes a ese punto”.

Cuestionario: En el item 3 los estudiantes escriben “No importa el tipo de tridngulo
que se utilice, (equilatero, isosceles o escaleno) siempre va a equidistar de los puntos
A B, C”

Esquema argumentativo: Afirmo que, sin importar el tipo de triangulo, siempre
equidistara del punto de mediatriz.

Interpretacion . . , o .
P Los estudiantes logran identificar el patron de generalizacion. Aunque no lo escriben

adecuadamente porque aluden a un tridngulo especifico. Sin embargo, cabe mencionar
que, en la plantilla discursiva los estudiantes escriben “Sin importar el tipo de triangulo
formado por los puntos GHL siempre equidistara del punto de mediatriz S”” haciendo
referencia al caso particular. El uso de la expresion “sin importar el tipo de triangulo”
y palabra “siempre” son indicios de generalizacion a cualquier triangulo, aun cuando

sigan llaméndolo GHL.

4.3.2. Episodio No. 7 — G4 (Laura, Sara, Mariana)

4.3.2.1. Descripcion de la interaccion de los estudiantes al resolver el
problema

Laura abre el programa GeoGebra, luego empieza a ocultar los ejes y la cuadricula.
Después, construye los puntos 4, B, C con la opcion “punto” y los segmentos 4B, BC, AC
con la opcién ‘segmento’.

Laura les dice a las compaiieras que ahora deben “hacer las mediatrices de los

segmentos”’; sin embargo, Mariana no esta de acuerdo y le dice a A
Laura que elimine la construccion realizada para que utilice la opcion B
“poligono”. Laura le responde que “el otro tridngulo va a quedar

igual”. De igual forma, Laura elimina la construccion y vuelve a
C

construir el triangulo con la herramienta “poligono”)

Luego Laura busca la opcidén mediatriz en el despliegue de los iconos de ‘segmento’
y de ‘recta paralela’. Ella utiliza la opcion ‘mediatriz’ para hallar las mediatrices de los tres
segmentos solicitados. Sara le dice a Laura que ahora deben “hallar el punto de interseccion”.

Surge la siguiente conversacion:



10.

11.

12.

13.

14.

Laura:

Sara:

Laura:
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(Determina el punto de interseccion con la opcion ‘interseccion’) ¢y qué toca hacer con

el punto de interseccion? (renombra el punto de intersecciéon como K)

Explorar las representaciones (el programa atin sigue en la opcidn ‘interseccion’ y Laura
intenta mover el punto B, pero se da cuenta que no esta en la opcion adecuada y la cambia

por la opcion ‘mover’).

¢Y si movemos este? (refiriéndose al punto K, interseccion de las mediatrices) ... jNo se
puede mover! (Vuelve a intentar mover el punto K) ... Es que quiero que este punto [K]
quede de noventa grados (sigue sin poder mover el punto a pesar de estar con la opcion

mover).

La profesora va donde esta el grupo y les preguntan por lo que han hecho.

Laura:

Zaira:

Laura:

Zaira:

Sara:

Zaira:

Mariana:

Laura:

Profe es que no sé cdmo moverlo.

¢El punto K se puede mover?

Ya lo intenté y no.

¢Por qué creen que el punto K no se puede mover?

Porgue si es... O sea, porque la mediatriz no se podria mover.

Exacto, la vez pasada vimos que la mediatriz es una recta que depende de ¢qué puntos?
Pues de los extremos, ¢no?

Entonces seria mover A, B o C para que se pueda mover, jpero es que no se mueve!

La profesora da clic en el punto 4 y lo arrastra. Luego, se va a revisar otro grupo.

Laura:

Mariana:

Laura:

jajaja jno puede ser!
Miren que ahi quedé como con un angulo recto.

A ver, hagamos un angulo de noventa grados



15.

16.

17.

18.

19

Sara:

Laura:

Mariana:

Laura:

Sara:
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AN

B

Pero como sabes que es rectangulo (Laura no le presta atencién al comentario).

Miren, cuando es un triangulo rectangulo, el punto de interseccion va a ser la mediatriz
de BC.
¢Como asi?

Si, es que el punto de interseccién va a pasar por el punto de interseccion entre la
mediatriz formada por el segmento opuesto al angulo recto... ;Si entendiste? No, es que,

si no, no se entiende.

Entonces... Cuando es un triangulo rectingulo, interseca con el segmento opuesto al

angulo recto ¢si?

La profesora llega y les pregunta por lo que han hecho. Ademas, les dice que le

pongan un ejemplo en GeoGebra. Laura mueve el punto 4, hasta llegar a que el punto K sea

el punto medio del segmento AC.

20.

21.

22.

23.

24.

Laura:

Zaira:

Sara

Laura

Zaira:

Pasa por el punto de interseccion entre la mediatriz del segmento opuesto del angulo
recto.

Y ¢cudl es el punto de interseccion de las mediatrices? lo vimos la clase pasada, ese

punto es particular... ;Cudles son las dos propiedades de la mediatriz?
Ah pues que equidistan.
¢Eso quiere decir entonces que es el punto medio?

Listo, ese puede ser una.
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Ahora, ¢para cualquier tipo de triangulo se cumple? (Laura empieza a mover el punto A

en varias partes del plano)

R [ v \ |
J é \.

La profesora se va a supervisar a otro grupo y Laura explora un caso extremo,

arrastrando el punto B hacia la esquina derecha de la pantalla y luego los tres puntos en

diferentes direcciones.

Mariana lee el segundo item del cuestionario “exploren la representacion hasta

descubrir alguna propiedad del punto de interseccion de las mediatrices”. Sara dice “que

cambia cada que movemos algun punto del tridngulo” pero Laura le indica que no se puede

decir porque ya no es un tridngulo rectangulo, sino cualquier tridngulo.

25.

26.

217.

28.

29.

30.

Sara:

Mariana:

Sara:

Mariana:

Laura:

Mariana:

Pues es el punto de interseccién de las mediatrices...

Pero es que tienes que buscar es una caracteristica de la interseccién de las mediatrices,
no decir qué es porque eso ya se sabe.

Es el punto K.
Pues si, pero ¢la caracteristica en comdn?
Es que ¢qué puede haber en comun?... Esperen, esperen... jCirculo!

¢No seria el centro?



31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

Laura:

Sara:

Mariana:

Laura:

Mariana:

Sara:

Laura:
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Eso, el centro... Estaba pensando en un punto de la
circunferencia. (crea la circunferencia con centro en Ky
radio KD)

No, esta no nos va a
servir, espérate

(elimina la

circunferencia y construye otra circunferencia KD que
contenga uno de los vértices y descubre que contiene a
los tres puntos). Mira pasa por aqui (sefiala con el

mouse el punto B).

El problema es que, si mueves algin punto del tridngulo, se cambia todo y debes volver
a arrastrar a [el punto] D.

Pero esa puede ser... Haciendo una circunferencia donde K sea el centro, va a unir todos

los puntos del tridngulo.

¢No queda mejor que los puntos son equidistantes al punto K? (Sara escribe la respuesta
del segundo item del cuestionario, mientras Laura sigue explorando casos).

Pues es que sabemos que cualquier tipo de triangulo que hagamos, siempre va a

equidistar.

Bueno, esa puede ser una y la otra puede ser que los puntos pertenecen a la misma
circunferencia con centro en K.

Pues eso pongamoslo en lo que sigue, porque dice que toca escribir un argumento.
(Mariana le dice a Sara lo que debe escribir en el item 3 del cuestionario, Figura 4.3-4).

Aparte deberiamos poner lo que vimos del tridngulo rectangulo.

(Lee lo que escribi6 Sara) Listo, si. Me parece.

4.3.2.2. Respuestas al cuestionario asociado al problema

En la Imagen 4.20 mostramos las respuestas que dieron las estudiantes al cuestionario

entregado, después de que terminaran de resolver el problema en GeoGebra.
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Imagen 4.20. Respuestas al cuestionario del Grupo 4-Tarea 3

2. Exploren la representacién hasta descubrir alguna propiedad del punto de interseccion de las

mediatrices:

Ea Todos s huargplas, low purdos tmudhean
S s

3. Elaboren un argumento exponiendo lo que descubrieron junto con la justificacién que les permite

aﬁnnar que la propiedad anterior es cierta.

lL__L_Jre.Lx’_.q; de las e~
ALJ:{:_LLES_dﬁl_“‘LLQLSa_D_Tﬁmb_\ED_ O

l(»‘ (ETALe CI((Llf£47vvr< oy et v’ \QS IT?*..M‘P‘Q-LJA{
v aan aule

4.3.2.3. Respuestas a la plantilla discursiva para producir argumentos
inductivos
En la Imagen 4.21 presentamos las respuestas a la plantilla discursiva que entregaron

las estudiantes.

Imagen 4.21. Respuestas a la plantilla discursiva del Grupo 4-Tarea 3

1. Completen los siguientes espacios:

Dato:
o Condicién inicial de los casos explorados: s A as L8 H
segMenos Ak, BC, AC,
« Propiedad descubierta de los casos explorados: ] r 0 : -
de los exi@moy Gt | seq Meémo,
o Mencionar un caso no explorado: 0 A

Aurcugm“

Garantia:

Puedo afirmarlo porque Loa \ 0 R
los fomSe ETAN €0 €31 Mg,

b

de 103 ToIMENIOS Xy y2 %2 9 haidi @ pune de (MRl SES) de 105 med miney,

Afirmacién del caso no explorado: _wam_wum_c&ﬂmd&
o Cic ot eencion
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4.3.2.4. Respuestas al esquema argumentativo para producir argumentos

inductivos

En la Imagen 4.22 se evidencia la respuesta al esquema argumentativo completado

por las estudiantes

Imagen 4.22. Respuestas al esquema argumentativo del Grupo 4-Tarea 3

“ompletar el siguiente diagrama:

Dato

Representacién grifica

Tens un, Fronglo
el punto K ied
'/SEpc‘u?c’n de bg medgtrices

Tenev que ese
Punte equidistet

Asercién

laa Anion cole

lens  mechedvices
K es el cenidvo

c& una i uni&eneds

Y

Saoiber ue el
puntc K es el Garantia
Geotro. Loy guntos cleld -hnqngulo
estan sobwe \a civcuegpvcenCipr N
N K,pofque Kes\a inserseccende lefy o

4.3.2.5. Andlisis del episodio 7

Acerca de la génesis instrumental

Proceso Evidencias

Interpretacion y Explicacion

Instrumentalizacion .
Laura al inicio construye los puntos A, B,

y C usando la opcién "punto” y une los
segmentos AB, BC, y CA con la opcién
""segmento" para realizar el triangulo
ABC.

Luego, por sugerencia de Mariana, Laura
elimina la construccion y construye el

tridngulo ABC con la opcion ‘poligono’.

Poligono. Las estudiantes aprenden
a construir poligonos con un
determinado nimero de lados. La
dificultad inicial para elegir la
herramienta correcta muestra un
proceso de instrumentalizacion
donde los estudiantes dependen de
la experimentacion y el apoyo de
sus comparieros para entender el

funcionamiento de GeoGebra.
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En [1] Laura determina el punto de
interseccion K con la opcion

‘interseccion’.

En [3] Laura intenta mover el punto K
con el uso del arrastre, pero el programa
esta en la opcion de ‘interseccion’.
Luego, se da cuenta que con la opcién
‘mover’ pasa igual ya que el punto K

sigue sin poder moverse.

Entre [4-11] Laura le pide ayuda a la
profesora y se da cuenta que el punto K
depende de los puntos A, B, C.

Puntos fijos versus puntos
dependientes. Las estudiantes al
inicio quieren mover el punto K,
utilizando el ‘arrastre’ con el
mismo punto, para poder explorar
la situacién que solicitaba el
problema, sin embargo, no fue
posible.

Cuando llega la profesora, las
estudiantes recuerdan que una
situacion parecida, pasaba con la
mediatriz de un segmento. Luego,
identifican que, para que el punto K
pueda ser explorado en diferentes
posiciones, debian mover los
vertices del tridngulo ya que
dependia de ellos.

Instrumentacion

Entre [4-11] Tras construir las
mediatrices, las estudiantes determinan el
punto de interseccion K y tratan de
moverlo sin éxito, descubriendo que este
depende de los vértices y la disposicion
de las mediatrices.

Uso del arrastre para descubrir
una propiedad. Los estudiantes
identifican que K es un punto
dependiente de las mediatrices del
triangulo y no puede moverse
libremente.

En [30] y [31] Laura construye una
circunferencia con centro en K y radio
KD hasta uno de los vértices, explorando
visualmente la equidistancia de K
respectoa A, B,y C.

Uso de la opcién ‘circunferencia’
para identificar la equidistancia de
los vértices del tridangulo al punto
K.

La construccion de la
circunferencia les permite
visualizar la propiedad de
equidistancia del circuncentro

respecto a los vértices.
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Acerca del argumento inductivo

Codiciones iniciales: Familias del triangulo ABC, Mediatrices de los segmentos AB, BC, AC y el punto de

interseccion de las mediatrices, K.

Evidencias

Plantilla discursiva:

Las estudiantes escriben, en el segundo renglon: “Existe un triangulo ABC, con las

mediatrices de los segmentos AB, BC, AC”.
Esquema argumentativo:

En el cuadro 1 del Dato, las estudiantes escriben: “Tener un triangulo y el punto K

interseccion de las mediatrices”.

Interpretacion

Aunque en la interaccién se observa que las estudiantes tienen una idea de lo que se
debe poner como condicién inicial, ellas no lo especifican en los recursos didacticos.
Por una parte, en la plantilla discursiva no mencionan el punto K como la interseccién
de las mediatrices y, por otra parte, en el esquema argumentativo, no describen los
triangulos particulares que fueron explorados sino hacen mencién a un triangulo
general. Asimismo, reconocen que se debe poner el punto de interseccion, pero no

especifican las mediatrices a las que se refieren.

Propiedad descubierta: El punto K equidista de los vértices del tridngulo o los vértices del triangulo

ABC estan sobre una misma circunferencia con centro en K.

Evidencias

Interaccién de los estudiantes

Entre las intervenciones [13-19] las estudiantes descubren que, si el tridngulo ABC es
rectangulo, entonces el punto K pertenece también al segmento opuesto del dngulo

recto.

Entre [21] y [23], Laura identifica que el punto K es alin més particular, ya que va a ser

el punto medio del segmento opuesto al angulo recto cuando el tridngulo es rectangulo.

Entre [21] y [28], Mariana le explica a Sara que la caracteristica o propiedad descubierta

debe ser algo nuevo y no una propiedad que ya esta establecida desde el inicio.

Entre [31] y [35], las estudiantes descubren que en diferentes tipos de triangulos
representados por el tridngulo ABC, se cumple que el punto K equidista de los tres

vértices porque pertenecen a una misma circunferencia con centro en K.
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Cuestionario:

En el item 3 las estudiantes escriben: “En todos los tridngulos, los puntos equidistan de
Ky en el [triangulo] rectangulo, K es el punto medio del lado opuesto del angulo que

es recto”.

Interpretacién | En este caso, ni en la plantilla ni en el esquema las estudiantes escribieron la propiedad
descubierta como parte del dato. Identifican la propiedad descubierta como una
propiedad a la que habian llegado en clases anteriores. Por otro lado, no completan la
oraciéon y solamente escriben “tener que ese punto equidista” probablemente
refiriéndose a que el punto K equidista de los vértices del triangulo (sin especificar que
corresponde a los triangulos ABC explorados por medio del arrastre).

Sin embargo, en la interaccién y en el cuestionario si se logra identificar que las
estudiantes descubren tres propiedades que cumple el punto K respecto al triangulo
ABC; esto gracias a la gran variedad de casos explorados en GeoGebra y a la pregunta
especifica solicitada en el cuestionario. Cabe mencionar que las estudiantes iniciaron
descubriendo una propiedad en una familia de casos especificos (tridngulos
rectangulos) resaltando que, a pesar de ser un tridngulo particular, realizaron diferentes
construcciones para verificar que la propiedad si se cumplia en esa familia de
triangulos.

Caso no explorado: Tridngulo XYZ, mediatrices de los segmentos XY, YZ, XZ y punto M interseccion de

las mediatrices.

Evidencias Plantilla discursiva:

Construir un triangulo XYZ, construir las mediatrices de los segmentos XY, YZ, XZ,

hallar el punto de interseccion de las mediatrices, llamarlo M.
Esquema argumentativo:

En la representacion gréfica, las estudiantes realizaron lo siguiente:
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Interpretacion Las estudiantes aluden un caso no explorado en la plantilla discursiva. Hacen referencia
a las tres condiciones que deben tener presentes. Sin embargo, en el esquema
argumentativo, no escriben especificamente el caso no explorado sino lo dejan escrito
en términos generales, quizas porque los tres cuadros del esquema en cuanto al dato no
mencionan lo que deben escribir en cada uno de ellos.

Asercion: El punto M es el centro de la circunferencia que contiene a los vértices del triangulo XYZ

Evidencias Interaccién de los estudiantes:
En [30] Mariana dice “;No seria el centro?”

En [33] Mariana dice ... Haciendo una circunferencia donde K sea el centro, va a unir

todos los puntos del tridangulo.”

En [34] Laura dice “;No queda mejor que los puntos son equidistantes al punto K?”

Cuestionario:

“En todos los triangulos, los puntos equidistan de Ky en el [tridngulo] rectdngulo, K es

el punto medio del lado opuesto del angulo que es recto”.
Plantilla discursiva:

Las estudiantes escriben: “la union de las mediatrices forma el punto centro M de una

circunferencia”
Esquema argumentativo:

Las estudiantes escriben: “la unién de las mediatrices K es el centro de una

circunferencia”

Interpretacion | Las estudiantes escriben diferentes aserciones en los recursos didacticos,
probablemente porque descubrieron varias propiedades que cumplia la interseccion de
las mediatrices del triangulo. En el cuestionario mencionan las dos primeras
propiedades descubiertas: una, respecto a la familia de triangulos rectangulos; y la otra,
referente a que el punto equidista de los vértices del triangulo.

En la plantilla y el esquema, las estudiantes mencionan, de forma parcial, la tercera
propiedad, correspondiente a que el punto K es el centro de una circunferencia que

contiene a los vértices del triangulo.

Patrén de generalizacion: Dado un tridngulo. Si la interseccion de sus mediatrices es un punto K, entonces:

e Kesel centro de la circunferencia que contiene a los vértices del triangulo.
o Kequidista de los vértices del triangulo.
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Evidencias

Interaccién de los estudiantes:

En [33] Mariana dice “Pero esa puede ser... Haciendo una circunferencia donde K sea

el centro, va a unir todos los puntos del triangulo”.

Cuestionario:

“El punto que es la interseccion de las mediatrices del triangulo, también es el centro

de una circunferencia que une los puntos del triangulo”.
Esquema argumentativo:

“Los puntos del tridngulo estan sobre la circunferencia en K porque K es la interseccion

de las mediatrices”

Interpretacion

Las estudiantes reconocen el patron de generalizacion, pero no lo escriben completo.
Es interesante lo que escriben en el cuestionario, ya que, aunque en el item 3, se les
solicitaba escribir un posible argumento con su respectiva justificacion, ellas
escribieron lo que podria ser un patron sin necesidad de escribirlo de forma condicional.
Ademas, en el esquema argumentativo, las estudiantes si intentan escribir el patrén de
forma condicional debido a que lo escriben de forma general y utilizan la palabra
“porque” para relacionar la interseccion de las mediatrices con los vértices del triangulo

y la circunferencia con centro en K.

Sin embargo, lo escrito en la plantilla discursiva hace alusion a la circunferencia
construida en GeoGebra, quizas porque relacionan el “puedo afirmarlo porque” con las

exploraciones y el descubrimiento hecho con el uso de GeoGebra.

4.4. Taread4.

Triangulos separables

4.4.1. Episodio No. 8 — G4 (Laura, Sara, Mariana)

4.4.1.1. Descripcion de la interaccion de los estudiantes al resolver el

problema

La profesora les recuerda a los estudiantes qué acciones realizar para que solo

aparezcan dos decimales en las etiquetas de la opcion ‘distancia’ y ‘4ngulo’. Laura pregunta

“;qué influye?” y la profesora responde “Por si quieren hacer medidas y que no se vean todos

los decimales posibles”. Luego, la profesora les comenta a todos los estudiantes como se

utiliza la opcidn “rastro” y cudl es su funcion.



1.

6.

Zaira:

Sara:

Laura:

Sara:

Laura:
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Entonces por favor den clic derecho en cualquier punto y le dan en la opcién
rastro. (Laura construye un punto Ay da clic derecho en la opcidn rastro). Listo,

ahora muevan ese punto. (Laura mueve el punto Ay las estudiantes se asombran)

e o0 , o .
. o ®

Puede que necesiten varios puntos que cumplan la propiedad que ustedes
descubran. Ahora, tengan presente que los puntos Ay B son fijos, no los pueden

mover cuando hagan la exploracion.

Okey, dice que debes construir el triangulo ABC y el punto medio del segmento
AB (Laura utiliza la opcion ‘poligono’ para construir el triangulo solicitado y
luego, utiliza la opcion de ‘mediatriz’ para hacer la mediatriz del segmento AB,

pero luego lo elimina).
¢En donde es el punto?
El punto medio del segmento.

O sea, le saco la mediatriz y solamente pongo un punto ahi y después quito la

mediatriz (construye la mediatriz del segmento AB y luego A .
al utilizar la opcion ‘interseccion’ para hallar el punto de
interseccion entre el segmento AB y su mediatriz, se percata
de la opcién ‘medio o centro’ que estaba en el mismo icono

de ‘punto’; oculta la mediatriz, determina el punto medio

del segmento AB y renombra el punto como P).

Laura empieza a arrastrar el punto C de manera vertical de abajo a arriba.

Sara:

Has la circunferencia para ver si estan equidistando
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7.  Laura Eso es (construye una circunferencia con centro en P y radio PD de tal forma
que visualmente contenga a los puntos A y B. Después arrastra el punto C

hasta que pertenezca visualmente a la circunferencia)

D

C

Luego, Laura busca por un gran tiempo la opcion de ‘distancia o longitud’ en varios
iconos como ‘punto’, ‘perpendicular’, ‘poligono’y ‘circunferencia’ pero no logra encontrarla
hasta que les pregunta a una de sus compaifieras “;coOmo era que se sabia la longitud de un
segmento?” y le dice que no la ve por ningun lado. Después, construye el segmento 4B para

comprobar si asi aparece la distancia de este, pero lo elimina de nuevo.

Finalmente, Laura dice “no, no pude”, vuelve a revisar en la mayoria de los iconos,
pero como no encuentra la opcion, llama a la profesora y le pregunta “;coémo se hace para
hallar la longitud de cada segmento?” a lo que ella responde que se encuentra en el icono de

‘angulo’.
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Laura, en un inicio, mide las distancias de AB, BC, CA, pero dice “no, asi no era”.
9 9 b

8. Laura: (Mide las distancias de PA, PB, PC) No puede ser.

(Arrastra el punto C delicadamente procurando que las distancias sean las mismas,
pero como no lo logra, lo intenta de nuevo, pero en la parte superior de la

circunferencia). Ahi esta, mira esto.

9. Sara: ¢ QUE es eso?



10.
11.

12.

13.
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Laura: Lo puse para arriba (utiliza la opcion “distancia’ y mide las distancias de AC y CB)

Mariana:  Entonces, de C a B hay 3, pero de C a A hay 3.5

Sara: (Lee el item 2 del cuestionario). Entonces se puede decir que el punto C hace parte
de la misma circunferencia que tiene como centro P. (Sara responde el item 2 del
cuestionario).

Laura: O sea que los puntos A, B, C van a ser parte de la misma circunferencia centrada
por el punto K.

Llega la profesora y pregunta por la construccion realizada. Mariana responde

“hicimos el circulo y después le pusimos el punto P, luego hicimos la circunferencia y

llevamos la C a la circunferencia”. La profesora les pregunta si funciona para otros casos y

les recomienda usar la opcion ‘rastro’.

13.

14.

15.

Laura: Listo (utiliza el rastro a pulso, evidenciando que efectivamente cumple con la

propiedad descubierta)

Zaira: O sea que, ¢de qué propiedad se dieron cuenta? ¢;como pueden hacer para

relacionar el punto P con los vértices?

Sara: El punto P es el centro de esa circunferencia.
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4.4.1.2. Respuestas al cuestionario asociado al problema

En la Imagen 4.23 mostramos las respuestas que dieron las estudiantes al cuestionario

entregado, después de que terminaran de resolver el problema en GeoGebra.

Imagen 4.23. Respuestas al cuestionario del Grupo 4-Tarea 4

2. Dejando fijos los puntos A y B, arrastren el punto C, para investigar qué propiedad cumple
el tridngulo ABC cuando el punto P equidista de los vértices 4, B, C. Escriban la propiedad
descubierta:

lond afMCS B B 8] 0 _uan Gsev 004 de (PYALE
MeanCt  CAMCLNEE ﬂPﬁ( VG Cue et COMOD

coaiO el Dumo O o oonde elSeCmeniO NP2
ey g ChOmer(d :

3. Escriban lo que pueden afirmar de un tridngulo no ex} lorado en GeoGebra, que cumpla la
condicidn. (Sugerencia: imaginen un tridngulo MO y el punto medio de uno de los lados).

L0 o TR 21 canaD A Senin puitn
et e TN pt oy B ey pchciaioniny o MAO,

los QoY OF M,.N \J V uor 0 cey Lone Olg.
Une WS WIA CINCON EOY AN G Lo (‘pj}b_A_A)_

MN comp 50 damelvo

4. Qué afirmacién general les permite concluir lo que dicen sobre el tridgngulo no explorado?

Suiay weewes s on Hnengo o GQQUC.hi*C.f\
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4.4.1.3. Respuestas a la plantilla discursiva para producir argumentos

inductivos

En la Imagen 4.24 presentamos las respuestas a la plantilla discursiva
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Imagen 4.24. Respuestas a la plantilla discursiva del Grupo 4-Tarea 4

Completen los siguientes espacios:

Dato:
¢ Condicion inicial de los casos explorados: COW n

) ) e\ FUMO med.o ce ovn SGOI"\QMO A,
¢ Propiedad descubierta de los casos explorados: oy mQue PV MmonTent enclo

5 Travecto 9 réalad FOTMO UM Crey n:—ever\C\o
o Condiciones iniciales del caso no explorado: W

denoms haclo 2.
Asercifn:

Afirmaci6n sobre el caso no explorado: Mmmg BNCVNEEENCIQA ol mOvenD  monTtente acies
o e@undiscanca de\ PUMo 3,
Garantia: - gel

Puedo afirmarlo porque: A\ mauey wn euMG  mOnTC€oendS 1a  eaucisTanc\Q get?°§e9ma\1o
OPUESTO,S€ TIMD LN Crfcaun+eencO,

4.4.1.4. Respuestas al esquema argumentativo para producir argumentos

inductivos

En la Imagen 4.25 se puede ver la respuesta al esquema completado por las
estudiantes. Es necesario mencionar que para la respuesta de la plantilla y del esquema, no

estuvo presente la estudiante Laura ya que, por motivos familiares, la recogieron temprano.

Imagen 4.25. Respuestas al esquema argumentativo del Grupo 4-Tarea 4

: |
. Duio s
Representacion grifica ; v Asercién
MONIAO HF G />89mentd
Z; /Pomo mecho cel segy €l Ao BT, al
molere Tormo WnQ
GF Nlomado 3 Cirtunre renc\a cvordd
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4.4.1.5. Andlisis del episodio 8

Acerca de la génesis instrumental
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Proceso

Evidencias

Interpretacién y Explicacion

Instrumentalizacion

En [1] y [2], la profesora explica como
activar el rastro en GeoGebra, Laura crea el
punto Ay sigue las instrucciones de la
profesora, activando el rastro y moviendo
el punto, lo cual provoca asombro en sus
compafieras.

En [13] Laura utiliza la opcion ‘rastro’ para
verificar que el punto C debe pertenecer a

la circunferencia con

centro en K para que
cumpla con las
condiciones iniciales.

Rastro. La activacion del rastro
permite a los estudiantes
visualizar el movimiento de los
objetos geométricos en la
pantalla, lo que ayuda a visualizar
su la trayectoria. Al inicio las
estudiantes solo observan el
rastro con asombro y no lo
exploran como una herramienta
que les permita dar una solucién
alternativa al problema, sin
embargo, después por sugerencia
de la profesora, lo utilizan
especificamente para comprobar
que efectivamente el punto C
pertenece a la circunferencia
previamente construida.

Al inicio, Laura intenta revisar la opcién de
‘medio o centro’ para determinar el punto
medio del segmento AB, pero no lo

consigue.

En [5] Laura dice “O sea, le saco la
mediatriz y solamente pongo un punto ahiy
después quito la mediatriz” pero se percata
que la opcidén que estaba buscando se
encontraba en el icono ‘punto’ asi que
oculta la mediatriz y determina el punto

medio del segmento.

Punto medio. La estudiante sabia
que existia una opcién en
GeoGebra que le permitia
determinar el punto medio del
segmento. Sin embargo, al no
encontrar alguna opcion, decide
hacer la construccion auxiliar de
la mediatriz que le permite
encontrar el punto solicitado.
Finalmente, Laura identifica la
ubicacioén de la opcion y la utiliza
para seguir el paso a paso de la
tarea.
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Instrumentacion

En [7] Laura intenta hallar la opcion de
“distancia” en GeoGebra y pregunta:
“;como se hace para hallar la longitud de

cada segmento?”.

En [8] y [10] Laura mide las distancias PA,
PB,y PCy arrastra el punto C
manualmente varias veces para hacer
coincidir las medidas visualmente. Tras

verificar algunas medidas, dice: “No puedo

hacer que todas las distancias sean iguales”.

Medida de distancias para
verificar equidistancia. La
medicion de distancias permite a
Laura identificar la equidistancia
del punto P a los vértices del
triangulo, aunque enfrenta
dificultades para lograr la

precision en su construccion.

Después de construir y medir, Laura utiliza
el rastro para verificar la posicion de C en
la circunferencia centrada en P mientras
mueve los puntos A y B. Al ver que C se
mantiene en la circunferencia, comenta:
“Miren, C se queda en la circunferencia si
movemos todo el triangulo”
[Intervenciones 13-15]. A partir de este
punto, las estudiantes usan el rastro para
validar la consistencia de la propiedad de

equidistancia.

Uso del rastro para validar la
equidistancia.

Las estudiantes usan la opcién
‘rastro’ para verificar la
propiedad de equidistancia del
punto K con los vértices de
triangulo ABC. El rastro permite a
las estudiantes observar y validar
la propiedad de equidistancia con
diferentes tridngulos que cumplen

las condiciones iniciales.

Acerca del argumento inductivo

Condiciones iniciales: Triangulo ABC, P punto medio del segmento AB, P equidista de A, B, C

Evidencias

Plantilla discursiva:

“Construir un tridngulo ABC que tenga punto P que es punto medio de un segmento
AB”.

Esquema argumentativo:

“Triangulo HFG, segmento GF, punto medio del segmento GF llamado Z equidistante”
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Interpretacion | Las estudiantes interpretan de forma adecuada las condiciones iniciales de los casos
que se exploraron en GeoGebra. A diferencia de las tareas previas, las estudiantes
identifican que las condiciones iniciales son las que se les solicita antes de iniciar con
la exploracion de los casos.

Propiedad descubierta: P es el centro de una circunferencia que contiene a los puntos A, B, C.

Evidencias Interaccion de los estudiantes:

En [6-7] Sara dice “Has la circunferencia para ver si estan equidistando” y Laura
construye una circunferencia con centro en P y radio PD de tal forma que visualmente
contenga a los puntos A y B. Después arrastra el punto C hasta que pertenezca

visualmente a la circunferencia.

En [8] Laura mide las distancias de PA, PB, PC y arrastra el punto C delicadamente

hasta que las distancias sean las mismas.

En [12] sara dice: “Entonces se puede decir que el punto C hace parte de la misma

circunferencia que tiene como centro P”

En [13] Laura dice “O sea que los puntos A, B, C van a ser parte de la misma

circunferencia centrada por el punto K”.

Cuestionario:

En el item 2 del cuestionario, las estudiantes escriben: “Los puntos A, B, C van a ser
parte de una misma circunferencia que tiene como centro el punto P y donde el
segmento AB es su didmetro”

Plantilla discursiva:

“Al mover el punto C manteniendo la equidistancia del trayecto que realizé, forma una

circunferencia”
Esquema argumentativo:

“Punto Z es el centro de una circunferencia que se forma al mover el punto H”
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Interpretacion

Las estudiantes descubrieron la propiedad, pero no por exploracion, sino por una cierta
intuicion derivada de la resoluciéon de las tareas previas. La construccion de la
circunferencia para verificar la equidistancia hizo que no encontraran la circunferencia
al hacer el rastro de los posibles puntos P. De igual forma, se puede concluir que
llegaron a la propiedad descubierta evidenciandolo en las tres producciones escritas.

Caso no explorado: Triangulo MNO, Z punto medio del segmneto MN, Z equidista de M, N, O.

Evidencias

Cuestionario:

Las estudiantes escriben en el item 3: “Un tridngulo MNO, el punto A siendo punto
medio de MN, el punto A equidistando a MNO, los puntos M, N, O van a ser parte de
una misma circunferencia con centro Ay MN como su didmetro™.

Plantilla discursiva:
“Triangulo FGH, segmento GH cuenta con un punto medio denominado Z”
Esquema argumentativo:

“Triangulo ZFJ, punto medio del segmento (P) ZF equidistando”

Interpretacion

Las estudiantes identifican y escriben de manera precisa, en el cuestionario, el
cumplimiento de la propiedad descubierta en el caso no explorado. Sin embargo, no
sucede lo mismo en la plantilla discursiva posiblemente porque Laura no estaba
presente y porque la profesora recogié el cuestionario antes de entregarles la plantilla
y el esquema.

Asercion: Z es el centro de una circunferencia que contiene a los puntos M, N, O.

Evidencias

Cuestionario:

Las estudiantes escriben: “Los puntos M, N, O van a ser parte de una misma
circunferencia con centro en Ay MN como su didmetro”

Plantilla discursiva:

“El punto H forma una circunferencia al moverlo manteniendo la equidistancia del

punto Z”

Esquema argumentativo:

“El punto J forma una circunferencia cuando se sigue la equidistancia”
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Interpretacién | Las estudiantes identifican que la asercién corresponde a que el objeto no explorado
cumple con la propiedad descubierta. Sin embargo, lo escriben como si pensaran en la
construccion realizada en GeoGebra y no mencionan en ninguno de los casos, el punto
que debe corresponder al centro de la circunferencia a excepcion en el cuestionario que
lo escriben de forma correcta.

Patrén de generalizacion: Dado un triangulo y el punto medio de uno de sus lados. Si el punto equidista
de los vértices del triangulo, entonces ese punto es el centro de una circunferencia que contiene a los tres

vértices del triangulo.

Evidencias Cuestionario:

En el item 4, las estudiantes escriben:; “Si los vértices de un triangulo equidistan al
punto medio de uno de sus segmentos, entonces sus vértices van a ser parte de la misma
circunferencia que tiene como diametro uno de los segmentos del triangulo™.

Plantilla discursiva: “Al mover un punto manteniendo la equidistancia del punto del

segmento opuesto, se forma una circunferencia”

Esquema argumentativo: “Al mover un punto de un tridngulo manteniendo la

equidistancia del trayecto, se genera una circunferencia con el punto central”

En el cuestionario, a pesar de que la idea era que ellas establecieran el argumento
completo, las estudiantes logran escribir y relacionar de forma condicional la propiedad
Interpretacién | descubierta. Ademas, escriben el patrén de generalizacién como si siguieran trabajando
en GeoGebra, ya que utilizan términos como “mover”, “se forma”, “trayecto”, lo

mismo sucede en la escritura de la plantilla discursiva.
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Capitulo 5. Discusion y resultados

El capitulo de discusion lo hemos dividido en cuatro partes. Inicialmente presentamos
los cambios en la identificaciéon de los elementos de los argumentos inductivos, que
observamos en los discursos de los estudiantes en cada tarea. Después, enfocamos la mirada
en el papel de GeoGebra en la resolucion de los problemas y la produccion de argumentos
inductivos. Finalmente, nos centramos en la gestion del profesor antes y durante la
implementacion de las tareas. Cada uno de estos apartados articula los resultados obtenidos

integrando ejemplos representativos.

5.1. Identificacion de los elementos del argumento inductivo al usar los

recursos didacticos

En la Tabla 5.1, mostramos una sintesis de los resultados obtenidos en la
identificacion de los elementos del argumento inductivo, que lograron los estudiantes en cada
tarea. Cada fila corresponde a los elementos que estructuran un argumento y cada columna
corresponde a las tareas analizadas por grupo. Las siglas utilizadas en la columna de “recurso
didactico” corresponden a I: Interacciones entre los estudiantes®, C: Cuestionario, PD:
Plantilla discursiva y EA: Esquema argumentativo.

El color verde lo utilizamos cuando reconocimos que los estudiantes lograron escribir
el elemento especifico. El color rojo lo usamos cuando los estudiantes no escribieron ni
interpretaron correctamente el elemento. El color amarillo lo usamos cuando: los estudiantes
escribieron el elemento del argumento incompleto; obtuvieron ayuda especifica de la
profesora; al escrito le falta algo para cumplir con lo establecido; o, se pueden obtener
diferentes interpretaciones de lo que escribieron. Los cuadros en blanco son aquellos casos
en los que el elemento del argumento se encontraba explicito en el enunciado de la tarea o en

el recurso didactico.

5 Aunque las interacciones no son un recurso didactico, decidimos incluir esta informacién en la tabla
para poder apreciar visualmente la globalidad del proceso.
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Tabla 5.1 Sintesis de la produccién de argumentos inductivos por tarea

Elemento del argumento Recurso T1 T2 T3 T4
inductivo didéctico | G2 G3 G4 | G3 G4 | G2 G4 | G4
I
- - - - - C
Condiciones iniciales |
PD
EA
I
Dato Cc
Propiedad descubierta
PD
EA
C
Caso no explorado PD
EA
C
Asercion PD
EA
C
Garantia — Patron de
o PD
generalizacion
EA

Los resultados muestran que algunos grupos lograron formular algunos elementos del
argumento inductivo de manera adecuada (en 60 casos), otros no lo lograron (en 18 casos),
y en 40 casos escribieron los elementos parcialmente correctos o incompletos. Una mirada a
la ligera podria hacer pensar que el experimento no tuvo éxito. Sin embargo, los cuadros
marcados con amarillo, sumados a los cuadros verdes (100 casos), dejan ver que, en su
mayoria, los estudiantes escribieron los elementos del argumento inductivo, aunque no
siempre de manera un perfecta.

Como se puede evidenciar en la Tabla 5.1, la escritura del dato fue la mejor lograda,
lo que indica que, excepto en siete casos, los estudiantes lograron identificar cudles eran las
condiciones iniciales, la propiedad descubierta y el caso no explorado sobre el que debian

decir algo en la asercion. Las condiciones iniciales, que hacen parte del dato, no fueron
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escritas por los estudiantes en el cuestionario, ya que estaban mencionadas en el enunciado
de los problemas. De igual forma, no fue necesario, en las primeras dos tareas, que los
estudiantes completaran el espacio del caso no explorado en la plantilla discursiva, pues
decidimos darselo para que ellos reconocieran el papel de ese elemento en la formulacion de
un argumento inductivo. El esquema argumentativo apoya la identificacion al pedir una
representacion grafica de la exploracion y ubicaran alli el caso no explorado.

En cuanto a los recursos, observamos que la plantilla discursiva fue la mas 1til para
que los estudiantes escribieran las condiciones iniciales. Por ejemplo, en la Tarea 2, el Grupo
4 completo: “Observo que la mediatriz formada por el segmento 4B...” escribiendo que la
condicidn inicial es pertenecer al subconjunto de rectas del plano que son mediatriz de los
segmentos que se exploran. Los estudiantes identificaron el dato, aunque no se refieren a la
mediatriz del segmento sino, de manera incorrecta, a la mediatriz “formada” por el segmento.

Los cuestionarios fueron particularmente Utiles para guiar la identificacion y escritura
de la propiedad descubierta; todos los grupos tuvieron éxito, a excepcion del Grupo 2, en la
Tarea 1 que incluy¢ a los puntos 4 y B en el descubrimiento y se refiri6 a la figura geométrica
a la que pertenecen los puntos que equidistan de los puntos 4 y B como “un cuadrilatero o
rombo”. La profesora les dijo que no incluyeran a los puntos 4 y B y ellos corrigieron la
propiedad, pero no modificaron el cuestionario.

En el esquema argumentativo era el tnico recurso que, en todas las tareas, los
estudiantes debian escribir cudl era el caso no explorado. Los estudiantes no tuvieron
dificultad para identificar cudl era, salvo el Grupo 3 en la Tarea 2 que escribio “con segmentos
diferentes”; este grupo entendia que debian pensar en un segmento no explorado, pero no
supo como denominar un segmento especifico que no correspondiera a la familia de
segmentos 4B representada al arrastrar los extremos del segmento.

También, se puede observar que el elemento del dato en el que hubo mas errores en
la escritura fue la propiedad descubierta, sobre todo en el esquema argumentativo. Al hacer
un cambio en esquema, buscando mayor autonomia por parte de los estudiantes, ellos
tuvieron menos apoyo para la escritura de la propiedad, pese a haberla encontrado en la
exploracion. Nos apresuramos un poco al eliminar las pistas que tenia el esquema lo cual no

fue una buena decision.
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En cuanto a la escritura de la asercion, salvo en dos casos los grupos lograron escribir
aserciones correctas o parcialmente correctas. Sin embargo, en dos casos el Grupo 4, aunque
escribio bien la asercion en el cuestionario, no lo hizo tan correctamente en la plantilla
discursiva y en el esquema, en las Tareas 3 y 4. Y en la Tarea 2, aunque habian escrito bien
la asercion en el cuestionario y en la plantilla, no lo hizo bien en el esquema argumentativo.
Quizas descuidaron la escritura, por no reconocer aun la importancia de la precision o se les
hizo complejo identificar la estructura del esquema argumentativo al realizar el cambio en el
marco de aquella tarea. E1 Grupo 3 no logro escribir la asercion ni en el cuestionario ni en el
esquema, en la Tarea 2, y muy parcialmente en la plantilla. El hecho de mencionar como caso
no explorado a un objeto concreto (un palo para formar una cruz), confundié a los estudiantes
y los 1levo a escribir que el palo no podia ser una mediatriz “porque la mediatriz es una recta
infinita, por lo tanto, no existe un palo infinito”. La estrategia que usamos para que los
estudiantes pensaran en un caso no explorado desvio el propdsito que teniamos de sacar a los
estudiantes del contexto de GeoGebra.

Pese a los inconvenientes sefialados, casi todos los grupos, en casi todas las tareas,
lograron escribir la asercion, infiriendo la propiedad que debia cumplir el caso no explorado.
Consideramos que este es un logro importante del uso de los recursos didacticos, pues
generalmente los enunciados de los problemas invitan a proponer la conjetura, pero no a
hacer una inferencia sobre un caso no explorado. El hecho de que en los tres recursos se
pregunte por la inferencia hace que los estudiantes deban hacer explicita la atribucion de la
propiedad descubierta a los casos no explorados, incluso generalizando a cualquier otro caso.
Como sefialan Camargo et al (2024), este es un elemento clave de la argumentacion inductiva.

En cuanto a la garantia, en el aprendizaje sobre argumento inductivo, los estudiantes
deben identificar que ella expresa la dependencia entre la propiedad conocida y la propiedad
descubierta, en una proposicion condicional general, a manera de patrén de generalizacion.
También deben aprender a expresarla en forma si... entonces..., de tal manera que en el
antecedente esté expuesta la propiedad conocida (de forma general) y en el consecuente esté
expuesta la propiedad descubierta (de forma general). Esta es la manera en la que el patron
de generalizacion establece el puente entre el dato y la asercion, permitiendo sustentar la
asercion que se hace sobre un caso no explorado. En la escritura de la garantia, solo el Grupo

4, en las Tareas 3 y 4 la escribi6 de forma correcta, los demas grupos o no lo lograron, o
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formularon la dependencia de forma algo vaga, insinuando la dependencia, pero no de
manera condicional. Por ejemplo, en la Tarea 4, el Grupo 4 escribio: "Esto se cumple porque
siempre pasa en los triangulos," lo que refleja una identificacion de que la propiedad
descubierta se puede generalizar a todos los triangulos.

El recurso que permitié una mejor expresion de la garantia fue el cuestionario. Fue el
unico en el que los estudiantes del Grupo 4 pudieron escribir de forma adecuada el patron de
generalidad, en las dos ultimas tareas. En la Tarea 3, los estudiantes escribieron "EI punto
que es la interseccion de las mediatrices del tridngulo, también es el centro de una
circunferencia que une los puntos del tridngulo" y en la Tarea 4, escribieron “si los vértices
de un triangulo equidistan al punto medio de uno de sus segmentos entonces sus vértices van
a ser parte de la misma circunferencia que tiene como didmetro uno de los segmentos del
tridngulo”.

La garantia fue el elemento menos logrado en la formulacion del argumento
inductivo, con una alta proporcion de celdas rojas y amarillas. Este hecho coincide con
resultados de estudios previos, como el de Hernandez y Parra (2013). Estos autores sefialan
que la garantia es un componente abstracto y complejo, que requiere conectar el dato con la
asercion mediante un enunciado condicional. Este hallazgo refuerza la necesidad de un
acompanamiento docente mas cercano para ayudar a los estudiantes a articular esta conexion.
También vemos la necesidad de adecuar los espacios en la plantilla discursiva y en el
esquema con preguntas mas explicitas para reconocer formato condicional.

Si bien en el experimento de ensefianza teniamos previsto que los estudiantes se
percataran que la asercion y la garantia del argumento inductivo son de naturalezas probable,
esta discusion no se dio, ya que ninguno de los grupos descubrid una propiedad que sélo se
cumpliera para unos casos. En el Episodio 7, el Grupo 4 realiz6 una exploracion y llego6 a
concluir que el punto de corte de las mediatrices de un tridngulo estaba contenido en un lado
de triangulo, propiedad que se verifica solo para triangulos rectangulos. Sin embargo, las
estudiantes explicitaron que estaban asumiendo, en el dato, que el tridngulo era rectdngulo.
El trabajo de este grupo hubiera sido una oportunidad valiosa para reflexionar sobre
propiedades que se descubren, que estdn limitadas a ciertos casos, y que podrian no
generalizarse a todos los casos. Infortunadamente no tuvimos tiempo para propiciar esta

discusion.
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En sintesis, los recursos didacticos fueron utiles para lograr que los estudiantes
produjeran de forma escrita los argumentos inductivos, lo que corrobora nuestra conjetura
que nos propusimos analizar en el experimento de ensefianza. No obstante, consideramos que
el uso de los recursos debe ser mas apoyado en espacios de socializacion para discutir acerca
de la estructura de un argumento inductivo, analizar el papel que juega cada elemento, centrar
la atencidn en el elemento no explorado dentro de la produccion de los argumentos inductivos
y reflexionar sobre el caracter probable de los argumentos inductivos.

Adicionalmente, queremos mencionar que la cantidad de cuadros resaltados en
amarillo se debe a la dificultad que tenian los estudiantes para poner por escrito, de forma
completa y correcta, lo que habian descubierto en la formulacion oral del argumento. Aunque,
a medida que fueron desarrollando las tareas e iban contestando el cuestionario, la plantilla
discursiva y el esquema argumentativo, fuimos observando un cambio en la escritura, atin
falta mucho trabajo para lograr las formulaciones esperadas. Esto fue més notorio en el caso
de la garantia pues los estudiantes no estaban familiarizados con la forma de escribir una
expresion condicional.

Al analizar los tres recursos didécticos, el cuestionario emergié como una herramienta
esencial para orientar la exploracion inicial y estructurar las condiciones del problema, en
consonancia con la idea de Camargo et al. (2024) sobre la necesidad de guiar a los estudiantes
en la observacion y el descubrimiento de propiedades. La plantilla discursiva, alineada con
la propuesta de Rumsey y Langrall (2016), facilitdé la formulacion de aserciones,
proporcionando una estructura lingiiistica que los estudiantes pudieron seguir. Sin embargo,
las garantias continuaron siendo un reto significativo, lo que corrobora lo sefialado por
Hernandez y Parra (2013), quienes destacan que las garantias requieren un nivel mas
abstracto de razonamiento para conectar el dato con la asercion.

Por otro lado, el esquema argumentativo presenté mayores desafios, especialmente al
intentar relacionar visualmente los elementos del argumento (dato, asercion y garantia). Esto
se alinea con los planteamientos de Molina y Samper (2019), quienes seialan que los
esquemas visuales pueden ser demandantes si no se acompafian de una guia docente
adecuada. En el marco de esta investigacion, los estudiantes lograron, en algunos casos,

establecer conexiones empiricas entre los elementos del argumento utilizando GeoGebra,
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pero estas relaciones no siempre se tradujeron en una formalizacion escrita completa, como

lo reflejan las celdas rojas y amarillas.

5.2. Rastreo de la génesis instrumental

El analisis de la génesis instrumental en esta investigacion se centrd en observar como
los estudiantes pasaron de una exploracidon inicial de las herramientas de GeoGebra,
caracterizada por la instrumentalizacion, a un uso mas estructurado y orientado hacia la
soluciéon de problemas, conocido como instrumentacion. Este proceso, como sefialan
Camargo et al. (2024), implica transformar los artefactos tecnoldgicos en instrumentos que
median la construccion de conocimiento matematico. En la Tabla 5.2 presentamos una
sintesis de los procesos de Génesis Instrumental. En ella se encuentra las herramientas que

los estudiantes instrumentalizaron y aquellas que instrumentaron al resolver cada tarea.

Tabla 5.2 Sintesis de la génesis instrumental por grupos

Instrumentalizacion Instrumentacion
Grupo 2 | Circunferencia Uso de la opcion ‘renombrar’ para relacionar una
Arrastre propiedad con otra.

Eliminacion de objetos Uso de ‘circunferencia’ para corroborar equidistancia
Mediatriz entre dos puntos.
Interseccion de objetos Uso de ‘distancia o longitud’ para comprobar la
propiedad de un objeto
Uso de ‘circunferencia’ para identificar la relacion entre

dos objetos

Grupo 3 | Circunferencia Uso de ‘renombrar’ para cumplir con la condicién
Segmento solicitada.
Recta perpendicular Mouse para representar un lugar geométrico y
Aurrastre localizacion de puntos

Despliegue de ventanas Uso del ‘arrastre’ para representar una relacion
Cambio de color geomeétrica
Puntos de interseccion Uso del arrastre’ para justificar una invariante
Uso de “distancia o longitud’ para verificar equidistancia
Uso del “arrastre’ para obtener una familia de objetos

construidos
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Uso del ‘arrastre’ para descubrir las propiedades de un

objeto

Grupo 4 | Arrastre Uso de ‘recta’ para corroborar colinealidad entre puntos
Distancia o longitud Uso de ‘distancia o longitud’ para corroborar
Renombrar equidistancia entre dos puntos
Medida de un angulo Uso del c‘arrastre’ de extremos de segmentos para
Mover y seleccionar encontrar propiedad de la mediatriz
Poligono Uso del arrastre’ para descubrir una propiedad
Puntos dependientes Uso de “circunferencia’ para identificar equidistancia de
Punto medio puntos.
Rastro Uso de ‘rastro’ para verificar la propiedad descubierta

Con respecto a la instrumentalizacion, a pesar de no haber interactuado con GeoGebra
previamente, los estudiantes lograron tener una apropiacion basica de diferentes opciones.
En las primeras tareas, los estudiantes mostraron un uso inicial de GeoGebra marcado por la
exploracion de las opciones del software. Por ejemplo, en la Tarea 2, Laura intentd construir
la mediatriz de un segmento utilizando el icono de ‘recta perpendicular’, afirmando: “creo
que con esto se puede, pero no estoy segura” y luego, ve que existe la opcion especifica de
‘mediatriz’ y la usa. Otro ejemplo ilustrativo fue cuando Alejandro primero, por su propia
cuenta identifico6 como cambiar el color a los objetos matematicos creados en GeoGebra y
luego, les ensefio a todos los demas estudiantes cudles eran los pasos que debian seguir (ver
analisis del episodio No. 4).

Asi, a medida que se enfrentaron a cada tarea, los estudiantes fueron reconociendo el
funcionamiento de las opciones y el orden de los iconos en los ments para poder usarlos.
Este comportamiento evidencia una fase en la que los estudiantes todavia no habian
internalizado las funciones especificas del software, pero si corrobora lo que sefialan Sua y
Camargo (2019), cuando indican que GeoGebra es un software facil de instrumentalizar y
muy amigable con los estudiantes para poder encontrar por si mismos las opciones o
herramientas que necesitan para la exploracion y el descubrimiento de propiedades.

Conforme avanzaron en el desarrollo de las tareas, observamos ejemplos de
instrumentacion. Los estudiantes fueron bastantes creativos al usar GeoGebra para dar

solucién a cada problema y descubrir alguna propiedad. Por ejemplo, en la Tarea 4, el Grupo
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3 optimizd su interaccion con GeoGebra al renombrar puntos para evitar confusiones en la
construccion de una circunferencia centrada en el punto medio de un segmento. Mariana
comentd: “Si nombramos bien los puntos, evitamos errores en las construcciones” lo que
refleja como los estudiantes comenzaron a estructurar sus estrategias para cumplir con las
condiciones establecidas en el cuestionario.

Ademés, identificamos momentos de interaccion social en los que los estudiantes
compartieron estrategias y conocimientos relacionados con el uso de las herramientas.
Algunos estudiantes usaron GeoGebra de formas tan creativas que no las habiamos previsto
en la planeacion. Por ejemplo, en la Tarea 3, Samir explicd al grupo cémo utilizar la
herramienta ‘distancia’ para verificar la equidistancia del circuncentro a los vértices del
tridngulo, diciendo: “Seleccionas dos puntos, eliges la opcion de distancia y ahi compruebas

si son iguales.”

5.3. Apoyo de GeoGebra en la produccion de argumentos inductivos

En este apartado nos referimos al papel de GeoGebra para identificar el dato, la
asercion y la garantia, en la produccién de argumentos inductivos. Con respecto al dato,
vimos que los estudiantes: pudieron identificar las condiciones dadas, ligdndolas a la
construccion realizada para hacer la exploracion y descubrir la propiedad. Las opciones de
‘arrastre’, ‘distancia’, ‘recta’, ‘circunferencia’, ‘rastro’, ‘mediatriz’, ‘punto’, ‘segmento’,
‘medida de angulo’ permitieron a los estudiantes visualizar los invariantes esperados.

A medida que fueron realizando las tareas lograron relacionar el caso no explorado
con aquellos que exploraron en GeoGebra. Esto, aun cuando en la planeacion tuvimos
dificultades para decidir como lograr que ellos supusieran un caso no explorado, sin hacer la
representacion. Por ejemplo, en la Tarea 2 pretendimos que los estudiantes pensaran en el
caso no explorado imaginando una situacioén concreta. Esta estrategia no fue tan afortunada
como comentamos anteriormente y esto llevo a que en las siguientes tareas mantuviéramos
el formato de la primera tarea. Dado que GeoGebra permite una exploracion de infinitos
casos, es un tanto complejo lograr que los estudiantes imaginen un caso no explorado y
prediquen sobre este, sino hacer la representacion. Pero es necesario que lo hagan para que

puedan completar los elementos del argumento inductivo.
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Con respecto a la garantia, efectivamente GeoGebra contribuyo a que los estudiantes
para obtener el patron de generalizacion con cierta facilidad y con mucha certeza oralmente,
aunque con dificultades en la escritura. En Tarea 1, los estudiantes solo exploraron muy pocos
casos. Luego de conocer el arrastre como método para representar infinitos casos que
cumpliera con las condiciones del dato, ellos empezaron a usarlo timidamente, con pocos
casos, para llegar a una conclusion. A partir de la Tarea 2, los Grupos 3 y 4 se familiarizaron
a tal grado con el dinamismo del software que optaron por representar casos extremos, dentro
de la variedad de casos, por medio del arrastre, para luego si llegar la conclusion. Asi,
podemos ver como GeoGebra fue brindando a los estudiantes las herramientas necesarias y
suficientes para llegar al patrén de generalizacion, A medida que los estudiantes fueron
instrumentalizando el programa, ellos fueron aprovechando mas sus recursos para ampliar
los rangos de exploracion.

Finalmente, es importante mencionar que GeoGebra no jugoé ni deberia jugar ningun
papel en la produccion de la asercion, porque lo ideal es que los estudiantes hagan una

inferencia sin realizar alguna exploracion.

5.4. Gestion docente para apoyar la produccion de argumentos inductivos

Un aspecto positivo por destacar en el desarrollo del experimento de ensefianza fue
la gestion docente, tanto en la planeacion como en la direccion de las clases. Segun Planas y
Morera (2012), el rol del profesor es esencial en la organizacion de las actividades y en la
interaccion con los estudiantes durante las sesiones, ya que debe estar preparado para
anticipar posibles respuestas, gestionar dindmicas grupales y adaptarse a las necesidades
emergentes del aula. En este sentido, el papel desempenado por nosotras resultd central para
el éxito alcanzado, gracias a la preparacion previa y a la capacidad de la autora del trabajo
para responder a las situaciones que surgieron durante las actividades.

En la planeacion, disefiamos cuidadosamente las tareas y recursos didacticos,
anticipando posibles respuestas, dudas y dificultades que los estudiantes podrian encontrar.
Por ejemplo, al planificar las actividades con GeoGebra, entregamos a los estudiantes
instrucciones detalladas sobre el uso de herramientas como ‘rastro”’, ‘mediatriz’ y
‘circunferencia’, previendo que algunos estudiantes podrian enfrentar dificultades en tareas

posteriores que necesitaran nuevamente aquellas herramientas. Esta anticipacion permitid
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que cada grupo contara con el apoyo necesario para avanzar en sus exploraciones y
descubrimientos.

La planeacion también incluyd la elaboracion de un "libreto docente" que contenia
posibles intervenciones, preguntas orientadoras y maneras de guiar a los estudiantes sin
proporcionarles directamente las respuestas. Este enfoque, alineado con lo sefialado por
Planas y Morera (2012), demostrd ser clave para garantizar una interaccion constructiva entre
los estudiantes y los recursos didacticos. Aunque el libreto no se siguid al pie de la letra,
sirvid como una guia flexible que permitio adaptar las intervenciones segun las necesidades
especificas de cada grupo y cada tarea.

Durante las sesiones, la gestion docente fue un factor determinante para fomentar la
participacion y apoyar la produccion de argumentos inductivos. La capacidad para atender a
los cinco grupos de manera simultanea fue esencial, permitiendo responder a las necesidades
diferenciadas de los estudiantes. Por ejemplo, en una de las sesiones, mientras un grupo tenia
dificultades para identificar el punto de interseccion de las mediatrices, otro necesitaba
aclaraciones sobre cémo completar la plantilla discursiva. La rapidez para detectar estas
situaciones y priorizar las intervenciones permitiéo mantener un flujo constante de trabajo y
evitar que algun grupo quedara rezagado.

Asimismo, hubo momentos en los que fue necesario interrumpir la dinamica grupal
para hacer aclaraciones al curso completo, sin proporcionar mas informacion de la cuenta.
Un caso destacado ocurrid en la Tarea 3, cuando varios grupos presentaron dudas similares
sobre como trazar mediatrices en GeoGebra. En ese momento, la profesora decidi6 explicar
nuevamente el procedimiento, lo que permiti6 que todos los estudiantes retomaran la
actividad con mayor claridad. Este tipo de intervenciones, como sefialan Planas y Morera
(2012), son fundamentales para establecer un equilibrio entre la atencion individualizada y
el manejo de la dindmica general del aula.

De manera autocritica, reconocemos que hubiera sido importante dedicar mas tiempo
a profundizar en las instrucciones para el uso avanzado de GeoGebra, especialmente en
herramientas como ‘mediatriz’ y ‘circunferencia’, que generaron dificultades recurrentes.
Ademas, aunque logramos atender las necesidades diferenciadas de los estudiantes, en
algunos casos se podria haber proporcionado un acompafiamiento mas sistematico para los

grupos con mayores dificultades.
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No obstante, la experiencia docente adquirida durante este experimento refuerza la
idea de que la planeacion detallada y la flexibilidad en la gestion de las clases son elementos
esenciales para el éxito de este tipo de actividades. La capacidad para anticipar respuestas,
identificar necesidades emergentes y adaptar las intervenciones fueron aspectos que
contribuyeron significativamente a que los estudiantes avanzaran en la formulacion de

argumentos inductivos.
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Capitulo 6. Conclusiones

En el capitulo de conclusiones, primero nos centramos en el cumplimiento del
objetivo general y de los objetivos especificos. Después, verificamos la conjetura o hipotesis
escrita en el experimento de ensefianza. Asimismo, se sefalan las limitaciones del estudio y
se plantean posibles lineas de investigacion futuras que permitan profundizar en los temas

abordados.

6.1. Cumplimiento de los objetivos

El proposito general de nuestro estudio fue promover la argumentacion inductiva en
la educacion basica secundaria del Colegio CoRe por medio de una electiva que promueva
la resolucion de problemas geométricos con el uso de GeoGebra. Este objetivo se cumplié
plenamente, como se evidencia en los capitulos de analisis y discusién. Los resultados
muestran que los estudiantes lograron identificar, formular y relacionar elementos clave del
argumento inductivo, tales como el dato, la asercion y la garantia, aunque con algunas
dificultades en la escritura de esta ultima. Los tres recursos didacticos utilizados en cada una
de las tareas entregadas fueron de gran ayuda para el cumplimiento del objetivo. No sobra
decir que esto se logro mediante la resolucion de problemas geométricos que requerian no
solo la construccion de objetos geométricos, sino también la exploracion y el descubrimiento
de propiedades que contribuyeron a la formulacion de conjeturas y de argumentos inductivos.

Uno de los objetivos especificos era disefiar un conjunto de tareas que promuevan la
argumentacion inductiva. Este objetivo se cumplio a través de la creacion de tareas
secuenciadas que guiaron a los estudiantes en la exploracion de propiedades geométricas, la
formulacion de conjeturas y la construccion de argumentos inductivos. Las tareas disefadas,
incluidas en los anexos Anexo 1 — Enunciado y planeacion de la tarea preliminar, Anexo 2 —
Enunciados de las tareas y Anexo 5 — Planeacion detallada de los enunciados de las tareas,
fueron utilizadas de manera efectiva durante el curso, logrando su proposito de promover
procesos de argumentacion inductiva.

Otro objetivo especifico era establecer la influencia del programa GeoGebra en la
elaboracion de argumentos inductivos al resolver problemas de geometria. Como se analizo
en cada uno de los episodios del capitulo 4 y en las secciones 5.2 y 5.3 del capitulo 5,

GeoGebra desempefid un papel clave al permitir a los estudiantes visualizar propiedades
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geométricas, explorar patrones y verificar conjeturas. Herramientas como el ‘rastro’ y el
‘arrastre’ fueron fundamentales para que los estudiantes relacionaran sus construcciones
geométricas y hallazgos con los elementos del argumento inductivo. Sin embargo, el analisis
también mostrd que algunas funciones del programa, como ‘mediatriz’, requieren un mayor
nivel de orientacion por parte del docente para su correcta utilizacion.

Finalmente, el tercer objetivo especifico era presentar a la institucion CoRe una
alternativa para fomentar la argumentacion en el aula de matematicas por medio de un curso
electivo para solucionar problemas geométricos con el uso de GeoGebra. Aunque la autora
del escrito ya no trabaja en el Colegio CoRe, durante la implementacion del curso recibi6
comentarios positivos tanto de los colegas como de los padres de familia. A pesar de los
inconvenientes tecnoldgicos y logisticos, logramos llevar a cabo el curso con éxito.

El desarrollo del curso electivo suscito el interés de algunos colegas de la institucion,
quienes se acercaron curiosos para conocer mas sobre las actividades que los estudiantes
estaban realizando. Asimismo, el rector del colegio le inform¢é a la profesora que algunos
padres de familia comentaron de manera positiva que sus hijos parecian contentos con el
curso electivo y expresaron interés en que se diera continuidad a este tipo de actividades para
el proximo afio, sugiriendo la creacion de un curso electivo centrado exclusivamente en
matematicas para estudiantes que estuvieran motivados por la materia.

Este tipo de retroalimentacion, tanto por parte de los profesores como de los padres
de familia, fue muy valioso. No solo porque validé la importancia del curso, sino también
porque abrid la puerta a la posibilidad de consolidar esta experiencia en el colegio, con un
enfoque mas especifico en la ensefianza de la geometria a través de GeoGebra. Este trabajo
no solo impactd a los estudiantes, sino que también despertd nuestro interés en seguir
modificando los recursos didacticos para que los estudiantes formulen un argumento

inductivo de forma explicita, reconociendo cada elemento que lo compone.

6.2. Verificacidn de la conjetura del experimento de ensefianza

Nuestra conjetura era que los estudiantes podian aproximarse a la produccion de
argumentos inductivos, mediante la solucion de problemas geométricos con el uso de
GeoGebra y tres recursos didacticos que acompaifiaban los enunciados. Los resultados nos

permiten afirmar que la conjetura fue verificada. Los estudiantes lograron construir
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argumentos inductivos en la mayoria de los casos, aunque con algunas limitaciones en la
escritura precisa de los mismos. Como lo muestra el analisis presentado en el capitulo 5 (ver
paginas 42-145), los estudiantes lograron identificar elementos como el dato y la asercion
con mayor precision, mientras que la formulacion de la garantia presenté mayores desafios,
requiriendo mayor orientacion por parte de la docente.

El experimento también permitid observar que los recursos disefiados cumplieron con
su proposito de facilitar la estructuracion del argumento inductivo. En compafiia de
GeoGebra no solo facilitaron la exploracion y descubrimiento, sino que también promovieron
la formulacion de argumentos. Este hallazgo valida la pertinencia de la propuesta y sugiere
que, con ajustes en el disefio de las tareas y un mayor énfasis en la escritura del del patron de
generalizacidn, los estudiantes podrian consolidar su capacidad para producir argumentos

inductivos.

6.3. Proyecciones del trabajo

Nuestro trabajo tuvo un primer impacto en la comunidad académica, con una
ponencia en el Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones, evento que fue realizado en el
afio 2024 y que se dejé documentado en las memorias. En la comunicacion, presentamos un
ejemplo de argumentacion inductiva de un grupo de tres estudiantes de grado octavo del
colegio CoRe, presentando el enunciado de la tarea 3 y sintetizando aspectos de la interaccion
del grupo y del uso del cuestionario, la plantilla discursiva y del esquema argumentativo. La
recepcion fue positiva y generd reflexiones valiosas que, ademds de fortalecer las
conclusiones de esta investigacion, abriendo la posibilidad de transformar este trabajo en un
articulo académico para someterlo a una revista especializada en Educacion Matematica.

En términos de desarrollo futuro, una de las proyecciones mas relevantes es la
optimizaciéon de los recursos didacticos disefiados, adaptandolos a diferentes niveles
educativos con el uso de GeoGebra para la solucion de problemas geométricos. Por ejemplo,
se podria explorar coémo los recursos funcionan en cursos regulares, no electivos, o como su
efectividad varia al integrarse con otros softwares educativos. Esta linea de investigacion no
solo permitiria validar los recursos en otros escenarios, sino también ajustarlos para optimizar

su impacto en la produccion de argumentos inductivos.
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Otra proyeccion clave es la posibilidad de replicar este modelo de ensefianza en otros
colegios, incluidos aquellos en los que actualmente labora la autora del trabajo. Esta
expansion contribuiria a evaluar como la metodologia y los recursos pueden implementarse
en diferentes entornos, ajustandose a las necesidades especificas de los estudiantes y las
instituciones. El interés manifestado por la comunidad escolar del Colegio CoRe, sugiere que
este tipo de iniciativas podria consolidarse como parte de un enfoque pedagodgico continuo
que integre la tecnologia como mediadora del aprendizaje matematico.

Finalmente, este trabajo podria inspirar futuras investigaciones que exploren no solo
la argumentacion inductiva, sino también como los estudiantes transitan hacia otros tipos de
argumentos, como el deductivo y el abductivo, dentro de un marco similar de tareas mediadas

por GeoGebra.
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ANnexos

Anexo 1 — Enunciado y planeacion de la tarea preliminar

Tarea preliminar (TP): Puntos equidistantes a un punto (lunes 28 de agosto)

Enunciado 1 dirigido a los estudiantes

Con material concreto (papel crepé), representen diez puntos de un color rojo y un punto de color
verde, denominado M. Luego, dispdngalos en una superficie lisa (sin rayas), puede ser en el tapete
en el gue estan sentados.

Muestren la figura que se obtiene si los diez puntos de color rojo se encuentran a la misma distancia
del punto M. Esto quiere decir que los puntos equidistan de M.

Piensen en un punto imaginario T, dialoguen en dénde pondrian al punto T para que cumpla la
condicion de estar a la misma distancia de M que los diez puntos de color rojo. ¢En donde
colocarian el punto T?

Escriban por qué colocarian al punto T en ese lugar

¢ Qué conclusion pueden sacar sobre cualquier punto que esté a la misma distancia de M que los
diez puntos de color rojo?
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Enunciado 2 dirigido a los estudiantes de sexto y séptimo:

1.

Completen los espacios:

Los puntos de color rojo estan
de color rojo pertenecen a

del punto M. Observo que los puntos

Afirmo que un punto K que tiene la misma condicion que los puntos rojos cumple que

Esto

2. Completen el siguiente diagrama

Pys)

Los puntos rojos estan a
la misma distancia de

K esta a la misma
distancia de que
los puntos rojos

pasa porgue

K pertenece a

=

porque




157

Enunciado 2 dirigido a los estudiantes de octavo:

1.

Completen los espacios:

del punto M. Observo que los
pertenecen a

Los puntos de color rojo estan
de

puntos color rojo

Afirmo que un punto K que tiene la misma condicion que los puntos rojos cumple que

Esto pasa porque
Completen el siguiente diagrama
.B A
e Los puntos rojos estan a
°* J la misma distancia de
o K pertenece a
X J I
. K estd a la misma
’ . * distancia de que
los puntos rojos
porque

Conceptos involucrados

Equidistancia: Dos 0 mas pares de puntos son equidistantes si la distancia entre los puntos de
cada par es igual.

Circunferencia: Una circunferencia con centro M es el conjunto de puntos del plano que
equidistan de M.

Descripcion del enunciado 1 — Tarea preliminar
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El primer enunciado busca que los estudiantes representen once puntos con papel crepé, destacando
uno, llamado M de los demés. Luego, deben ubicar diez puntos de tal forma que equidisten de M.
De esta forma representan la condicion que constituyen el conjunto referencial que esta dada en el
enunciado. A continuacién, deben analizar el lugar geométrico de los 10 puntos hasta encontrar
gue pertenecen a una circunferencia con centro en el punto M. Después, deben analizar la posicion
gue ocuparia un punto imaginario K si cumple la misma condicion dada para los elementos del
conjunto referencial, hasta darse cuenta de que el punto K pertenece a la circunferencia con centro
en el punto M. Esto los debe llevar a suponer que cualquier punto que esta a la misma distancia de

M, como los diez puntos representados, pertenece a una circunferencia.

Gestion del enunciado 1 — Tarea preliminar

Al empezar la sesion, la docente les dice a los estudiantes que formen grupos de tres personas.
Después, entrega a cada grupo un cuarto de papel crepé, una regla o escuadra, un compas, un

pedazo de hilo y la hoja con el enunciado 1. Les pide que realicen la tarea y completen los espacios.

Mientras los estudiantes trabajan, la docente va pasando por los grupos para responder dudas o
preguntar por los procedimientos que hicieron para contestar las preguntas. En la Tabla 1

proponemos posibles preguntas/dudas de los estudiantes y la posible reaccién de la docente.

Preguntas o dudas de los Posibles reacciones de la docente

estudiantes

Preguntan qué significa | Les sugiere a los estudiantes que sean ellos quienes representen

equidistancia 0  misma | puntos de tal forma que dos de ellos estén a la misma distancia

distancia. de otro. Luego les pide decir cudl es el compafiero que equidista

de los otros dos.

Consideran que los puntos Les pide comprobar con herramientas de medida colocando

se encuentran formando una | puntos sobre los lados del poligono o sobre la cruz.

cruz o un poligono. . .
POllg Les pregunta si los puntos podrian estar en los lados de un

triangulo o del poligono que hayan mencionado.

Al responder el item 2
mencionan un circulo en

lugar de una circunferencia.

Les pide recordar qué figuras han visto en geometria y si han
establecido una diferencia entre circunferencia y circulo. Les
sefiala puntos en el circulo y les pregunta si estos estan a la

misma distancia de M que los diez puntos iniciales.
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Intentan representar a K

Les recuerda que la idea es imaginar qué pasa con el punto sin

representarlo.

Al
refieran a la pregunta hecha,

responder el item 3

es decir digan que T tiene

Les aclara que la condicidn de estar a la misma distancia es lo
que les piden, pero ellos deben decir por qué cumple la condicion
al estar en donde lo pusieron. Sefiala con el dedo un punto en el

que estar a la misma | interior o en el exterior de la circunferencia y pregunta: ;Qué

distancia a M que lo demés | pasaria si estuviera aca o aca?

puntos.

Al responder el item 4 no ¢ Qué podria asegurar de otros puntos no representados? ¢Por

generalicen qué?

¢Puede haber un punto de la circunferencia que no esté a la
misma distancia del centro que los demas puntos de la

circunferencia?

Descripcion del enunciado 2 - TP

El segundo enunciado de la tarea estd pensado de acuerdo con las estrategias propuestas por
Rumsey & Langrall (2016) y los formatos de diagrama que propone Kunz (2010). La idea es
orientar a los estudiantes, de tal manera que vayan diferenciando los elementos de un argumento:
lo que les dan como dado (dato), el elemento descubierto (dato), la conclusion de que un objeto no
explorado que tenga la condicion dada tiene la propiedad descubierta (asercién) y que sustenten la
conclusion generalizando que se cumple para cualquier objeto que cumpla la condicion (garantia),

mediante diferentes maneras de expresar un argumento inductivo.

En el item 1, se pone en funcionamiento la primera estrategia discursiva de Rumsey & Langrall
(2016). Paraello, se usa una plantilla de tal forma que los estudiantes completen la frase y asi vayan

aprendiendo una forma de expresar el argumento.

Respecto al item 2, se pone en funcionamiento la estrategia sugerida por Kuntze (2008), el cual
propone que los estudiantes completen un diagrama y asi, visualmente vayan identificando los

componentes de un argumento inductivo.

En la segunda parte de la tarea, hemos decidido diferenciar el enunciado por cursos, poniendo un
grado mayor de dificultad a los estudiantes de grado octavo, para analizar qué variaciones podemos

apreciar en las respuestas. A los estudiantes de grados sextos y séptimos, les pedimos buscamos
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una asercién gue es una afirmacién, mientras que, a los estudiantes de grado octavo, les pedimos

una asercion que es una negacion.

Gestion del enunciado 2 - TP

Para la segunda parte del problema, la docente entrega por grupos el enunciado y les pide
diligenciar los formatos.

Mientras los estudiantes rellenan las plantillas y el diagrama, la docente va pasando por los grupos.
Después presentan lo que completaron y se discuten las respuestas. En la discusion grupal, es
posible prever las siguientes reacciones para las respuestas dadas por los estudiantes:

Respuestas de los Posibles reacciones de la docente

estudiantes

En la primera parte de la | Pregunta: ¢La circunferencia no fue lo que descubrieron?

lantilla, mencionan que los . . .
P a Les recuerda que en esa parte se escribe la condicion que debia

puntos rojos estan sobre una . . . .
cumplir el objeto, no lo que descubrieron al cumplir la

circunferencia.

condicion.

En la segunda parte de la
plantilla, mencionan que los
puntos rojos estan a la misma

distancia de M.

(Sera que cuando menciona “observo”, se refiere a las

construcciones iniciales realizadas por ustedes?

Cuando mencione lo que observaron, se refiere a lo que ustedes
descubrieron cuando solucionaron el problema, no a la

condicion que debia cumplir el objeto.

En la tercera parte de la
plantilla, puede que refieran

nuevamente a la distancia

Preguntar por (A qué se refiere con “tener la misma

condicion”?

La equidistancia es la condicion ya mencionada, ¢no? ;qué fue

lo descubierto por ustedes en donde debe estar el punto K?

En la cuarta parte de la

plantilla, puede que repitan la
del

condicion, punto

especifico.

He de aclarar que deben pensar para cualquier punto que

cumpla la condicion de que sean equidistantes al punto M.

Como se evidencia en la tabla, lo més seguro que suceda es que los estudiantes inviertan sus

respuestas entre equidistancia y circunferencia. La idea es aproximar al estudiante, mostrando
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99 Cc 99 ¢

claves del formato como por ejemplo el “observo que”, “afirmo que”, “esto pasa porque”, entre
otros. Respecto al diagrama de argumento inductivo, les menciono que antes de la fecha deben
mencionar primero la condicién inicial para los diferentes puntos. Luego, la condicién que les
dieron para un punto que imaginaron. Después de la flecha, se escribe lo que descubrieron y debajo

de la flecha, lo que se puede imaginar para cualquier punto que cumpla la condicién inicial.

Anexo 2 — Enunciados de las tareas

Tarea 1. Puntos equidistantes a dos puntos (13 de septiembre del 2023)

Enunciado 1.
1. Con ayuda del programa de geometria dinamica, GeoGebra, representar la siguiente
situacion:
a. Construir dos puntos y llamarlos Ay B.

b. Construir un punto, llamarlo M, que sea equidistante de A y de B (es decir, que M se
encuentre a la misma distancia de Ay de B).

c. Construir un punto N que equidiste de Ay de B.
d. Construir un punto O equidistante de Ay de B.
e. Construir un punto P equidistante de Ay de B.

2. Repite la situacion cuantas veces sea necesaria, hasta que descubras en donde se ubican los
puntos. (A qué figura geométrica pertenecen los puntos que equidistan de los puntos Ay B?

3. Sin hacer la construccion de otro punto en GeoGebra, imaginen un punto Z de tal forma que
equidiste de Ay B ¢En donde pondrian al punto Z?

4. ¢Por qué colocarian al punto Z en ese lugar?

5. ¢Qué conclusién pueden sacar sobre cualquier punto que esté a la misma distancia de Ay
de B?
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Enunciado 2.

1. Completen los siguientes espacios:

Observo que los puntos

puntos A y B, pertenecen a

que

de los

. Afirmo que un

punto Z que cumple la misma condicidn, pertenece a

Esto pasa porque

2. Completen el siguiente diagrama:

.r*

~°8

.ﬁ

Los puntos azules estan a
la misma distancia de

y de

o o o @
N

Descubri que los puntos

azules pertenecen a

0.0 008200 L- 0

Z esta a la misma distancia
de y de ,

igual que los puntos

azules.

Z pertenece a

porque
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Tarea 2. Hecho geométrico de la Mediatriz

Enunciado 1 dirigido a los estudiantes

1. Realicen la siguiente construccion utilizando GeoGebra:
e Construir dos puntos y llamarlos Ay B.
e Construir el segmento AB.

e Utilizar la herramienta mediatriz para construir la mediatriz del segmento AB. Llamarla m

y resaltarla de un color distinto al del segmento.

2. Exploren la representacién hasta descubrir alguna propiedad de la mediatriz m respecto al

segmento AB. Segun lo explorado, ¢ Qué propiedad cumple la mediatriz respecto al segmento?

3. Minimicen el programa GeoGebra. Ahora, lean y analicen la siguiente situacion:

Juan encuentra un trozo de palo en el parque. Su amiga Carla le dice que podrian buscar
otro trozo de palo para formar una cruz. Juan le sugiere colocar el segundo palo como si

fuera la mediatriz del primero.

¢Estan de acuerdo con la opcién de Juan para formar la cruz? Si No__ Justifiquen su

respuesta.

4. ¢Qué conclusion pueden sacar sobre la mediatriz de cualquier segmento?
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Enunciado 2 dirigido a los estudiantes

1. Completen los siguientes espacios:

Observo que

cumple que . Afirmo que la

mediatriz de un segmento MN, cumple que

Esto pasa porque

2. Completar el siguiente diagrama:

Representacion grafica
P g Dato

El segmento AB representa .
( g P Condicion de las rectas
los casos explorados)

exploradas:

Asercion

Propiedad descubierta: Afirmacién sobre el caso no

explorado en  GeoGebra:

Caso no explorado en
GeoGebra:

—)

Garantia

Puedo afirmarlo porque
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Tarea 3. Interseccion de las mediatrices de un triangulo

Enunciado 1 dirigido a los estudiantes

1. Realicen la siguiente construccion utilizando GeoGebra:

e Construir el triangulo ABC.
e Construir las mediatrices de los segmentos AB, BC, AC.
e Con la herramienta interseccion, hallar el punto de interseccion de las mediatrices,
Ilamarlo K.
2. Exploren la representacién hasta descubrir alguna propiedad del punto de interseccion de las

mediatrices:

3. Elaboren un argumento exponiendo lo que descubrieron junto con la justificacion que les

permite afirmar que la propiedad anterior es cierta.
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Enunciado 2 dirigido a los estudiantes

1. Completen los siguientes espacios:
Dato:

e Condicidn de los casos explorados:

e Propiedad descubierta:

e Caso no explorado:

Asercion:

Afirmacidn del caso no explorado

Garantia:

Puedo afirmarlo porque

2. Completar el siguiente diagrama:

Representacion grafica Dato

Asercion

—

Garantia
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Tarea 4. Triangulos separables

Enunciado 1 dirigido a los estudiantes

1. Realicen la siguiente construccion utilizando GeoGebra:
e Construir el triangulo ABC.
e Construir el punto medio del segmento AB. Llamarlo P.

e Ubicar el punto C de tal forma que P equidiste de A, By C.

2. Dejando fijos los puntos Ay B, arrastren el punto C, para investigar qué propiedad cumple
el triangulo ABC cuando el punto P equidista de los vértices A, B, C. Escriban la propiedad

descubierta:

3. Escriban lo que pueden afirmar de un tridngulo no explorado en GeoGebra, que cumpla la

condicion. (Sugerencia: imaginen un triangulo MNO y el punto medio de uno de los lados).

4. ¢Qué afirmacion general les permite concluir lo que dicen sobre el tridngulo no explorado?
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Enunciado 2 dirigido a los estudiantes
1. Completen los siguientes espacios:
Dato:

e Condicién inicial de los casos explorados:

e Propiedad descubierta de los casos explorados:

e Condiciones iniciales del caso no explorado:

Asercion:

Afirmacién sobre el caso no explorado:

Garantia:

Puedo afirmarlo porque:

2. Completar el siguiente diagrama:

Representacion gréafica

Dato

Asercion

Garantia
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Anexo 3 — Instrucciones de grabacion para los estudiantes

Grupos e integrantes:

Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3 Grupo 4 Grupo 5
Juan P. 6° | Juan M. 6° | Alejandro 7° | Laura 8° | Daniela 8°
Ana H. 6° | Sofia 7° | Samir 7° | Sara 8° | Mariana S. 8°
Juan A. 6° | Juliana 7° | Martin 7° | Mariana R. 7° | Paula 8°

Estudiantes encargados de los computadores por grupo

Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3 Grupo 4 Grupo 5
Juan P. 6° | Juan M. 6° | Alejandro 7° | Laura 8° | Daniela 8°

Instrucciones para grabar en la plataforma Teams:

1. Abrir laaplicacion de GeoGebra.

2. Ingresar a la aplicacion de Teams.

3. En la parte lateral izquierda se encuentran los canales por grupo, deben ingresar al canal correspondiente de
acuerdo con la tabla anterior.

4. Luego de ingresar al canal, deben iniciar la grabacion (con camara encendida) dando clic en el icono,

escribir en el titulo de la grabacion la fecha de la sesion y dar clic en “unirte ahora”. Por ejemplo:

Reunion de Microsoft Teams

) Cancelar
13 de septiembre

5. Ahora, para grabar pantalla, deben: dar clic en el icono “mas”, luego en “grabar y transmitir” y después en

“iniciar grabacion” como se muestra a continuacion:

™ B & | - [ [

Participar Reaccionar Vista Salas Mas Camara Microfono Comparte

N : ® Grabar y transcribir
Iniciar grabacién -

Configuracion y efectos de ...

Lk Configuracién de audio
6. Para finalizar la grabacion, deben primero “detener grabacion” con los pasos establecidos en el item 5 y luego

dar clic en el icono. o~ Salir ‘v Ademas, deben guardar el archivo de GeoGebra después de terminar

cada sesion en la carpeta “Curso electivo” del canal.
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Anexo 4 — Acuerdos de GeoGebra

Eliminar los ejes y la cuadricula de la vista geométrica: Clic derecho en la pantalla y luego, clic

izquierdo en “ejes”. Mismo procedimiento para “cuadricula”.

o Despliegue de herramientas con iconos: En la parte superior se encuentran iconos como punto, recta,
triangulo y demas... Al dar clic derecho en la flecha que aparece debajo de cada uno de los iconos,

se despliegan diferentes herramientas que pueden ser utilizadas.

e Construccion de puntos: Parte superior, clic en el centro del icono “punto A”. Después, clic en la

pantalla.

e Renombrar puntos: Clic en icono “mueve”; luego, clic izquierdo en el punto y, clic derecho en

“renombrar”’.

e Medida de distancias: Clic en icono de angulo; luego, clic en “distancia o longitud” y, clic en los dos

puntos (ejemplo Ay B).

e Disminuir el numero de decimales: Clic en “opciones”. Luego, “redondeo” y “1 cifras decimales”.

Anexo 5 — Planeacion detallada de los enunciados de las tareas

Descripcion del enunciado 1 — Tarea 1

El item 1 del enunciado invita a los estudiantes a representar varios puntos, con el uso del GeoGebra y
ubicarlos para que cumplan la condicion de equidistar de dos puntos A 'y B. Este item contribuye a que los
estudiantes identifiquen la condicion dada en el enunciado del problema. Para resolver el item 2, los
estudiantes deben descubrir que aquellos puntos que equidistan de A y de B forman una recta, identificando
una propiedad distinta que cumple la condicion inicial. Para hacer el descubrimiento pueden, por ejemplo,
trazar una recta que contenga los puntos, arrastrar puntos que no determinan la recta para ver cuando
pertenecen y cuando no pertenecen a ella, construir un punto que pertenece a la recta y arrastrarlo sobre la
recta comparando las distancias, encontrar el punto medio del segmento y usarlo para construir la recta,
arrastrar los puntos Ay B y reacomodar los puntos para lograr la equidistancia, etc. En los items 3y 4, los
estudiantes al imaginar, sin construir en GeoGebra, un punto que equidiste de A y de B, identifican que el
punto no construido debe pertenecer a la recta formada por los puntos explorados anteriormente, teniendo

presente la propiedad encontrada en el item 2. Finalmente, en el item 5, los estudiantes concluyen que
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cualquier punto, no explorado, que esta a la misma distancia de dos puntos, pertenece a una misma recta.

La docente les indica que la recta descubierta tiene un nombre particular, llamada Mediatriz.

Gestion del enunciado 1 — Tarea 1

La sesion inicia con la explicacion por parte de la docente, con el uso del Video Beam, de propiedades,

herramientas e iconos del aplicativo de GeoGebra, que seran utilizados durante la sesion. Luego de

entregar el enunciado 1 a los estudiantes, la docente va a ir pasando por los grupos para preguntar por lo

que estan haciendo, lo que se han dado cuenta, el item en que se encuentran y si tienen alguna duda. En la

siguiente tabla, se describen las posibles preguntas que surjan en los estudiantes, durante la primera parte

de la sesion:

Preguntas/dudas o situaciones
propuestos por los estudiantes

Posibles reacciones de la docente

item 1

Pregunten por lo que quiere decir
que “M se encuentre a la misma

distanciade Ay de B”.

Mide la distancia del punto A al punto M. Luego, mide la
distancia del punto B al punto M, ¢son las mismas?
Entonces ¢ qué quiere decir que el punto M se encuentre a

la misma distancia de Ay de B? por lo tanto ...

Pregunten c6mo mover los puntos

para que la distancia cambie.

Dale clic en el icono “mover”. Luego arrastra cualquiera

de los puntos construidos, ¢qué sucede con las distancias?

Solo localicen puntos en un

semiplano (determinado por la AB).

Proponer que busquen mas puntos hasta que perciban que

se trata de una recta y no de un rayo o un segmento.

Si utilizan la herramienta de
segmento, para hacer los segmentos
con extremos en los puntos

construidos.

Ensefiar a poner de color claro los segmentos, para que lo
que se destaque en la construccién, sean los puntos y no

los segmentos.

Deciden ubicar los puntos que estén
a la misma distancia de A o de B, no

de ambos.

Revisar construccion y mostrar un ejemplo de algun

punto que no esté cumpliendo con la condicién inicial.
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Preguntar ¢el punto tiene la misma distancia tanto de A,
como de B?

Recordar a los estudiantes que los puntos deben estar en

la misma distancia de Ay de B.

Consideran que los puntos se

encuentran formando una

circunferencia u otro objeto

geomeétrico.

Preguntar si uno de los puntos que esté sobre el objeto
geométrico, cumple la condicion de estar a la misma

distancia de Ay B.

item 2

En la exploracion solo agregan otros
puntos libres.

Si dicen que es una recta, sugerir que construyan la recta.

Si solo hacen la recta y no mas.

Hay que sugerir que arrastre un punto y cuando se sale y

cuando no esta en la recta.

Si no se les ocurre mover a los

puntos Ay aB.

Cambiar las posiciones de a y b para reacomodar los
puntos. ¢ Por qué no se puede mover a Ay a B? ;Siempre

sera una recta?

En la socializacion, los estudiantes
escriban que la figura geométrica
corresponde a “un segmento” o “un

rayo”.

La docente pregunta a los estudiantes si existe diferencia
entre los tres objetos geométricos y si estan de acuerdo
con lo establecido por el grupo. Luego, pregunta por los
extremos del segmento (rayo o linea) y, si existe un punto
que no esté dentro del segmento, que cumpla con la

condicion de equidistar tanto de A como de B.

En la socializacion, los estudiantes
escriban que la figura geométrica

corresponde a “una linea”

Pregunta por lo que entienden por “linea”. Luego,
menciona que en la electiva no nos vamos a referir a linea
como objeto geométrico, sino que deben ser mas
especificos, como una recta, un segmento, un rayo o una

semirrecta.

item 3
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Intentan representar al punto Z

Les recuerda que la idea es imaginar qué pasa con el punto
sin representarlo. Luego, les indica que para que realicen
mejor el ejercicio, deben minimizar el programa de

GeoGebra, para contestar los items del 3 al 5.

En la socializacién, refieran a que Z
tiene que estar a la misma distancia
de A y de B, en vez de hacer

referencia a la recta descubierta.

Preguntar ¢qué significa que estén a la misma distancia?
¢puede el punto Z no estar en la recta descubierta, pero si
equidistar de los puntos Ay B?

item 4

En la socializaciéon, mencionen que
Z debe estar en la recta porque

“equidista de los demas puntos”.

Preguntar ¢Z equidista de todos los puntos? ¢la distancia
de Za M es la misma que de Z a B? o de cudles puntos en
particular debe equidistar el punto.

item 5

Al

estudiantes no generalicen que

responder el item 5 los
cualquier punto que equidiste de Ay
B, debe pertenecer a la misma recta

gue los puntos construidos.

Construye un punto que esté fuera de la recta y pregunta

si aquel punto cumple con la condicion.

¢Dénde deben pertenecer para que cumpla la condicién

dada?

¢Puede haber un punto de la recta que no esté a la misma
distancia de los puntos Ay B que los demas puntos de la

recta?

Descripcion del enunciado 2 — Tarea 1

El segundo enunciado de la tarea utiliza las estrategias didacticas propuestas por Rumsey & Langrall
(2016) y Kunz (2010) para que los estudiantes se acostumbren al formato que conlleva a generar un
argumento inductivo. En el item 1, los estudiantes van a completar los espacios de tal forma que en la
primera parte se evidencie que: el conjunto referencial es el conjunto de puntos que equidistan de Ay de
B; y, que un subconjunto, correspondiente a los puntos construidos en GeoGebra, cumplen que pertenecen

a la misma recta. En la segunda parte, los estudiantes deben afirmar que un punto no construido, que
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cumple con la condicién inicial, debe pertenecer a la recta formada por los puntos construidos
anteriormente. Finalizan la oracion, escribiendo la posible conjetura la cual surge de la exploracion inicial
de tal forma que soporte el enunciado dicho anteriormente. Por lo que el item 1 se establece con el fin de:
hacer explicita la propiedad del conjunto referencial, mostrar alguna propiedad descubierta, considerar un
punto no explorado e intentar generalizar.

En el item 2, los estudiantes deben completar un diagrama con la informacién anterior, en la cual se
evidencia una representacion grafica en GeoGebra, un cuadro donde pondran el conjunto referencial y los
casos particulares, un cuadro donde pondran la propiedad encontrada y un Gltimo cuadro, debajo de una
flecha, en el que deben poner el por qué consideran que la asercion es cierta segun lo explorado con el
programa. El item 2 contribuye a que los estudiantes vayan identificando visualmente el comportamiento

de un argumento inductivo, debido a sus tres componentes: Dato, asercién y garantia.

Gestion del enunciado 2 — Tarea 1

Mientras los estudiantes rellenan las plantillas y diagramas, la docente va pasando por los grupos revisando
lo escrito por los estudiantes, respondiendo dudas, recordando las condiciones iniciales y la estructura que
tienen los diagramas del segundo enunciado. Después de ello, los estudiantes presentan lo que completaron
y se discuten las respuestas. Durante la discusién grupal, de acuerdo con las interacciones de los

estudiantes, la docente tiene prevista las siguientes posibles dudas que surjan a través de la siguiente tabla:

Preguntas/dudas o situaciones ) ]
) Posibles reacciones de la docente
propuestos por los estudiantes

¢ Es correcto pensar en que la condicion dada es la recta que
Escribir “observo que los puntos | contiene a los puntos construidos? Ademas, si se refiere a
que estan sobre una misma recta de | “una misma recta de A y B”, se puede entender como la
los puntos Ay B...” recta que pasa por los puntos A y B. ¢cualquier punto de esa

recta cumple la condicion de equidistar de Ay de B?

No saber qué poner en “observo que | ¢Cuales son los puntos que exploraron? ;Qué condicion le

los puntos que ” pusimos a estos puntos?

Para la segunda parte, ¢en qué nos ibamos a enfocar? ;qué
Escribir “... pertenecen a los puntos
o observaron cuando construyeron los puntos? Los puntos
gue equidistan de Ay de B” o . )
equidistan de A y de B, pero asi se construyeron. Aqui
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preguntan es por lo que observaron al realizar la

construccion.

¢ Pertenece a cualquier recta? (Realizar un contraegjemplo en
Escribir “Afirmo que un punto Z
) o GeoGebra con el computador del grupo de una recta que
que cumple la misma condicion, ) o
pase por Z, diferente a la mediatriz). ¢Esa recta cumple la
pertenece a una recta”. L
condicion inicial?

Esa es la condicidn. Pero miren gque se estaria repitiendo

parte de lo dicho anteriormente, ¢no? ¢ Cual fue la inferencia
Escribir “Esto pasa porque el punto o ) )
o gue hicieron para llegar a concluir que efectivamente el
Z equidista de ambos puntos Ay B” o )
punto Z que equidista de Ay de B, debe estar en la misma

recta que los demas puntos construidos?

En la socializacion intentan | ¢Por favor lees tal cual como lo pusiste en la hoja? No es
parafrasear lo dicho por otro grupo | necesario que intentes expresar de otra forma lo escrito, solo
y no leen lo escrito en la hoja. lee.

En la socializaciéon si hay algun )
] ¢Creen que la respuesta del grupo XX es la misma que la
grupo que tienen  respuestas o ) ) )
] del grupo XX? ¢por quée? Si hay diferencias, ¢ Cuales son?
parecidas

Finalmente, la docente les informa a los estudiantes que lo que dan como dado corresponde al dato, el
objeto descubierto a la asercion y la conclusion general que ocurre con cualquier objeto que cumpla con
la primera condicion, que también cumplira lo descubierto por los objetos explorados, corresponde a la

garantia.
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Descripcion del enunciado 1 — Tarea 2

El item 1 del enunciado invita a los estudiantes a construir las mediatrices del segmento AB,
con el uso de GeoGebra. Este item contribuye a que los estudiantes identifiquen la condicion
inicial dada en el enunciado del problema.

Luego, en el item 2, los estudiantes deben descubrir que la mediatriz es perpendicular al
segmento o que la mediatriz pasa por el punto medio del segmento AB. Los estudiantes al
explorar con el software pueden identificar una o dos propiedades distintas a la condicién
inicial. Para hacer el descubrimiento, ellos pueden: construir puntos que pertenezcan a la recta
y revisar si cumplen los puntos con equidistar tanto de A, como de B al arrastrar A y B para
representar una familia de segmentos; construir el punto medio del segmento AB y luego
arrastrar los puntos A y B para evidenciar si la recta m no contiene al punto medio o si el punto
medio siempre pertenece a la interseccion entre el segmento AB y la recta m; intentar arrastrar
la recta m, tomando un punto que pertenezca a la recta y darse cuenta que la posicién de m
depende de la posicion del segmento AB; construir otra recta que pase por el punto medio (al
0jo) sin ser perpendicular para ver si coinciden; construir otra recta que pase por el punto
medio, sin ser perpendicular para ver si coinciden cuando muevan el punto A o el punto B;
medir el angulo formado por la recta y el segmento siendo el vértice el punto medio del
segmento AB para ver si el angulo es recto; utilizar la herramienta de angulo dada su amplitud

para mostrar que el angulo es de 90°, entre otros.

En el item 3, los estudiantes leen una situacién y la interpretan explicando que la sugerencia
propuesta por Juan, de formar una cruz considerando de la mediatriz de un segmento, es
correcta. Luego, deben justificarla usando la propiedad encontrada en el item 1. Esperamos
que los estudiantes afirmen que la propuesta es correcta, debido a que la mediatriz debe pasar
por el punto medio, hecho que sucede también en una cruz o que la mediatriz de un segmento
es perpendicular a este y que, por lo tanto, debe suceder lo mismo para formar una cruz con
los palos mencionados en el problema. Para finalizar, en el item 4, los estudiantes concluyen

que la mediatriz m de cualquier segmento no representado por el segmento AB, cumple que m
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es perpendicular al segmento AB, y/o que la interseccion entre la recta m y el segmento AB es

el punto medio de este segmento.

Gestion del enunciado 1 — Tarea 2

La sesion inicia con la explicacion por parte de la docente, con el uso del Video Beam, del
uso del arrastre en GeoGebra. Para ello, la docente construye un segmento MN vy arrastra los
puntos M y N en diferentes lugares de la pantalla para que el segmento quede en diferente

posicion y longitud. Luego pregunta:
¢Qué tienen de diferente los segmentos?

¢Al construir un segmento MN con el programa, este puede representar varios segmentos?

¢Por qué?

La idea es que los estudiantes identifiquen que, con el uso del arrastre en GeoGebra, se pueden
representar varios segmentos a partir de uno construido, al arrastrar los extremos que son

objetos geométricos libres (Molina y Samper, 2019).

Después, la docente les muestra a los estudiantes que existe una opcién de GeoGebra llamada
mediatriz que pueden utilizar para resolver el primer item del primer enunciado de la tarea.
Luego de entregar el enunciado 1, la docente va a ir pasando por los grupos para preguntar
cdmo van, qué se han dado cuenta cuando resuelvan el segundo item y si tienen alguna duda
especifica. En la siguiente tabla, se describen las posibles preguntas que surjan en los
estudiantes, durante la primera parte de la sesion:

Preguntas/dudas o situaciones ) )
) Posibles reacciones de la docente
propuestos por los estudiantes

Item 1 - Construccion

) _ Construye un punto en la recta. ¢ Ese punto
Pregunten por lo que quiere decir que la o
o equidista de A y de B? (Cumple con la
recta m corresponde a la mediatriz del L o
definicion de equidistar de ambos puntos?
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segmento AB si no fue construida con los

puntos que equidistan de Ay de B.

Pregunten como construir el segmento AB

o la mediatriz del segmento.

Mencionar en donde se encuentran
ubicadas las herramientas que necesiten y
recordar que ya se habia realizado un

trabajo de construccion de segmentos.

No utilicen la herramienta mediatriz para
trazar la mediatriz del segmento AB, sino
que construyan la recta a partir de algunos

puntos que equidisten de Ay de B.

Arrastrar alguno de los extremos y
preguntar si la recta sigue cumpliendo con
la mediatriz del

ser segmento AB.

Mencionar que, en GeoGebra, la

propiedad que se construye, como por
ejemplo la mediatriz, debe siempre
mantenerse asi se muevan los puntos

libres de la construccion.

No se acuerden cémo etiquetar a la recta

m.

Decirles que existe un documento en
Word donde muestran los pasos a seguir

para nombrar un objeto.

Item 2 (exploracion) Exploren la representacion hasta descubrir alguna propiedad

de la mediatriz m respecto al segmento AB. Segun lo explorado, ¢Qué propiedad

cumple la mediatriz?

Pregunten qué significa explorar la

Explorar significa reacomodar los objetos

hasta encontrar una propiedad invariante,

representacion para descubrir  una ) ) ) )
) quiere decir que no cambia, siempre
propiedad.
sucede.
Intenten arrastrar puntos o rectas | En GeoGebra  algunos objetos

dependiente

geométricos dependen de otros
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Proponen alguna caracteristica de la
mediatriz de un segmento, que no es cierta

como decir que es un segmento,

Buscar un no ejemplo y preguntarles si
cumple para la recta de cualquier

segmento representado por AB.

Descubren que se intersecar, pero no se

dan cuenta que es perpendicular que pasa

Descubren que se intersecar, pero no se

dan cuenta que es perpendicular que pasa

por el medio. por el medio.
Sugerir arrastrar los puntos para
No arrastren los puntos Ay B 0 0S| corroporar  que  la  caracteristica

arrastren procurando variaciones minimas
del segmento para encontrar la posible

caracteristica encontrada.

encontrada si cumpla en los otros casos.

Sugerir que pongan a A y a B en

situaciones extremas.

Si construyen el segmento AB horizontal y
arrastran los puntos A y B hacia la derecha

0 izquierda.

Sugerir mover los puntos para otros

espacios que no sean los usuales

(horizontal o vertical).

Si una de las conclusiones que hacen es
que existe un punto de interseccién entre

el segmento y la recta.

Preguntar por la relacion que hay entre el

punto de interseccion y el segmento AB

En la socializacion, los estudiantes
escriban que el angulo que la conforma es

recto.

Si el angulo es recto, ¢Qué relacion existe

entre el segmento y la recta?

Item 3 (problema) ¢Estan de acuerdo con la opcion de Juan para formar la cruz? Si

___No___ Justifiquen su respuesta.

Intentan representar la situacion de la cruz

en una hoja.

¢Ellos lo pueden hacer? En la situacion no

dice que no se pueda
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Respondan que no, porque una cruz puede _ )
' Mencionar que es una cruz convencional
formar una “X” y no cumpliria con ser la . o
o de las religiones cristianas.
mediatriz.

En la socializacion respondan que si, T
Preguntar ¢qué significa que sea recto?
porque es recto

Item 4 (conclusion) ¢Qué conclusion pueden sacar sobre la mediatriz de cualquier

segmento?

Mencionen que la interseccion de la recta ) )
) Preguntar ¢Una recta tiene punto medio?
y el segmento sea el punto medio de la ) B
. ¢el punto medio es con respecto a quién?
recta.

Mencionen como conclusion que la recta | ¢Pero esa caracteristica no se habia

equidista de los puntos Ay B concluido en la clase anterior?

Descripcién del enunciado 2 — Tarea 2

Para el segundo enunciado de la tarea, se modifican los formatos propuestos en las estrategias
didacticas de Rumsey & Langrall (2016) y Kunz (2010), debido a que los estudiantes ya han
trabajado en completar algunas plantillas para generar argumentos inductivos. En el item 1,
los estudiantes deben saber expresar que el conjunto referencial son las mediatrices de los
segmentos. Ademas, a raiz de la exploracion de un subconjunto de mediatrices de los
segmentos representados por el segmento AB, deben expresar la caracteristica encontrada; bien
sea que la interseccion entre la recta y el segmento corresponde al punto medio del segmento
AB, o0 que la recta m es perpendicular al segmento MN o ambas. Luego, puedan afirmar que la
mediatriz de un segmento MN no explorado, es una recta perpendicular que pasa por el punto
medio del segmento. Finalizan la oracién, escribiendo la posible conjetura la cual surge de la

exploracion inicial, de tal forma que soporte el enunciado.

En el item 2, los estudiantes deben completar un diagrama con la informacion anterior. En el

cuadro de representacion grafica los estudiantes van a dibujar un segmento MN y su mediatriz.
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Luego, en el cuadro del dato, van a escribir que la condicion de las rectas exploradas
corresponde a los segmentos representados por el segmento AB y sus mediatrices; la propiedad
descubierta, correspondiente a que en las mediatrices exploradas se cumple que la mediatriz
es perpendicular al segmento por el punto medio; y, la caracteristica inicial del caso no
explorado, siendo que la recta n es mediatriz del segmento MN. Para el segundo cuadro,
garantia, los estudiantes escriben por qué consideran que la afirmacion es correcta, segun lo
evidenciado durante la exploracion; y finalmente, en el tercer cuadro de asercion, los
estudiantes establecen que el segmento MN es perpendicular a la recta n, o que la interseccion
entre MN y n es el punto medio del segmento MN. El item 2 contribuye a que los estudiantes
vayan estructurando visualmente el comportamiento de un argumento inductivo, por medio de

los tres componentes: Dato, asercion y garantia.

Gestion del enunciado 2 — Tarea 2

Mientras los estudiantes rellenan las plantillas y diagramas, la docente va pasando por los
grupos revisando lo escrito por los estudiantes, respondiendo dudas, recordando las
condiciones iniciales y la estructura que tienen los diagramas del segundo enunciado. Después
de ello, los estudiantes presentan en plenaria lo que completaron. De acuerdo con las
interacciones de los estudiantes, la docente tiene prevista las siguientes posibles dudas o

expresiones que surjan a través de la siguiente tabla:

Preguntas/dudas o
situaciones propuestos por Posibles reacciones de la docente

los estudiantes

Los estudiantes no saben qué ) )
) Recordar a los estudiantes que la primera parte del
contestar en la plantilla en la ) o
_ ) _ esquema hace referencia a las condiciones dadas en
primera parte del item 1, debido
] el problema.
al cambio de formato

Los estudiantes representan en .
) ] Acordar que la representacion debe ser acorde a lo
el primer cuadro del item 2, los ] )
o ) contestado en el item 1 del segundo enunciado.
palos de la situacion anterior.
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Mencionar a los estudiantes que el dato esta
estructurado en tres partes. La primera que hacer
referencia a la construccion que realizaron al inicio;
] la segunda, que hace referencia a la caracteristica
No saber qué poner en el dato y
encontrada al explorar la representacion en el
programa y la tercer que hace referencia al
segmento no explorado, para este caso el segmento

MN y su mediatriz.

No saber qué poner en la| ¢A qué llegaron en la situacion de la cruz? La

garantia mediatriz de un segmento cualquiera, ¢qué cumple?

No saber qué poner en la| ¢Qué concluyes con respecto al segmento MN vy la

asercion mediatriz?

Descripcién del enunciado 1 — Tarea 3

El item 1 del enunciado invita a los estudiantes a construir las mediatrices de los segmentos
del triangulo ABC, y el punto de interseccién con el uso de GeoGebra. Esta primera parte,
contribuye a que los estudiantes identifiquen la condicion inicial dada en el enunciado. Luego,
el item 2 permite a los estudiantes explorar la situacién arrastrando los vértices del triangulo,
para descubrir alguna propiedad que los estudiantes crean que sea cierta, sin importar la
generalizacion a la que lleguen los estudiantes, debido a que la intencion con la tarea 4 consiste
en que los estudiantes se den cuenta que un argumento inductivo no necesariamente es cierto,
porque el descubrimiento se hace construyendo algunos casos, no todos los posibles. Algunas
propiedades que pueden afirmar los estudiantes son: los vértices del triangulo pertenecen a una
circunferencia con centro en K, los vértices equidistan del punto K, el punto K siempre

pertenece en la regién del triangulo (dentro), entre otros.

Para hacer el descubrimiento, los estudiantes pueden: arrastrar uno de los vértices en forma

circular para visualizar el arrastre guiado que tiene el punto K (Arzarello et al. En Molina &
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Samper, 2019), intentar arrastrar el punto K para confirmar que el punto K depende de otros
objetos geométricos, construir una circunferencia con centro en K donde el radio es la distancia
entre K y uno de los vértices para saber si los otros vértices también pertenecen a la
circunferencia construida, medir las distancias de KA, KB, KC para identificar si las distancias
son iguales, construir una circunferencia con la herramienta de tres puntos y arrastrar los

vértices para intentar identificar una relacion entre la circunferencia y el punto K, entre otros.

En el item 3, los estudiantes deben elaborar un argumento, segin como se ha venido
estableciendo durante las sesiones anteriores respecto al patron de generalidad. Lo esperado
seria que mencionen que la propiedad que ellos encuentren es cierta porque todos los casos
explorados en GeoGebra que cumple la condicién inicial también cumplen la propiedad
descubierta.

Gestion del enunciado 1 — Tarea 3

La sesion inicia con la explicacion por parte de la docente, con el uso del Video Beam, de la
ubicacion de las herramientas necesarias para desarrollar el primer enunciado: construccién de
un triangulo y punto de interseccion de dos rectas. Luego de entregar el enunciado 1, la docente
va a ir pasando por los grupos para preguntar por la construccion realizada de acuerdo con el
primer item, la propiedad encontrada para responder al segundo item y si tienen alguna duda
especifica durante la solucion del enunciado. En la siguiente tabla, se describen las posibles

preguntas que surjan en los estudiantes, durante la primera parte de la sesion:

Preguntas/dudas o situaciones ) _
Posibles reacciones de la docente

propuestos por los estudiantes

Item 1 (construccion)
e Construir el triangulo ABC.
e Construir las mediatrices de los segmentos AB, BC, AC.
e Con la herramienta interseccion, hallar el punto de interseccién de las

mediatrices, llamarlo K.

Pregunten como construir el segmento AB | Mencionar en donde se encuentran

o0 la mediatriz del segmento. ubicadas las herramientas que necesiten y
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recordar que ya se habia realizado un

trabajo de construccion de segmentos.

Pregunten si es necesario hacer las tres
mediatrices para hallar el punto de

interseccién

Realicen la interseccién de dos de las tres

rectas y revisen si ese punto de
interseccion también pertenece a la

tercera recta.

Construir solo tres puntos, sin los

segmentos para construir el tridngulo.

¢Cual es la definicion de un triangulo?
¢qué objetos geométricos conforma un
triangulo? ¢Serd que es suficiente con

solo hacer los puntos?

No se acuerden como etiquetar algun

objeto geométrico.

Decir que existe un documento en Word
con herramientas que se han utilizado en
GeoGebra.

Item 2 (exploracion) Exploren la representacion hasta descubrir alguna

propiedad del punto de interseccion de las mediatrices

Intenten arrastrar el punto de interseccion
K

Informar que, en GeoGebra, algunos
objetos geométricos dependen de otros,
como por ejemplo este caso. ¢Cuales
objetos puedes mover? ¢ Qué sucede con
K cuando mueves alguno de los vértices

del triangulo?

Proponen alguna propiedad no prevista,
gue en ocasiones no sea cierta. Ejemplo:
El punto K pertenece al interior del

triangulo.

Dejar que el estudiante escriba su
debido a

socializacion del segundo enunciado se

respuesta, que en la

hablara al respecto.
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Solo mencionan que la caracteristica y )
) o La construccion que te dicen ¢es lo que
descubierta es que las mediatrices se
] descubres?
intersecan en un punto

No arrastren los puntos o los arrastren
procurando variaciones minimas del | Sugerir que arrastren los puntos A 'y B
punto K para encontrar la posible | ;Qué sucede con el punto K?

caracteristica encontrada.

_ B _ ¢sugerir? ¢Qué tanto sugerir en la
Si construyen tridngulos conocidos como .
] o . exploracion para esta tarea
rectangulo, isosceles, equilatero. )
particularmente?

En la socializacién se refieran al circulo | Ya habiamos mencionado la diferencia

y no a la circunferencia entre circunferencia y circulo ¢cudl era?

Si tienen la misma distancia a un vértice,
En la socializacion, se refieran a “tener la R ; ) )
¢que significa segun lo visto en sesiones
misma distancia” en vez de equidistar )
anteriores?

Descripcién del enunciado 1 — Tarea 4

El item 1 del enunciado invita a los estudiantes a construir un triangulo ABC y el punto medio
P, del segmento AB, ademas de buscar una configuracion de tal forma que P equidiste de los
vertices A, By C. Luego, en el item 2, los estudiantes deben arrastrar el punto C, para investigar
una propiedad del tridngulo que se cumple cuando los puntos A y B estan fijos y, P equidista
de A, By C. Los estudiantes pueden llegar descubrir que el triangulo ABC es rectangulo con

£C recto o que el punto C pertenece a la semicircunferencia con centro en P y didmetro AB.

En el proceso de llegar a descubrir alguna de estas propiedades, mientras exploran diversas
representaciones con GeoGebra, los estudiantes pueden: utilizar la herramienta rastro para

ubicar a mano alzada el lugar geométrico en donde se ubica el vértice C, que hace que el punto
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P equidiste de los tres veértices; construir una circunferencia con centro en P, radio PA y
arrastrar el punto C de tal forma que se superponga a la circunferencia para garantizar la
equidistancia de P a los vértices, debido a que conocen la definicion de circunferencia; medir
las distancias AP, PB, PC, arrastrar el punto C, hasta que equidiste, e ir poniendo puntos extras
como rastro auxiliar o huella; medir los tres angulos del triangulo ABC y descubrir que los
angulos A'y B son agudos. Una vez descubierta la propiedad los estudiantes deben consignarla

en el espacio indicado.

En el item 3, los estudiantes, con el apoyo de una sugerencia, deben inventarse un ejemplo con
un tridngulo no explorado en el primer item, para hacer referencia a un caso con las

condiciones iniciales pertinentes y la asercion respecto al ejemplo, que crean cierta.

Para finalizar, en el item 4, los estudiantes deben concluir de forma general que, dado un
triangulo, si el punto medio de uno de sus lados equidista de los tres vértices, entonces el
triangulo cumple la propiedad descubierta. Este patrén de generalidad establecido les permite

sustentar lo que afirman en el item 3 sobre el caso no explorado.

Gestion del enunciado 1 — Tarea 4

La sesion inicia con la siguiente pregunta por parte de la docente:
Para ustedes, ¢qué significa argumentar? ¢cual es la funcion de un argumento?

Las preguntas se realizan con el fin de que los estudiantes expresen lo que consideran cual es
el papel de un argumento y asi identificar que un argumento se elabora para sustentan por
medio de razones, una afirmacion; por lo tanto, relaciona tres elementos que componen un
argumento: el dato, la asercion y la garantia, como se habia visto en sesiones anteriores. Luego,
para relacionar los elementos de un argumento, se leen algunos ejemplos de argumentos,

escritos por algunos de los grupos en la tarea anterior:

La idea es que los estudiantes respondan a las siguientes preguntas: ¢qué se esta afirmando?

¢.como lo sustentan? ¢ Cuales son las razones que sustentan la afirmacion?




187

Después, para que los estudiantes puedan evidenciar que un argumento inductivo no siempre
Ileva a un patron de generalizacion verdadero, se socializa otra respuesta dada por un grupo

de estudiantes, que corresponde a:

El punto de interseccién de las mediatrices G de un triangulo MNO no explorado, esta en el
interior del triangulo porqgue si un punto es la interseccion de las mediatrices de un triangulo,

siempre esta en el interior del triangulo.

La docente pregunta si la afirmacion es cierta. Posiblemente los estudiantes indiquen que no,
debido a que, en su exploracion, evidenciaron que existen soluciones donde el punto de
interseccion esta por fuera del tridngulo o incluso, estd en un segmento de este. Deberian
manifestar que quienes concluyeron esa afirmacion debieron hacer una exploracion restringida

a solo unos casos y que este es un problema que puede tener la argumentacion inductiva.

Luego de entregar el enunciado 1, la docente va pasando por los grupos para preguntar cémo
van, qué se han dado cuenta cuando resuelvan el segundo item y si tienen alguna duda
especifica. En la siguiente tabla, se describen las posibles preguntas que surjan en los

estudiantes, durante la primera parte de la sesion:

Preguntas/dudas o situaciones ) )
Posibles reacciones de la docente

propuestos por los estudiantes

Item 1 (construccion)

_ | Mencionar a los estudiantes que la
No encuentren la herramienta punto medio _
. herramienta se encuentra en el icono
en GeoGebra para que sea utilizada.
donde esté el punto A.

No utilicen la herramienta distancia para
medir las equidistancias entre los vértices | (Como puedes verificar que P si equidista

y el punto P sino que determinan la | de los vértices A, By C?

equidistancia al ojo.
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Dejen més de dos decimales al medir las
distancias entre los vértices del triangulo

en GeoGebra.

Recordarles a los estudiantes que la
cantidad de decimales debe ser de dos.
Ademaés, he de mencionarles que si no se
acuerdan como modificar el programa
deben ir al documento de definiciones y

convenciones en Teams.

item 2 (exploracion)

En la exploracion, arrastren los puntos Ay
B.

Decirles que hay gue tener presente que los
punto A y B son fijos, segun indicaciones
dadas. Mostrar la herramienta candado
que tiene GeoGebra para dejar quieto a los

objetos.

Si generalizan que los angulos A y B

siempre son agudos

Decirles que es cierto que los angulos son
agudos pero que sus valores son muy
variados. Por eso seria interesante mirar la

amplitud del angulo C.

Si mencionan que el punto C estd en una
curva (o lugar geométrico escondido), pero
no relacionan el lado AB con el diametro

de una circunferencia.

Pedirles usar la opcién rastro o colocar
puntos auxiliares y llamarlos C;. Si no
visualizan la semicircunferencia, pedirles
que miren si la curva pudiera pasar por los
puntos Ay B y que miren la curva para ver
en donde se encuentran los puntos A, B 'y
C.

Si hacen referencia a que la propiedad
encontrada es que los vértices equidistan
de P.

La propiedad escrita, ¢no corresponde a
una parte de la condicién inicial? ;qué

pueden explorar respecto al punto C?
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En caso de que los estudiantes pongan
puntos auxiliares y pregunten coémo

nombrar a cada punto.

Decir a los estudiantes que los puntos
pueden ser nombrados como C;, C,, ... para
hacer referencia a las posiciones 1, 2, 3...
del punto C. Porque es el mismo punto, en

distintas posiciones.

Si no exploran la amplitud del &ngulo C.

¢,Qué sucede con los del

triangulo? Exploren la amplitud cuando

angulos

cumple la condicion dada

Si sospechan que el lugar geométrico que
describe C es una semicircunferencia, pero

NO estar seguros.

Pedir a los estudiantes que lo confirmen

construyendo una circunferencia.

item 3 (p

roblema)

No atiendan la sugerencia y se refieran a
las condiciones del tridngulo ABC y del
punto medio P del lado AB

Mencionar a los estudiantes que es un caso

que no se haya explorado en GeoGebra

Renombrar los puntos A, B 'y C con las
etiquetas M, N, O.

Decir a los estudiantes que pueden usar
GeoGebra, pero deben referirse a otro
triangulo y no al mismo, cambiando los
nombres. Deberian otro triangulo en donde
el punto medio de un lado equidiste de los
vértices, pero no pueden arrastrarlo,

porque es un triangulo que no explora.

Escriban en general para cualquier
triangulo, que se cumple la propiedad

encontrada.

Recalcar que deben hacer referencia a un
caso no explorado, méas no la generalidad

a la que llegaron.

Item 4 (conclusion)
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) _ » Recalcar a los estudiantes que estan
Escriban un ejemplo especifico y no el ) »
) ) preguntando por una afirmacion que se
patron de generalidad ) ;
cumpla siempre segun lo explorado.

Decir a los estudiantes que el tercer item
hace referencia a lo que se puede concluir
Pregunten por la diferencia entre el item 3 | dadas las condiciones iniciales en un caso
y el item 4. no explorado, segin lo descubierto;
mientras que en el item 4, se debe escribir

en términos generales lo descubierto.

Se refieren al patron general, pero no ) ]
) _ Preguntarles por qué pueden afirmar lo
asocian que este es el sustento de lo dicho )
que dicen del caso no explorado.
sobre el caso no explorada.

Descripcién del enunciado 2 — Tarea 4

En el segundo enunciado de la tarea, no se modifican a grandes rasgos los formatos propuestos
de la tarea 4, debido a que la plantilla generada, contribuyd a que los estudiantes escribieran
argumentos inductivos de forma adecuada. En el item 1, los estudiantes deben saber expresar
que el dato corresponde a: triangulos ABC con el punto medio P del lado AB de tal forma que
equidiste de los vértices; el vértice C forma un angulo recto o describe una semicircunferencia
con centro en P y radio PA; Se tiene un triangulo MNO junto con un punto K de tal forma que
es punto medio del segmento MN y equidista de los tres veértices del triangulo. Luego, en la
asercion pueden afirmar que el triangulo MNO es rectangulo con el angulo O recto o que el
punto O describe al lugar geométrico de una semicircunferencia con didmetro MN. Como
garantia escriben el posible patron de generalizacion que surge de la exploracion inicial, de tal

forma que soporte el enunciado.

En el item 2, los estudiantes deben completar un diagrama con la informacién anterior. En el
cuadro de representacion gréfica los estudiantes deben dibujar tridngulo MNO vy el punto K
de tal forma que equidiste de los tres vértices. Luego, en los cuadros denominados Dato,

Asercién y Garantia escriben lo establecido en el item 1, de acuerdo con el conjunto
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referencial, la propiedad descubierta y el patrén de generalizacion. El item 2 contribuye a que
los estudiantes vayan estructurando visualmente el comportamiento de un argumento

inductivo, por medio de los tres componentes: Dato, asercion y garantia.

Gestion del enunciado 2 — Tarea 4

Mientras los estudiantes rellenan las plantillas y diagramas, la docente va pasando por los
grupos revisando lo escrito por los estudiantes, respondiendo dudas, recordando las
condiciones iniciales y la estructura que tienen los diagramas del segundo enunciado. Después
de ello, los estudiantes presentan en plenaria lo que completaron. La docente le pedira a un
representante por grupo que exponga su argumento y lo explique. De acuerdo con las
interacciones de los estudiantes, la docente tiene prevista las siguientes posibles dudas o

expresiones que surjan a través de la siguiente tabla:

Preguntas/dudas o Posibles reacciones de la docente
situaciones propuestos por

los estudiantes

Los estudiantes no saben qué | Recordar a los estudiantes que la primera parte del
contestar en la plantilla en la | esquema hace referencia a las condiciones dadas en

primera parte del item 1. el enunciado del problema.

No saber qué poner en el dato | Mencionar a los estudiantes que el dato esta
estructurado en tres partes. La primera que hacer
referencia a la construccion que realizaron al inicio;
la segunda, hace referencia a la caracteristica
encontrada al explorar la representacion en el
programa Yy la tercer hace referencia al caso no

explorado.

No saber qué poner en la| ¢;Qué conclusion general establecieron cuando

garantia exploraron las diferentes situaciones en GeoGebra?
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No saber qué poner en la

asercion

¢Qué concluyes con respecto al punto O cuando
cumple la condicion inicial respecto al triangulo
MNO?

No explican el argumento en

su conjunto

Preguntarles ¢cual es la afirmacion que se produjo y
qué permitid sustentar eso que se dijo? ;Qué es lo
que estan argumentando y cémo lo estan
justificando?

No se evidencia que tengan
clara la funcion de wun

argumento inductivo.

Preguntarles: ¢qué informacion es la que da el dato?




