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2.Descripcion

La investigacion tedrica acerca de los agujeros negros y su relacién con la termodinamica han logrado
plantear toda una rama de las ciencias que no podria ser desapercibida, no solo por su impresionante
formulacion, sino por sus impactantes resultados tedricos tales como: la entropia de los agujeros negros,
la radiacion de Hawking y la inquietante relacién con la teoria de la informacién, entre otros. Al ser la
termodinamica una vision fisica del universo, las connotaciones ya conocidas acerca de esta y de sus
leyes fundamentales pueden ser entendidas de manera profunda y alternativa con un ejemplo fisicamente
extremo: los agujeros negros; regiones particulares del espacio-tiempo en donde la gravedad es tan
intensa, que ni siquiera la luz puede escapar de alli. En el presente trabajo se abordan e identifican de
manera introductoria, las relaciones termodindmicas en la relatividad general, en particular, los agujeros
negros.
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4. Contenidos

1. Relatividad General: La métrica de Schwarzschild

Se introducen las ecuaciones de campo de Einstein, las cuales constituyen una teoria de gravitacion en la
gue se introduce el concepto de curvatura del espacio-tiempo. Con esto se inicia el estudio que da lugar a
la fisica de agujeros negros y que constituye la base del estudio de los posibles escenarios que localmente
reproducen la geometria alrededor de aquellos cuerpos. Se presenta por completo solo la deduccién de la
primera solucion, con el fin de iniciar con una apropiada matematizacion de los conceptos basicos de la
relatividad general. La primera solucién a las ecuaciones de campo de A. Einstein, fue desarrollada por
Karl Schwarzschild en 1916. Aquella solucién representa el “campo gravitacional” circundante a una masa
gue se considera puntual, y esta situada en un origen de coordenadas.

2. Agujeros negros

Este capitulo esta dedicado, especialmente, a las soluciones exactas de las ecuaciones de campo de
Einstein; en él se pretende ensefiar detenidamente y sin embargo, de manera global, los tres casos
restantes en cuanto a la geometria proporcionada por cuerpos que podemos considerar agujeros negros
desde el punto de vista fisico de la relatividad general. Anteriormente, se expusieron las cualidades
geomeétricas y fisicas de la solucién de Schwarzschild, la cual puede ser asociada con un agujero negro
estatico y de simetria axial; y aqui se introduciran los diferentes tipos de agujeros negros, sus soluciones y
propiedades generales. Se realiza la clasificacion correspondiente para agujeros negros estaticos
(Schwarzschild), con carga eléctrica (Reissner-Nordstrdom) y agujeros rotantes (Kerr-Newman), con sus
respectivas propiedades.

3. Termodinamica de agujeros negros

Se estudian las caracteristicas generales de la mecanica de los agujeros negros y sus leyes. En este
capitulo se introducen los conceptos de similitud entre el formalismo de la teoria de los agujeros negros
con la de la termodindmica al enunciar y compilar las cuatro leyes consideradas clasicas desde la base de
las investigaciones histéricas en el tema.

4. Andlisis de la termodinamica en agujeros negros

Para este capitulo se inicia formalmente con las comparaciones entre termodindmica y agujeros negros,
haciendo las comparaciones correspondientes para cada una de las leyes estudiadas desde el marco de
cada disciplina. Se introduce la segunda ley generalizada de la termodindmica y su concepcion de
entropia desde la teoria de la informacion para los agujeros negros. Se finaliza con la explicacion de la
temperatura de radiacion de Hawking y los respectivos calculos obtenidos para las magnitudes
termodindmicas de los agujeros negros.

5. Metodologia

El conjunto de procedimientos que se utilizan para obtener conocimientos cientificos, es conocido como
“método cientifico”. Puesto que este método, no es particularmente definido para cualquier investigacion,
existe una manera especifica de estudiar dichos procedimientos con el fin de dar coherencia a lo que se
quiere investigar. Esta labor es la que cumple la metodologia en las ciencias naturales.

Para la realizacién del presente trabajo, es necesario definir qué tipo de metodologia es la mas apropiada
para lograr los objetivos propuestos. Esta metodologia tiene que ser parte de un proceso hipotético-
deductivo que cumpla con las actividades de:
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. Revision de las teorias existentes
. Propuesta de una o varias hipotesis
. Sustentacion mediante el disefio de investigacién adecuado
. Confirmacion o refutacion

Estos procesos se ajustan de manera mas consistente con la metodologia de tipo cuantitativa y dentro de
esta, especificamente la no-experimental (ex-post-facto). En este tipo de metodologia no se tiene control
sobre las variables independientes, debido a que el los fendmenos ya han ocurrido o no pueden ser
reproducidos y se proporcionan técnicas para describir la realidad, analizar relaciones, categorizar,
simplificar y organizar las variables que configuran el objeto de estudio. El propésito es realizar inferencias
sobre la relacion entre las variables, sin dar una intervencion directa.

Finalmente, se presentan las fases que siguen de manera consistente el objeto de la metodologia
estudiada y presentada con anterioridad, las cuales fueron la guia y estructura del trabajo realizado:

*Recopilacién de informacion acerca del fenémeno (o campo fenoménico) a estudiar.

«ldentificacion del problema tedrico a investigar y planteamiento de objetivos acerca de lo que se pretende
obtener.

*Establecimiento de un marco teérico suficientemente delimitado y consecuente con los antecedentes
(histéricos) sobre el tema.

*Conclusiones del trabajo investigativo.

6. Conclusiones

1. Al ir paulatinamente por el estudio de la relatividad general, los agujeros negros parecen ser los
cuerpos mas simples en el cosmos denidos por tan solo tres parametros (masa, carga y momento
angular); el estudio de estas propiedades demuestra que se puede desarrollar una formalizacién
adecuada para el estudio especializado de los agujeros y que, ademas, existe un conjunto de leyes
asociadas que son similares -0 equivalentes a las de la termodinamica.

2. La entropia del agujero negro y su temperatura, pueden ser asociados con el area de su horizonte de
eventos y gravedad superficial, respectivamente. Pese a que existe una conexion establecida entre la
termodinamica y los agujeros negros, la naturaleza de las cantidades mencionadas se desconoce a
nivel fundamental (estadistico) y por lo tanto, el estatus de la teoria permanece como algo
especulativo que requeriria de una presunta teoria de gravedad cuantica para dar cuenta de los
aspectos envueltos; como la radiacién de Hawking, entre otros.

3. El usar un andlisis semi-clasico de los agujeros negros permite dar una primera aproximacion a la
concepcion de entropia en los agujeros negros. Aunque se desconocen por completo los grados de
libertad adicionales que dan lugar a un valor de entropia tan enorme para aquellos cuerpos, se
relaciona a esta con el caracter de irreversibilidad que posee la pérdida de informacion (como el
aumento de la incertidumbre acerca de la configuracion interna de un cuerpo que ha caido al agujero)
gue se ve reflejada en el incremento de la entropia del agujero negro, y en su aumento de tamafio
(4rea). Dado que siempre existe una compensacion entre la entropia de los agujeros negros y la del
resto del universo, se asume que la segunda ley de la termodinamica es generalizada por medio de
esta teoria.

4. La obtencién del resumen de las leyes de la termodinamica para los agujeros negros sugiere que el
marco disciplinar de la termodinamica es aun vigente para los aspectos relevantes de la fisica, debido
a que su contundente formulacién no ha encontrado ninguna falsaciéon hasta el momento. De una
buena manera, este trabajo ha rescatado una parte clasica de la fisica -de la termodinamica de
maquinas de vapor o procesos quimicos- para trasladarla a la relatividad general en el campo de
eventos astrofisicos como la mecéanica de agujeros negros, y ademas, desde este formalismo algunos
aspectos de estos cuerpos pueden ser tomados como ejemplos extremos no muy conocidos de la
termodindmica: calor especifico negativo, evaporacién de Hawking y entropia de Bekenstein, entre
otros.
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5. El trabajo realizado se constituye por completo como un aporte introductorio hacia temas no muy
conocidos dentro del ambito de la fisica contemporanea, los cuales pueden ser trabajados y/o
estudiados a partir de conceptos previos en las areas trabajadas en el pregrado en fisica.

6. La recopilacion de fuentes histéricas de autores originales han sido una gran base teérica para la
ardua elaboracion del texto, que se pretende como una fuente confiable de conocimientos basicos en

las respectivas areas trabajadas.

Elaborado por: Juan Sebastian Arenas Beltran

Revisado por: Yesid Javier Cruz

Fecha de elaboracion del
Resumen:
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Introduccion

La investigacién tedrica acerca de los agujeros negros y su relacion con la termodinamica
han logrado plantear toda una rama de las ciencias que no podria ser desapercibida, no
solo por su impresionante formulacion, sino por sus impactantes resultados teodricos tales
como: la entropia de los agujeros negros, la radiacion de Hawking y la inquietante relacién
con la teoria de la informacion, entre otros. Al ser la termodinamica una vision fisica del
universo, las connotaciones ya conocidas acerca de esta y de sus leyes fundamentales pueden
ser entendidas de manera profunda y alternativa con un ejemplo fisicamente extremo: los
agujeros negros; regiones particulares del espacio-tiempo en donde la gravedad es tan
intensa, que nisiquiera la luz puede escapar de alli. Aquellos agujeros astrofisicos tienen
como origen particular el colapso de una estrella en si misma, en la generalidad de los casos.

Agujeros negros: Origen e historia

En 1915, después de un prolongado y arduo trabajo de aproximadamente diez anos, A.
Einstein finalmente publicé un articulo definitivo sobre la relatividad general en el cual intro-
dujo, de manera consistente, las ecuaciones de campo que llegarian posteriormente a redefinir
la gravitacién'} No mucho tiempo después de este suceso, en 1916, el alemén Karl Schwarzs-
child -quien servia en la primera guerra mundial para el ejercito de Alemania- hall6 la
primera soluciéon exacta de las ecuaciones de Einstein. Schwarzschild murié poco después
de desarrollar su solucion, no sin antes dejar para la historia su famoso articulo: “Uber das
Gravitationsfeld eines Massenpunktes nach der Einstein’schen Theorie’ ] En aquel articulo,
se describe la geometria del espacio-tiempo circundante a una masa, la cual se considera
puntual.

Otras numerosas soluciones a las ecuaciones de campo surgieron durante las primeras
décadas después del desarrollo de la teoria general de la relatividad; claro esta, que tan solo
cuatro soluciones exactas se conocen a partir de la primera (Schwarzschild). El orden de dos
de estas soluciones aparece cronolégicamente mucho después de 1916, aunque el desarrollo
de las dos primeras aparece casi simultdneamente en el mismo ano. La segunda de estas
soluciones se conoce como la solucion de Reissner-Nordstrom, y es en esta en donde se
introduce la carga eléctrica a las ecuaciones de campo. Seria de importancia histérica el

!Einstein, Albert, Die Feldgleichungen der Gravitation, Koniglich Preussische Akademie der Wissenschaf-
ten: 844 - 847 (1915)

2K. Schwarzschild, “Uber das Gravitationsfeld eines Massenpunktes nach der Finsteinschen Theorie”
Sitzungsberichte der Koniglich Preussischen Akademie der Wissenschaften 1 (1916)

XI



XII INTRODUCCION

mencionar aqui, que en realidad el trabajo del Aleman Hans Reissnerﬂ fue desarrollado tan
solo dos meses después del de Schwarschild, y ademads, incluia la generalidad de los aspectos
de una solucién para cargas puntuales; sin embargo, fue hasta 1918 cuando el Finlandés
Gunnar Nordstrom logré generalizar el trabajo para los cuerpos cargados eléctricamenteﬁ E|

El gran “hiato”que se predijo en esta introduccién se establecio entre el tiempo anterior
a la década de los sesentas (No se podria decir, por supuesto, que en todo este tiempo la
actividad relacionada con la relatividad general fue cesante; se podrian mencionar numerosos
trabajos, pero el objetivo de lo propuesto en esta contextualizacion historica desenvocaré,
para propdsitos practicos, en el establecimiento de la teorfa de los agujeros negros). Durante
estos anos y especialmente en 1963, renacié el interés en las soluciones locales a las ecuacio-
nes de campo de Einstein, con Roy Kerr; un fisico Neozelandés, quien logré establecer por
primera vez la solucién exacta de la geometria producida en el vacié por una masa rotanteﬁ.
Muy poco tiempo después de este apremiante desarrollo, en 1965 Ted Newman y A. Janis re-
finan lo encontrado por Kerr e introducen unos muy sofisticados argumentos, no solo fisicos,
sino también matematicos para concluir que la solucién del cuerpo rotante era, en realidad
y segun ellos, aquella de un anillo de masa rotante; finalmente, para ratificar sus suposicio-
nes, Newman y Janis desarrollan mediante un ingenioso algoritmo una nueva solucion a las
ecuaciones de campo: La solucién para un cuerpo (anillo) rotante y cargado eléctricamentdﬂﬂ

Todas las soluciones anteriormente mencionadas fueron estudiadas minuciosamente en
su tiempo como los casos generales de cuerpos que contribuyen a la alteracién del espacio-
tiempo localmente; pero hasta estos momentos no se ha mencionado nada acerca del concepto
de agujeros negros, jpor qué? No seria del todo acertado anticiparse a ese concepto ya que,
durante la primera mitad del siglo XX persistia un fuerte debate acerca de la posibilidad de
que una estrella se viera colapsada por su propia gravedad, en un destino innevitable que
llevara a su completa inobservabilidad, de hecho, fue durante una conferencia en 1967 que
el cientifico norteamericano John Archibald Wheeler acunié el término de agujero negro;
sin embargo, durante una entrevista, John Wheeler aseguré que aquel término fue sugerido
a ¢l por alguien de la audiencia, y eventualmente terminaria por usar aquella frase para

3Reissner, H., Uber der Eigengravitation des elektrischen Feldes nach der Einsteinschen Theorie, Annalen
der Physik, 50 - (106); Marzo 20 de 1916.

4Nordstrom, G., Een en ander over de energie van het zwaarte krachtsveld Volgens de Theorie van Eins-
tein, Koninklijke Akademie van Wetenschappen te Amsterdam. Wis- en Natuurkun- dige Afdeeling. Verslagen
van de Gewone Vergaderingen 26 (1917 - 18): 1201 - 1208

5Se puede mencionar que la manera estdndar en la que se presenta esta solucién ha sido principalmente
difundida por el trabajo realizado independientemente por el inglés G. Jeffrey en 1920. En el articulo pu-
blicado por él, se menciona una prueba alternativa a la de Nordstrom referida a el campo gravitacional de
un electrén; Jeffrey toma salvedad para su trabajo mencionando que no fue notificado hasta la publicacién
de su articulo del trabajo de Nordstrom. Ref.: Jeffrey, G.B., The Field of an Electron on FEinstein’s Theory
of Gravitation, Proceedings of the Royal Society of London. Series A, Containing Papers of a Mathematical
and Physical Character Vol. 99, No. 697 (May 2, 1921), pp. 123-134

SKerr, R., Gravitational Field of a Spinning Mass as an Example of Alegebraically Special Metrics, Physical
Review Letters; vol. 11, No. 5, 1 Sep. 1963

"Newman, E. & Janis, A., Note on the Kerr Spinning-Particle Metric, Journal of Mathematical Physics;
vol. 6, No. 6, Jun. 1965

8Newman, E. & Janis, A., Metric of a Rotating, Charged Mass, Journal of Mathematical Physics; vol. 6,
No. 6, Jun. 1965
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describir a lo que en aquel entonces se conocia como estrellas colapsadas completamente por
la gmvitacz'o’nﬂ. Sin el dnimo de ignorar el asunto, pero con la determinacion de introducir
propiamente al concepto de agujero negro, serd mas apropiado iniciar con el colapso estelar
con el fin de entrar de lleno al objeto de este estudio.

El colapso estelar

La historia de las ideas acerca de cuerpos completamente colapsados por su gravedad se
remonta a casi doscientos anos de antigliedad. Curiosamente, no serfa inicialmente el mismo
Pierre Simone de Laplace quien hablaria de esto -como lo expuso en su libro de 1796: Ez-
position du systeme du Mondﬂ -, sino un gedlogo y amigo del mismo Henry Cavendish de
nombre John Michell de la universidad de Cambridge. Michel expresé en 1783 a su amigo,

aquella inquietud acerca de la extrema gravedad suponiendo que la misma luz se viera afec-
tada por estal]:

If the semi-diameter of a sphere of the same density as the Sun were to exceed
that of the Sun in the proportion of 500 to 1, a body falling from an infinite height
towards it would have acquired at its surface greater velocity than that of light,
and consequently supposing light to be attracted by the same force in proportion
to its vis inertiae, with other bodies, all light emitted from such a body would be
made to return towards it by its own proper gravity.

Si el semi-diametro de una esfera de la misma densidad que el Sol excediera la
de aquel en una proporcion de 500 a 1, un cuerpo cayendo de una altura infinita
hacia éste habria adquirido en su superficie una mayor velocidad que la de la luz,
y en consecuencia, suponiendo que la luz fuera atraida por la misma fuerza en
proporcion a su vis inertiae (inercia), junto con otros cuerpos, toda la luz emitida
por tal cuerpo regresaria hacia éste por su propia gravedad.

Eventualmente, la existencia de tales estrellas oscuras fue abandonada debido al auge de
la teorfa ondulatoria de la luz, en la cual esta no es mds que una onda sin masa ( la cual,
obviamente, no podria interactuar con la gravedad de un cuerpo desde la teoria Newtoniana).
Por supuesto, el devenimiento en el siglo XX de la teoria de la relatividad general revivio el
interés por el estudio de estos enigmaticos cuerpos, debido a cierta caracteristica que parecia
inevitable desde la soluciéon de Schwarzschild: la existencia de singularidades matemaéticas

9Tomado de un articulo para el diario The New York Times titulado: John A. Wheeler, Physicist Who
Coined the Term Black Hole, Is Dead at 96; por Dennis Overbye, del 14 de abril de 2008.

10De hecho, los célculos realizados por el marqués de Laplace muestran que la intencién de él era la de de-
mostrar que ciertos cuerpos lo suficientemente masivos podrian “re-atraer” gravitatoriamente los corpusculos
de luz emitidos después de cierta altura. Laplace calculé por medio de la mecanica de Newton la velocidad
de escape de los corpusculos de luz, sin embargo, jamés se mencioné concepto alguno sobre la imposibilidad
de observar o no la luz irradiada

"UHawking, S., Israel, W. Three Hundred Years of Gravitation, 1 ed., Cambridge University Press; 1987
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en la métrica; puesto en otras palabras, la métrica de Schwarzschild mostraba un compor-
tamiento anémalo y discontinuo para valores de la coordenada radial cercanos a r = 0y
r = 2m, con m como la masa del cuerpo en cuestién. Aquellas discontinuidades fueron las
que motivaron en 1924 al célebre astrofisico inglés, Sir Arthur Eddington, a llevar un estudio
més a fondo, con lo cual logré manipular la solucién para demostrar que el radio r = 2m (o
también llamado radio de Schwarzschild) era tan solo una singularidad matemadtica la cual
podria ser removida; no obstante, todo parecia senalar que existia una singularidad intrinseca
la cual inquietaba a los contemporaneos en este estudio, puesto que suponia algo fisicamente
improbable para la época: un punto singular de materia infinitamente condensada.

Para mediados de la década de los veintes, el estudio acerca de las propiedades geométri-
cas de la solucién de Schwarzschild habia sido profundamente estudiado, al igual que la
naturaleza de la constitucién de las estrellas segin la relatividad general. Para 1930, Subra-
manyan Chandrasekhar, Un joven estudiante de fisica de la universidad de Cambridge de
diecinueve anos de edad, de ascendencia India, propuso de una manera matematicamente
avanzada lo que podria llegar a ser el destino final de una estrella tipo enana blanca. Por
medio de la relatividad general y la mecanica cuantica, Chandrasekhar calcul6 el limite de
estabilidad de una estrella de materia electronica degenerada, y lo ubicé en 0.92 masas sola-
re&F_Z] (calculos mas refinados sientan este limite en 1.44 masas solaresEr]E[). Segun Chandra,
después de este limite la materia colapsaria debido a su inestabilidad. Irénicamente, la tni-
ca persona que defendio a capa y espada la teoria de gravitacion de Einstein ante la Royal
Astronomical Society de Londrés, no seria esta vez quien apoyara la revolucionaria idea del
joven Chandra. Eddington rechazé desde el principio la teoria del colapso puesto que esto
implicaria algo sin sentido fisico, y ademas, daria por hecha la existencia de esos extranos
cuerpos oscuros (agujeros negros) en el universo.

A pesar de que el asunto de los agujeros negros tendria que esperar algunas décadas més
para ser considerado seriamente después del descubrimiento de Chandrasekhar, el estudio
del colapso estelar ya estaba generando una gran inquietud en algunos contemporaneos. En
1939, Robert Oppenheimer -quien fuese el director del controversial proyecto Manhattan
para el desarrollo de la bomba atémica-, en colaboracion con George Volkoff, y basdndose
en anteriores trabajos de Richard Tolmanﬂ trabajo de manera similar a Chandrasekhar un
nuevo caso de colapso estelar. Segin lo que se presumia acerca de la evolucién termonuclear
de las estrellas, cuando el material fisible que sirve de combustible para estas se agota, bien
se podria tener el caso de una enana blanca o, si la masa excedia el limite de Chandrasekhar,
se estaria frente otra situacion en la cual la estrella quedaria conformada principalmente de
neutrones en un gas de Fermi degenerado; tal comol en el caso estudiado por Chandra. Op-
penheimer et al. modelaron el material estelar para tal gas de neutrones y concluyeron que

12Chandrasekhar, S., Highly Collapsed Configurations of a Stellar Mass, Nature; Feb. 1931

13 Jeffries, R.D., On the Initial-final Mazimum Mass of White Dwarf Progenitors; Royal notes of the Royal
Astronomic Society - 288 (1997)

14Mazzali, P., Ropke, F., Benetti, S., Hillebrandt, W., A Common Ezplosion Mechanism for Type Ia
Supernovae; Science - 315 (2007)

15Tolman, Richard., Static Solutions of Einstein’s Field Equations for Spheres of Fluid; Physical Review
55 (1939)
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la estabilidad de dicha estrella estaria justo en el limite de 0.7 masas solareﬂ; nuevamente,
algunos calculos realizados recientemente ubican méas precisamente este limite entre 1.5 y 3
masas solared'"|[}] Este gran descubrimiento puso otra vez sobre la mesa la vieja cuestion
acerca de si el destino final de una estrella masiva llevaria al colapso en un punto singular, ya
que mas alld del limite de TOV (Tolman-Oppenheimer-Volkoff) nada prevendria, en teoria,
este suceso. Para 1969, estas ahora llamdas estrellas de neutrones serian confirmadas expe-
rimentalmente y, ademas, identificadas con las fuentes pulsantes conocidas como pﬁlsaresH

Los trabajos realizados en el campo de la astrofisica dieron la pauta para tomar la nocién
de "las estrellas congeladas”por el colapso, como una posibilidad plausible y tal vez, real.
Oppenheimer llamé a los precursores de los agujeros negros como estrellas congeladas en una
publicacion de septiembre de 1939, -tan solo siete meses después de sentar el limite para las
estrellas de neutrones- la razén para esto, es que una vez alcanzado un punto en el que el
equilibrio de una estrella compactante se vuelve inestable, la luz proveniente de la estrella
se atenuia cada vez mas para los observadores externos. Segiin Oppenheimer y compania, en
cierto momento del colapso de la estrella la luz tardaria tanto tiempo en llegar a un obser-
vador externo, que pareceria congelada en el tiempo@.

El destino final: Singularidades

Durante los anos anteriores a la década de los sesentas el colapso estelar fue estudiado
exhaustivamente (y atn sigue siendo una fuerte drea de trabajo) de manera conjunta con el
analisis de la solucién de Schwarzschild. Por un lado, se analizaban las soluciones internas que
pudieran arrojar las ecuaciones de Einstein cuando se usaban con una fuente de materia, tal
como el fluido perfecto que se usa para modelar una estrella; por el otro lado, se estudiaban
profundamente las caracteristicas geométricas de la solucién de Schwarzschild y la relacion
que tendria esta solucion exterior con el colapso estelaﬂ Después de miiltiples interpre-
taciones de las singularidades en la métrica, David Finkelstein concreté la mas favorable
descripcion, para su época, de este problema: logré extender analiticamente la solucién de
Schwarzschild para definir el radio » = 2m como una superficie o membrana unidireccional,

16R. Oppenheimer, G. Volkoff, On Massive Neutron Cores; Phyical Review, july 1939

"Timmes, F., Woosley, S., Weaver, T., The Neutron Star and Black Hole Initial Mass Function; The
Astrophysical Journal - 457 (1996)

181., Bombaci, The Maximum Mass of a Neutron Star; Astronomy and Astrophysics - 305 (1996)

19Realmente, el orden de los sucesos se dié de manera inversa. Jocelyn Bell, una astrofisica irlandesa,
descubrié el primer pilsar en la nebulosa del cangrejo, cuyo nombre se deriva de la composicién en inglés
pulsating star; y posteriormente, otros autores trabajaron en identificar estas fuentes pulsantes, como estrellas
de neutrones. Segun los célculos realizados en épocas posteriores, y algunas otras observaciones acerca de la
frecuencia de rotacién, los pulsares serian estrellas de neutrones y no enanas blancas. Véase:
Weinberg, S. , Gravitation and Cosmology: Principles and Applications of the General Theory of Relativity,
led. John Wiley & Sons Inc., 1972

20R. Oppenheimer, H. Sneyder, On Continued Gravitational Contraction; Phyical Review, sep. 1939

21Para 1923, el teorema de Birkhoff (establecido por el fisico David Birkhoff y también conocido como
Teorema ergddico) ya explicaba la intrinseca relacién entre una solucién interna de un modelo de material
esféricamente simétrico y estatico, con la métrica de Schwarzschild. La conexién definitiva se daria por
Oppenheimer y Snyder, como fue antes mencionado.
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por donde toda influencia puede entrar, pero no Sali@. Aquella descripcién seria el punto de
partida para mas sofisticadas interpretaciones, y para la década de los sesentas, se requeria
de una demostracién definitiva de que la singularidad » = 0 era fisicamente intrinseca; esto
seria llevado a cabo por Roger Penrose a mediados de la década@ , v puesto de manifies-
to en 1970, en un trabajo sobre singularidades realizado en conjunto con Stephen Hawkinﬂ.

Los trabajos sobre singularidades de finales de la década de los sesentas pondrian la iltima
pieza en la construccion del concepto de agujero negro (ésto junto con el uso del término por
J. Wheeler). Segun estos teoremas, una vez que una estrella colapsa, no importa el material
del que esté hecha ni la forma que haya tenido, esta terminard por comprimirse en una
singularidad después de formarse un horizonte de eventos, o en términos mas técnicos, una
superficie atrapada®?; sin lugar a dudas, esto implica que las singularidades ya se imponian
como una caracteristica fisica del universo de la cual se podria presuponer su innevitabilidad
en el colapso estelar y en el mismo Big-Bang.

22D., Finkelstein, Past-Future Asymmetry of the Gravitational Field of a Point Particle; Physical Review,
Vol. 110 No. 4; May. 15, 1958

23S., Hawking & G., Ellis. The Large Scale Structure of Space-Time; Cambridge University Press, 11a.
ediciéon, 1994

24G.,. Hawking & R., Penrose. The Singularities of Gravitational Collapse and Cosmology; Proc. R. Soc.
Lond. A (1970) - 314



Capitulo 1

Relatividad General: La métrica de
Schwarzschild

En las siguientes secciones se introduciran las soluciones exactas que se conocen a las
ecuaciones de campo; con esto se inicia el estudio que da lugar a la fisica de agujeros negros
y que constituye la base del estudio de los posibles escenarios que localmente reproducen la
geometria alrededor de aquellos cuerpos. Por asuntos de simplicidad y brevedad, sera sufi-
ciente presentar por completo solo la deduccién de la primera solucién, con el fin de iniciar
con una apropiada matematizacién de los conceptos basicos de la relatividad general.

La primera solucion a las ecuaciones de campo de A. Einstein, fue desarrollada por Karl
Schwarzschild en 1916[I]. Aquella solucién representa el “campo gravitacional” circundante
a una masa que se considera puntual, y esta situada en un origen de coordenadas. Segun la
presuncion original para esta solucion, Schwarschild toma en cuenta algunas indicaciones de
las cuales se destacan las siguientes:

1. El cuerpo en cuestién permanece sin cambiar en el tiempo (estatico) y por lo tanto
también lo hacen las coordenadas de su elemento de linea.

2. La métrica es espacialmente simétrica, y por lo tanto es invariante ante rotaciones
(axisimétrica).

3. La solucion se reduce a la de un espacio-tiempo de Minkowsky en el infinito, es decir
cuando r — oo (asintdticamente plana).

Teniendo en cuenta las indicaciones, se puede proceder en una direccién particular (esto,
con el dnimo de evitar una derivacién larga y dar una més simple deduccién) que tenga en
cuenta solo los detalles sencillos que den a la solucién de las ecuaciones de campo. En el
documento original que Schwarzschild presenté a Einstein, se tienen en cuenta poderosos y
sofisticados argumentos para la eleccion del elemento de linea apropiado para representar la
geometria del cuerpo a estudiar; sin embargo, se procedera a continuacién con el estableci-
miento del siguiente elemento de linea en coordenadas esféricas:

ds* = A(r,t)dt* — B(r,t)dr?* — C(r,t)r*(d6? + sin® 0d¢?) (1.1)
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La anterior se conoce como la manera “estdndar’[l del elemento de linea. En una ins-
peccién preliminar, los coeficientes A, B y C son funciones que dependen de la coordenada
radial y del tiempo; no obstante, teniendo en cuenta la presuncién (1), estos coeficientes no
deberian depender del tiempo. Ademas de lo anterior, usando (2) se supondria que la métrica
no es modificada sustancialmente en su simetria esférica y por lo tanto C' = 1. Finalmente y
teniendo en cuenta la ultima indicacién A = B = 1 cuando r — oo. El elemento de linea ya
tendria para nosotros la siguiente forma:

ds* = A(r)dt* — B(r)dr* — r*(d6? + sin® 0d¢?) (1.2)

Ahora, se sigue de la condicién nimero (3) que los coeficientes deben tener una particu-
lar forma para recuperar la métrica de Minkowsky en el infinito. Aparentemente, la tinica
funciéon que cumpliria con la propiedad necesaria en los limites mencionados, es la funcién
exponencial.

A continuacién se introducen las siguientes sustituciones:

A=e¢” B=e (1.3)
En donde claramente, v = v(r), A = A(r) y se deberfa cumplir que

limv=1lim A=0
r—00 T—00
Con lo anterior ya es posible construir un elemento de linea que contenga las propiedades
discutidas:[2]
ds* = e’Mat* — AMdr? — 12 (d6? + sin® 0d¢?) (1.4)

1.1. Solucién

A partir de este momento, se tendran en cuenta de manera breve las principales herra-
mientas que se necesitan con el fin de hallar una solucién a las ecuaciones de campo (sin
constante cosmoldgica)[3] con las propiedades discutidas anteriormente:

RMV - %QMVR = 87;-_4GTMV (15)
El tensor R, se conoce como tensor de Ricci, el cual constituye la tnica contraccion del
tensor de curvatura de Riemman y muestra el grado de curvatura del espacio-tiempo en las
vecinidades de una masa puntual, fuente de campo gravitacional[4]. La siguiente cantidad en
la izquierda es el escalar de curvatura R y en la parte derecha de la expresion se encuentra el
tensor estrés-energia que simboliza la cantidad de materia-energia presente. Sin embargo, el
problema de hallar el “campo gravitacional” alrededor de una masa, corresponde al problema

'En épocas recientes se ha dado un debate acerca del origen de la forma de la métrica de Schwarzschild,
tal y como se presenta en los libros de texto; se denomina “estandar” a la forma presentada de acuerdo con
los trabajos de H. Weyl, Hilbert y J. Droste, sin embargo, la solucién original de K. Schwarzschild difiere de
la que se presenta ocasionalmente y en este trabajo. Véase: Corda, Christian A clarification on the debate
on the original Schwarzschild solution, Electronic Journal of Theoretical Physics, 8 No. 25 (2011).
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de hallar una solucién a las ecuaciones de campo en el vacio (es decir, T, = 0). Esto
implica que la expresién anterior se transforma en una forma més simplificada (invirtiendo
la ecuacién 1.5):

8rG 1
R,ull = C—4(ij — §gul/T)
Ry =0 (1.6)

El tensor de Ricci se expresa en componentes de la siguiente maneral5]:

or? or
o BA pv A A
R/“, == W - W + FZVFMP - FZVF)\p (17)

y los simbolos de Christoffel a partir del tensor métrico[5],

v _ L (99 | 99 09
U= 530" (58 + 5~ 5) (1.8)

con las siguientes componentes métricas, segin el elemento de linea de la ecuacién (1.4)

e/ 0 0 0
0 —* 0 0

Guv = 1 0 _7,,2 0 (19)
0 0 0 —r2sin’6

Puesto que la forma en la que se presenta la matriz de las componentes del tensor métrico
es diagonal, es facil determinar las componentes covariantes por medio de la inversa g"” =
(9] 7" Debido a la misma propiedad de la métrica, es posible hallar las componentes de los
simbolos de Christoffel a partir de las siguientes férmulas[6] (no se aplica sumatoria):

@ =0 (1.10)
=T, = g (111)
b = —%9““% (1.12)
aa = %g““% (1.13)

Asi, las componentes no nulas resultan ser

Iy = sv/er™ Iy =2
Iy=1%/ I =—sinfcosd

I}, =T =1 DIiy=—rsin®fe

i, =—re? I3, = cot
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en donde la prima (’) denota derivada parcial con respecto a la coordenada radial y se usa
adicionalmente la propiedad de simetria de los simbolos con respecto al par de subindices
= Ffw = Fﬁu.

Con los simbolos de Christoffel ya en las manos, se prosigue al calculo de las componentes
no nulas del tensor de Ricci. Esta actividad puede ser prolongada y dispendiosa, por lo cual
se recomienda revisar la literatura habitual (ver Bibliografia) en caso de querer profundizar
en estas demostraciones.

Al reemplarzar los simbolos hallados en la expresién (1.7) para el tensor de Ricci, se
obtiene lo siguiente[2].

1 1 1 1
U= o T2 I AV
Ry =¢ [ 5V 4(7/) +4V)\ TV] (1.14)
1 1 1 1
R11 = §V” + Z<V’>2 — ZLVIAI — ;)\/ (115)
1 / 1 / -2
Ryy = <§r1/ - 5T+ 1>e 1 (1.16)
R33 = R22 sin29 (117)

Se requiere tener en cuenta la geometria que experimentaria una masa de prueba puntual
en las cercanias del cuerpo fuente de campo gravitacional, por lo tanto se tiene en cuenta la
expresién (1.6) para una solucién en el vacio. La condicién a seguir sugiere que cada una de
las componentes halladas sea igual a cero independientemente. Si se tiene en cuenta el des-
vanecimiento de la primera componente Ry (1.14) se encuentra que solamente la expresién
entre corchetes puede ser igual a cero. Para finalizar, se suma la anterior expresion con la
componente Ry; (1.15) y se encuentra el importante resultado:

1
——W+XN)=0 (1.18)
-
el cual solo puede ser cierto si
(v+N)'=0 (1.19)

Si se integra directamente la ecuacién anterior, se obtiene al lado derecho una constante
de integracién arbitraria; sin embargo, una de las primeras conjeturas acerca de lo que se
esperaria de la solucion sugeria que las dos funciones se desvanecieran igualmente en el
limite cuando se tiende al infinito. Se tiene, entonces, una solucién especifica (particular)
la cual puede tomar como constante un simple cero sin pérdida alguna de generalidad.
Matematicamente:

v+A=0
v=—\ (1.20)

A Continuacion, se propone realizar la anulaciéon de la componente Ras usando lo encontrado
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en (1.20) para obtener una tltima expresién
(r/ +1)e" =1 (1.21)

Una revisién cuidadosal2], muestra que lo anterior se puede re-organizar en una ecuacién
diferencial mas simple de la siguiente manera:

d vy __
%(re )=1 (1.22)

Lo cual puede ser integrado facilmente para llegar a
re’ =r+ cte. (1.23)

La constante de integracion se toma por convenicencia para ser —2m; esto se debe a que
en una aproximacién de “campo débil”P|se tiende a recuperar el potencial Newtoniano [2][3)]
¢ = —MTQ En este caso, se toman siempre unidades geometrizadas con ¢ = G = y la
masa geometrizada de la fuente se puede reestablecer como m — GM/c?.

A partir de las indicaciones, las funciones propuestas son halladas.

v -2 2
pr— pr— 1 _— 1 . 4
(& e , ( )

Se finaliza la demostracion presentado el elemento de linea completo:

2m 2my —1
ds? = (1 - —)dt2 - (1 - —) dr? — r2(df? + sin® 0do?) (1.25)
r r
esta es la famosa solucién de Schwarschild en su forma estandar con la cual ya se puede
iniciar formalmente el estudio matematico de los agujeros negros, como se vera en posteriores
capitulos.

1.2. Coordenadas de Eddington-Finkelstein

En la presente seccion se ensenard un sistema de coordenadas que proporcione un manejo
mucho més adecuado a la de la solucién de Schwarzschild, tal y como se verda mas adelante.
Las propiedades geométricas relevantes y la base a partir de la cual se emprende a la buisque-
da de la solucién de Kerr-(Newman), son de mayor entendimiento a partir las coordenadas
de Eddington-Finkelstein [12]][13].

2Esta aproximacién consiste en asumir una geometria casi plana con una ligera perturbacién en orden
inferior de la manera g, = 1., + hu., en donde 7, corresponde a la métrica de Minkowsky. A través de la
aproximacién se puede concluir el valor de la componente gog ~ 1 + 2¢/c.

3Las unidades geometrizadas son un conjunto preferencial de unidades en las que la constante gravitacional
G, la velocidad de la luz ¢, la constante de Coulomb y la constante de Biot-Savart toman como valor la unidad.
Este sistema hace que las constantes usadas en las ecuaciones de campo adquieran unidades de longitud.
Por supuesto, siempre es posible reestablecer al sistema comtun SI obedeciendo los adecuados factores de
conversién. Para mayores detalles véase: Wald, Robert. “General Relativity”, Apéndice F.
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Antes de iniciar con la transformacién de coordenadas, se deben tener en cuenta las
trayectorias de la luz circundante segtin la métrica de Schwarzschild; a estas trayectorias se
les conoce como “geodésicas” y se hallan teniendo en cuenta los intervalos relativistas que
recorre la luz, los cuales deben obedecer la siguiente condicion:

ds* =0 (1.26)

Si ahora utilizamos el elemento de linea de Schwarzschild, y dividimos toda la expresion
(1.26) entre un parametro el cual es escogido como el tiempo propio de una particula de

prueba e igualamos a cero para un itervalo luminoso; es decir ( g—j)2 = 0.
2 . 2mn 1 . .
(1 - —m)t2 - (1 - —m) 72— r2(6% + sin® 04?) = 0 (1.27)
r r

en donde el punto (.) denota derivada con respecto al pardmetro afin 7. Es importante asumir
ahora, que los rayos de luz se muevan en direccion radial tinicamente lo cual implicaria
naturalmente que = ¢ = 0. De esa manera se puede ahora tener una expresién resumida
en una sola ecuacion diferencial:

( _ 2—m)f22 . (1 - Q—m) T2l (1.28)

T T

de donde se obtiene lo siguiente

¥ dr 2m
—.:—:i(1——> 1.29
t dt r ( )
o de manera equivalente,
dt r
& i( > 1.30
dr r—2m ( )

la expresion anterior nos muestra cémo se veria un diagrama espacio-tiempo de aquellos
rayos de luz en las vecinidades esta geometria. Primero podemos notar que existen dos tipos
de soluciones a la ecuacion diferencial anterior: por una lado se tienen una serie de geodésicas
salientes cuando el signo de la ecuacion es positivo y por el otro lado, geodésicas entrantes
con el signo negativo. Ademas de lo anterior, aparentemente se recupera la geometria de
Minkowsky en tanto se toma una distancia muy lejana el infinito y esto se evidencia por el
angulo de las geodéscias:

en donde claramente se tiene una familia de lineas rectas que simbolizan las trayectorias de la
luz al no ser afectadas por la curvatura del espacio-tiempo. Analizando el punto central de la
métrica en r = 0, se puede evidenciar que en este régimen las trayectorias de la luz convergen
para cualquier tiempo sean entrantes o salientes, como si no pudieran salir; finalmente,
aparece un comportamiento anémalo que sugiere un valor asintotal cuando r = 2m. Se
podria pensar que no hay retorno tampoco en aquella region, sin embargo, es el propdsito
de la transformacién de coordenadas el corregir y esclarecer aquella regién conocida como
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radio de Schwarzschild. Mas adelante se analizardan de manera més detallada las regiones
especiales de la métrica, sus singularidades y horizontes.

10 4

Figura 1.1: Diagrama de trayectorias de la luz en coordenadas de Schwarzschild. Los conos de
luz en amarillo se inclinan indicando la entrada y salido de rayos con un cardcter asintético en las
proximidades del horizonte de eventos » = 2m. En el punto » = 0 los conos de luz se inclinan
completamente mostranto la caida irremediable de los rayos de luz hacia la singularidad.

En la grafica se pueden observar las trayectorias de la luz en un diagrama simplificado
para geodésicas radiales; al solucionar la ecuacién (1.30) es posible obtener un conjunto de
funciones ¢(r) tanto como para geodésicas entrantes, como para geodésicas salientes.

/dh/(ﬁ)dr (1.31)

lo cual se soluciona de manera sencilla para ofrecer los siguientes dos casos [2)]:

t=r+2mln|r —2m| + cte. (1.32)
t=—(r+2mln|r —2m| + cte.) (1.33)

es claro que ambas funciones no estan definidas para » = 0 ni para r = 2m, como se vera mas
adelante, solo la segunda condicién puede ser corregida para dar lugar a trayectorias mas
completas.

La transformacién de coordenadas de Eddington-Finkelstein inicia asumiendo un nuevo
sistema en el cual las trayectorias geodéscias aparezcan como lineas rectas, es decir que
se deben asumir dos nuevas coordenadas correspondientes a las trayectorias entrantes y
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salientes, respecitivamente [4]:
u=t+r v="t"—r (1.34)
En donde se han utilizado dos nuevas coordenadas temporales, siendo estas,
t=1t+2mln|r —2m| t* =t —2mln|r —2m| (1.35)

las cuales transforman el sistema de coordenadas a uno en el cual se tiene un nuevo pardmetro
avanzado (u) y otro pardmetro retardado (v) [2][4]. Para el primer caso, reemplazando en la
métrica de Schwarzschild, se tiene:

2
ds® = (1 — —m>du2 — 2dudr — r*(d6* — sin® §d¢?) (1.36)

r

Las cuales son nuestras nuevas coordenadas avanzadas de Eddington-Finkelstein, y
corresponden a una extension analitica de la soluciéon de Schwarzschild que seran de gran
utilidad en capitulos posteriores.

Claramente, la métrica en las nuevas coordenadas aparece continuamente andlitica en la
region r = 2m, lo cual permite realizar un mejor diagrama de las trayectorias geodésicas
completas. Es de esta manera que originalmente se dedujo que la aparente singularidad en
el radio de Schwarzschild no era més que una discontinuidad corregible y removible de la
solucion; lo opuesto ocurre para el punto r = 0, pero esto sera tratado en la siguiente seccién.

Con ayuda del mismo tratamiento realizado en (1.29) y suprimiendo la parte angular se
hallan, para este caso, las trayectorias (radiales) completas de la luz; teniendo en cuenta las
dos posibles soluciones para ds? = 0:

d
d—if =0 (1.37)
du 2

Ahora es posible visualizar en la figura 1.1 que, a pesar de que las trayectorias representadas
por la ecuacion (1.38) son similares a las de (1.31), ya es posible continuar analiticamente un
conjunto de soluciones pertenecientes a la primera ecuacién (1.37); estas rectas representan
las particulas o rayos de luz entrantes en la regién r = 2m.

1.3. Singularidades y horizontes

La esencia del trabajo acerca de los agujeros negros reposa fisicamente en el estable-
cimiento de los conceptos de “singularidad” y “horizonte”. En la anterior seccién fueron
analizadas de manera breve las propiedades geométricas de la solucién de Schwarzschild
en cuanto a las trayectorias de la luz (geodésicas); el caso puede extenderse, en efecto, para
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Figura 1.2: Diagrama de Eddington-Finkelstein para la solucién de Schwarschild. Los rayos de
luz tienen permitido pasar el horizonte de eventos, sin embargo, la singularidad persiste en el origen
de coordenadas.

particulas materiales con consecuencias similares. Las principales conclusiones que se pueden
extraer de la observacién de los diagramas de EF (Eddington-Finkelstein) senalan la exis-
tencia de una region desde la cual el paso de cuerpos cualesquiera es posible, pero su retorno
o salida no lo es; hablamos entonces de la region senalada para r = 2m la cual es conoci-
da como Radio de Schwarzschild y expresa lo que se conoce como horizonte de eventos
[11], denominado asi debido al cardcter de membrana unidireccional que presenta. [13][14][15]

.Qué es entonces el horizonte de eventos de un agujero negro? con un analisis sencillo,
observaremos la naturaleza geométrica de esta regién, primero hallando el volumen [4] del
horizonte en el agujero negro de Schwarzschild:

0o 27 T
v, = / / / (/T G70G00)r—amdid b6 (1.39)
—o00 JO 0
0 27 i
— / / / (\/(1 _ 2 gin? 9) dtdodd
—o0 J0 0 r r=2m
0 27 i
= / / / (\/ rt— 2mr3)r:2m sin @dtdodo
—o00 JO 0
= 47T/ (\/ rd — 2mr3) :2mdt =0

T

Es claro que no se hace necesario evaluar la tltima integral debido a que el integrando se
anula cuando se evaltia en el horizonte, esto siginifica que la regién en cuestién no corres-
ponde a un volumen (tridimensional), sino a una superficie para todo tiempo percibido por
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un observador externo.

Teniendo en cuenta la propiedad de simetria esférica de la solucién de Schwarzschild, es
posible definir el area de la superficie sin necesidad de un calculo complicado; el area de una
“esfera” [4][10] corresponderia de mejor manera a la regién exterior del agujero negro:

Ay = 4nr? = 16m0m? (1.40)
con ry = 2m como el radio de Schwarzschild.

Con lo anterior se puede concluir que la regiéon conocida como horizonte de eventos se
puede considerar como una hipersuperficie o membrana unidireccional; es decir, aquella por
la cual toda influencia puede entrar, mas no salir. Lo anterior seria confirmado por David
Finkelstein en 1958 [I3] al realizar la extensién analitica de la solucién de Schwarzschild.

Por ltimo, queda revisar -como se mencioné con anterioridad- el punto indefinido r» = 0
de la métrica; la soluciéon deja de ser regular y continua en aquel punto. Al igual que en
las secciones anteriores, se podria sugerir un cambio de coordenadas que corrija aquella
incomoda discontinuidad; no obstante, tenemos la oportunidad de ahorrar tiempo en célcu-
los innecesarios si acudiésemos a una simple manipulacion matematica. Existen multiples
(como innumerables) transformaciones de coordenadas para la solucién de Schwarzschild,
pero tendriamos que recordar una propiedad indiscutible en la relatividad general de Eins-
tein: las ecuaciones fisicas deben tener la misma forma independientemente del sistema de
coordenadas que se elija. Para lograr visualizar aquella afirmacion mas claramente, se debe
recordadar que en el tratamiento de los tensores existen siempre cantidades que permanecen
sin cambio alguno, atin con transformaciones de coordenadas; estas cantidades se denominan
imvariantes. Entonces, jqué clase de invariante podriamos escoger en este caso? la eleccion
se hace mas simple de lo que parece. La solucion de Schwarzschild esta definida por el tensor
de Ricci, y con mas generalidad, por el tensor de Riemann; si la métrica es solucién de las
ecuaciones de campo, entonces sin importar el cambio de coordenadas, existe un invarian-
te asociado al tensor de Riemann y aquel es mas conocido como el invariante escalar de
Kretschmann [2][4):
48m?

Rabcd Rade = -
fra()

(1.41)

Este invariante cuadratico esclarece la situacién por completo; no importa las coordenadas
que se escojan para la métrica de Schwarzschild, esta siempre va a presentar una disconti-
nuidad en r = 0 la cual se conoce como singularidad: un punto de infinita densidad el cual
representa el destino final de todo lo que entra en el agujero negro.

No seria de menor importancia anadir que los teoremas de singularidad sugieren que el
colapso total de una estrella, solo es posible después de formarse una superficie atrapada [§]
dentro de la cual la estrella seguird colpsando eternamente y por lo tanto, la existencia de
una singularidad desnuda [8][24], visible a observadores externos seria imposible segin la
hipétesis de Penrose conocida como el censor cosmico [8][24][25]. Los detalles acerca de lo
anterior seran explicados en mayor detalle posteriormente.



1.4. SIMETRIAS Y VECTORES DE KILLING 11

1.4. Simetrias y vectores de Killing

En la presente seccién se procedera a demostrar las propiedades geométricas esenciales
que se pueden asumir desde la relatividad general definiendo, eventualmente, una herra-
mienta de especial importancia para la matematica de la teoria; esta se conoce como campo
vectorial de Killing y estd intimamente relacionado con las propiedades métricas, y con las
simetrias en determinada geometria; como en la euclideana, donde las relaciones métricas
que determinan las distancias en los objetos, son invariantes con respecto a traslaciones o
rotaciones; sin embargo, tal grado de simetria no se posee desde la relatividad general para
los campos gravitacionales. No obstante, éstos admiten algunos grupos de transformaciones
simétricas.

Una transformacion de coordenadas que mantenga la métrica invariante define y da infor-
macion acerca de las simetrias existentes en una variedad Riemmaniana. Desde el lenguaje
covariante, es posible prescindir de una descripcién explicita de la métrica (conocerla) para
definir simetrias en la misma las cuales no dependan de una eleccién particular de un sistema
de coordenadas.[3]

1.4.1. Isometrias

Una métrica es invariante de forma bajo una transformacién de coordenadas x* — /%,
si se cumple que [3][5]
/
gab = gab

Para todas las coordenadas x“.

Una transformacién de este tipo que mantega la métrica en su forma original es deno-
minada isometria. Las reglas de transformacién para un tensor covariante permiten definir
cada una de éstas si se usa la condicién de invarianza. [2]

or'c ax/d
Todo el conjunto de isometrias debe cumplir con la anterior condicién. Por supuesto, esta
es una generalizacién complicada, pero puede ser simplificada mediante una transformacion
infinitesimal de coordenadas del tipo:[3]

' =% + eX (1.43)

En donde € es una cantidad muy pequena (infinitesimal) y X% es un campo vectorial.
Si se diferencia la ecuacion (1.43) y se introduce en (1.42) tomando solamente términos de
primer orden, se obtiene:
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Gab = YGab + E[Xe(aegab) + gad(abXd) + gcb(aaXc)] (144)

Lo cual implica que la expresion entre llaves es igual a cero. Al reemplazar las derivadas
parciales con derivadas covariantes y recordando que la derivada covariante del tensor métrico
es cero, se obtiene finalmente la condiciéon general:

9ad(VoX?) + gop(Va X ) = 0 (1.45)

bajando los indices:
VpXe + Ve Xy =0 (1.46)

La anterior es conocida como la ecuacion de Killing [2][3][5]. Un campo vectorial que satis-
faga esta ecuacién es conocido como un campo de Killing.

Finalmente, se reduce el problema de encontrar todo el conjunto de isometrias de una
métrica determinada por medio de la simple identificacién de sus vectores de Killing. [2][9)]

1.4.2. Vectores de Killing y relatividad general

Los vectores de Killing, nombrados asi en honor al matemético aleméan Wilhelm Killing
(1847 - 1923)@, son generadores infinitesimales de isometrifas que preservan la métrica en una
variedad Riemmaniana. El flujo de un campo de Killing genera simetrias, tales que mover
cada punto en un objeto a una misma distancia a lo largo (en la misma direccién) de un
vector de Killing no afecta (distorsiona) las distancias de dicho objeto. [9]

Existen numerosos efectos practicos a nivel geométrico, pero para la discusién a presentar,
se veran a continuacién unica y principalmente aquellos que tienen su lugar en las simetrias
del espacio-tiempo generado por una fuente de campo gravitacional desde la relatividad
general.

Métrica de Schwarzschild

La métrica de Schwarzschild puede ser sometida a un analisis breve acerca de sus simetrias
con respecto a sus vectores de Killing. Como se observo en las secciones anteriores, el elemento
de linea de esta métrica en coordenadas esféricas se expresa como:[4]

2 2m. —
ds® = (1= Z2)de? — (1 — 22) ' — r2(d6° + sin® 0d¢?) (1.47)
r r
La no dependencia de las coordendas temporal (¢) y azimutal (¢) en la métrica de Schwars-
child identifican a ésta como una solucién estacionaria y azisimétrica [2][4]. Es decir, que
es invariante mediante una transformacion del tipo t — —t o ¢ — —¢, lo cual implica la

4http://en.wikipedia.org/wiki/Killing_vector_field
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existencia de dos vectores de Killing:
k=0, =10, my, =0y =5, (1.48)

Desde ahora, es importante definir un horizonte de Killing como aquella region en la que la
norma de un vector de Killing se desvanece determinando una hiper-superficie nula [8]. Si
se toma esta condicién de nulidad para el vector de translacién temporal (k*), se obtiene el
siguiente resultado:[2][9]

'k, = g k'E" = 9,050 = goo (1.49)

Lo cual solo puede ser cero, si 7 = 2m. Este resultado es evidentemente el radio de Sch-
warschild e implica a su vez, que en una solucion estacionaria, un horizonte de Killing
coincide con un horizonte de eventos [8]. En los préximos capitulos se hard uso de los vec-
tores de Killing con el fin de hallar de manera mas sencilla algunas propiedades asociadas
a los horizontes de eventos en los diferentes tipos de agujeros negros, evitando asi posibles
ambigiiedades en cuanto a la identificacién de aquellos horizontes.



Capitulo 2

Agujeros negros

Este capitulo estd dedicado, especialmente, a las soluciones exactas de las ecuaciones de
campo de Einstein; en él se pretende ensenar detenidamente y sin embargo, de manera global,
los tres casos restantes en cuanto a la geometria proporcionada por cuerpos que podemos
considerar agujeros negros desde el punto de vista fisico de la relatividad general. Anterior-
mente, se expusieron las cualidades geométricas y fisicas de la solucién de Schwarzschild, la
cual puede ser asociada con un agujero negro estatico y de simetria axial; a continuacién
se introduciran los diferentes tipos de agujeros negros, sus soluciones y propiedades generales.

2.1. Solucion de Reissner-Nordstrom

La métrica de Reissner-Nordstréom provee una asociacion geométrica de un objeto pun-
tual que no solo posee masa, sino también carga eléctrica. La primera sintesis de esta solucion
fue proporcionada por H. Reissner [16] y complementada por G. Nordstrém [I7] en un in-
tento exitoso por involucrar el electro-magnetismo con la teoria general de la relatividad;
aquella solucion es exacta y pertenece a un grupo mas extenso de soluciones de las llamadas
ecuaciones de Einstein-Maxwell.[2][9)]

Las ecuaciones de Einstein-Maxwell se expresan a partir de las ecuaciones de campo
originales, pero con un contenido energético diferente, es decir, el tensor de estrés-energia
toma una forma ya conocida desde la teoria electro-magnética de Maxwell. Al tomar las
ecuaciones de campo en forma invertida con respecto al tensor de Ricci, se obtiene la siguiente
expresién (en unidades geometrizadas ]

1
R, =8n(T,, — §gw,T) (2.1)

en donde el tensor 7}, toma la forma del tensor de estrés-energia de la teoria de Maxwell en

LAl tomar este tipo de unidades, se asume que las constantes de Coulomb, en el caso electrostatico, y
de Biot-Savart para el caso magnético equivalen a uno y por lo tanto se pueden expresar las constantes de
permitividad y permeabilidad en términos de estas anteriores como: ¢y = ﬁ v o = 4.

14
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espacio curvo: [2][4]

1 « 1 Q
Ty = E(FuaFu - Zg/wF ﬁFab’) (2.2)

también se puede verificar con facilidad que el tensor mostrado es libre de traza y su con-
traccién con la métrica es nula, es decir 7' = ¢**T,,, = 0. Finalmente, introduciendo (2.2) en
(2.1) se obtienen las ecuaciones de Einstein-Maxwell: [4]

1
Rp,u - 2F,uaFlfv - §g,u,uFaBFaﬁ (23)

en donde F), corresponde al tensor electro-magnético. Para este caso, se supone que la
carga es puntual y posee un campo eléctrico radial; siguiendo las convenciones, las tnicas
componentes del tensor electro-magnético que sobreviven (recordando que el tensor es anti-
simétrico) son Fy; = —Fjp = E, [2]. Finalmente, se aplica una tltima reestriccién acerca del
primer par de ecuaciones de Maxwell para el espacio libre en forma covariante V,F* = 0
[7] ¥ se obtiene la solucién requerida (ver apéndice A):

2 2 2 2\ -1
ds? = (1- ="+ %)dtQ +(1-=+ %) dr® — 12d (2.4)

en donde la constante () es identificada con la carga eléctrica de la fuente y la seccion
d2? = df? + sin® 0d¢? es el dngulo sélido de una 2-esfera. La anterior se conoce como la
solucién de un agujero negro con carga eléctrica y correspone a la segunda solucién local y
exacta de las ecuaciones de campo de Einstein. Se puede observar claramente que en el caso
@ = 0 se recupera la solucién de Schwarzschild con masa geométrica m.

Por supuesto, al igual que con la métrica de Schwarzschild es posible transformar la
métrica a coordenadas avanzadas de EF de acuerdo con lo mostrado en la seccién 1.2; asi se
adquiere el elemento de linea, [2]

2 2
ds® = <1 _amy %)du2 — 2dudr — r*(d6* — sin® 0d¢?) (2.5)

r
con el cual se procedera a analizar de manera breve las propiedades geométricas de la solucién.

Al solucionar la métrica para las trayectorias geodésicas radiales (ds® = 0), se llega a un
par de ecuaciones diferenciales analogas a las de la seccién anterior

du

—=0 (2.6)

du 2
== 2.7

Las trayectorias entrantes de la luz, en este caso, pueden ir directamente hacia la singula-
ridad o aproximarse asintotalmente hacia alguna de las dos nuevas regiones que aparecen,
como se muestra en la figura 2.1. En oposicion al caso de Schwarzschild, esto senala que la
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Figura 2.1: Diagrama espacio-tiempo para la solucién de Reissner-Nordstrdm con trayectorias
entrantes y salientes de los horizontes de eventos .. = 6 y r_ = 2 . Las lineas rectas corresponden
a las trayectorias que sigue la luz directamente hacia r = 0.

solucién de Reissner-Nordstrom contiene dos horizontes de sucesos los cuales seran tratados
a continuacion.

2.1.1. Horizontes y singularidad

Retomando la seccién anterior, en la ecuacién (2.4) se observa que la métrica posee un
comportamiento singular cuando el denominador de la componente g1, se tiende a cero; por
supuesto, esta singularidad no es mas que un comportamiento proveniente de la eleccién
particular del tipo de coordenadas lo cual es corregible desde el sistema de EF. Al igual que
en el capitulo anterior, se puede tomar una direccion diferente para hallar el horizonte de
eventos correspondiente al agujero negro de Reissner-Nordstrom por medio del uso de los
vectores de Killing: si se encuentra una region en la cual el flujo vectorial de Killing sea nulo,
se estara frente a un horizonte de Killing; el cual coincide, en este caso, con el horizonte de
sucesos [2] ,

Kk, = kK’ =0 (2.8)
guuég(sg = Joo = 0 (29)

2 2
p_2m @ (2.10)

r 72
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reacomodando la expresion, lo anterior es igual a
r? —2mr+Q*=0 (2.11)
Lo cual es corresponde a una ecuacién cuadratica con dos raices reales para el caso m? > Q*:
ry =m=+\/m?— Q? (2.12)

Segun lo visto en el diagrama de Eddington-Finkelstein, estos dos horizontes aparecen co-
mo un par de superficies que evitan la salida de particulas y actuan como membranas de
separacién entre el interior del agujero negro y cualquier observador externo. La regién r_
se conoce en la literatura como horizonte de Cauchy [7], sin embargo, sus implicaciones no
se discutiran a profundidad en este trabajo; debido a eso nos limitaremos a asumir que la
region r, es el horizonte de sucesos.

g(tt)

w

v3

//

-1

Figura 2.2: Grifica de la componente g;; en funcién de la coordenada radial 7 para la solucién
de Reissner-Nordstrom. Las raices (cortes) en r = m y r = 5m representan la presencia de los dos
horizontes de eventos para un agujero negro con carga eléctrica. En este caso m = 3 y Q% = 5.

Aparentemente, las particulas eléctricamente neutras que entran en el agujero negro, lle-
garan a experimentar fuerzas de repulsion de Coulomb (figura 2.1) permitiéndoles evitar la
singularidad, siempre y cuando posean la velocidad y trayectorias adecuadas; con respecto
al capitulo anterior, se puede mencionar igualmente, que aquel punto r = 0 corresponde a
una singularidad intrinseca de la solucién con propiedades similares a las de la métrica de
Schwarzschild. Algunas propiedades con respecto a la contribucion de carga eléctrica y sus
consecuencias energéticas se daran a fondo en las secciones posteriores.
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2.2. Meétrica de Kerr: Agujeros negros rotantes

En las presentes secciones se introduciran las soluciones de las ecuaciones de campo co-
rrespondientes a la geometria de los agujeros negros rotantes y se inicia con la presentacion
de la métrica de Kerr, hallada por primera vez por el Neozelandés Roy Kerr en 1963.[18§]
La particularidad de esta solucién radica en que no puede ser obtenida por medio de los
métodos estandar trabajados anteriormente, sino que proviene de una deduccion basada en
multiples andlisis complejos realizados durante aquella década correspondientes al conjunto
de soluciones de simetria azxial. Por brevedad, es suficiente con exponer la solucién en su
forma més predeterminada en coordenadas de Boyer-Lindquist{]

2 4 :
as* = (1~ %)dﬂ + %asinQ butdo — "dr® — pds?

_ ((TQ +a2) i 2m

p; a’sin’ §) sin® fd¢”®  (2.13)

Con el propésito de hacer explicitas las coordenadas contravariantes de la métrica, se procede
a mostrar en forma matricial la solucién en componentes del tensor métrico:

r (r?+a?)2—a?Asin? 0 2mra ]
A - 0 0 PEA
0 -5 0 0
o P
2mra (Afaz sin2 0)
L p2A 0 0 T p2Asin?g
en donde
p* =1*+a*cos* (2.15)
A =1*—2mr + a® (2.16)

Adicionalmente, se observa que esta métrica posee términos por fuera de la diagonal de la
matriz del tensor métrico, los cuales tienen implicaciones fisicas importantes en el agujero
negro de Kerr en cuanto a la posibilidad de arrastre del espacio-tiempo en sus cercanias
debido al efecto de rotacion.

2Las coordenadas de Boyer-Lindquist [I9] (1967) se deducen a partir de una transformacién realizada
de la forma EF de la solucién. Esta forma de la métrica hace mas evidente la geometria pseudo-esferoidal
del agujero negro de Kerr y reduce considerablemente los cédlculos realizados con respecto a su dinamica y
propiedades adicionales. (Ver apéndices B.4)
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2.2.1. Singularidad, horizontes y ergosfera

Una inspeccién sencilla de la métrica de Kerr, revela una discontinuidad cuando p? =
r? + a? cos? § = 0. La igualdad anterior, se cumple solo si r =0y 6 = 5y se tiene que esto
corresponde a un anillo en el plano ecuatorial (0 = 7/2) [2]-[9] [18][20]

2+ = ad?, z2=0 (2.17)

Un célculo del invariante de Kretschman Rafgngaﬁw, revela que esta discontinuidad en la
métrica no es otra cosa que una singularidad intrinseca de la solucion.

Andlogo al caso de Schwarzschild, el desvanecimiento de la componente ¢ de la métrica
anticipa la existencia de un horizonte de eventos cuando: [2]

A
11
9 T2 0
A=7r—2mr+a*=0 (2.18)

lo que es una ecuacion cuadratica similar al caso de Reissner-Nordstrom cuyas soluciones

son las raices
rge =mEvVm? —a? (2.19)

con un horizonte de eventos en 7 = rgy, (y un horizonte de Cauchy en r = ry_)

La no dependencia de las coordendas temporal () y azimutal (¢) en la métrica de Kerr,
identifican a ésta como una solucién estacionaria y azisimétrica [2]. Es decir, que la métrica
es invariante mediante una transformacion del tipo t — —t o ¢ — —¢, lo cual implica la
existencia de dos vectores de Killing: [2][5]

ky=0,=10,, my, =0y =5, (2.20)

En el caso de Schwarzschild, el vector de Killing de translacién temporal k, se hace nulo
en el horizonte de eventos r = 2m (1.49), y de hecho, coincide con un horizonte de Killing
(entendiéndose a éste simplemente como la regién en donde la norma de un vector de Killing
se hace cero); sin embargo, Hawking y Ellis [§] demostraron que esta no es una condicién
general en los agujeros negros rotantes. Si se toma la condiciéon de nulidad para el vector de
translacion temporal, se obtiene el siguiente resultado: [2][S]

k'k, = g, k'K = G038 = goo (2.21)
y usando la forma (2.13) de Boyer-Lindquist, esto implica que

2m
900:(1—?):0

r? — 2mr + a*cos®> 0 = 0 (2.22)

3 3 aBys _ 48(r2 —a® cos® 0)[(r*4a? cos® )2 —16r2a? cos? 6]
El resultado, Raﬂ,y(;R = (12FaZ cos? )6

ser comprobado en este trabajo, sin embargo, puede ser verificado en [21]

, es demasiado riguroso como para
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Las solucién de la anterior ecuacién cuadratica arrojan ahora como resultado las raices:
ry =m =+ vm? —a?cos? 6 (2.23)

las cuales claramente no se identifican con un horizonte de eventos debido a que sus valores
son variables dependientes del angulo ecuatorial # que exceden la distancia desde el horizon-
te hallado en (2.19). En su lugar, estas fronteras identifican dos hiper-superficies nulas [10]
que tocan el horizonte en # = 0 y § = 7 en donde el corrimiento al rojo de la luz para un
observador externo se hace infinito [2][I0]. La raiz r,, corresponde al denominado limite
estactonario y la region comprendida entre este limite y el horizonte de eventos se conoce
como ergosfera|2]-[9], cuyas implicaciones se explicaran posteriormente.

Es 1til desde ahora, definir el drea del Horizonte [10] antes de determinar otras propie-
dades

2 T
A= / / (\/ 9999¢¢)T:7'H+d9d¢
0 0

= 27r/0 (\/((T2 + a2)p? + 2mra? sin® ‘9))r=m+ sin 6d6
= 47r(\/A + (r2+a®>—A)(r2+ a2))

T=TH+

como se mostré con anterioridad (2.18), en el horizonte A =0

A=Ar(ri +a*) = 8rm(m + vVm? + a2) = 8tmry, (2.24)

aM

— Horizonte externo

M| - — Horizonte interno

= = Limite de ergosfera

AM

2M

—4M

60

it -
8f—llJ.-‘L! —8M  —6M —4M -2M 0 20 4M G0 80 100

el ns{rb]

Figura 2.3: Grifica de las trayectorias geodésicas para la solucién de Kerr en el plano ecuatorial
0=m/2.
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2.2.2. Comportamiento asintético

A diferencia del caso de Schwarzschild, la métrica de Kerr no cumple el teorema de
Birkhoﬂﬂ esto significa que la métrica de un cuerpo esférico rotante (tal como una estrella o
un planeta), no es parte de la métrica de Kerr en el exterior. Sin embargo, es posible analizar
el comportamiento en el infinito de la solucién para vislumbrar importantes caracteristicas.
Expandiendo la métrica en potencias de 1/r y considerando r > a y r > m, se obtiene:
2110y [18]

g2 = (1= 22 o)+ (Al

- <r2 + O[r’3]>d02 - <r2 + O[r’?’]) sin® 0d¢> (2.25)

+ O[r*i*])dtdqb - (1 + O[r’1]>dr2

Esta aproximacion, demuestra que la métrica no solo es asintéticamente plana, sino que
también corresponde a la métrica de Lense-Thirring’| para distancias muy lejanas a la fuente.
La comparacién, sin duda alguna identifica a a proporcional al momento angular

ax L

y en efecto [18][20]
L =ma

Es decir, que el agujero negro esta rotando. En una primera observacion, Kerr definié la
métrica como la descripcién de una masa (esférica) rotante [I§], pero en oposicién y bajo
argumentos sofisticados, Newman reinterpreto la solucion como la métrica perteneciente a un
anillo de masa rotante.[20] Ahora es més acertado enunciar el siguiente teorema: toda descrip-
cion de un cuerpo rotante hace parte de la solucion de Kerr, solo asintdticamente.[2][4][10]

4Por D. Birkhoff (1923), este teorema establece que si existe una solucién a las ecuaciones de campo para
un cuerpo de simetria esférica, esta debe ser estatica y plana asintéticamente; es decir, la geometria externa
de un cuerpo esférico es la solucién de Schwarzschild. Este teorema puede ser ampliado para tomar una
definicién similar con respecto a las ecuaciones de Einstein-Maxwell, cuya solucién externa con una fuente
de simetria esférica es necesariamente la métrica de Reissner-Nordstrom. Usualmente, la incompatibilidad
de una solucién interna con la métrica de Kerr se relaciona con el denominado teorema de no-Birkhoff, el
cual no es mas que la constatacién de que la solucién no cumple con el teorema en cuestién. Ver: T. Misner
y J. Wheeler, “Gravitation”. Sec. 32.2[)]

°La métrica descubierta en 1918 por Josef Lense y Hans Thirring [22] corresponde a la solucién de las
ecuaciones de campo para una masa rotante; de acuerdo con el trabajo de los autores, el “campo gravitacio-
nal” en aquella situacién deberfa repercutir en otros cuerpos de prueba situados alrededor (effecto LT) tal y
como fue detectado en el ano 2004 por la sonda espacial Gravity Probe B (Nature No. 431, 958-960, 2004).
La métrica de Lense-Thirring tiene la forma

2 4m(r?w)sin® 0
ds? = (1= Z2)dt? + M) S0 gy dr? — 2(d6? + sin® 9dg?)

en donde w es la velocidad angular de la fuente y el producto mr2w se identifica con el moméntum angular.
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2.2.3. Velocidad angular y limite estacionario

Anteriormente se comprob6 que la solucion de Kerr, reproduce la geometria de un cuerpo
rotante. Debido a esto, es posible encontrar la velocidad angular correspondiente por medio
de presunciones sencillas. Primero se debe considerar el elemento de linea en la forma de
Boyer-Lindquist y asociarlo a las trayectorias que recorre la luz y ademas considerar el
movimiento a una distancia radial constante con dr = 0y df = 0, es decir, igualando a cero
la expresién (2.13) y dividiendo todo entre dt? se obtiene:[4]

ds® = gudt® + grrdr® + goodb® + 2gsdtdd + gpdd® = 0 (2.26)
9669° + 29166 + gu = 0 (2.27)

donde ng = Ccll—f

Ahora, solucionando para ¢, se encuentra la velocidad angular:

q'b:Qi:|gﬁ|:t (@)2_& (2.28)
9o 9o 9o

Podemos recordar que la hiper-superficie r,, es nula debido entre otras cosas, a que la
componente g; se hace cero en dicha region. Se puede identificar el signo positivo de la
velocidad angular, con el giro que realiza un cuerpo en el sentido en el que gira el mismo
agujero negro[2][4] y respectivamente, el signo negativo corresponde a un movimiento en
direccién opuesta. Con esto se obtiene un importante resultado:

Q= 2w, Q- =0 (2.29)
con

2mra
(12 + a?)p? + 2mra?sin® f

90
9oe

Es evidente que el movimiento retrégada alrededor de dicha érbita no es posible. Este impre-
sionante resultado sugiere que no importa que tanto se propulsione un cuerpo en la direccién
contraria de rotacion, éste siempre girara en el mismo sentido de rotacion del agujero negro.
Por otro lado, esto implica que un cuerpo en la zona r = r, no puede permanecer en reposo,
por lo cual dicha zona se denomina el limite estacionario, en donde el espacio-tiempo sufre
de un arrastre por parte de la rotacién del agujero negro.

Finalmente, a pesar de que la métrica de Kerr no parece tener un claro horizonte de
Killing, en realidad si lo posee; si se observa detenidamente la ecuacién de Killing (1.46)
parece claro que esta es de carédcter lineal y por lo tanto, si un vector de Killing cualquiera
obedece dicha ecuacién, también lo hard una combinacién lineal de tales vectores[]. El
mejor ajuste que corresponderia a los vectores pretenecientes a la métrica de Kerr (2.20) es
encontrado por conveniencia comol[4][§]

& = kM + Qpm (2.30)
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en donde gy es una constante que se identifica con la velocidad angular del horizonte de
sucesos del agujero negro. Retomando la condicién (1.49) para un horizonte de Killing se
encuentra la expresion

'k, = 9" = g (K" + Qpmt) (K" + Qum”) =0 (2.31)

Al realizar las correspondientes operaciones y contracciones provenientes de la definicién de
los vectores involucrados (2.30) se obtiene la siguiente ecuacién cuadratica:

933 + 2903 + goo = 0 (2.32)

siendo esta idéntica a la hallada en (2.27) y cuya solucién es la velocidad angular del horizonte
de eventos.

2.3. Meétrica de Kerr-Newman

Para finalizar el presente capitulo, se presenta la tltima de las soluciones exactas de las
ecuaciones de campo en el vacio. Hallada en 1964 por E. Newman et al.[23], esta métrica
fue producto de un trabajo que buscaba complementar la solucién de Kerr a una forma
definitiva incluyendo la carga eléctrica y que fuera, por supuesto, solucién a las ecuaciones
de Einstein-Maxwell de manera analoga al caso de Reissner-Nordstrom. La manera en la
que fue establecida la métrica de Kerr-Newman simplifica los calculos obtenidos por Kerr al
usar un algoritmo simplificado por medio del uso de tétradas nulas (ver Apéndice B). Sin
dar mayor preambulo, la métrica de Kerr-Newman es expresada en coordenadas de Boyer-
Lindquist:[2}, 4], 5], 9, [10]

2 N2 2 N2 2
ds? = (1~ mr_ﬂ)dﬁ LB i Bdtd — P
p p A
2 _ N2
— p*do® — ((r* + a®) + LQQQQ sin® ) sin® 0d¢*>  (2.33)
p
en donde

A =7 =2mr +a* + Q? (2.34)
0> =1+ a*cos’ (2.35)

Se identifica a “Q)” y “a” con la carga eléctrica y el moméntum angular por unidad de masa,
respectivamente. Se observa a simple vista, que por su similitud, la métrica de Kerr-Newman
posee propiedades muy similares a las de la de Kerr. Por motivacién a resumir la presente
seccion y dar lugar a los capitulos posteriores, se presentara el sumario de las caracteristicas
principales de la métrica como sigue a continuacion:

= Debido a que los coeficientes son independietes del tiempo y la coordenada angular
¢, la solucién se identifica como estacionaria y azxisimétrica, por lo tanto contiene dos
vectores de Killing asociados k, = 0, y m,, = 0,.[4][5]
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» La solucién posee un horizonte (se omite el de Cauchy) cuando A =0

rg=m+v/m?—a?— Q2 (2.36)

Similar a la solucién de Reissner-Nordstrom, se contempla el caso extremo cuando
m? = a®+ Q?

Existe una hiper-superficie nula cuando g = 0 localizada en:

ry =m+/m2 — Q% — a2cos2f (2.37)

De nuevo, la regién comprendida entre el limite estacionario y el horizonte de eventos
es la ergosfera (figura 2.4).

Al igual que con la métrica de Kerr, el desvanecimiento del vector de Killing combinado
& = k* 4 Qgm* senala el horizonte de Killing que coincide con el de eventos; ademaés,
también se muestra la existencia de un limite estacionario y una velocidad angular en
el horizonte (6 = [0, 7]) cuando {#¢, = 0. Para simplificar, se expresara directamente
el valor de Qg en la siguiente forma:[4][5]

a a

Oy = = 2.38
702 a2 ™ 2mry (2.38)

El area superficial del agujero negro de Kerr-Newman es muy similar a la del precursor

agujero de Kerr
A =dn(ry; + a®) = 47 (2mry — Q?) (2.39)

La ultima expresiéon de la derecha se muestra a proposito de constatar que se puede
reducir la solucién de Kerr-Newman a la de Kerr, cuando ) = 0.

Existe un cuadri-potencial electromagnético asociado a la carga Q:[4, [5]

A, = %(1,0,0,0&81112 0) (2.40)

El cual se reduce en el horizonte de eventos, cuando r — ry y 6 = [0, 7], a la siguiente
férmula para el potencial eléctrico:
Qry

A== —"—"— 241
¢ r% + a? ( )

Para finalizar, al observar la métrica de Kerr-Newman en su forma de Boyer-Lindquist (2.33)
es evidente que también posee una singularidad intrinseca cuando p? = 72 + a?cos? 6 = 0; la
singularidad también posee forma de anillo, como era de esperarse. [23]
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Ergosfera
Horizonte

de eventos

Limite
estacionario

y

Singularidad
de anillo

Figura 2.4: Figura esquematizada de un agujero negro rotante con sus respectivas regiones
especiales y singularidad.

Con el anterior resumen de las propiedades basicas de los agujeros negros estamos en
condiciones de proceder en una direccién mas definida en cuanto al estudio. Se cierra este
capitulo con la descripcion breve de las cuatro soluciones exactas de las ecuaciones de campo
para los posibles casos de agujeros negros, con las cuales se puede llevar a cabo el estudio
de las propiedades generales y especiales que llevan a relacionar a estos cuerpos masivos con
una formulacion fisica generalizada como se vera en el siguiente capitulo.

Q=0 Q7 0
L=0 | Schwarzschild | Reissner-Nordstrom
L+# 0 | Kerr Kerr-Newman

Cuadro 2.1: Tabla comparativa entre los diferentes modelos de agujeros negros segtin su carga
eléctrica y moméntum angular.



Capitulo 3

Termodinamica de agujeros negros

Antes de comenzar directamente con la parte central del tema de este capitulo, es im-
portante iniciar con una generalizacion de la teoria de los agujeros negros. Como se vid en
los capitulos anteriores, los agujeros negros poseen caracteristicas bien definidas, dotando a
estos cuerpos de una elegante simplicidad, no obstante, de compleja interpretacion; desde
una primera observacion acerca del colapso estelar, parece interesante el hecho de que los
agujeros negros ya conformados (estacionarios) no ostentan las propiedades ni caracteristicas
de sus precursoras estrellas colapsantes; es como si todo lo que hacia parte de la estrella -su
forma, su temperatura, su composicion material, etc.- haya sido barrido por completo para
dejar un agujero negro unicamente definido por las restantes caracteristicas de masa, carga
eléctrica y moméntum angular (m, @, L); es decir que, aun cuando la estrella se encoja
hasta una singularidad, su masa, carga y rotacién anteriores seran los tinicos parametros
observables que haran parte del recién nacido agujero negro. Lo anterior fue denominado de
manera metaférica por J. Wheeler como cierta “pérdida de pelo” de los agujeros negros en
un teorema que hoy se conoce como el teorema sin-pelo (no-hair theorem).[4]

En el capitulo anterior se estudiaron brevemente las caracteristicas generales de los agu-
jeros negros rotantes en cuanto a sus horizontes, singularidades y la existencia de una regién
denominada ergosfera; sin embargo, hasta este punto no se ha explicado la naturaleza de
dicha region. La ergosfera, como se vié anteriormente, es la zona delimitada entre el ho-
rizonte de sucesos y el limite estacionario en un agujero negro rotante; como su nombre lo
sugiere (ergosfera, del griego ergon="‘“energia”), esta superficie tiene propiedades interesantes
en cuanto a la posibilidad de extraccién de energia como fue sugerido por Roger Penrose
en los sesentas con los denominados procesos de Pen’r‘oseﬂ[27], en los cuales una frac-
cién de energia puede ser retirada de una agujero negro a expensas de la disminucién en su
rotacion. Segun el modelo de Penrose, las particulas con rotacion retrégada pueden decaer
en pares particula-antiparticula resultando en la extraccion eficiente de energia por parte de

!Similar a la propuesta de Penrose, existe otro modelo de extraccién de energia en un agujero rotante de
Kerr-Newman establecido por Blandford y Znajek en 1977; la extraccion energética se basa en la acreacién de
materia alrededor del agujero negro, la cual genera intensos campos magnéticos los cuales drenarian energia
de rotacién y carga por produccion de pares particula-antiparticula en chorros posiblemente medibles como
fuentes de ondas de radio. Ref.: R. Blandford & R. Znajek, Electromagnetic Extraction of Energy From Kerr
Black Holes, Mon. Not. R. astr. Soc. 179, 433-456 (1977)

26
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una particula fugada de la ergosfera. A continuacién se mostraran los limites maximos de
extraccion de energia sin ahondar en los detalles del proceso de Penrose, lo cual esta fuera
del objetivo de este trabajo.

3.1. Extraccion energética y féormula de masa

Al considerar los multiples posibles escenarios en los cuales se podria retirar energia
de una agujero negro, surge la inquietud acerca de los limites de eficiencia y las emergentes
restricciones que aparecerian dados los procesos de Penrose o cualquier otro. Inicialmente, D.
Christodoulou -uno de los estudiantes de John Wheeler- propuso en 1970 un limite maximo
para la extraccion de energia de un agujero negro rotante e introudujo un concepto interesante
y fundamental para la teoria: la masa irreductible|28], como aquella que nunca disminuye
sin importar el proceso que se efectiie para sacar energia y la cual, a su vez, representa el
remanente de un agujero negro de Schwarzschild después de que toda la energia de un agujero
negro ,rotante o con carga eléctrica, haya sido retirada. Para hacernos una idea mas general
acerca de lo anterior, se recurrird a un enfoque ligeramente distinto al original con el uso de
los conceptos basicos obtenidos en las secciones anteriores. Consideremos el enunciado de D.
Christodoulou en forma matemaética: [4][10] 28]

Smiy > 0 (3.1)

en donde la igualdad se mantiene solo para procesos reversibles, definidos como aquellos en
los cuales el area del horizonte de sucesos no cambia y pueden ser revertidos por medio de la
adicién de carga eléctrica o moméntum angular opuestos (Christodoulou-Ruffini, 1971)[29];
entonces, si se asume que la iltima configuracion a la que puede llegar un agujero negro, pese
a que toda su energia rotacional y carga eléctrica han sido menguadas, es la de Schwarzschild;
se puede equiparar aquella masa irreductible con aquella que tendria si se espera que su
tamano no haya disminuido. Tomando como ejemplo un agujero de Kerr-Newman, se puede
expresar el area de éste a partir de su masa irreductible

A = 47 (2my,)? = 167ms, (3.2)

es 1til invertir la relacion para mostrar lo siguiente:

[ A

y recordando el drea de un agujero de Kerr-Newman (2.39) se tiene
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Despejando la tltima expresién para m y recordando que a = L/M se halla la siguiente
ecuacion:

L2 QZ Q4
2 2
= g+ g o (3.6)
Q? \2 L \2

La tltima expresion es la famosa férmula de masa de Christodoulou-Ruffini[29] ha-
llada en 1971 para demostrar aquellos procesos reversibles e irreversibles en un agujero negro
de Kerr-Newman. Al retirar la carga eléctrica de aquella expresion, se obtiene la féormula ori-
ginal de Christodoulou y se puede observar claramente, que si se retirase por completo la
energia de rotacién y carga eléctrica del agujero negro, la masa total restante proviene tni-
camente de la masa irreductible; se infiere que un agujero de Schwarzschild no tiene energia
libre (m — my,) para extraer debido a que toda su masa es irreductible.

Adicionalmente, se tiene que para la métrica de kerr Newman se debe cumplir que Q? +a? <
m?, y al reemplazar la férmula (3.7) en la desigualdad se obtiene[29]:

L2 Q2
Tt T g =1 (3:8)

vemos de esta expresion que siempre que el drea se mantenga constante, los procesos a los
que se tiene lugar en el rango de la igualdad son reversibles; a estos procesos se les denomina
isoareales[33]. Al mismo tiempo, la desigualdad (3.8) sugiere una regién parametrizada en
un plano L-Q dentro del cual se permite la existencia de agujeros negros.

En cuanto a la maxima extraccion de energia, inicialmente podriamos suponer que un
agujero negro cargado de Reissner-Nordstrom se encuentra en su configuracion extrema; es
decir, cuando su contribucion energética de carga se encuentra en una magnitud equiparable
con su contribucién de masa (m? = @Q?). Para este caso se pueden modelar segiin la expresion
(3.1) las configuraciones al principio y al final de la extraccién (la cual se puede pensar como
la neutralizacién por medio de una carga opuesta bajada lentamente desde el infinito hasta
el horizonte de eventos[27]) de la energia por medio de la masa irreductible en funcién del
drea (3.3)

A; A
2 o 7 2 _ f
M) = 167 M (f) = 161 (3.9)

con A; = 4mm? y, suponiendo que el proceso se realiza hasta que el agujero negro queda
completamente descargado, su area final serfa Ay = 167rm?c. Ahora se puede expresar la
desigualdad (3.1) en terminos més familiares

2 2
M) = M) (3.10)

1
my > g™ (3.11)
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Ahora se procede a hallar el maximo de energia en este proceso teniendo en cuenta esta
energia como su equivalente en masa Am = m; — my:

1

m; —my < m; — M (3.12)
1

Am < (1 - 5)ml- = 0,50m; (3.13)

es decir, jse puede extraer hasta un 50% de la energia de una agujero negro cargado
eléctricamente![29]. Si se aplica el mismo procedimiento a un agujero negro rotante de Kerr,
el limite maximo de extraccion es ahora Am ~ 0,29m;, lo cual implica aproximadamente
hasta un 30 % de la energfa inicial.[27]

3.2. Leyes de la mecanica de agujeros negros

Para la presente seccion es conveniente tomar una direccion ligeramente desviada en la
cronologia de sucesos que dieron origen a los descubrimientos historicos a exponer, y dando
continuidad a la seccién anterior se presentaran las leyes clasicas de los agujeros negros las
cuales fueron compiladas inicialmente por Bardeen, Carter y Hawking (1973).[34]

3.2.1. La Primera ley

Anteriormente vimos que, segin los trabajos de Christodoulou y Ruffini, existe una rela-
ci6n limitante (3.1) en los procesos que involucran la extraccion energética o transformaciénes
isoareales de los agujeros negros; ademas, los parametros involucrados en cada proceso siem-
pre estan bien definidos en un determinado rango (3.8) y la masa irreductible (3.4) aparece
como una cantidad no degradable que se conserva a lo largo del tiempo. Si se toma la férmula
de masa en (3.6) y se reemplaza la masa irreductible en términos del drea (3.3), se tiene para
un agujero negro de Kerr-Newman la siguiente ecuacién (Smarr, 1973)[32]:

A Q?* wQ* ArL?
2—_ PR —_—
“Tr T2 A TTa

m (3.14)
de esta expresiéon se puede partir derivando implicitamente todos los términos y despejando

m para obtener:
rg —m a Qry
= Sa(r2 2 dA + — 2 2 2
m(ry + a?) T+ a Ty +a
Es importante separar cada una de las expresidénes involucradas en la relaciéon para poder
identificarlas:

dm

dQ (3.15)

o LT m @ - & (3.16)
rH + a? 2m(m + /m? —a? — Q?) — Q2

= Esta cantidad se reconoce como la llamada gravedad superficial del agujero negro;
aunque su derviacién es complicada y requiere el uso de herramientas matematicas mas
complejas, se puede dar una definicién aproximada: la gravedad superficial se entiende
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como la fuerza (por unidad de masa) que se requiere ejercer desde una posicion alejada
al infinito para mantener una particula lo mds proximo al horizonte de eventos como le
sea posible[d]. Desde esta definicién, se puede deducir que se estd hablando de alguna
clase de “aceleracion gravitacional”, sin embargo, esta nocién no esta bien definida para
los agujeros negros debido a la inmensa (infinita) gravedad que ejercen en el horizonte
de sucesos[11]. Para el caso de Schwarzschild (a = 0 y @ = 0) la gravedad superficial
toma un valor, evaluado en el horizonte, de k = 1/4m; este valor es evidentemente
constante teniendo algunas repercuciones adicionales que se estudiaran mas adelante.

a a
O = = 3.17
U ammt mE— a2 — Q%) — Q? (3.17)

» Tal y como se vio con anterioridad (2.38), esto no es mas que la velocidad angular
en el horizonte.

o @ __ Quntym -
¥ + a? 2m(m + /m? —a®? — Q?) — Q?

(3.18)

» A esta dltima cantidad se le identifica con el potencial eléctrico (hallado anterior-
mente en 2.41) en el horizonte del agujero negro medido desde el infinito.

Ahora poniendo todo junto en su lugar, la ecuacién (3.15) adquiere su forma general:
dm = 8idA + QudL + ®dQ (3.19)
7

De esta ultima manera se obtiene la ecuacion de estado fundamental de los agujeros
negros y su puede enunciar que: en un agujero negro estacionario, la energia (masa) total
permanece constante y unicamente se transforma en funcion del cambio en sus pardmetros
externos (L, Q); en todo caso, una vez que el agujero negro se mantenga en su configuraciéon
estacionaria mas estable, la gravedad superficial sera constante a lo largo de todo el horizonte
de eventos. La anterior definicion se aplica dentro de esta seccion como la ley cero de la
mecdnica de agujeros mnegros. Desde este punto ya empieza a parecer mas familiar la
teoria de los agujeros negros con aquella formulacién perteneciente a la termodinamica si
se considera, ademas, la variacion de parametros externos como un “trabajo hecho hacia el
agujero”.

La formula de masa de Christodoulou no solo es el punto de partida de la primera ley de
esta teoria; su definicion sobre la irreductibilidad de la masa es una base fundamental para
la siguiente ley.

3.2.2. La segunda ley

En la primera seccién (3.1) vimos como la conclusiéon de Christodoulou podia llevar a
resultados importantes en cuanto a la evolucién temporal de los procesos en los agujeros
negros. Por supuesto, la masa irreductible de Christodoulou esta relacionada con el area
(3.3) del horizonte de eventos y, en ese mismo orden de ideas, parece ser que dicha area
tampoco puede disminuir en los diferentes procesos; sin embargo aquello no fue generalizado
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a la ligera en primera instancia hasta que Hawking (1971) poco tiempo después realizara una
demostracion al respecto. Valiéndose de poderosos teoremas en los cuales habia trabajado
previamente con Penrose, Hawking desarrollo la demostraciéon de que el area del horizonte de
eventos de un agujero negro no disminuia en el tiempo, considerando que la expansion de un
agujero fuese positiva y eso estaba de acuerdo con las condiciones energéticas para acreacién
de materia con densidad no-negativa; ademas de esto, el teorema de Hawking implicaba que
la colisién de més agujeros negros daria como resultado uno nuevo con un &rea inclusive
mayor que la suma de sus predecesores. El enunciado de Hawking se puede considerar de
manera sencilla con la expresion[30]

SA>0 (3.20)

y de nuevo, la igualdad se mantiene para procesos reversibles.

Desde luego, esta propiedad de los agujeros negros ya empezaba a desconcertar a los
contemporaneos, especialmente a Jacob Bekenstein de Princeton quien sostenia que era de-
masiado sospechoso que esto se asemejara tanto con una ya conocida ley de la fisica: la
sequnda ley de la termodinamica; sin embargo, Hawking era renuente al respecto y en eso
se basé esencialmente para producir junto con Bardeen y Carter su compendio de leyes
(clésicas) de la mecdanica de agujeros negros.

3.2.3. La tercera ley

Vimos a lo largo de esta seccién que al deducir la primera ley de la mecanica de aguje-
ros negros aparecié una cantidad conocida como gravedad superficial (3.16); dado un valor
constante de esta cantidad en el horizonte de eventos, se estara frente a un agujero negro
estacionario. Pero, ;qué sucede en el caso de un agujero negro extremo?; para el caso de Kerr-
Newman tenemos aquella situacién si se aumentara progresivamente la carga y rotacion del
agujero negro hasta llegar al limite m? = a? + Q?, en este punto se puede observar de la
ecuacion (3.16) que la gravedad superficial se hace cero (sin embargo el drea no desaparece)
y ademas, si se pudiera continuar el proceso hasta lograr, tan solo infinitesimalmente, que
m? < a?+@Q? el horizonte de eventos desapareceria y se enfrentaria la indeseable aparicién de
una singularidad desnuda. Desde luego, esta situacién es tan indeseable para la fisica de los
agujeros negros, que motivo a R. Penrose a desarrollar una conjetura conocida como hipdtesis
de censura cosmica (Penrose, 1969)[25]; segun esta, la aparicién de un agujero negro a partir
del colapso estelar solo puede ser posible si antes se ha desarrollado una superficie atrapada
para contener la singularidad E| Los detalles para soportar las afirmaciones de Penrose serian

2 Aunque los teoremas desarrollados por Penrose y Hawking fueron lo suficientemente contundentes para
probar la necesidad de horizontes de eventos en los agujeros negros, la hipétesis de Penrose no desechaba la
posibilidad de singularidades desnudas. A favor de Penrose, en 1991 Hawking aposté junto con Kip Thorne y
John Preskill, del Caltech, a que la hipdtesis era cierta y la apuesta fue firmada con la recompensa de “ropa
para vestir la desnudez del ganador”. En 1997 Hawking tuvo que admitir su derrota (parcialmente) ante el
descubrimiento de Christodoulou con simulaciones computarizadas de Matthew Choptuik de que existia una
posibilidad tedrica; no obstante, el descubrimiento resultaba en algo fisicamente improbable que requeria de
condiciones muy especiales como infactibles, y debido a esto la apuesta se redefinié con la condicién de que
no hubiera ninguna ambigiiedad. (A Bet on a Cosmic Scale, And a Concession, Sort Of By Malcolm W.
Browne The New York Times February 12, 1997)



32 CAPITULO 3. TERMODINAMICA DE AGUJEROS NEGROS

desarrollados al siguiente ano en colaboraciéon de Hawking con un tratado riguroso y sin
precedentes sobre singularidades, el cual incluiria aspectos generales y contundentes acerca
del colapso estelar y los horizontes de eventos (Hawking y Penrose, 1970)[26].

Con base en las anteriores observaciones sobre singularidades y su relacién con la gravedad
superficial, una tercera ley de la mecanica de agujeros negros se puede enunciar concretamen-
te como sigue: bajo ningun proceso, por idealizado que sea este, se puede reducir la gravedad
superficial de un agujero negro a cero en un nimero finito de pasos (Hawking y Bardeen,
1973)[34]. Aunque hasta este momento no se tienen herramientas suficientes para probar
aquella aseveracion, la hipdtesis de censura cosmica proporciona una de las bases para creer
fuertemente en que esta ley se cumple. En las siguientes secciones se dara una demostracién
simple para corroborarla.

Por dltimo, queda por mencionar que el recorrido a través de las leyes que definen la
mecanica de los agujeros negros deja varias inquietudes formales acerca de la relacion apa-
rente que se tiene con las ya conocidas leyes de la termodinamica, como fue explicado a lo
largo de este capitulo. Hasta este punto, la teoria de agujeros negros ha sido establecida
con un formalismo simple y bien definido por simples parametros, sin embargo, parece ser
necesario armar tentativamente un puente que relacione a aquellas dos teorias. En el siguien-
te capitulo se daran los andlisis correspondientes para mostrar la conexién definitiva entre
termodinamica y agujeros negros, ademas de unas correspondientes analogias.



Capitulo 4

Analisis de la termodinamica en
agujeros negros

La fisica de los agujeros negros parece ofrecer una formalizacién bastante elegante y
consistente junto con unas leyes bien definidas. Como se vié durante el capitulo anterior, las
cuatro leyes de la mecanica de agujeros negros parecen tener una relacién con las leyes de
la termodinamica, aunque esto en realidad desde una perspectiva puramente clasica es tan
solo una coincidencia si consideramos lo siguiente:

= En la formulacion de la ley cero de los agujeros negros se habla de la gravedad super-
ficial (3.16) como un pardmetro que siempre acompana a los que ya son estacionarios;
en analogia con eso, la ley cero de la termodindmica también ofrece un pardmetro
constante a lo largo de todo sistema que ya estd en equilibrio y se conoce como tem-
peratura absoluta. Entonces, seria inocentemente justo asociar la gravedad superficial
de un agujero negro con la medida de su temperatura, pero aqui ya surge un proble-
ma: ;Qué temperatura tiene un agujero negro? se supone que aquellos cuerpos son
aislados por poseer un horizonte de eventos y que jamas interactian con el exterior;
térmicamente estarian tan frios como el cero absoluto, es decir, sin temperatura alguna
proveniente de intercambios de calor. Por otra parte, jcémo sera posible asociar una
cantidad termodinamica como la temperatura con la gravedad superficial cuyas unida-
des son las de aceleracién? El problema dimensional aparece como un asunto esencial
a ser tratado por la teoria de los agujeros negros y esta basado en la naturaleza de las
magnitudes que se pretenden relacionar.

= Al formular la primera ley de los agujeros negros se evidencié que su masa total como
equivalente a su energia es una funcion de sus parametros externos y posee, ademas, una
ecuacién fundamental (3.19) que se cumple inclusive para cambios infinitesimales; la
comparacion es inmediata con la primera ley de la termodinamica en la cual se enuncia
segun el principio de conservacién de la energia, que en un sistema en equilibrio la
energia interna se conserva y solo se transforma por medio de una interaccion térmica
pura o por la variacion de sus pardmetros externos. Adicionalmente, esta ley admite
una ecuacion de estado fundamental (Reiff, 1965)[35]

dE = TdS — pdV (4.1)
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en la cual la segunda cantidad de la parte derecha representa el trabajo hecho por el
sistema y se mantiene también para cambios infinitesimales cuasi-estdticosﬂ Si se le
permite al sistema intercambiar energia inicamente por medio de la interacciéon térmica
pura (flujo de calor), no habra variacién de los parametros externos que contribuya en
la energia interna[36] y se llegaria a la relaciéon (Adkins, 1983)

dE = dQ = TdS (4.2)

entonces, el calor se toma como una forma de energia y el parametro de equilibrio
definido para el sistema es la temperatura absoluta 7' y la cantidad dS es la entropia
del sistema. En comparacién con la expresién (3.19) para agujeros negros, se podria
asumir que existe una intima relacién entre el producto (k/8m)dA y la expresién ter-
modinamica; se podria pensar de nuevo que la gravedad superficial es una medida de
temperatura e inclusive, que el drea del agujero negro es una medida de la entropia en
éste. Para continuar, la discusion sobre esta ultima similitud nos lleva inmediatamente
a la siguiente consideracion.

Al enunciar la segunda ley de la seccién 3.2.2. como (3.20) que bajo ningin proceso
el drea de un agujero negro puede disminuir en el tiempo[10], se encuentra una si-
militud importante con respecto a la segunda ley de la termodindmica en donde un
sistema aisaldo que en el tiempo tienda al equilibrio térmico siempre va acompanado
de un incremento en su entropial35], y la relacién 6S > 0 se mantiene, donde la
igualdad pertenece a procesos reversibles; ademas, si el sistema varia sus parametros
infinitesimalmente de manera cuasi-estatica, la relacion entre la interaccion térmica
y su entropia obedece la expresion (4.2). Hasta ahora la comparacién entre el area
del horizonte y la entropia es puramente superficial en forma y posee algunos proble-
mas; en particular, se ve a simple vista que las dimensiones no se ajustan debido a
que la entropia es adimensional y el area tiene unidades de longitud al cuadrado y
ademas, pareceria que en los agujeros negros se trasciende o viola la segunda ley de la
termodinamica. Con respecto a la posibilidad de que un agujero negro pudiera tener
entropia, R. Geroch manifesté durante un coloquio de Princeton en 1971 un problema
donde aparentemente se podria obtener trabajo a partir del calor con efiiciencia del
100 %, lo cual esta prohibido por la termodindmica. Segiin Geroch, al hacer descender
lentamente una caja sin peso, con entropia en forma de radiacion, a las proximidades
de un agujero negro, se podria obtener trabajo eficiente al retirar la caja después de
haber vaciado toda la radiacién dentro del agujero negro sin producir cambio alguno
en su area o masa; es decir, el agujero negro engulle la entropia y esta se pierde por
completo del exterior (Hawking & Israel, 1987)[37]. Aquella idea fue retenida y enfati-
zada por Hawking en el mismo trabajo al que es referido este capitulo sobre las leyes
de los agujeros negros, para argiiir que en realidad la segunda ley de la termodinamica
no se mantiene si se considera que el area no es una medida de la entropia.

= Con base en los anteriores hechos, la tercera ley de los agujeros negros de la seccion

'Los procesos cuasi-estaticos son aquellos en los cuales se procede a efectuar un trabajo variando lenta-

mente los pardmetros externos del sistema en cuestion; esto asegura que el sistema se encuentre en equilibrio
durante todas las etapas del proceso.
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3.2.3. también posee en su definiciéon similitudes con aquella de la termodindmica:
es imposible llevar y mantener un sistema a una temperatura de cero absoluto en un
nimero finito de procesos (Adkins, 1983)[36] y de manera adicional se cumple que en
el limite cuando T — 0 la entropia del sistema tiende a un valor constante (cero)
(Landau, 1969)[38]. Desde luego, el problema de estas comparaciones se mantiene si
no se definen una temperatura o entropia para un agujero negro. Con relacién a las
discuciones presentadas durante aquella época y en contra de los argumentos de Geroch,
Jakob Bekenstein -otro de los estudiantes graduados de John Wheeler- decidié dar un
giro crucial a los acontecimientos para redefinir las posturas de sus contemporaneos
y dar luces a una formalizacion de la termodindamica en los agujeros negros como se
mostrara detalladamente a continuacion.

4.1. La entropia del agujero negro

La propuesta de Bekenstein[31], 9] para confrontar los argumentos de Geroch y Hawking
tendria que ser lo suficientemente contundente como para definir la entropia del agujero negro
de manera consistente, tanto dimensionalmente como fisicamente. Para iniciar la deduccién
de la mencionada entropia, primero hay que definir a qué se refiere dicha cantidad; para
Bekenstein, la idea méas apropiada era considerar la teoria de la informaciéon como base fun-
damental. Segin la teoria de la informacion, la entropia de un sistema es una magnitud que
define la cantidad de informacién que se desconoce o se llega a perder en el tiempo[40, 4T].
La primera identificacién dice que una vez que algo entra en un agujero negro, la incertidum-
bre aumenta en forma de un incremento en la entropia de éste; sin embargo, la informacion
anterior sobre el sistema se desaparece:

AS = —AI (4.3)

Entonces, ya se identifca la entropia como la pérdida de informacién; como ejemplo en
analogia con un gas ideal, se pude considerar el caso en el cual se deja desplazar un gas de
un contenedor a otro por medio de una valvula, al alcanzar el equilibrio y ocupar un volumen
mayor, el gas se encuentra en igual probabilidad de ocupar cualquiera de los micro-estados
accesibles (Reiff, 1965) y se pierde informacién sobre su configuracién inicial o la localizacién
de sus moléculas. El uso de la teoria de la informacién se hace entonces pertinente y se puede
iniciar de manera formal con la entropia de Shannon (Shannon, 1949)[40]:

la expresion es adimensional y contiene todas las probabilidades p,, de encontrar el sistema
en alguno de sus posibles estados. Pero, si se ha de encontrar un relaciéon entre la entropia
y el area de sucesos, se debe incluir una consideracién mas: buscar la minima entropia que
se puede obtener y relacionarla con el minimo aumento de drea en ese proceso. En la teoria
de la informacién, la minima cantidad de entropia que se puede obtener sobre un evento es
aquella proveniente de la resolucién de una pregunta con si o no. Una pregunta de ese estilo,
como en el lanzamiento de una moneda a cara y cruz siempre tiene dos posibles respuestas y
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la probabilidad de cada una es del 50 %; la cantidad de informacién asociada se conoce con
el nombre de bit (1 bit = In2). De la misma manera, se tiene que la captura de una particula
por un agujero negro contiene la misma informacién con una respuesta dependiente de si
hay, o no, captura. En este ultimo proceso el area del agujero negro debe aumentar y si se
tiene claridad de la relacion con la entropia, entonces habra una cantidad minima que los
asocie solo si se conoce la expresion (funcién) adecuada que conecte las dos cantidades.
Haciendo unas indagaciones breves, la funcién que defina la entropia deberia ser una que
dependa crecientemente del area, y por proceso de descarte la mejor opcién es aquella que
obedezca una relacién lineal:[39)

A
Sph, = K (4.5)

con 7y como una constante y el factor 47 aparece debido a que la gravedad superficial se
separa de esa cantidad.

Lo siguiente seria definir correctamente las unidades de la constante en cuestion; estas
son (longitud)™2. La idea de Bekenstein[31, 39] fue apelar a la fisica cudntica y definir la
constante como inverso de la longitud de Plcmc (I, = VGh/c* ~ 107*3cm) al cuadrado.
Al pasar la longitud de Planck a nuestro sistema geometrizado, la constante es simplemente
h~! y ya se puede expresar la funcién (3.25) como:

A
Spn =nh™1— 4.6
bh = 1] . (4.6)
Basandose en previos calculos de Carter y Christodoulou (1966-1970), Bekenstein hallé el
aumento minimo del area por captura de particula en unidades geometrizadas como (Be-
kenstein, 1973-1974)
AA = 8rm,b (4.7)

en donde m, es la masa en reposo de la particula y b es su radio propio. Ahora, ;qué tan
pequeno puede llegar a ser b? Si se acota el valor del radio de la particula entre la longitud
de Compton h/m, y el radio gravitacional 2m,, se puede calcular un valor minimo para el
aumento del area situado en

(AA) i = 8h (4.8)

Ahora, si se compara la entropia minima por captura de particula con la pérdida de infor-
macion minima en este proceso se obtiene la solucién:

AA
(AS)ppin = (n/h)—= = In2 (4.9)
:>77:%1n2 (4.10)

2Las unidades de Planck se basan en un sistema preferencial en donde ademas de tener la velocidad de la
luz y la constante gravitacional de valor unitario, se aplica la misma condicién para la constante de Planck
(h = 1) y de Boltzmann. Al igual que con las unidades geometrizadas, se pueden reestablecer todas las
cantidades involucradas a unidades ordinarias, siguiendo los debidos factores de conversién. Ver la referencia

5]
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Con esto ha quedado plenamente identificada la constante n y la entropia del agujero negro

queda definida (en unidades SI)[39]:

In 24 ke?
- ) ¢ (4.11)

= (5 ) ne

en donde k es la constante de Boltzmann ~ 1,4 x 1073m?kg/s*K.

La segunda ley generalizada

Una vez se tiene la entropia del agujero negro en las manos, aparece una explicaciéon méas
plausible al problema propuesto por Geroch. Segin la propuesta de Bekenstein, no se puede
atribuir la pérdida irremediable de entropia al agujero negro simplemente por ser lanzada
a éste de manera paulatina; si bien, la entropia de un sistema -y por tanto la informacién
acerca de éste- desaparecen del universo al entrar a un agujero negro, no hay violacién a
la segunda ley debido a que el agujero ya contiene entropia desde un principio. La regla
implicita en la deduccion de la entropia de Bekenstein dice que a pesar de que la informacién
acerca de un cuerpo desaparece al entrar en un agujero, -viéndose esta pérdida como una
variacion en la entropia comun del cuerpo —S.- éste mas que compensa esa pérdida con un
aumento en su area y por ende, un aumento en su misma entropia; se espera que la segunda
ley pueda ser generalizada teniendo en cuenta que la contribucion del agujero negro a la
entropia del universo es real:

ASpn + AS. = A(Spr, + S¢) >0 (4.12)

Lo anterior se puede enunciar concretamente: La entropia comin al exterior del agujero
negro mas la entropia del agujero negro jamdas disminuye[31], B9, [42]. Aquella ley se conoce
como la sequnda ley generalizada y conecta de manera contundente la segunda ley de la
termodinamica con los agujeros negros; no obstante, ain quedan asuntos pendientes con
respecto a una formalizacion definitiva en cuanto a una termodinamica en los agujeros negros:
la temperatura. Si bien, se puede obtener un valor provicional para cierta “temperatura” , no
seria prudente teniendo en cuenta los argumentos al inicio de la seccién 3.3. La pieza faltante
en este rompecabezas seria el sorprendente descubrimiento de S. Hawking, cuyo trabajo en
la teoria de los agujeros negros seria de crucial importancia en la fisica contemporanea.

4.2. La radiacién de Hawking

Durante los meses posteriores al descubrimiento de Bekenstein acerca de que la entropia
existente en el agujero negro es tipicamente su area, Stephen Hawking de Cambridge de-
mostré desacuerdo hacia las comparaciones de entropia con area que se sugeria como una
mala interpretacién a su teorema del area (3.20). Eventualmente fue sugerida a él la idea
de que los agueros negros rotantes podrian emitir particulas y tras una visita a los fisi-
cos soviéticos Zel‘dovich y Starobinsky, Hawking descubrié que inclusive los agujeros negros
no-rotantes podrian emitir particulas (Hawking & Israel, 1987). Los resultados fueron publi-
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cados en 1974 para la revista Nature bajo el nombre de “Black hole explosions?” [43]; aunque
rechazado categoricamente al principio, la segunda publicacién de 1975 denominada “Parti-
cle creation by black holes” [44] resulté ser el hallazgo mas importante de la década. Segin
el descubrimiento de Hawking, los agujeros negros deberian emitir particulas -a expensas de
la absorcién de antiparticulas generadas en el horizonte de eventos- en una radiacion termal
con una temperatura proporcional a la gravedad superficial, tal y como se sospechaba.

Particula
"emergente"
Particula "desviada" por el
escapando campo gravitacional
(viajando (viajando adelante en
atras en el el tiempo)
tiempo)

Particula
\ escapa al
infinito

Aniquilacién
del par

Antiparticula cae
al agujero

/ Par
virtual
Creacién de un par '

particula-antiparicula

Horizonte de eventos

Figura 4.1: Esquema del mecanismo de radiacién de Hawking. Los pares virtuales de particulas y
antiparticulas formados fuera del horizonte de eventos contribuyen en la pérdida de masa del agujero
negro y en su eventual evaporacién. Se observa que el evento de captura de una antiparticula es
equivalente al escape de una particula que viaja atrds en el tiempo. (Adaptado de R. D Inverno,
"Introducing Einstein's Relativity”. Ver referencia [2])

Aunque la derivacion de la radiacién térmica de Hawking resulta ser altamente compli-
cada de obtener, debido al uso de teoria cuantica de campos en espacios curvos, se puede
proceder de manera heuristica a indagar acerca de la forma que se esperaria encontrar del
espectro de temperatura de la emision de particulas. Si se supone que las particulas que
serfan emitidas por un agujero negro son de distinta gama, también se esperaria obtener
una radiacién electromagnética (emisién de fotones) proveniente del horizonte de eventos.
Uno puede imaginar los agujeros como cuerpos negros casi perfectos, esto significa que un
agujero negro puede emitir casi toda la radiacién que recibe en forma de calor; por supuesto,
no toda la radiacién puede ser absorbida por el agujero negro: algunos fotones con longitud
de onda mayor al radio gravitacional estarian altamente deslocalizados como para entrar al
horizonte. Consideremos un fotén de energia £ = hc/\ el cual tiene puede tener una longitud
de onda equivalente al radio de Schwarzschild A ~ 2MG/c* (durante esta seccién se usardn
las unidades convencionales) para a un agujero negro estatico (Davies 1978)[46]. Ahora se
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puede escoger la energia térmica de esa radiacién como aquella de un espectro planckiano

(Reiff, 1965):

% ~ kT (4.13)
hc?
VG = &kT (4.14)
whe?
T = kG (4.15)

Con ¢ siendo una constante que se esperaria obtener a partir del tratamiento cuantico com-
pletamente adecuado (recordando que i = h/27). La expresion para la temperatura en (4.15)
de un agujero de Schwarzschild sugiere que el agujero puede evaporarse eventualmente por
la disminucion en su masa, aumentando la temperatura cada vez mas hasta desaparecer en
una dramdtica explosién (Hawking 1975). Recordando que la gravedad superficial (3.16) es
k = c*/AGM, se tiene una expresién equivalente y general[43], [44), [46]:

Tbh = —— Kk (416)
c

Lo anterior demuestra la dependencia (equivalencia) de la temperatura con la gravedad
superficial, tal y como se esperaba con las suposiciones expuestas en la seccion 3.3. Al realizar
el ajuste completo con los resultados obtenidos por Hawking, la constante asociada resulta
tener el valor correcto de £ = 872 y la temperatura corregida se ajusta con la emisién termal
T = Fhkcli ~ 107%(M,/M)K (Hawking 1976), lo cual significa que un agujero negro que
pueda tener la masa del sol (M, = 2 x 10*kg)[43] 44] apenas tendrfa una temperatura de
107K sin duda alguna, una temperatura imperceptible a nivel astrofisico y no detectada
hasta la fecha.

Desde luego, el descubrimiento de Hawking no solo pone de manifiesto la capacidad de
irradiancia de un agujero negro, sino que también senala un paso enorme en cuanto a la
gravedad cudntica cuya teoria correcta deberia predecir la radiacion de Hawking. Ahora, si
también se tiene la temperatura de la radiacion de particulas, se puede hallar la entropia
asociada al equilibrio térmico con el respectivo espectro; primero, reescribiendo la expresién
(3.19) en una forma termodindmicamente mas adecuadal5l 146, [47]:

dm = TdS + QpudL + ®dQ (4.17)

Para un agujero negro sin carga y no rotante, la ecuacion puede ser escrita de manera més
simplificada
dm =TdS (4.18)

Al integrar directamente, teniendo en cuenta el valor (4.15) para la temperatura y haciendo
la correccion de Hawking, se halla la entropia

kc?
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De nuevo, si se asume un agujero negro de una masa solar, la entropia adquiere un valor
S ~ 10™J/K; un valor tan excesivamente alto en comparacién con la entropfa termodindmi-
ca del sol, que lo supera en un factor de 10?° veces (Bekenstein 1981)[48]. Esto significa que
la entropia de un agujero negro llega a simbolizar el maximo valor permitido por las leyes
de la fisica (Bekenstein 1973-1981). Claramente, con la correcta interpretacién cuantica, el
valor de la constante de Bekenstein toma el valor n = 1/4; ademés, la ecuacién se puede
simplificar en unidades de planck para obtener la férmula S, = A/4lz, cuyo caracter de
cuantizacion queda evidenciado en areas de Planck.

Termodinamica

Agujeros negros

Ley Zero

Temperatura constante en un
sistema en equilibrio térmico

Gravedad superficial constante a
lo largo del horizonte de eventos

Primera Ley

dE = TdS — pdV

dM = & dA + QudL + $dQ

Segunda Ley

05 >0

0A >0

Tercera Ley

Imposibilidad de acceder a una
temperatura de cero absoluto
bajo una cantidad finita de
procesos

Imposibilidad de alcanzar una
gravedad superficial de cero en
una cantidad finita de procesos

Cuadro 4.1: Resumen comparativo entre las leyes de la mecanica de agujeros negros v las leyes
de la termodindmica.
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4.3. Relaciones termodinamicas

Una revision rapida a partir de los descubrimientos de Hawking y Bekenstein nos permite
encontrar las relaciones termodinamicas sencillas que se pueden aplicar a los agujeros negros.
La ecuacién de masa (3.14) puede ser reescrita en términos de la entropia S = A/4 (Davis

1978):
) S QP wQ'  mLA\12
mz( ) (4.20)

Igualmente, de la ecuacién (4.17) se observa que la energia total del agujero negro es una
funcién dependiente de la entropia y los pardmetros externos (S, L, @), lo cual implica que
se puede reexpresar como una diferencial exacta[36], 35, [46] de la forma

dm = (g—’g)ds + (g—?)dL + (%)d@ (4.21)

y con ésto ya se pueden definir por derivacién las cantidades involucradas:

Q= (%)5@ - :”L_LS 423)
a 3
(),

Las cuales son muy similares a las encontradas por Smarr en 1973[32]. Adicionalmente, se
puede hallar la capacidad calorifica correspondiente por medio de la relacién[36]:

(4.25)

Cro— T(@S)LQ _dm

aT)rqe dT

Cuya definicién se puede interpretar como la capacidad de aumentar en una unidad la tem-
peratura del agujero negro manteniendo sus parametros constantes; hace referencia al calor
absorbido por el agujero cuando cambia su variable de estado (temperatura). Para propdsitos
demostrativos, sera suficiente con mostrar las propiedades que se desenvuelven a nivel basico
para un agujero negro estatico de Schwarzschild. Usando la expresién (4.15) se infiere que
para este caso, la temperatura seria dada por la simple relacion:

1
T=— 4.26
8Ttm ( )
de donde se obtiene la capacidad calorifica
dm 1 9

Debido a que lo anterior corresponde a un valor negativo, se puede evidenciar que el agujero
se va calentando a medida de que pierde masa por su proceso de evaporacién. Por cuenta
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del mecanismo de radiacion del Hawking, se asume que el agujero negro obedece la ley de
Steffan-Boltzmann en cuanto a su luminocidad[50] (en unidades convencionales)

2
L= 0AT* ~ 1073 (%) W (4.28)

en donde o es la constante de Steffan-Boltzmann ~ 10~ 38¥Wm 2K 4.

Es evidente que un agujero posee una luminocidad muy baja (no en vano, son cuerpos
negros en el sentido literal de la palabra); inclusive, un agujero negro de unas diez masas
solares tendria una luminocidad de apenas 1073*W préacticamente obscuro a cualquier ob-
servador y/o detector. Por otra parte, debido a que la luminocidad es, realmente, la potencia
disipada por cuenta de la radiacion del agujero negro; se puede obtener por integracién el
tiempo de vida que tomaria tal agujero en evaporarse por completo:

dE
L=—— 4.29
o (4.29)
O dM O dm
_ 2 —
tey = —C /m 7 Oé/m TT (4.30)
tew =a | M?*dM (4.31)

Con a como una constante.

La integral demuestra que el agujero negro se evapora por completo en un tiempo finito
siguiendo la relacién t., ~ m3 y en efecto, t., ~ 109(M/Mg)3s. Es decir, que un agujero
negro de apenas una masa solar tardarfa aproximadamente 1057 anos[5] en evaporarse por
completo. Sin lugar a dudas, un tiempo descomunal considerando que la edad del universo
es de unos 10'%anos[5], 144, [50]; de hecho y en teorfa, un agujero negro que haya surgido en los
primeros momentos después del big-bang, con una masa de apenas 102kg, podria ser visto
evaporandose para este momento; a tales cuerpos Hawking los denominé agujeros negros
primordiales[5], 44, [50].

Con respecto al capitulo anterior, ya parece haber una manera de demostrar la tercera
ley de la termodindmica de agujeros negros trabajada en 3.2.3. Recordamos que esta ley nos
previene de alcanzar una gravedad superficial de cero en un proceso fisico finito; sin embargo,
hay que tener en cuenta que la gravedad superficial de un aguejero negro es un equivalente de
la temperatura de éste, por lo tanto se esperaria que, al realizar un proceso que logré llevar un
agujero a su configuracion extrema, se haga cada vez mas complicado continuar la operacién.
Si se considera un agujero rotante para simplificar, una posible manera de reducir su gravedad
superficial, ademas de agregar energia, podria ser el mismo proceso de evaporacién que
terminaria por llevar la masa del agujero negro cada vez mas cerca de la configuracion
m? = a?. Si se observa detenidamente la ecuacién (4.30), el tiempo de evaporacién depende
la luminocidad (4.28) y esta tultima, de la temperatura del agujero negro. En (4.16) se pudo
ver que la temperatura y la gravedad superficial estan intimamente relacionadas, y por eso,
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podria esperarse que el tiempo de evaporacion obedezca una relacién del tipo:

™ dM ™ dM
tey = —C° —_— = —_— 4.32
* L) S A (4.32)

m=a

m=a §M3(M + /M2 — a2
tevw/ BM(M + ) i (4.33)

(MQ _ (12)2

m

Esta aterrorizante integral puede ser efectuada con técnicas habituales, sin embargo y por
inmensa fortuna, se ha tenido la oportunidad de ahorrar tiempo en ésto con la ayuda de
WolframAlpha®:

AM* + 3a?M?* — 26a* 4 1 a 11 M\ 7m=a

toy ~ VoM 4 BaPM 4 - — @ tanh! (—)] 4.34

“ 3vVM? — a2 3 202 — M2 2 o), (439

No se hace necesario evaluar explicitamente el resultado para notar que, en el limite extremo

m = a, la integral diverge. Como se esperaba, el proceso de evaporacién toma un tiempo

ilimitado y por lo tanto, se asume que no parece existir un proceso fisico que pueda llevar la
gravedad superficial (o temperatura) de un agujero negro a cero.

Con esta tltima demostracién y, ya obtenidas las relaciones y andlisis basicos de la ter-
modinamica de agujeros negros, se concluye este capitulo para proseguir con las conclusiones
y discusiones finales a propésito de este trabajo.



Capitulo 5

Conclusiones

Se ha concluido el trabajo correspondiente al estudio basico de los agujeros negros y su
termodinamica con algunas observaciones de caracter practico, como las mostradas en este
ultimo capitulo con respecto al analisis. Aunque no se tiene mayor espacio para cubrir todos
los aspectos de la fisica de agujeros negros, se ha dado una aproximacién introductoria y
satisfactoria del estudio, del cual se infieren los siguientes apartados concluyentes:

= Alir paulatinamente por el estudio de la relatividad general, los agujeros negros parecen
ser los cuerpos mas simples en el cosmos definidos por tan solo tres pardmetros (masa,
carga y moméntum angular); el estudio de estas propiedades demuestra que se puede
desarrollar una formalizacién adecuada para el estudio especializado de los agujeros y
que, ademas, existe un conjunto de leyes asociadas que son similares -o equivalentes-
a las de la termodinamica.

= La entropia del agujero negro y su temperatura, pueden ser asociados con el area de
su horizonte de eventos y gravedad superficial, respectivamente. Pese a que existe una
conexion establecida entre la termodinamica y los agujeros negros, la naturaleza de
las cantidades mencionadas se desconoce a nivel fundamental (estadistico) y por lo
tanto, el estatus de la teoria permanece como algo especulativo que requeriria de una
presunta teoria de gravedad cudntica para dar cuenta de los aspectos envueltos; como
la radiacién de Hawking, entre otros.

= El realizar un anadlisis semi-cldsico de los agujeros negros permite dar una primera
aproximacién a la concepcion de entropia en los agujeros negros. Aunque se desconocen
por completo los grados de libertad adicionales que dan lugar a un valor de entropia
tan enorme para aquellos cuerpos, se relaciona a esta con el caracter de irreversibilidad
que posee la pérdida de informacién (como el aumento de la incertidumbre acerca de
la configuracién interna de un cuerpo que ha caido al agujero) que se ve reflejada en el
incremento de la entropia del agujero negro, y en su aumento de tamano (area). Dado
que siempre existe una compensacion entre la entropia de los agujeros negros y la del
resto del universo, se asume que la segunda ley de la termodinamica es generalizada
por medio de esta teoria.

= La obtencién de las leyes de la termodinamica para los agujeros negros sugiere que el
marco disciplinar de la termodinamica es aun vigente para los aspectos relevantes de
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la fisica, debido a que su contundente formulacién no ha encontrado ninguna falsacion
hasta el momento. De una buena manera, este trabajo ha rescatado una parte clasica
de la fisica -de la termodindmica de maquinas de vapor o procesos quimicos- para
trasladarla a la relatividad general en el campo de eventos astrofisicos como la mecanica
de agujeros negros, y ademas, desde este formalismo algunos aspectos de estos cuerpos
pueden ser tomados como ejemplos extremos no muy conocidos de la termodinamica:
calor especifico negativo, evaporacion de Hawking y entropia de Bekenstein, entre otros.

Todo el trabajo realizado para esta monografia ha sido planeado para dar una visiéon
introductoria de un tema particular de la fisica contemporanea, el cual se espera que cons-
tituya un aporte para la base de conocimientos en la licenciatura en fisica, y que sirva de
sustento para futuras investigaciones o discuciones en cuanto a la formacién de maestros
licenciados. La recopilacién de informacién basada en fuentes histéricas originales ha consi-
tuido una compleja labor que tuvo como finalidad, mostrar los aspectos generales, desarrollos
y conclusiones inferidas durante las primeras etapas en la investigacion de la termodinamica
de agujeros negros.



Apéndice A
Solucion de Reissner-Nordstrom

Para solucionar las ecuaciones de Einstein-Maxwell (2.3) en el vacio se inicia con la
suposicién de que la métrica corresponde a una fuente puntual de carga eléctrica que tenga
como resultado una solucién de simetria esférica y estatica con un elemento de linea en la
forma estdndar (1.4):

ds* = e’ at* — AMdr? — 12 (d6? + sin® 0d¢?) (A1)

Las componentes del tensor de Ricci para este tipo de métrica fueron halladas anteriormente
(1.14-1.17) y de aquellas se obtuvo la solucién (1.20) con v = —A. Apartir de lo obtenido
en los primeros capitulos, se prosigue a solucionar las ecuaciones de campo en la ruta mas
sencilla usando tnicamente la componente Rys (realmente, se harda al mismo tiempo un
célculo implicito de la misma componente del tensor electromagnético):

1
RQQ = 2F2aF2a - 5922FaﬁFa13 (A2)

con Fj,, como el tensor electromagnético definido, en este caso, bajo la suposicién de que
exista inicamente un campo eléctrico en direccion radial procedente de la fuente [2]:

0 —E(r) 00
EF)y 0 00

F, = 0 0 0 0 (A.3)
0 0 0 0
se asume que el tensor en cuestién es antisimétrico, es decir que F),, = —F,,[2, 4] 5] [7].

Dadas las componentes del tensor electromagnético, se hace evidente que el primer
término en la componente Ry es cero y, para terminar de simplificar la expresion, se si-
gue hallando el invariante del segundo término en la derecha sumando sobre las tunicas
componentes existentes e iguales:

FPF,5 = FU' Fyy + FFyy = 2F" Fy, (A.4)

Adems, se han tenido en cuenta las propiedades de antisimetria del tensor.
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Para hacer explicito el calculo, es necesario hacer gimnasia de indices para determinar la
parte contravariante del tensor

)l ad (A.5)
FOl — QOnglFap — gOOgHF01 (AG)

y se introduce esta expresién en (A.4)
FPFop = 29%g" (Fyn)? = —2e" "™V E*(r) (A7)

Finalmente, se pone todo junto en la componente del tensor de Ricci (A.2) y se obtiene la
expresion simplificada:

1
R22 = —§g22FaﬁFalg = —7’267(V+)\)E2<7’) (AS)

A continuacion, se debe tener en cuenta la contribucién de curvatura del tensor de Ricci
en la componente a trabajar, la cual estd dada por la expresién hallada en (1.16) para ser
igualada con (A.7) en la forma:

Roy = <%TV’ — %7’/\' + 1) e — 1= —r2e "V E2(r) (A.9)

Se usa la condicion (1.20) para reemplazar v = —\ obteniendo la siguiente ecuacién diferen-
cial simplificada

(r/ +1)e” =1—r*E*(r) (A.10)

L (rer) =1 PE) (A11)

Esta ultima ecuacion se puede solucionar de manera sencilla, no sin antes conocer la funcién
E(r) que debe corresponder al campo eléctrico de la fuente y para la cual se deben solucionar
las ecuaciones de Maxwell covariantes V,F* = 0. Se procede a continuacién a hallar la
derivada covariante de manera explicita:

U, F = §,F" 4 TH Fo 4 TV Fhe (A.12)

Para simplificar los célculos, es til usar una férmula para los simbolos de Christoffel [6] de
una métrica diagonal, tal y como se mostré en el primer capitulo (1.10 - 1.13) que serd re-
emplazada en la derivada covariante; de manera concisa:

1
't = —0av—9g (A.13)
Vg
con g = —r*sin? fe N como el determinante del tensor métrico y el signo negativo aparece

para obtener una expresion positiva en la raiz.
Reemplazando la férmula (A.13) en la derivada covariante y expandiendo la parte simétrica
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de la tltima expresién se tiene[7]:

1 1
V,F" = 0,F" 4 /_gaa(\/ —g)F*" + §an(F“a + F) (A.14)
1
= 0P+ 0, (/=) (A.15)
1
V" = ——0,(V/—gF") (A.16)

V=3

La ultima parte de la derecha en (A.14) se hace cero debido a que el tensor electromagnético
es antisimétrico y ademds, la caracteristica de una conexion libre de torsion[3], 4, B, O] que
caracteriza a los simbolos de Christoffel hace posible que un intercambio en sus indices
inferiores no afecte la sumatoria. Por otra parte, la ecuacién (A.16) puede ser verificada
como una simple regla del producto de la derivada en (A.15).

Para finalizar, se procede a solucionar la componente radial de las ecuaciones de Maxwell
usando la expresién simplificada en (A.16). Usando las tinica componente posible en el tensor
electromagnético y, teniendo en cuenta la condicién (1.20) en el determinante del tensor
métrico, se obtiene:

1

V FY = \/__981(\/_—9}71”) =0 (A.17)
_ 1 2 10y _

=3 Sinear(r singF") =0 (A.18)

(A.19)

Apartir de lo anterior se puede llegar a la siguiente ecuacion diferencial ordinaria la cual
puede ser integrada directamente

%(TZE(T)) =0 (A.20)
r?E(r) = cte. (A.21)
E(r) = % (A.22)

Se concluye asi el célculo de la funcién E(r) y la constante de integracion se escoge como
la carga eléctrica ) de la fuente para obedecer el teorema de Gauss (que el flujo de campo
eléctrico sea unicamente proporcional a la carga atrapada)|[7].
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Por 1ltimo, se reemplaza la funcién obtenida (A.22) en la ecuacién (A.11) y se soluciona:

d v 1 _ .2 Q 2
%(re ) = r (7’2) (A.23)
2 2
re’ = / (1 — %)dr =r+ QT + cte. (A.24)
v Q* 2
=145 - = (A.25)

De nuevo, la constante de integracion es —2m con el fin de reestablecer la soluciéon de Sch-
warzschild cuando ) = 0.

Se concluye con el elemento de linea (A.1) en su forma definitiva, obteniendo asi la
prometida soluciéon de Reissner-Nordstrom:

2 2\ -1
ds® = (1 - 277” + %)dt2 - (1 - 277" + Q-) dr? — r2(d6? + sin® 0d¢?) (A.26)

r2

Q.E.D.



Apéndice B

Solucion de Kerr-(Newman)

B.1. Tétradas Nulas

Para iniciar con la obtencion de la métrica para un agujero negro rotante es necesario
hacer uso de una herramienta de uso muy generalizado dentro del formalismo matemati-
co de la relatividad general. Trabajado originalmente en conjunto por Newman y Penrose
durante los sesentad'] este formalismo hace uso de las llamadas tétradas nulas, las cuales
consisten en un conjunto de vectores linealmente independientes en el 4-espacio (se denomi-
nan Vierbein=cuatro-patas en aleman) que funcionan reproduciendo la métrica del espacio-
tiempo desde un sistema de coordenadas fijo a un observador o evento determinado. La tétra-
da en cuestién consiste en cuatro vectores etiquetados como: (ef, ef, €3, e%) = (1%, n*, m?,m®)
con m® como el complejo conjugado de m?.

Por definicién [2][9], la tétrada consta de un vector de tiempo y otros cuatro de espacio
que se definen a partir de las siguientes combinaciones:

(v* 4+ 1) (B.1)
ef =n = —(v* —i%) (B.2)

Como se mencioné con anterioridad, este conjunto de vectores es nulo, es decir, cumplen con
las siguientes condiciones de normalizacién:

“l, =n"ng =m"m, =0 (B.3)

Ahora, se puede proceder a incluir el ultimo par de vectores complejos para finalizar la

!Newman E & Penrose R. An approach to gravitational radiation by a method of spin coefficients. J.
Math. Phys. 3:566-78, 1962
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tétrada:
a a 1 ('(l + ka) (B 4)
Co =M —= —— 7 .
2 \/5 ]
1
et =mt = —(7* — k" B.5
y ademas

I'ng =1,mm, = —1 (B.6)

Puesto que los vectores nulos de la tétrada definen por si mismos una base ortonormal, es
posible construir a partir de ellos una métrica g;; del marco de referencia comévil a partir del
producto interior de estos vectores con respecto al tensor métrico del espacio-tiempo global
(gab):

gry = 9ab€?€?7 (B.7)

La relacion se puede invertir facilmente para obtener la métrica del espacio-tiempo en térmi-
nos de la tétrada:

ab = 917€4€) (B.8)

Teniendo en cuenta las condiciones de normalizacién (B.3 y B.6), es posible constatar
que la métrica comovil esta dada por:

01 0 0
10 0 0

II=100 0 -1 (B.9)
00 -1 0

Usando la expresion (B.8) se obtiene finalmente la métrica de manera explicita y en términos
de la tétrada:
Gab = lanb + nalb — MMy — My (BlO)

y de la misma manera se tienen las componentes contravariantes

g™ = 1" + n®1" — m*m® — mPm® (B.11)

B.2. Construccion de la tétrada

La construccion de la tétrada que sirve de base para la obtencion de la solucién de
Kerr puede ser escogida por medio de los vectores tangentes provenientes de las trayectorias
geodésicas radiales en la solucién de Schwarzschild con coordenadas de Eddington (1.36).
Usando un pardmetro afin (\) a lo largo de las geodésicas se tiene -a partir de la condicién
ds®> = 0 para un intervalo luminoso- la siguiente relacién:

a2 -G Bl (312

r
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cuyas dos posibles soluciones determinan el primer par de vectores nulos adaptados a las
geodésicas radiales, siendo éstos:

L, = (~1,0,0,0) n, = <—%(1—2m/r),1,0,0) (B.13)

Las coordenadas han sido enumerdas como z% = (u, 7,0, ¢)

El siguiente paso para la obtencién del siguiente par de vectores de la tétrada consiste en
una sencilla inspeccion por medio del uso explicito del tensor métrico en una base ortonormal
de 1-formas diferenciales [4][9]. En esta base, el tensor métrico sigue siendo el producto
interno de los elementos de una base simplificada:

ds® = g, dat @ dz” (B.14)
d82 = nﬂl;w[‘ X wf’ <B15)

Con “®” definido explicitamente como el producto tensorial y 1, es la métrica de Minkowsky
que establece el producto entre las 1-formas (w?). En este caso, el elemento de linea que define
la métrica es aquel de Eddington-Finkelstein (1.36)

2
ds* = <1 - —m>du2 — 2dudr — r*(d6? — sin® 0d¢?) (B.16)
r
Al expandir (B.15) se tiene para las coordenadas de Eddignton:
ds? = ' @uw' —w @' —u @ — W @ w? (B.17)

Al comparar (B.16) con (B.17) directamente, se observa con facilidad cuéles son las formas
que se necesitan para completar la tétrada:

—wf = rdo, —w® = rsin6de (B.18)

Para finalizar, se procede a obtener el tltimo par de vectores (complejos) nulos a partir de
las definiciones (B.4) y (B.5) reemplazando los vectores unitarios j* y k* con nuestras formas
diferenciales (B.18)

my, = %(wé +iw?) = %(dG + i sin 0do) (B.19)
n, = %(we —iw?) = %(d@ — isin0dg) (B.20)

y de manera explicita, se concluye:

m, = _%(o,o, 1,isin0) m, = ———(0,0,1, —isinf) (B.21)
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B.3. Algoritmo de Newman-Janis

Para la obtencién definitiva de la métrica de Kerr, es de gran utilidad aplicar el algoritmo
propuesto en 1965 por Newman y Janis [20] establecido desde el marco del mismo formalismo
de tétradas nulas visto con anterioridad. Inicialmente, es necesario expresar los vectores nulos
obtenidos en (B.13) y (B.21) de forma contravariante por medio de una elevacién de indices
con el tensor métrico inverso g:

gt =—(1—2m/r), ¢t =1, g2 =—1/r*, g = —1/r*sin*0 (B.22)
Para el primer vector [, se tienen las componentes contravariantes:

1 = g*l, (B.23)
=g +g"h=9g"l=1 (B.24)

y se verifica directamente que I° = > = [ =0

Para n® se tienen las siguientes componentes:

n® = ¢®ng + ¢"'ny = ¢%'ny = —1 (B.25)
1 2
n' =g¢"%ng + gy = ¢"'ny = _§<1 - Tm> (B.26)

finalmente, para los vectores complejos m*

1

2 _ 22 I AV
m* = g”my = ( 7’2)( \/5) =75 (B.28)
3 33 B 1 _irsinfy  icsch
m-o=g-ms ( r2 sin2 9) ( V2 ) - V2r (B.29)
m’ =m'=0 (B.30)

Siendo m* el complejo conjugado de m®, se agrupan los vectores nulos contravariantes obte-
nidos:

" = (0,1,0,0) (B.31)
1 2m
w0, —=(1=2" 00) B.32
" ( ’ 2( r )’ ’ ( )
1
m* = —(0,0,1,icsch) (B.33)

2

El algoritmo de Newman-Janis inicia formalmente al permitir que la coordenada radial r
tome valores complejos, sin embargo, los vectores [* y n* deben permanecer reales como se
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muestra a continuacion:

=4 (B.34)
1 1 1
TRV Y SRR Y BV
n* = ¢ 5 [1 m(r + f)]él (B.35)
mt = \/_sz(ég + i csc 00%) (B.36)

En donde 7, es el complejo conjugado de r

La transformacion hasta ahora no parece afectar de momento la métrica, no obstan-

te, la esencia de la derivacién se basa en realizar una tultima transformaciéon compleja de
coordenadas en la forma:

" =r +iacosb, v = u —iacosb, 0 =0, ¢ = ¢ (B.37)
la cual se introduce en la tétrada para obtener:
"=y (B.38)
1 2mr’
e L e e I 1 B.39
" 0 9 2 + a?cos? /1! ( )
m't = !

V3 + tacosg) 00 = 01) 05 i csc 0] (8.40)

Finalmente, por medio de la ecuacién (B.11) se pueden tener las componentes contrava-
riantes de la métrica de Kerr. Una a una, las componentes no nulas son:

/00 _ _ _a%sin?9 11 % 42mr’—a? 122 _ 1
g r'2+a?cos?0 g r"2+a?cos?0 g r'2+a?cos?0
133 _ _ _ csc?9 01 _ 10 _ _ r'%+a? 03 _ 130 _ a
9 = Tirateste 9 T Y9 T 2rareeszs 9T T 1?4a2co0s?0 <B41)
13 _ 31 __ a
9" =9 T iPra%cos?6

lo cual se puede expresar mejor en su forma matricial (desechando las primas), haciendo
p* =r*+a*cos’ 0

2

[ _a sin2 6 r24a2 0 a T
p? P> 0

r2+a? _ r24+2mr—a? 0 a

0> p? P>
g = (B.42)

0 0 — 0

_a a 1

L p2 p2 O p2 Sin2 0
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Las componentes covariantes pueden ser obtenidas de la inversa de la matriz (no obstante,
esta demostracion puede llegar a ser altamente compleja y tediosa)ﬂ

i 1 — 2;r2w -1 0 2mrc;;in20
-1 0 0 —asin® 0
Guv = (B43)
0 0 —p? 0
2mrz;;in2 0 —a SiIl2 0 0 _ sin2 ‘9((7,2 + CL2) + 2m'rap2251n2 9)

Con todo ésto, queda por concluir la demostraciéon con el elemento de linea de Kerr en
coordenadas de Eddington-Finkelstein:

2 4
ds? = (1 — %)dzﬁ — 2dudr + %a sin? dudp — p*db? — 2asin® Odrde

2
i (<T2 + CL2) + @CLQ sin2 6) SiIl2 ‘9d¢2
p

B.4. Coordenadas de Boyer-Lindquist

Se puede realizar ahora una transformacion de coordenadas para obtener el elemento de
linea en la forma mostrada en el capitulo 2. La transformacion, sigue de la forma:

u=tp + / > jz;:i —dr (B.44)
¢ =51 + / S ol (B.45)
O usando diferenciales
du = digy 4+ ZGQ dr (B.46)
dd = dppy + dr (B.AT)

En donde A = r? — 2mr + a?
Realizando las operaciones, es posible obtener el elemento de linea en coordenadas de Boyer-
Lindquist de (2.13) haciendo tp;, — t.

2Los procedimientos habituales para esta operacién requieren de la expresiéon convencional g,pg*¢ = 6¢,
o del método de la matriz adjunta ¢ = ‘—;Adj(gab); sin embargo, el uso de software matematico como
Maple® o Wolfram® hacen de esta tarea algo mas simple en cuestién de algunos segundos.
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