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Aportes investigativos para el disefio curricular en geometria y estadistica - Presentacién

Presentacion

El presente libro estd dirigido a personas interesadas en la investigacién en Educacién
Matemdtica, profesores y estudiantes de doctorado y de maestria. Con él se pretende
contribuir a suplir una deficiencia de bibliografia de referencia que oriente procesos
investigativos en la comunidad educativa de habla hispana. Para ello, se presentan dos
investigaciones realizadas: una por el grupo Aprendizaje y Ensefianza de la Geometria,
y otra por el grupo Educacién Estadistica, del Departamento de Matematicas de la
Universidad Pedagdgica Nacional (Bogotd, Colombia) en 2010 y 2011, con el apoyo
del Centro de Investigaciones de dicha universidad, CIUP. Ambos equipos centraron
su mirada investigativa en la formacién inicial de profesores con la conviccién de
que, al reconocer que la geometria y la probabilidad son fragiles en la matematica
escolar, es necesario incidir en la formacién matematica de los préximos profesores
para fortalecer, a futuro, estos dominios en la escuela.

El libro lo conforman dos partes; en cada una de ellas se encuentran elementos que
contribuyen a entender diversos aspectos que inciden en una investigacién. Se pre-
senta la sintesis de la investigacién que encapsula un informe completo del estudio,
incluyendo componentes centrales del desarrollo de esta como son el marco tedrico,
la metodologfa, los andlisis y los resultados. Se identifica, en cada parte, un recuento
de la experiencia investigativa, que incluye el sefialamiento de logros y dificultades,
lo que posibilita la recreacién del proceso vivido y la comprensién de la dindmica de
la actividad investigativa. Ademads, se exponen los productos de la investigacién que
se pone a consideracién de la comunidad para su discusién y difusidn, esperando asi
que estos se constituyan en el germen para otras investigaciones.

La primera parte del libro corresponde a una investigacién en educacién geométrica
y es un estudio de la produccidn de conjeturas en el aula y la organizacién del conte-
nido temdtico de una clase de Geometria Plana a partir de estas. La intencidn, que ha
guiado la trayectoria investigativa del grupo Aprendizaje y Ensefianza de la Geometria,
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Grupo Aprendizaje y Ensefianza de la Geometria

Grupo Educacién Estadistica

ha sido profundizar en temas relacionados con la ensefianza y el aprendizaje de la
demostracién en geometria. En particular, el foco del estudio que se reporta en este
libro es la actividad instrumentada con el artefacto Cabri y la mediacién semiética del
profesor en torno a las conjeturas propuestas por los estudiantes, con el propésito de
construir los teoremas que conformardn el sistema tedrico de la clase.

La segunda parte describe una investigacion en educacién estadistica, en la que se
aborda la ensenanza de la variable aleatoria. La investigacidn, siguiendo la pers-
pectiva metodoldgica de los experimentos de ensefianza, propone una trayectoria
hipotética de aprendizaje que se va afinando en el proceso de implementacién de
las tareas propuestas. Los resultados de la investigacién sugieren que el desarrollo
de razonamiento estadistico alrededor del trabajo con la variable aleatoria, se ve
limitado por dificultades de los estudiantes que conciernen a conceptos bésicos de
la probabilidad, tales como experimento aleatorio y espacio muestral. La indagacién
de tales dificultades pone de relieve la problematica de la ensefianza al respecto y la
naturaleza compleja de la concepcién de variable aleatoria. El trabajo realizado deja
como aporte ideas para trabajar en torno a un aprendizaje interconectado y con
sentido de los conceptos mencionados, y para establecer conexiones mds explicitas
entre el trabajo en estadistica y el de probabilidad.

| 12 |
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Aportes investigativos para el disefio curricular en geometria y estadistica - Parte I

Introduccién

[ntroduccion

Los estudiantes participan de manera genuina, auténomay relevante en la construccién
del contenido geométrico que se estudia en el curso. Comienzan por formular, con el apoyo
de un software de geometria dindmica, varias conjeturas al problema que les plantea el
profesor y luego se involucran en una interaccién orquestada por el profesor, a través de

la cual las conjeturas formuladas se constituyen en organizador curricular del contenido.

La declaracién anterior hace parte de nuestro relato al presentar el nuevo disefio cu-
rricular del curso Geometria Plana, que se ubica en el segundo semestre del programa
de formacién inicial de profesores de matematicas, ofrecido por la Universidad Peda-
gdgica Nacional (Colombia). Y, la reaccién de nuestro auditorio no se hace esperar:
“;varias conjeturas para un mismo problema?”, “;si nadie propone la conjetura que el
profesor espera, le toca hacerlo a é1?7”, “; qué mas cosas se pueden estudiar alrededor
de una conjetura?”, “;qué hacer con las conjeturas que no son las esperadas por el
profesor?”, etc. Enfrentarnos a preguntas como las mencionadas nos permitié ver la
pertinencia de enfocar nuestra mirada investigativa en el proceso de conjeturacién
y en el trabajo posterior que se hace en el aula con las conjeturas propuestas por los
estudiantes, hasta llegar a decidir si son candidatas para entrar en un proceso de
validacién.

Durante los afios 2010 y 2011 hicimos nuestra primera aproximacién al estudio! me-
tédico de la produccién de conjeturas en el aula y de la organizacién del contenido a
partir de las conjeturas producidas. Este esfuerzo académico se suma al que hemos
venido haciendo desde 2004 para profundizar en asuntos de interés relativos a la
ensefianza y el aprendizaje de la demostracién en geometria, en el nivel universi-
tario. En el estudio documentamos el proceso a través del cual las conjeturas que
producen los estudiantes -apoyados en el software de geometria dindmica Cabri,

1 Estudio que recibi6 apoyo financiero del Centro de Investigacién de la Universidad Pedagdgica Nacional -CIUP-.
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usado en la resolucién de problemas geométricos que se les proponen en clase- se
constituyen en un organizador curricular en el aula. Para ello, primero nos enfo-
camos en caracterizar la actividad instrumentada de los estudiantes, recurriendo
a esquemas de utilizacidn; y luego describimos la gestién del profesor, mediante la
cual las ideas que producen los estudiantes se constituyen en elementos clave de la
construccién de conocimiento.

En esta parte del libro se pretende exponer los detalles de nuestra actividad investi-
gativa. Primero, se presenta el marco tedrico que incluye, por un lado, dos referentes
tedricos en los que se fundamentan los andlisis: la aproximacién instrumental y la
mediacién semiética del profesor; y, por otro, precisiones sobre el sentido dado a la
expresion “organizador curricular”. En segundo lugar, se expone la metodologia de
la investigacidn; en particular, se ubica el estudio dentro de la metodologfa conocida
como “experimento de ensefianza”, se precisa informacién sobre los participantes
en la investigacidn, el dispositivo experimental donde detallamos de dénde provie-
ne la informacién analizada y cémo fue su tratamiento previo al andlisis. Ademas,
al exponer el dispositivo analitico, se dan detalles del proceso vivido para llegar a
tener las categorias de andlisis, tanto para estudiar la actividad instrumentada de los
estudiantes como la mediacién semiética del profesor. En tercer lugar, se exponen
las categorias de andlisis construidas para analizar la actividad instrumentada de los
estudiantes y la actividad mediadora del profesor. En cuarto lugar, se presenta el uso
de tales categorfas para analizar una situacién particular. Por tltimo, se discuten los
alcances y la proyeccién del estudio.

| 16 |



Aportes investigativos para el disefio curricular en geometria y estadistica - Parte I

Marco teérico

Capitulo 1
Marco teorico

Es importante comenzar por articular dos referentes tedricos utiles para ahondar
en asuntos del aprendizaje y la enseflanza de la demostracién: la aproximacién ins-
trumental, que sirve de lente para informar sobre el uso de la geometria dindmica
como un instrumento influyente en la produccién de conjeturas por parte de los
estudiantes; y la mediacién semiética del profesor, ttil a la hora de referirse al papel
del profesor cuando trabaja para hacer evolucionar las producciones de los estu-
diantes, de significados personales a significados matematicos propios de la cultura
matemética de referencia.

En el estudio realizado se emplearon los referentes tedricos en dos momentos. Uno,
cuando parejas de estudiantes se enfrentaron a la resolucién de un problema de geome-
triay, haciendo uso de Cabri, exploraron, anticiparon posibles resultados, formularon
conjeturas y las verificaron hasta tener la versién que propusieron. Ademas de ana-
lizar el uso del programa de geometria dindmica (esquemas de utilizacién) por parte
de los estudiantes, se identificaron los signos que produjeron (figuras geométricas
o enunciados de contenido matematico relacionados con las conjeturas) durante la
actividad o como fruto de ella. Para analizar ese proceso se recurrié a la aproximacién
instrumental. El segundo momento se dio cuando la profesora dirigié la actividad
colectiva en el aula, tendiente a que las conjeturas evolucionaran hasta convertirse
en formulaciones aceptadas como conocimiento matematico institucionalizado en
la clase. Para analizar este proceso se empled la teoria de la mediacién semidtica.

A continuacién se precisa la conceptualizacién asumida para algunos de los construc-
tos de las teorfas anteriormente mencionadas.

Actividad instrumentada

Se parte del supuesto, ampliamente aceptado, de que el aprendizaje estd mediado por
artefactos. Haciendo eco a Rabardel (1995, citado en Bartolini Bussi y Mariotti, 2008),
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se entiende por artefacto cualquier objeto material o simbdlico creado por el hombre
con fines especificos; son ejemplos de este un utensilio de cocina, una herramienta
paraafilar un cuchillo, un texto escrito que se somete a la critica, un discurso oral para
argumentar a favor de algo, el registro de un gesto de saludo. Desde nuestro punto
de vista, los artefactos, como producto de la actividad humana, son perceptibles, se
pueden analizar y tienen existencia fisica independiente de la situacién que les dio
origen, ya sea como un objeto mismo o a través de un registro.

Para que un artefacto pueda intervenir en la generacién de conocimiento debe cons-
tituirse en instrumento para quien aprende. En la teorfa de Rabardel, la nocién de
instrumento incluye un artefacto (o parte de un artefacto o varios) junto con esquemas
de utilizacidn, es decir, la interpretacién por un observador de acciones “relativas a la
gestidn de las caracteristicas y propiedades particulares del artefacto” (p. 171), o que
son “medio de realizacién” de una tarea (Rabardel, 1995/2011, p. 171). Segtin el inves-
tigador hacer del artefacto un instrumento no es un asunto inmediato, pues requiere
la articulacidn de dos procesos, en una evolucién que denomina génesis instrumental.
Tales procesos son: (i) de instrumentalizacién o reconocimiento progresivo de las posi-
bilidades y limitaciones propias del artefacto y de sus diferentes componentes; y (ii)
de instrumentacién o surgimiento y desarrollo de esquemas de utilizacién. Por ejemplo,
cuando los estudiantes usan el artefacto “funcién de arrastre” de un programa de
geometria dindmica para mover objetos de una construccién en busca de invarian-
tes, es posible identificar dos tipos de acciones, cada una de las cuales obedece a uno
de los procesos, respectivamente: primero, de reconocimiento de las posibilidades
que tiene el arrastre de ciertos objetos al notar que se mueven en el universo en el
que fueron creados (como un punto construido en un rayo); y, segundo, de andlisis
para determinar si un objeto se comporta siempre igual al arrastrarlo (ubicdndolo
en posiciones extremas, mirando unos pocos casos o haciendo un barrido por todo
el campo de posibilidades).

Rabardel (1995, citado en Bartolini Bussi y Mariotti, 2008) sefiala que en el proceso de
génesis instrumental se puede llegar a emplear el artefacto con fines distintos a los
que motivaron su creacién. En ese sentido, un esquema de utilizacién puede corres-
ponderse o0 no con esquemas previstos en el disefio del artefacto, se puede ensefar
y esta sujeto a la experiencia personal. Los programas Excel y Cabri ilustran bien lo
dicho: son artefactos disefiados como hoja de célculo para apoyar tareas en el sector
financiero y como graficador dindmico, respectivamente; pero se utilizan, por ejem-
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Aportes investigativos para el disefio curricular en geometria y estadistica - Parte I

Marco teérico

plo, el primero para la ensefianza de procedimientos de generalizacién aritmética y
el segundo para identificar dependencias entre propiedades. As{ que el instrumento
es una construccién individual, puesto que el sujeto emplea un artefacto de manera
idiosincrética en una tarea particular.

Nuestro interés en la teorfa de la actividad instrumentada radica en que los esque-
mas de utilizacién pueden verse como sefiales de actividad matemadtica que llevan
a cabo los estudiantes cuando resuelven problemas, apoyados en Cabri, y proponen
conjeturas a partir del trabajo realizado. Entonces proveen informacién sobre las
experiencias personales y contextualizadas (por la tarea y por el uso del instrumento)
con las que los estudiantes, de un lado, dan significado al enunciado del problema y
a los objetos involucrados en la situacién; y, de otro, proponen una estrategia para
resolver el problema. Al usar el artefacto se producen signos variados que capturan
(encapsulan) las acciones de la actividad instrumentada y las ideas que surgen durante
ellas o asociadas a ellas. Estos signos pueden evidenciar los significados personales,
con los cuales el profesor puede llevar a cabo la mediacién semidtica del contenido
geométrico que se quiere que los estudiantes entiendan y aprendan.

Mediacion semiética del profesor

En nuestro estudio, el andlisis de la mediacién semiética del profesor se concentra
en el tratamiento de signos derivados del uso del artefacto Cabri en la resolucién de
problemas abiertos, para los cuales tienen que producir una conjetura. Dichos signos
incluyen figuras geométricas en Cabri y enunciados de contenido matematico, rela-
cionados con la conjetura, producidos por los estudiantes. Como ya se menciond, los
signos son entidades que encapsulan la experiencia personal, hacen parte del bagaje
cultural y, al final, se espera que transciendan la idiosincrasia, constituyéndose as{
en un referente para construir significados matematicos. En ese sentido, se dice que
los signos se consideran entidades que representan algo para alguien. Radford (2000)
puntualiza que los signos son entidades con doble vida, por cuanto reflejan el proceso
cognitivo interno y son herramientas de la mente para hacer tareas particulares.

Segln Mariotti (2009) la caracteristica principal de los signos derivados del uso de
un artefacto, en el 4mbito de la educacién matematica, es su fuerte vinculo con las
acciones que se realizan con él. Se reconoce, por tanto, que los artefactos tienen
potencial semidtico (Bartolini Bussi y Mariotti, 2008), que se evidencia en la medida en
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que se usen intencionalmente los esquemas de utilizacién y los signos para la mediacién.
La mediacidn semiética del profesor se basa en el provecho que este puede sacar de
los signos producidos por los estudiantes para propiciar, fomentar y afectar la rela-
cién entre los alumnos y su saber matemético. Para Bartolini Bussi y Mariotti (2008),
en el curso de la resolucién de problemas con un artefacto, los estudiantes pueden
generar tres tipos de signos:

1. Signos del artefacto: son signos estrechamente relacionados con la experiencia
del sujeto al usar el artefacto; los significados asociados son personales y
subjetivos. Generalmente tales signos hacen referencia explicita a alguna accién
instrumentada de la que emergen. Estdn muy relacionados con los ‘signos situados’
de Noss y Hoyles (1996, citado en Bartolini Bussi y Mariotti, 2008) que se refieren
a las ideas matematicas que construyen los estudiantes al hacer configuraciones
en un escenario particular, el cual da forma a las ideas que expresan. Es posible
que en el aula los signos personales surgidos de una actividad instrumentada
no conlleven a significados compartidos; sin embargo, la referencia directa a
la experiencia comun posibilita formar un significado compartido mediante la
negociacion.

2. Signos matemdticos: son signos asociados al contexto matematico, que guardan
alguna relacién con el universo tedrico que corporeiza el artefacto. Estdn
vinculados a los significados matematicos compartidos en la clase y se expresan
de acuerdo a los estdndares compartidos por la comunidad. Son parte de la
herencia cultural y constituyen la meta de la mediacién semiética orquestada
por el profesor.

3. Signos pivote: son signos de cardcter bidireccional, pues relacionan el dominio
matemdtico con la experiencia del sujeto con el artefacto. La caracteristica
principal de estos signos es su polisemia, es decir, que ellos pueden referirse
a la actividad instrumentada, pero también al dominio matematico. Por eso
favorecen el trénsito entre los signos del artefacto y los signos matematicos. El
profesor puede aprovechar los signos pivote para construir una cadena semidtica
que vincule signos del artefacto con signos matematicos.

Especificamente, el potencial semidtico del artefacto se refiere ala capacidad que este
tiene de propiciar la generacién de signos pivote, porque explicita esa posible doble
relacién asociada a su uso: con los significados matematicos subyacentes y con los
significados personales que se generan. En la medida en que el profesor identifique
esquemas de uso y conozca los signos, y ambos se discutan en la clase, el potencial
semiGtico del artefacto se convierte en elemento importante de la mediacién semid-
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tica. Suimportancia para la mediacién semidtica estriba en que, tan pronto adquieren
una forma de representacién externa, se pueden compartir socialmente y pueden
evolucionar hacia signos matemdticos propios de un marco tedrico de referencia.

Bajo esta perspectiva, como mediador cultural, el profesor favorece, con sus acciones de
mediacién semidtica, la evolucién de signos del artefacto hacia signos matematicos.
Para ello, es responsable de disefar estrategias que conecten las perspectivas indivi-
duales con las sociales y, a su vez, de actuar en los niveles cognitivo y metacognitivo.

De acuerdo con Bartolini Bussi y Mariotti (2008) se considera que el proceso de media-
cién semidtica es complejo y requiere, ademds de reconocer el papel de los signos que
se producen en una clase, identificar si estos son producto o medio en la construccién
de conocimiento, y enfocarse en la articulacién que puede establecerse entre arte-
factos y signos desde una perspectiva educativa. En relacién con esto ultimo, tanto
para las investigadoras como para nosotros, son de interés los siguientes asuntos:
cémo hacer que los estudiantes tomen consciencia de los significados que surgen del
uso de un artefacto y cémo hacer que tales significados se relacionen explicitamente
con las matematicas.

Desde el punto de vista investigativo, en Bartolini Bussi y Mariotti (2008) y Mariotti
(2009) se determinan unas categorias para identificar, describir y explicar la media-
cidén semidtica y para favorecerla. Las autoras proponen analizar tanto la produccién
individual como la produccién colectiva de signos en secuencias de actividades que
comienzan con tareas, en cuya realizacién los estudiantes usan el artefacto, conti-
nidan con tareas en las que se pide la produccién individual de signos y terminan con
actividades colectivas en las que el profesor se responsabiliza de hacer evolucionar
los signos. Para esto dltimo, este solicita elaborar una sintesis del proceso seguido y
focaliza la discusién en el uso del artefacto.

Nosotros hemos previsto que la mediacién semidtica, relacionada con la produccién
de conjeturas en la actividad demostrativa, se puede evidenciar en actividades como:

e Retomar el trabajo con el artefacto para permitir que los estudiantes se sittien en
contexto y relaten su experiencia.

* Desencapsular las acciones y observaciones de los alumnos para analizar el
uso del artefacto, la informacién emergente de la exploracién y posibilitar un

| 21 |



Patricia Perry - Carmen Samper - Oscar Molina

Leonor Camargo - Armando Echeverry

proceso empirico de validacién o invalidacién del signo.

® Focalizar aspectos matematicos sujetos al artefacto o a una teoria, que apuntan
hacia la conjetura y a la demostracién del hecho geométrico.

e Impulsar la apropiacién del discurso matemdtico, como género, en: el uso de
términos y expresiones propias, el sentido de generalidad de las conjeturas y la
estructura de los enunciados condicionales.

Entodo caso, el proceso de mediacién semidtica del profesor se apoya en la experiencia
vivida por los estudiantes, en sus propias observaciones y formulaciones, para darles
sentido a los enunciados matematicos que emergen.

Problemas-conjeturas-sistema tedrico
como organizador curricular

Hace ya quince afios, el investigador espafiol Luis Rico (1997) introdujo la nocién de
organizador curricular para referirse a “aquellos conocimientos que adoptamos como
componentes fundamentales para articular el disefio, desarrollo y evaluacién de
unidades didcticas” (p. 45). Rico, por supuesto, reconoce las diferentes disciplinas
matematicas y, dentro de ellas, los conceptos y procedimientos como organizadores
curriculares de muy frecuente uso, que “no agotan las necesidades organizativas del
curriculo de matematicas” (p. 46), razén por la cual identifica otros que amplian las
posibilidades de trabajo didéctico en el aula: los errores y dificultades de los estudiantes
conrespecto a los diferentes temas que se estudian; la diversidad de representaciones
para cada sistema conceptual y modelizaciones usuales de conceptos; la fenomeno-
logia de los conocimientos implicados; la diversidad de materiales y recursos para
apoyar el aprendizaje de cada tema; y la evolucién histérica de cada campo e incluso
de cada concepto.

Seguin Rico (1997):

Una condicién exigida para aceptar un tipo de conocimientos como organiza-
dor del curriculo de matemadticas debe ser su caracter objetivo y la diversidad
de opciones que genere. Un organizador debe ofrecer un marco conceptual
para la ensefianza de las matematicas, un espacio de reflexién que muestre la

complejidad de los procesos de trasmisién y construccién del conocimiento
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matemadtico y unos criterios para abordar y controlar esa complejidad. Los
organizadores deben mostrar su potencialidad para establecer distintos marcos
de estructuracién de las unidades didacticas, con una base objetiva de inter-
pretacién y discusién... (pp. 45-46)

En nuestro enfoque metodoldgico para la ensefianza de la demostracién en el nivel
universitario, se ha usado un compuesto de tres elementos como organizador del cu-
rriculo. Para caracterizar el organizador, al que podemos designar problemas-conjeturas-
sistema tedrico, se ha de comenzar por detallar sus elementos y las relaciones entre ellos.

El sistema tedrico tiene como directrices el modelo de Birkhoff (1932) para la geo-
metria euclidiana, en el que “se introducen los hechos encarnados en la regla y el
transportador” (p. 2) y la propuesta curricular de Moise y Downs (1986) presentada
en su texto Geometria Moderna, que concuerda basicamente con dicho modelo. Los
problemas son de indole geométrica; su resolucién, por una parte, requiere hacer
exploracién empirica, paralo cual se acepta el uso de la geometria dindmica y, por otra
parte, exige de manera explicita formular una conjetura: a cada problema subyacen
uno o més posibles teoremas del sistema tedrico.

Es importante precisar que los problemas propuestos a los estudiantes son de dos
tipos: de construccién sugerida y de construccion creativa. En los problemas del primer
tipo, la representacién de la situacién que describen se basa exclusivamente en la
construccién de objetos que cumplan las condiciones dadas en el problema mismo y la
busqueda de invariantes se basa en la exploracién directa de los objetos representados
(construidos). Los problemas del segundo tipo exigen construcciones auxiliares que
provean las condiciones geométricas necesarias para determinar, con la exploracién,
la existencia de un objeto (genérico o especifico). Asi, la representacién de la situacién
en este tipo de problemas no se basa sélo en la construccién de objetos que cumplan
las condiciones dadas en el problema mismo, sino en otras que permitan solucionar
el problema.

Las conjeturas que formulan los estudiantes provienen de explorar la situacién
planteada en el problema, con el apoyo de la geometria dindmica, que corporeiza
la geometria euclidiana, y en ese sentido se cuenta con una probabilidad muy alta
de obtener propuestas aceptables desde el punto de vista del contenido. El sistema
tedrico enmarca la resolucién del problema, es decir, el problema se puede represen-
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tar y abordar con el contenido geométrico disponible. Las conjeturas provenientes
de resolver el problema permiten extender el sistema tedrico, en la medida en que
entren en calidad de teoremas.

Dada la descripcién anterior, es relativamente facil advertir que en el compuesto
problemas-conjeturas-sistema tedrico el contenido geométrico ocupa un papel pre-
ponderante, y es natural llegar a pensar que si se usa como organizador curricular no
tiene novedad alguna con respecto a la manera tradicional de presentar y estudiar el
contenido matemdtico. Frente a tal consideracién conviene tener en cuenta la distin-
cién entre curriculo formal y curriculo implementado; el primero hace referencia a
planes, mientras que el segundo a lo realizado en la marcha, es decir, como respuesta
o reaccién a los sucesos situados en un lugar y tiempo especificos. Asi, distinguiendo
entre organizador del curriculo formal y organizador del curriculo implementado,
se ve que nuestra propuesta es la de un organizador para el curriculo implementado;
un rasgo que lo diferencia de otros organizadores es la importancia que se le da a
la voz de los estudiantes al centrar el trabajo en la clase, en el estudio colectivo de
las conjeturas propuestas por ellos, cuando resuelven problemas de un cierto tipo
planteados por el profesor dentro de un marco bien definido como lo es un sistema
tedrico de referencia.

(En qué sentido el compuesto problemas-conjeturas-sistema teérico es un organizador
del curriculo implementado? Para responder esta pregunta es importante aclarar que
aunque el profesor, el orquestador del discurso de la clase, tiene en mente un sistema
de referencia que delimita en gran medida el contenido geométrico que se estudia y,
en ese sentido, desde la perspectiva de un experto, el espacio para construir nuevo
conocimiento a partir de las conjeturas es limitado, la perspectiva de los estudian-
tes es muy distinta: al no tener el conocimiento de lo que se va a tratar en clase, la
consideracién de las conjeturas producidas por ellos realmente abre la oportunidad
para que se sientan co-participes de la construccién genuina de conocimiento. El
compuesto problemas-conjeturas-sistema tedrico organiza el curriculo implementado,
pues permite la estructuracién del contenido matemaético en el sistema tedrico que
se estd conformando, impulsa la realizacién de procesos matematicos propios de la
actividad demostrativa y propicia la discusién sobre asuntos como la consistencia y
funcionamiento de un sistema tedrico, los planes, estrategias y metas propuestos para
resolver el problema y su validez dentro del sistema, y la forma de comunicar las ideas.

| 24 |



Aportes investigativos para el disefio curricular en geometria y estadistica - Parte I

Metodologia de la investigacién

Capitulo 2.
Metodologia de la
investigacion

Las acciones investigativas se orientaron de acuerdo con los dos marcos de referencia
que fundamentan los anélisis. Asi, se disefiaron estrategias metodolégicas que per-
mitieron, de un lado, informar sobre la accién instrumentada de los estudiantes con
Cabri, cuando resolvian un problema que requeria la formulacién de una conjetura;
y, de otro lado, analizar la mediacién semidtica del profesor, cuando socializaba las
conjeturas propuestas y dirigfa un trabajo colectivo para hacer evolucionar dichas
conjeturas hacia la produccién de teoremas que amplian el sistema tedrico que estaba
en construccion.

Para precisar la metodologia de la investigacidn se comenzard por enmarcar el estudio
en una perspectiva investigativa. Luego, se hard referencia a los sujetos que participa-
ron en el estudio, haciendo una caracterizacién bésica de su experiencia académica.
En seguida, se describira el dispositivo experimental que permitié recoger la infor-
macién para el andlisis, indicando las técnicas de recoleccién de la informacién y el
tratamiento dado a esta para convertirla en datos de la investigacién. Posteriormente,
se detallard el dispositivo analitico con el cual se interpretaron y analizaron los datos,
sefialando el procedimiento empleado para constituir categorias emergentes, usarlas
en los andlisis e identificar relaciones o patrones para hacer inferencias, en las que
se basan las conclusiones del estudio.

Perspectiva investigativa

Nuestro estudio investigativo se enmarca, de manera general, en la metodologia
‘experimento de ensefianza’ (Cobb, 2000), con la cual se analizan ciertos eventos de
una ensefianza experimental a la luz de un referente tedrico, con el propdsito de
identificar fenémenos de interés para la investigacién en un campo particular. Los

eventos se consideran casos representativos del fenémeno.
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Segun Steffe y Thompson (2000), un experimento de ensefianza en el dmbito de la edu-
cacién matemdtica se basa en una secuencia de clases que involucran un profesor -
comprometido en promover la interaccién social entre sus estudiantes, la negociacién
de significados y formas cada vez més sofisticadas de actuar matemadticamente-, unos
estudiantes -activamente comprometidos en interacciones comunicativas-, y uno o
mas observadores que registran aspectos de los sucesos de la clase. Por ello, el disefio
y el desarrollo del curso sirven como contexto investigativo y, a su vez, los andlisis
realizados informan sobre los efectos resultantes con el fin de apoyar nuevos disefios.

Esta aproximacién investigativa busca recoger informacién directa de la experiencia
matemdtica de los estudiantes y es particularmente ttil cuando se reconoce la natu-
raleza sociocultural del aprendizaje de las matemdticas; asf lo plantean Ball (2000) y
Cobb (2000). Quiere decir esto, que contribuye a construir un puente entre la investi-
gacién en didactica de las matemdticas y la practica de la ensefianza y el aprendizaje,
atendiendo cuestiones de investigacién actualmente relevantes.

De igual forma, es relevante tener en cuenta que, por lo regular, un experimento de en-
sefianza tiene tres fases: disefio y planeacién de la ensefianza, anélisis durante el curso
de los eventos de la clase y andlisis retrospectivo. Las dos primeras fases se relacionan
estrechamente con la meta de apoyar el progreso matematico de los estudiantes par-
ticipantes, mientras que el andlisis retrospectivo se ocupa de aspectos estructurales
de la ensefianza que permiten configurar un modelo del aprendizaje. Puesto que se
disponia de la informacién recogida en una investigacién previa (Camargo, 2010), el
presente estudio se enfocé en la tercera fase: indagar sobre los sucesos de la clase
para identificar y describir, por una parte, la accién instrumentada que da lugar ala
produccién de signos personales de los estudiantes y, por la otra, la mediacién semié-
tica del profesor para hacer evolucionar dichos signos hacia signos institucionales,
cuando propicia y fomenta la participacién de los estudiantes en la construccién de
una porcién de un sistema tedrico de geometria euclidiana plana.

Por dicha construccién previa se entiende la actividad de buscar regularidades para
reportar invariantes, a manera de conjetura, y de justificar la validez de aquellas
conjeturas que se consideran plausibles dentro del sistema tedrico que se tiene en el
momento. Es decir, se pone en juego el organizador curricular problemas-conjeturas-
sistema tedrico.
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Participantes en el estudio

El disefio investigativo tomé como punto de partida las trascripciones de algunas
sesiones de clase del curso Geometria Plana, desarrollado el primer semestre de
2007. Fueron dieciocho los estudiantes que registraron la asignatura y culminaron el
semestre académico. Todos ellos habfan tomado y aprobado un curso previo, llama-
do Elementos de Geometria, en el que se hizo un acercamiento informal a algunas
definiciones y teoremas elementales de geometria euclidiana plana, con el objetivo
de desarrollar habilidades de visualizacidn, lenguaje y argumentacién ttiles para en-
frentar el curso Geometria Plana. En este tltimo, se hizo un acercamiento deductivo
a la geometria, impulsando la construccién colectiva de una porcién de un sistema
tedrico de geometria euclidiana plana. Ademds, en este curso, los estudiantes apren-
dieron a usar Cabri, es decir, no tenian experiencia previa con programas similares
de geometria dindmica, ni de su uso para descubrir propiedades.

En este curso se desarrollé un experimento de ensefianza con el fin de favorecer el
aprendizaje de la demostracidn, al involucrar a los estudiantes en situaciones pro-
blema que favorecian su actividad demostrativa (Perry, Samper, Camargo y Molina,
2013) y les permitfan participar de manera genuina en la construccién colectiva de
la porcién del sistema tedrico. Tal como lo sefiala Camargo (2010), este grupo avanzd
considerablemente en la constitucién de una comunidad de préctica.

La profesora del curso tenia una amplia trayectoria como docente; en particular, habia
desarrollado ya seis versiones del curso Geometria Plana, en el marco de una innova-
cidn curricular que concibe el aprendizaje de las matematicas como participacién de
los estudiantes en actividad matematica. Era y continta siendo miembro del grupo
de investigacién que ha guiado y apoyado la innovacién mencionada.

Dispositivo experimental

Para la tesis doctoral (Camargo, 2010) —centrada en la evolucién de la participacién
de los estudiantes en la actividad demostrativa, como indicador de la generacién de
una comunidad de préactica-, la investigadora trascribié todos los registros de audio
del curso Geometria Plana desarrollado, como ya se dijo, el primer semestre de 2007.
Asf, logré tener informacién primaria de las interacciones de los integrantes de tres
parejas de estudiantes —cuando resolvian problemas asignados, con ayuda de Cabri-
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y de las interacciones entre profesora y estudiantes —cuando la profesora dirigia el
intercambio comunicativo entre todos los miembros de la clase-. También contaba
con registros de video.

Para el presente estudio, del mencionado corpus se seleccionaron las trascripciones
correspondientes al trabajo en torno a tres problemas propuestos a los estudiantes
en dos momentos del semestre. Ademds de resolver los problemas, los estudiantes
tenfan que formular conjeturas y discutirlas con sus compaferos en una interaccién
dirigida por la profesora. Para seleccionar los problemas cuyas trascripciones se
analizaron, tuvimos en cuenta que: primero, se hubieran asignado en momentos
distintos del desarrollo del curso, hacia el principio y el final, para captar, si fuera
posible, regularidades y diferencias en la accién instrumentada de los estudiantes y
en la mediacién semidtica del profesor; segundo, se dispusiera de un buen registro
de la actividad instrumentada de tres parejas de estudiantes para poder hacer un
seguimiento detallado de tal actividad; y, tercero, se dispusiera de la discusidn pos-
terior dirigida por la profesora y que aquélla fuera representativa de la mediacién
semidtica desplegada por ella.

Cabe sefalar que aunque se escogieron tres de los problemas cuyas transcripciones
eran las mejores, esto no significa perfeccién en la toma de datos, pues el hecho de
registrar la informacién en el ambiente natural de la clase dificulta en ocasiones el
registro claro de audio y en algunos momentos el registro de video. A continuacién
se presentan los enunciados de dichas situaciones.

Problema 1. Sean BA y BE rayos opuestos y BK otro rayo. Sean BG y BD las bisectrices
de ZKBEy ZABK, respectivamente. ;Cuél debe ser la posicién de BK para que la medida
del ZGBD sea méaxima? (Problema de construccién sugerida).

Problema 2. Sean BA y BC rayos opuestos y BD otro rayo. jExiste un punto E en el
semiplano determinado por la AB en donde est4 D tal que £CBE y £DBA sean com-
plementarios? (Problema de construccién creativa).

Problema 3. Dada una rectamy un punto P que no estd en ella. a) Para R que pertenece
am, halle Q en el semiplano opuesto a aquel en el que estd P tal que QR es igual a PR. b)
Repita el mismo proceso con tres puntos més de la recta. c) ;Existe un punto X en ese
semiplano para el cual su distancia a cualquier punto Y de la recta es igual a la distancia
de ese punto a P? Si es el caso, caracterice a X. (Problema de construccién creativa).
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Una vez seleccionados los problemas y las transcripciones del trabajo de tres parejas
de estudiantes, se cotejaron con las grabaciones de audio y video para enriquecerlas
con la descripcién detallada de acciones especificas en Cabri y con algunas figuras
ilustrativas de la construccién o la exploracién que se estaba haciendo. La intencién
era disponer de descripciones mds completas que permitieran inferir los esquemas
de utilizacién, producto del uso del programa de geometria dindmica y detectar los
signos generados.

Después de enriquecer las transcripciones con informacién relevante se delimitaron
segmentos de interaccidn, para organizar las intervenciones por fases de la resolucién
del problema, suprimiendo lineas en las que no se estuviera haciendo o diciendo algo
con relacién al problema o su solucién. Las transcripciones de la interaccién entre la
profesora y todo el grupo para discutir las conjeturas, se sometieron a un proceso de
depuracién para eliminar informacién irrelevante y dividir el material por fragmentos,
de acuerdo al asunto tratado.

El proceso de edicién, depuracién y organizacion de la informacién de las trans-
cripciones conlleva en si mismo un nivel de andlisis e interpretacién, hecho que es
connatural a los estudios cualitativos. De hecho, el registro mismo de la informacién
estd influido por decisiones relativas al interés de capturar ciertos fenémenos. Sin
embargo, el andlisis en profundidad correspondiente a este estudio se centré en
la actividad instrumentada y en la mediacién semidtica, tal como se describe en la
siguiente seccién.

Dispositivo analitico

El dispositivo analitico para estudiar las transcripciones fue diferente de acuerdo con
el asunto de interés: la actividad instrumentada o la mediacién semidtica. A conti-
nuacién se describe en detalle el procedimiento con el que se abordé el andlisis de la
informacién en cada caso.

Para abordar el andlisis de la actividad instrumentada

Para estudiar la actividad instrumentada con Cabri, se identificaron, en las inter-
venciones de los estudiantes, asuntos que se constituyeron en categorias previas de
andlisis (véase Tabla 1).
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Tabla 1. Definicion de categorias para analizar la actividad instrumentada

Categoria Definicién

Acciones relativas al proceso de reconocimiento progresivo de las
Instrumentalizacién | posibilidades y limitaciones propias del artefacto y de sus diferen-
tes componentes.

Acciones relativas al proceso de surgimiento y desarrollo de esque-
Instrumentacién mas de utilizacidn, es decir, acciones tipicamente realizadas con el
instrumento para resolver una tarea.

Caracteristicas del artefacto, ligadas a lo matematico, que permi-
ten establecer relaciones entre esquemas de utilizacién e imégenes
conceptuales, significados personales y conocimiento.

Potencial semidtico del
artefacto

Signos-Figuras geomé- | Figuras geométricas construidas con Cabri que ponen en evidencia
tricas informacién usada por los estudiantes para formular la conjetura.

Oraciones o frases de indole matemadtica relacionadas con las con-
jeturas.

Signos-Afirmaciones
Tal como se sefiald en el marco tedrico, en el proceso de génesis instrumental para con-
vertir un artefacto en un instrumento se articulan acciones de instrumentalizacién e
instrumentacidn, y el artefacto se usa de manera peculiar o especifica en la resolucién
del problema. El considerable conocimiento practico del programa y el conocimiento
relativamente amplio, basado en la observacién frecuente, de las actuaciones de los
estudiantes cuando usan Cabri para resolver problemas, permitié disponer a priori
de un conjunto de esquemas de utilizacién relativos a construcciones de objetos y al
uso de la funcién arrastre, con los cuales se comenzd el anélisis.

Sin embargo, a medida que se fue analizando el trabajo realizado por los tres grupos,
se infirieron otros esquemas, estrechamente relacionados con los problemas espe-
cificos. A continuacién se presentan en las Tablas 2 y 3, los esquemas para construc-
cidn, exploracién y verificacién, tomados de la lista definitiva de esquemas, que se
identificaron en el andlisis de los fragmentos del Problema 2, con el que se ilustré la
interpretacién de los datos.

Tabla 2. Descripcion de esquemas de utilizacion para construcciones

Usan la opcién Rayo, hacen clic en dos lugares distintos

Construccién d cs5 .
onstruccion derayo de la pantalla y determinan un punto sobre el rayo.

| 30 |



Construccién de rayos
opuestos

Construccién de dngulo
complementario a uno

dado

Aportes investigativos para el disefio curricular en geometria y estadistica - Parte I

Metodologia de la investigacién

Construyen una recta, usan la opcién Rayo y construyen
c7 dos rayos opuestos con origen en un mismo punto de la
recta.

Construyen dos rayos en sentido opuesto que percep-

C11 .
tualmente parecen colineales.

Miden el dngulo inicial, calculan la diferencia entre esa
C18 | mediday 90, construyen un rayo y lo rotan alrededor del
extremo segun la diferencia calculada.

Tabla 3. Descripcion de esquemas de utilizacion para explorar o verificar

AET

AVCX

AVCE

Se arrastra un punto o un objeto para hacer un barrido més o me-
nos completo y explorar.

Se arrastra un punto o un objeto para ubicarlo en situaciones ex-
tremas y verificar la construccién realizada.

Se arrastra un punto o un objeto para ubicarlo en situaciones espe-
ciales y verificar la construccién realizada.

Nota: Si el arrastre es de un punto o de un objeto, se agrega al final del codigo P u O respectivamente.
Si se toma medida, se agrega al final del codigo M.

A continuacién se explicita el procedimiento de andlisis del material:

e Las trascripciones correspondientes al primer problema se distribuyeron

entre los miembros del grupo investigador para hacer de manera individual
una primera revisién. Se propuso identificar inicialmente los procesos de
instrumentalizacién, los esquemas de utilizacién y los signos —oraciones o frases
de los estudiantes-, procurando identificar relaciones entre los esquemas y los
signos.

Se realizé una primera discusion sobre el trabajo individual. En esta se revisaron
los esquemas de utilizacidn, incluyendo algunos nuevos a la lista, y, a su vez,
se acordaron las descripciones de estos. Fue evidente la necesidad de entrever,
en los esquemas identificados, las imdgenes conceptuales de los estudiantes
sobre los objetos geométricos involucrados en la conjetura que se buscaba o su
interpretacién del problema. De otra forma, no era claro cémo establecer el nexo
entre los esquemas y los signos producidos.

Se llevé a cabo una nueva revisién del material, esta vez en parejas, incluyendo,
por una parte, la identificacién de construcciones en Cabri de figuras
geométricas relevantes para la solucién del problema (signos) y, por otra, nuestra
interpretacién de las imagenes conceptuales subyacentes en los esquemas
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de utilizacién. Esta asociacidén entre imdgenes conceptuales y esquemas de
utilizacién condujo a reconocer el potencial semidtico de Cabri.

e FEn una reunién general del equipo de investigacidn, se socializé el trabajo
realizado por las parejas, se tipificaron los signos identificados usando la
clasificacién sugerida por Bartolini Bussi y Mariotti (2008): signos del artefacto,
signos pivote y signos matemdticos. Se unificé el estilo del informe del anélisis
realizado. Esta reunién sirvié para revisar las descripciones de algunos esquemas
y llegar a un consenso sobre la clasificacién de los signos.

e Se analizaron las transcripciones del segundo problema, inicialmente en parejas
y después en una discusién de todo el equipo. El proceso realizado fue similar al
seguido con las transcripciones del primer problema, salvo que no se hizo una
primera ronda de trabajo individual.

e Se analizaron las trascripciones del tercer problema, de manera individual. En
este caso, los esquemas de utilizacién de construccidén que se tenian, tanto los
determinados a priori como los que surgieron a partir del andlisis de los dos
primeros problemas, no fueron muy dtiles, pues no hubo evidencia del uso de
casi ninguno de dichos esquemas, salvo algunos de arrastre. Esto llevé a examinar
las diferencias entre los enunciados de los problemas, identificar mds esquemas
emergentes y hacer una propuesta de clasificacién de los esquemas de utilizacién
que se discuten en los resultados de la investigacién.

® Cuando se comenzd el andlisis de lamediacién semidtica, se identificé la necesidad
de revisar la categorfa “Potencial semiético del artefacto” y redefinirla, puesto
que el foco de interés era la mediacién del profesor y no solamente la mediacién
del artefacto (Tabla 4).

Tabla 4. Distincion entre potencial semidtico del artefacto y el usado en la mediacion

Potencial semiético del artefacto Potencial semiético usado en la mediacién

Esquemas de utilizacidn o signos (figuras o
afirmaciones que surgen en el curso de la re-
solucién del problema) producidos por los es-
tudiantes, utilizables en la mediacién semidti-
ca del profesor.

Caracteristicas del artefacto ligadas a lo ma-
temdtico que permiten establecer relaciones
entre esquemas de utilizacién e imégenes
conceptuales.

Para abordar el analisis de la mediacién semiética del profesor

Con el objetivo de llevar a cabo el estudio de la mediacién semiética del profesor en
el tratamiento dado a las conjeturas en clase, y por esta via documentar el proceso
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mediante el cual las ideas que producen los estudiantes se constituyen en elementos
clave de la construccién de conocimiento, se desarrollé el siguiente proceso:

e Un miembro del equipo de investigacién, que no era la profesora del curso,
asumi la tarea de leer la trascripcién correspondiente a la socializacién de
conjeturas del Problema 1 y hacer una codificacién de la interaccidn, con base en
la categorizacién sugerida por Mariotti (2009). En ese sentido, su mirada se centré
en identificar las siguientes acciones de la profesora: pedir que se retome la tarea,
focalizar en ciertos aspectos del uso del artefacto, solicitar y proveer una sintesis.

e Al discutir la codificacién se evidencié que, en el caso de este estudio, tal
categorizacién era insuficiente para interpretar la mediacién semiética de la
profesora, porque obedeciaauna estructura particular de clase que se diferenciaba
de la implementada en nuestro experimento de ensefianza, sujeta al organizador
curricular problemas-conjeturas-sistema teérico; ademds tal codificacién carecia
de indicadores especificos (i. e., acciones del profesor) para cada categoria,
que permitieran identificar e interpretar la mediacién semiética del profesor.

Se debe tener claro que Mariotti (2009) propone su categorizacién de mediacién
semidtica a partir de clases en las que es central el informe escrito, elaborado
por las parejas de estudiantes sobre el trabajo realizado con el artefacto. Desde
su punto de vista, las categorfas apuntan a abordar las intervenciones del
profesor, las cuales buscan promover el despliegue del potencial semidtico
del artefacto; la construccién de signos individuales comunes; y hacer que
los signos superen el punto de vista individual para adquirir la generalidad
propia de signos, que podrian ser aceptados por la comunidad matemdtica.

En el caso de este estudio, la gestién de la profesora se basaba en las conjeturas
formuladas por los estudiantes y en sus verbalizaciones acerca del proceso
realizado para poder formular la conjetura. En ese sentido, aunque la mediacién
semidtica de la profesora buscaba explicitar los signos producidos por los
estudiantes durante el trabajo con el artefacto, para hacerlos evolucionar;
también apuntaba a la reconstruccién del proceso mismo, pues solo se disponia de
la formulacién escrita de las conjeturas propuestas. Esto llevé a los investigadores
a generar una codificacién emergente, en la que se incluyé como elementos las
categorfas sugeridas por Mariotti (2009) y algunas acciones del profesor, que se
habian propuesto ya en Samper, Camargo y Perry (2006).

¢ Laintegrante del equipo de investigacién que fue la profesora del curso, retomé
la codificacién de la trascripcién para complementarla con nuevas acciones que
fue proponiendo a medida que revisaba el material. En algunos casos emple6 la
evocacién y el recuerdo de los sucesos de la clase para interpretar algunas de
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sus acciones. El desarrollo de la codificacién emergente dio como resultado un
listado inicial de cédigos y sus descripciones.

* A medida que el andlisis del primer problema avanzaba, la lista de acciones fue
aumentando. En varias socializaciones del proceso se comenzé a hacer evidente
que algunas acciones marcadas con cdédigos estaban centradas en favorecer
el intercambio comunicativo, aspecto central para garantizar la mediacién
semidtica, pero no propiamente reconocido como mediador. Este hecho llevé
a suprimir cédigos, aunque se agruparon las acciones descritas en ellos para
referirse a las normas sociales y sociomateméticas (Yackel y Cobb, 1996), que
permiten generar un ambiente propicio para la mediacién semidtica.

® Nuevas revisiones a la lista de cédigos que agrupaban acciones especificas de
mediacién semidtica de la profesora, en las que se hacia evidente el papel que
ella cumplia en la evolucién de las conjeturas de los estudiantes hacia signos
matematicos, que cumplian las normas establecidas en clase para formular un
teorema o una definicién, permitieron identificar una posible organizacién de
los cédigos segtin el asunto central de la mediacién: los objetos y las relaciones
de indole geométrica involucrados en el problema, la conjetura que da solucién
al problema, el enunciado condicional como forma usual de presentar una
conjetura, el teorema al que se esperaba llegaran los estudiantes, y asuntos
matemdticos propios de la conformacién de un sistema tedrico. Se agruparon
los cédigos en categorias correspondientes a los asuntos mencionados, aunque
algunos cédigos correspondfan a més de una categorfa.

e Tras varias revisiones de la codificacién hecha a partir del primer problema,
la investigadora-profesora realizé el andlisis de las interacciones relativas al
segundo problema, tarea que condujo a algunos cambios en el listado de cédigos,
principalmente para incluir acciones de una categoria en otra.

e Analizadas las trascripciones de los dos primeros problemas, el equipo se
concentrd en revisar las descripciones de los cédigos y las palabras clave con las
cuales se mencionarfan. El listado definitivo de categorias y sus acciones con sus
respectivos cddigos se recogen mas adelante en las Tablas 5 a 9.

e El andlisis adelantado hasta el momento llevé a revisar los signos que fueron
objeto de la discusién y, especialmente, a establecer una tipificacién de los que
se habian denominado signos matemdticos, porque se vefan diferencias entre ellos
derivadas de: (i) si el signo matemético responde al problema o si es el teorema
el que se quiere introducir al sistema tedrico; (ii) si el signo estd mas o menos
préximo a una formulacién sintética y econdmica; (iii) si el signo estd completo
con relacidn a las partes que constituyen la condicional en la formulacién de la
conjetura; y, (iv) si son formulaciones correctas o erréneas.
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e Con la organizacién de cédigos tal como aparece en las Tablas 5 a 9, se realizé el
andlisis de las interacciones correspondientes al Problema 3. Este andlisis lo hizo
la investigadora-profesora y lo discutié con los demds miembros del equipo.

Cédigos para analizar la mediaciéon semidtica del profesor

Tabla 5. Acciones de mediacion semidtica del profesor centradas en la conceptualizacion de objetos
y relaciones

1. Conceptualizacién de objetos y relaciones

(concepcibn-artefacto) Provocar concepcidn sobre objetos mateméticos, a través de lo
hecho con el artefacto, para detectar imdgenes conceptuales reducidas o deficientes,
para que entiendan qué propiedades se requieren para que la figura represente el obje-
to que se quiere, construir buena definiciones.

(enunciado sintético) Enunciar o pedir el enunciado de una proposicién de manera sin-
tética usando el término asignado dentro del sistema tedrico desarrollado, para que la
proposicién se asemeje en su forma a la que es usual en la matemadtica; debe usarse el
sistema tedrico para ello, las proposiciones deben ser sintéticas y econémicas.

(ubicacién objetos) Explicitar o destacar qué elementos del sistema tedrico estdn invo-
lucrados en lo que se afirma. Interpretacién del profesor para mostrar que los objetos
involucrados en la proposicién tienen un lugar en el sistema tedrico, para legitimar la
afirmacién. Control tedrico de objetos involucrados en la afirmacién.

(abordar imprecisiones) Abordar (suprimir o destacar) imprecisiones matematicas en
4, el signo (afirmacidn escrita o hablado) para impulsar la apropiacién de términos y ex-
presiones convenidas para el discurso de la comunidad de la clase.

(construccién-sistema tedrico) Promover que las representaciones hechas con el arte-
5. facto se supediten al sistema tedrico disponible para hacer ostensivas las propiedades
dadas en las definiciones, postulados y teoremas.

(significado personal-concepto) Indagar acerca del significado personal de un concep-
22. | to.Preguntar por el significado personal de un objeto o relacién de indole geométrica
con el propésito de determinar su correspondencia con la solucién del problema.

Tabla 6. Acciones de mediacion semidtica del profesor centradas en la comprension y el uso del
enunciado condicional

II. Comprensién y uso del enunciado condicional como objeto

(artefacto-antecedente y consecuente) Revisar o pedir revisién del uso del artefacto en
las construcciones que se relatan, como referencia para determinar si en el enunciado
condicional propuesto, el antecedente se corresponde con lo construido -directamente
o con el arrastre-, y el consecuente con lo obtenido.
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(identificacién-antecedente y/o consecuente) Identificar o solicitar identificacién de
condiciones construidas y propiedades encontradas, paso previo para determinar si en

7. . .. :
el enunciado condicional propuesto, el antecedente se corresponde con lo construido
-directamente o con el arrastre-, y el consecuente con lo obtenido.

5 (dependencia-conjetura) Utilizar lo hecho y obtenido con el artefacto como referencia

para evaluar si la conjetura expresa la dependencia que el artefacto hace ostensiva.

(conjetura-condicional) Pedir el uso o usar expresién de conjeturas en formato condi-
9. cional para explicitar la relacién de dependencia y con qué se cuenta para comenzar la
demostracién y qué es lo que se debe demostrar.

(condicional-ejemplos y contraejemplos) Destacar elementos fundamentales que carac-
terizan una proposicién condicional y una bicondicional, y destacar cémo se pueden

10. . . ; o g
aprovechar para producir ejemplos o contraejemplos, y cémo se modifica la hipdtesis de
la condicional para poder hacer una demostracién por contradiccion.

11 (enriquecer signos) Enriquecer signos con recursos graficos o icénicos para favorecer la

interpretacién del significado de lo que establece una proposicién condicional.

Tabla 7. Acciones de mediacion semiética del profesor centradas en la conjetura como solucion al
problema propuesto

111, El problema y su solucién (la tarea y la conjetura como solucién al problema)

(abordar imprecisiones) Abordar (suprimir o destacar) imprecisiones mateméticas en el
4, signo (afirmacién escrita o hablado) e impulsar la apropiacién de términos y expresio-
nes convenidas para el discurso matematico.

(enriquecer signos) Enriquecer signos con recursos graficos o icénicos para favorecer la

11. |, sz .

interpretacién de soluciones que se dan al problema.

(problema-control tedrico) Controlar el universo tedrico en que se va a trabajar para
1, | asegurar que los elementos matemadticos, que subyacen a las propuestas de solucién del

problema, estén enmarcados en el sistema tedrico con que se cuenta o permitan la am-
pliacién del sistema tedrico local en el que se enmarca el problema.

(sintesis-foco de atencidn) Sintetizar o recoger ideas que establecen el foco de atencién
13. | para destacar de los signos de los estudiantes elementos utiles para la produccién de la
conjetura.

(indagar sobre signos) Indagar sobre los signos producidos por los estudiantes para res-
14. | catar elementos utiles para la produccién de la conjetura, o para favorecer que los estu-
diantes revisen y modifiquen sus ideas e interpreten las de los demads.

(modelo de actuacién) Proveer un modelo para enfrentar la resolucién matematica de
15. | un problema (en el andlisis, en la formulacién de conjetura) con el fin de favorecer la
emergencia de signos que conduzcan a la conjetura que soluciona el problema.

(elementos-enunciado) Destacar de las conjeturas de los estudiantes elementos que son

16 parte del enunciado al que se quiere llegar.

(proposicién-operacional) Promover que las proposiciones se transformen para hacer

17. . ‘7
operacional la demostracién.
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Tabla 8. Acciones de mediacion semidtica del profesor centradas en el teorema al que se quiere llegar

IV. Teorema (enunciado, demostracién, marco tedrico) al que se quiere llegar

(enunciado sintético) Enunciar o pedir el enunciado de una proposicién de manera sin-
tética, usando el término asignado dentro del sistema tedrico desarrollado, para que la
proposicién se asemeje en su forma a la que es usual en la matematica; debe usarse el
sistema tedrico para ello, las proposiciones deben ser sintéticas y econémicas.

(abordar imprecisiones) Abordar (suprimir o destacar) imprecisiones mateméticas en el
4, signo (afirmacién escrita o hablado) para impulsar la apropiacién de términos y expre-
siones convenidas para el discurso de la comunidad de la clase.

(problema-control tedrico) Controlar el universo tedrico en que se va a trabajar para
asegurar que los elementos matemadticos que subyacen a las propuestas del teorema al
que se quiere llegar estén enmarcados en el sistema tedrico con que se cuenta o permi-
tan la ampliacién del sistema tedrico local en el que se enmarca el problema.

12.

(sintesis-foco de atencidn) Sintetizar o recoger ideas que establecen el foco de atencién
13. | para destacar de los signos de los estudiantes elementos ttiles para la produccién de la

conjetura.
16 (elementos-enunciado) Destacar de los signos de los estudiantes elementos que son par-
" | te del enunciado al que se quiere llegar.
17 (proposicién-operacional) Promover que las proposiciones se transformen para hacer
" | operacional la demostracién.
18 (nuevo elemento del sistema) Explicitar la necesidad de introducir un elemento al siste-

ma tedrico para poder sustentar un paso de la construccién.

Tabla 9. Acciones de mediacion semidtica del profesor centradas en la formacion de nociones de
teorema, postulado, definicion

V. Nociones de teorema, postulado, definicién

(exigencias enunciado matemdtico) Hacer referencia a que el enunciado de una propo-
19. | sicién matemdtica debe construirse de manera sintética, econdmica y general, usando el
término asignado dentro del sistema tedrico desarrollado.

(requisitos-teorema) Sefialar requisitos desde la matemitica para que un enunciado sea

20.
teorema.

(asuntos especiales) Mencionar asuntos especiales relacionados con la demostracién (ti-
21. | pos de teoremas, unicidad, existencia, proceso; en qué consiste una definicién, un pos-
tulado, un teorema, cémo se hace una demostracién).
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Analisis de la interaccién de Ignacio? y
Nancy (Grupo E), al resolver un problema

Para ilustrar cémo se hizo el andlisis, se presenta a continuacién lo que hicieron Nancy
e Ignacio al resolver el Problema 2. El problema, que es de construccién creativa, pide
dilucidar si dados un dngulo y el rayo opuesto a uno de sus lados, existe un punto,
en el mismo semiplano en el que estd contenido el otro lado del dngulo dado, que
determine un lado de otro dngulo, complementario con el dado, siendo el otro lado
de dicho dngulo el rayo mencionado. El teorema que se quiere obtener como conse-
cuencia de este problema es la existencia de la perpendicular a una recta por un punto
dado de esta. Este teorema surge no como conjetura que resuelve el problema sino
como necesidad tedrica para realizar la construccién del dngulo complementario y,
por ende, justificar su existencia.

El problema incentiva la exploracién de una situacién especifica. Si bien una explo-
racién basada solo en la toma de medidas y en el arrastre es ttil para percatarse de
que el punto E existe, lo esperado para dicha situacién va mucho mas alla de precisar
dicha existencia. Los estudiantes deben caracterizar geométricamente el punto. Para
ello, es necesario hacer construcciones auxiliares que provean las condiciones geomé-
tricas suficientes para determinar la existencia de un objeto (genérico o especifico).
Asi, la representacidn de la situacién en este tipo de problemas no se basa solo en la
construccién de objetos que cumplan las condiciones dadas en el problema mismo,
sino en otras que permitan solucionar el problema. Se espera que los estudiantes
reporten dicha caracterizacién en la conjetura que formulan.

Construyen rayos opuestos

Al empezar a leer el enunciado del problema, Ignacio observa que en este se ven
involucrados rayos opuestos. Por esta razén, detiene su lectura para construirlos en
la calculadora.

1. Ignacio: [Lee el enunciado.] Sean AB y AC rayos opuestos... Entonces, la
recta, borre la recta como el chavo. F2...

2. Nancy: ¢No puedes hacer rayo y rayo opuesto?

2 Se han cambiado los nombres de los estudiantes para proteger su identidad.
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3. Ignacio:  No. Toca hacer la rectay en base a un punto hacemos los otros...
4. Nancy: (Si?
5. Ignacio:  Més facil... Listo. Entonces aqui tenemos recta. [Construye una

recta.] Semirrecta, jcierto? [Selecciona la opcién semirrecta.
Cuando lo hace se le borra la recta.] ;Por qué se borra?

6.  Nancy: Porque no le habias dado enter.

7. Ignacio:  Si, yo le habia dado enter. [Vuelve a construir la recta.] [Elige la
opcién semirrecta.]

8.  Nancy: En el mismo puntico. [Refiriéndose al punto con el cual constru-
yeron la recta.]

9. Ignacio:  No, porque de pronto para el arrastre... Recuerdas lo que nos pasé
ayer en el arrastre.

10. Nancy: Ponle A y B. Bueno.

11. Ignacio: [Construye el AB.] ;A, B? ;Le pongo A, B? [Etiqueta.]
12. Nancy:  Aja.Y hacia el otro lado es AC.

13. Ignacio:  [Construye el AC sobre la recta.]

14. Nancy: C.

Para la construccién de los rayos opuestos, Nancy sugiere hacer “rayo y rayo opuesto”
[2], es decir, propone el esquema C11 consistente en construir dos rayos que percep-
tualmente sean opuestos. Ignacio no acepta y, en cambio, pone en juego el esquema
de utilizacién C7, ya que construye cada uno de los rayos sobre la misma recta y,
posteriormente, etiqueta los puntos que determiné para construir cada uno de los
rayos. Estas dos propuestas para la misma construccién evidencian diferencias en el
grado de instrumentalizacién de los dos integrantes del grupo. Ignacio parece estar
mas consciente de que las construcciones en Cabri generan dependencias y que no
hacer una construccién sujeta a ciertas normas genera una dificultad al momento
de arrastrar [9].

La frase “mas facil”, proferida por Ignacio en la intervencién [5], lleva a plantear dos
posibles interpretaciones para las razones por las que realizan la construccién de
rayos opuestos como lo hicieron. Una, la construccién pudo estar guiada por la defi-
nicién de rayos opuestos. Dos, puede que ni Nancy ni Ignacio vean como condicién
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indispensable el hecho de que los rayos se construyan sobre la misma recta, y mas
bien se trate de una decisién guiada por la comodidad o la facilidad para realizar la
construccién y la exploracién, habida cuenta que ellos ya tuvieron la experiencia de
una construccién de rayos opuestos mal realizada.

Los esquemas de utilizacidn para construir los rayos opuestos se constituyen en un
potencial semidtico para indagar sobre la imagen conceptual y la definicién de rayos
opuestos que tienen los estudiantes.

Construyen el AD

Ignacio retoma la lectura del problema y se detiene para construir el AD.

21. Ignacio: Listo. Entonces dice: y AD otro rayo. Entonces... enter... [Construye
un rayo tomando como origen el punto A y haciendo clic en el se-
miplano superior de la recta.] Punto sobre objeto. [Coloca un punto
sobre el rayo.]

22. Nancy: ;Cémo se hace para que queden corticas?

23. Ignacio: No sé.

24. Nancy: DaleD.

Para la construccién del AD, Ignacio recurre al esquema de utilizacién C5, es decir,
con la herramienta semirrecta activada, hace clic en el punto A, luego en el semiplano
superior y, finalmente, coloca un punto sobre el rayo al que designa D.

La expresién proferida por Nancy en [22] puede referirse a la intencién de que los
rayos construidos en la calculadora queden de tal forma que la representacién coincida
con la que habitualmente se realiza en lapiz y papel. Esta tendencia aporta evidencia
del nivel de instrumentalizacién de Nancy. El esquema de utilizacién tiene potencial
para discutir la representacién de rayo y, por ende, la conceptualizacién del mismo.

Arrastran el AD para explorar

Después de construir el AD, Ignacio finaliza la lectura del enunciado del problema y
realiza una exploracién en la calculadora.
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29.

30.
31.
32.

Nancy:

Ignacio:

Nancy:
Ignacio:

Nancy:

Aportes investigativos para el disefio curricular en geometria y estadistica - Parte I

Metodologia de la investigacién

[Lee el enunciado del problema.] ; Es posible determinar un punto E
en el mismo semiplano en el cual esta D, para el que el angulo BAD
sea complementario con el 4ngulo CAE?

[.]

[Arrastra el AD por todo el semiplano superior.] Sf, y sé cual punto
es. {Jaja! Ven.
Pero, no. Complementario es ;hasta dénde?, ;hasta noventa?

Noventa.

Si, como que no es asi de facil.

Para explorar, Ignacio arrastra el AD por todo el semiplano superior, es decir, hace uso

del esquema de utilizacién AETO. Esta accién le permite observar que existe un punto

que cumple con la condicién solicitada en el enunciado del problema, aunque no cae

en cuenta de larestriccién que debe tener la medida del ZBAD. Este esquema tiene un

potencial para indagar acerca de la conceptualizacidén de dngulos complementarios.

Construyen el ZEAC

Nancy propone una forma de construir el ZEAC e Ignacio realiza esta construccién

en la calculadora.

34.

36.

41.

42.
43,

Nancy:

Nancy:

Ignacio:

Nancy:

Ignacio:

Pero, ;ahi no hay eso de calcular?

[.]

Pues para que le haga un rayito de una vez con lamedida que es. Y ya.
[...]

jAh! Hacer, hacer otra semirrecta aca. [Sefiala el interior del 4ngulo
CDA.]Y ponerle acd noventa menos... jAh! entonces, jen tabular es?
;En? [Elige la opcién calcular.] ;Cémo era?

iAh! Pero es que primero toca sacarle la medida al angulo BAD.

Si. Entonces no nos sirve todavia. ;Cémo es? [Pausa.] [Mide el 4n-
gulo BAD].

[.]
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45,

46.

59.

70.

71.
72.
73.
74.

77.
78.

81.

84.
85.

90.

Ignacio:

Nancy:

Ignacio:

Nancy:

Ignacio:

Nancy:

Ignacio:

Nancy:

Ignacio:

Nancy:

Ignacio:

Nancy:

Ignacio:

Nancy:

Entonces aqui le damos... Hacemos otra semirrecta y ponemos el
rayo [AE] para que dé noventa, ;cierto? Para que la suma de este
dngulo [BAD] més... dé noventa.

Es CAE.

[...]

[Construye una semirrecta con origen en A. Aun no elige el otro
punto.] Si. Entonces aqui este punto, ;cierto?

[...]

En cualquier parte [del AC].

Listo. Entonces, transferencia de medidas, ;cierto? No. Calcular a...
Noventa...

Noventa menos a [a es la medida del ZBAD] Listo. Enter, ;cierto?
Si. Entonces ahora, girar, rotar, mover.

[...]

[Observando el menti.] ; Traslacién? ;Giro?

Giro.

[...]

[Con la opcidn rotacién activada, selecciona el rayo AC, la medida
calculaday el punto A.] Listo. Mira.

Ahora hallar E.

Este. [Sefiala un punto de la semirrecta que surge como producto de
la rotacién y despliega varios menus buscando la herramienta que
permite etiquetar el punto.]

[...]

E.

La construccién del ZEAC propuesta por Nancy, y realizada por Ignacio, se corresponde

con el esquema de utilizacién C18, ya que para la construccién del dngulo comple-

mentario al Z/BAD, toman la medida de este tltimo [43], construyen un rayo sobre

AC [59 y 70], calculan la diferencia entre noventa y la medida de ZBAD [73], aplican

la herramienta rotacién al rayo construido [81] y etiquetan el punto E sobre este rayo
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[90]. Este esquema es una evidencia del uso de la definicién del complemento de un
angulo para la resolucién del problema.

Nancy muestra un mejor proceso de instrumentalizacidn, ya que indica claramente
las etapas del proceso que le permite realizar la construccién en Cabri de un dngulo
dadala medida, mientras que Ignacio cree que puede utilizar el mismo procedimiento
que se utiliza para construir un segmento congruente a otro, es decir, la transferencia
de medidas. La propuesta de Nancy tiene potencial semiético para destacar la funda-
mentacién tedrica de la construccién en Cabri de un dngulo con una medida especifica.

La mencidn a la “transferencia de medidas™ [71] cuando quiere construir un dngulo
de medida dada, parece ser un signo pivote por cuanto se refiere a una herramienta
del programa que quizd asocia a un elemento del sistema tedrico (i.e., al Postulado
de la construccién de dngulo?); cabe aclarar que el estudiante confunde el nombre de
la herramienta del software a la que estd aludiendo (i.e., rotacién), lo que ratifica el
hecho de que los estudiantes estdn en un proceso de instrumentalizacién del software.

Arrastran el AD para verificar la construccién

Una vez han realizado la construccién del ZCAE, proceden a utilizar el arrastre para
verificar que este dngulo siempre es complementario con el ZBAD.

91. Ignacio: Listo.Y cumple conlaprueba del arrastre. Si. Arrastrémoslo, ; cierto?

92. Nancy: ArrastraD.

93. Ignacio: ¢D? jAh! Si. Porque E es el dependiente. [Arrastra el AD acercandolo
al AB.]

94, Nancy: Hégalo mds de noventa [refiriéndose a la medida del ZBAD.]

3 Herramienta de Cabri que permite localizar un punto a una distancia dada de otro.

4 Postulado Construccién de dngulos: sea el AB, un rayo de la arista de un semiplano H. Para cada ntimero r
entre 0y 180, hay exactamente un AP, con P € H, tal que mZPAB=r.
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95. Ignacio: [Gira el AD en sentido negativo, de tal forma que el AE queda en el
otro semiplano.]

1149 °

D
B A c
E

96. Nancy: Tan retramposo. jJajaja!

Inicialmente, el arrastre realizado por Ignacio corresponde al esquema de utilizacién
AVCXMO, ya que arrastra el AD hasta posiciones cercanas al AB [93]. Posteriormente,
a solicitud de su compafiera, arrastra el rayo hasta una posicién en la cual la medida
del ZBAD es mayor a noventa, es decir, considera una posicién especial y, por tanto,
el esquema utilizado concuerda con el AVCEMO [95]. No se dan cuenta de que al
arrastrar de esta manera, el punto E queda en un semiplano diferente a donde estd
el punto D, hecho que desconoce lo que dice el enunciado del problema. Ellos atin no
han comprendido las condiciones del problema, si se tiene en cuenta la amplitud del
arrastre que los lleva a considerar posibles 4ngulos DAB que no son agudos. El esquema
de utilizacién empleado tiene potencial para indagar sobre la conceptualizacién de

angulos complementarios.

En el fragmento se puede observar que la etapa de instrumentalizacién en la que se
encuentran Nancy e Ignacio les permite reconocer con facilidad los puntos depen-
dientes e independientes de la construccién. Ademds, la intervencién realizada por
Ignacio “Y cumple con la prueba del arrastre” [91] es una evidencia mds de su nivel
de instrumentalizacién.

Escriben la conjetura

La exploracién realizada por Ignacio y Nancy los llevé a descubrir que existe un punto
E que cumple la condicién requerida en el enunciado del problema. Posteriormente,
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Nancy, con la ayuda de Ignacio, se preocupa por formular la conjetura de la mejor
manera posible.

97. Ignacio: Listo.Yatenemos la construccidny ya sabemos que estd bien hecha.
(Cierto? ;Cudl es nuestra conjetura?

98. Nancy: Que sitodo esto...

[.]
103. Ignacio: No, que si ABy AC son rayos opuestos...

104. Nancy: Por eso, si este pedazo.

[.]
108. Nancy:  Si.Dice quesies posible determinar otro dngulo... Con la estructura.
109. Ignacio: Un punto E en el mismo semiplano en el cual esta D.

110. Nancy: Cuyamedida sea el complemento de la otra... Entonces toca decir
que ese angulo dado tiene que ser menor de noventa

111. Ignacio: jAh! Claro.

[...]

114. Nancy: [Escribe la conjetura: Si se tiene AB y AC rayos opuestos y AD un
rayo que determina un dngulo...] Se tiene el rayo AB...

115. Ignacio: Y AC opuestos.

[.]

118. Nancy: jAh! Bueno. Y el rayo AD otro rayo que... ;Determina?

[.]

124. Nancy: Que determina un dngulo, un angulo. No, pongdmosle tal que...
;Cudl dangulo? Tal que el dngulo BAD es menor... No...

125. Ignacio: Esagudo. Agudo es menor que noventa.

[...]

129. Ignacio: Existe un dngulo EAC.
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130.

131.

134.

135,
136.
137.

138.

139.

143.
144.
145.
146.
147.
148.
149.

160.

Nancy:

Ignacio:

Nancy:

Ignacio:

Nancy:

Ignacio:

Nancy:

Ignacio:

Nancy:

Ignacio:

Nancy:

Ignacio:

Nancy:

Ignacio:

Nancy:

Nancy:

(Entonces existe? Si, no. Entonces existe, se puede construir, es
posible determinar un punto. Pues si, podemos poner existe. En-
tonces existe...

Un punto E que pertenece al mismo semiplano...

[...]

[Escribe.] Existe el &ngulo CAE con E perteneciente... No, con E que
estd en el mismo semiplano... ;con E en el mismo semiplano en el
cual estd D?...

St.
Con E en el mismo semiplano en el cual estd D...

Pero ahi que conjetura podemos sacar. Existen dos dngulos com-
plementarios, entonces el otro dngulo... No, que se tiene un par
lineal. No.

Espérame... [Lee lo que ha escrito.] Si se tiene blablabla entonces
existe el dngulo CAE con E en el mismo semiplano en el cual estd
D... ;Cémo ponemos ahi? ; Ahi? Espere.

La conclusién es que dos dngulos y el otro formado es un angulo
recto. Légico.

[.]

Tal que el dngulo CAD, no. Tal que el dngulo es complementario.
;Complementario?

Si.

No. Tal que la medida de DAE...

No. Tal que...

Si. La medida de DAE... Mire, mire...

No.

[.]

Pues es que si dos dngulos son complementarios entonces el otro
es noventa.
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En la interaccién de Nancy e Ignacio para escribir la conjetura, el grupo investigador
reconoce un signo matematico en la expresién de Nancy, “Cuya medida sea el com-
plemento de la otra... Entonces toca decir que ese dngulo dado tiene que ser menor
de noventa” [110]. Al mencionar que los 4ngulos son complementarios, Nancy tiene
en cuenta que la medida de cada uno es menor que noventa y se preocupa por hacer
esto evidente en su conjetura.

Por otra parte, en la intervencién de Ignacio: “Es agudo. Agudo es menor que noventa”
[125] también se evidencia un signo matemadtico; con él reinterpreta la informacién
suministrada por Nancy respecto a la condicién que debe cumplir el dngulo inicial,
con base en la teorfa.

Las siguientes intervenciones de Ignacio: “No, que se tiene un par lineal. No.” [137] y
“La conclusién es que dos dngulos y el otro formado es un dngulo recto. Légico” [139],
permiten pensar que es posible que Ignacio haya llegado a esa conclusién basandose
en lo que vio en Cabri o que haya hecho un proceso de razonamiento deductivo, esto
debido a que la palabra “l4gico” puede indicar eso. En ambos casos se tiene un sig-
no matematico, aunque estd lejos de lo que se esperaba que ellos formularan como
conjetura.

La alusidn a que el dngulo debe ser agudo para poder tener un complemento tiene
potencial semidtico para revisar el concepto de dngulos complementarios, puesto
que la definicién usual exige que se formule como teorema que los dngulos deben
ser agudos, o si se usa una definicién no econémica deberfa incluir tal propiedad.
Por otro lado, la expresidn “Légico” tiene potencial semidtico respecto al argumento
deductivo no proferido que sustenta la conclusién de Ignacio.

Analisis de la mediacion semiética
de la profesora en el estudio de las
conjeturas provenientes del problema

Para analizar el recuento de la profesora sobre las conjeturas producidas por los es-
tudiantes y los comentarios que ella hace al respecto, se fragment6 su intervencidn.
Para cada fragmento especificamos la intencién que se vislumbra o que ella explicita,
y también las acciones mediante las cuales gestiona sus intenciones.
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La profesora comienza la sesién de andlisis de conjeturas aludiendo a una norma
social de su aula: las conjeturas, aun cuando no estén en el formato deseado o tengan
errores, son valiosas. No dice explicitamente por qué lo son, pero en lo que sigue se
ve que ella encontrard en cada conjetura formulada algin elemento merecedor del
analisis que aportard algo para la comprensidn, ya sea de la situacién misma o de
algtin elemento tedrico asociado.

Fragmento 1

La profesora ha organizado las conjeturas y va a examinar cada una de ellas. No dice

qué criterio usé para la organizacién.

1. Profesora: [...]Los del Grupo C... ;dénde estan? Los del Grupo C me escribie-
ron una cosa que descubrieron casi todos ustedes. Digo casi todos,
porque hay un grupo del que no estoy completamente segura. Y
es que el ejercicio, recuerden que tenfamos dos rayos opuestos,
otro rayo, y se preguntaba si podria encontrarse un punto E en el
mismo semiplano en el cual estaba el rayo [AD], para que se cum-
pliera la condicién. Y muchos, casi todos ustedes, contestaron lo
que dice el Grupo C, por ejemplo: si es posible siempre y cuando
la medida del dngulo BAD, que es el dngulo dado, sea menor que
noventa [Ha escrito en el tablero: mZBAD < 90], ;si? Bueno. Es lo
tnico en que tal vez todos estdbamos de acuerdo. [...]

Al solicitarle al Grupo C que se presente, la profesora estd reconociendo a un grupo
de personas identificables la autoria del aporte que analizard; destaca la afirmacién
que proponen (signo matemdtico) en relacién a la meta por ella establecida: extraer
el conocimiento matemadtico que subyace a la situacién que se analiza. Inmediata-
mente, la profesora les recuerda a los estudiantes de qué se trata el problema cuyas
conjeturas van a analizar, presentdndoles una sintesis (13-111) de este. Acto seguido, al
leer el escrito del Grupo C, la profesora explicita el elemento tedrico que este incluye (3-1),
al indicar bajo qué condiciones puede existir un dngulo complementario al dado. La
profesora menciona que “todos los grupos concluyeron la misma relacién” (16-111)
proferida por el Grupo C: solo los dngulos agudos tienen complemento.
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Fragmento 2

La profesora pasa ahora a examinar otra conjetura, y destaca lo que esta aportar4 al
contexto matematico que estd emergiendo.

1. Profesora: [...] El Grupo I... ;dénde estd el Grupo 1? El Grupo I me escribe lo
siguiente... Pongamos atencién porque les voy a preguntar qué estd
diciendo ese grupo a ver si ustedes estan de acuerdo conmigo. El
Grupo I dice: Si tenemos el dngulo BAD... Voy a hacer la ilustracién
con eso pueden mirarla. Tenemos A, By C, y el rayo AD [hace una
figura en el tablero a la vez que habla].

Dicen: si tenemos el dngulo BAD y su medida es menos de noventa, lo
mismo que habia dicho el Grupo C, el niimero real correspondiente
ala diferencia entre noventa y la medida... y la medida del dngulo,
corresponde ala medida del dngulo complementario al &ngulo BAD.
[Repite sin interrupcién lo que afirma el Grupo 1.] Si tenemos el
angulo BAD y su medida es menos de noventa, el nimero real co-
rrespondiente a la diferencia entre noventa y la medida del angulo
corresponde a lamedida del &ngulo complementario al dngulo BAD.

Yo digo que lo que han establecido los del GrupoI es la definicién de
angulos complementarios, ;si? Tengo un angulo, tomo su medida,
su medida es menos de noventa, entonces la medida del angulo
complementario es noventa menos x. Entonces eso fue lo tnico

que lograron, en la forma como lo escribieron. [...]

A diferencia de lo que sucedié en el primer fragmento, la profesora ilustra lo que dice
reproduciendo el signo (representacién grafica) que construyeron los estudiantes
para analizar la situacién; es decir, emplea el recurso grdfico para favorecer la compren-
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sién (11-111) y sintetizar (13-111). Al leer la hipétesis de la conjetura que formulan los
estudiantes del Grupo I (signo pivote dado que la afirmacidén reconstruye una accién para
encontrar el dngulo complementario), la profesora recuerda que el Grupo C también habia
mencionado la necesidad de que el dngulo dado fuera agudo, haciendo explicita la
relacién entre lo logrado por los dos grupos.

Al presentar a los estudiantes la informacién que ella extrae de la conjetura formu-
lada por el Grupo 1, la profesora saca a la luz el elemento del sistema tedrico que estdn
usando (3-1): la definicién de dngulos complementarios, para encontrar la medida del
angulo cuya existencia se quiere determinar. La relacién que establece entre el signo
que producen los estudiantes, en cuanto a la medida del dngulo, y la definicién de
angulos complementarios pretende propiciar la evolucién hacia el signo matemadtico
asociado a esa definicién.

Fragmento 3

La profesora pasa a analizar otra conjetura.

1. Profesora: [...] El Grupo F dice [leyendo]: Si el 4ngulo A y el 4ngulo B forman
par lineal y la medida del 4ngulo A o la del 4ngulo B es menos de
noventa, entonces existe un angulo C en el mismo semiplano, tal
que Ay C son complementarios o By C son complementarios.

O sea, de nuevo, tenemos un angulo, su medida es menos de no-
venta... pero ellos dicen: tenemos dos dngulos que forman par
lineal, uno de ellos con medida menos de noventa, entonces existe
otro dngulo complementario. Entonces, para mi, de nuevo, estan
diciendo la definicién. Un poco menos fuerte que la otra porque
dice existe el complementario, pero los otros por lo menos dicen:
mire, busque un dngulo cuya medida es noventa menos x; estos no
me dicen qué buscar. Pero ademds, ponen una condicién para que
exista el dngulo complementario. Y es que se forme un par lineal
con otro dngulo... condicién innecesaria, ;si? Entonces, en pocas
palabras, la conjetura que establecen mas o menos tiene que ver
con la definicién, pero es una definicién errénea porque le ponen
una condicién que no se exige. [...]

| 50 |



Aportes investigativos para el disefio curricular en geometria y estadistica - Parte I

Metodologia de la investigacién

Al parafrasear la conjetura (signo pivote porque hacen alusion a la situacion representada en
Cabri) del Grupo F, después de leerla, la profesora favorece la apropiacién del discurso
que se esta desarrollando pues la expresa de manera general, desprovista de nombres
particulares (2-1); con ello busca precisar para todos el enunciado que esté considerando.
Explicita la relacién entre los aportes de los grupos 1 y F, destacando que el primero
dice cémo encontrar el dngulo solicitado y el otro asegura la existencia de ese dngulo.
Con ello muestra, aun cuando no de forma totalmente explicita, que los diferentes
asuntos matemdticos, existencia y procedimiento, aportan a la solucién del problema,
y que cada uno enriquece el sentido de la situacién matemadtica presente (21-V). Asi
mismo, la profesora impulsa la evolucién de un signo pivote hacia el signo matemdtico
configurado por la definicién de dngulos complementarios (4-1), cuando califica de
errénea la “definicién” que impone la condicién de ser par lineal a los dngulos para
que sean complementarios.

Fragmento 4

La profesora escoge otra de las conjeturas formuladas para comentar las diferencias
y semejanzas con las anteriores.

1. Profesora: [..] El Grupo H dice: si AB'y AC son rayos opuestos, y AD otro rayo
tal que la medida de [dngulo] DAB es menos de noventa... Hasta ah{
vamos bien; se estan estableciendo las condiciones. Miren que el
problema era una pregunta: ;existe o no? Y, todos nos dimos cuenta
de que existe, pero con unas condiciones, no solamente las que
usted dio [dirigiéndose al grupo F], sino una més. Entonces la estan
incluyendo en la hipétesis. Entonces, existe un punto E en el semi-
plano donde estd D, tal que la suma de las medidas de los angulos
DABy CAE es noventa [ha escrito en el tablero: m~/DAB + m/CAE =
90]. La conjetura del Grupo H es: si ABy AC son rayos opuestos, y AD
otro rayo tal que la medida de [4ngulo] DAB es menos de noventa,
entonces existe un punto E en el semiplano donde est4 D, tal que la
suma de las medidas de los dngulos DAB y CAE es noventa.

Esta conjetura establece la existencia de algo. En matematicas, hay
muchas ocasiones en donde vamos a estar interesados en saber si
existe o no algo. Y habrd muchas ocasiones en las que vamos a poder
decir: existe, pero no vamos a poder decir cémo encontrarlo. Eso es
de las cosas terribles que a veces pasan en matemdticas. Pero resulta
que en este caso, s hay cémo encontrarlo. Entonces, en este caso,
este grupo solo establecié una existencia, mas no establecié cémo
encontrar ese punto jsi? [...]
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La profesora relaciona el trabajo de los Grupos H y F al hacer referencia a las condi-
ciones que el primer grupo establece para determinar la existencia de lo solicitado
en el problema, y destacar que ellos en su conjetura (signo matemdtico) incluyen una
condicién que no mencionaron los del Grupo F, la existencia del rayo AD. También
menciona que esas condiciones conforman la hipétesis de la conjetura, con lo cual
destaca elementos que caracterizan una condicional (10-11). Finalmente, al mencionar
que el problema estd inmerso en una circunstancia propia de la construccién de la
matematica: determinar la existencia de un objeto matemético, la profesora enfoca
asuntos de un nivel metamatemético (21-V). Con ello, estd sacando a la luz que los
miembros de la clase se estdn preocupando por asuntos que son de interés para la
comunidad matematica.

Fragmento 5

Por primera vez, el andlisis de la conjetura propuesta por un grupo se hace tenien-
do en cuenta el proceso realizado por los estudiantes con la geometria dindmica.
También, en este momento, la profesora hace explicito el objetivo que tuvo para la
presentacion de las conjeturas.

1. Profesora: [..] Vamosa mirar, ahorasi...el Grupo A, jen dénde estd el grupo
A? Conectamos, por favor, la calculadora que usaron. Mientras la
conectan, miren: esta es la tarea que generalmente voy a realizar
con estos problemas; voy a coger las conjeturas y las voy a organi-
zar, para que ustedes vean pues... como un desarrollo de las ideas
que estan presentando.

Bien, el Grupo A dice [leyendo]: si AB y AC son opuestos y sea el
rayo AD, entonces existe un punto E en el semiplano en el cual
estd D, tal que la medida del angulo EAD es noventa y EAC y DAB
son complementarios. Voy a escribirla, jsaben? [Escribe la con-
jetura: Si AB y AC son opuestos, entonces existe un punto E en el
semiplano en el cual estd D tal que mZEAD = 90 y ZEAC y /DAB
son complementarios]. Esta es la conjetura del Grupo A. Bueno,
mi pregunta es: ;qué construccién hicieron ustedes?
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2. Profesora: [En los siguientes cinco minutos, Juan recuenta el proceso de
- construccién y de exploracién apoyandose en la proyeccién de
12. la figura construida en la calculadora]. Ya escucharon lo que
ellos hicieron. Ellos construyeron el 4ngulo, tomaron la medida,
encontraron la diferencia que necesitaban encontrar, y constru-
yeron otro dngulo. Esta [sefiala lo que ha escrito en el tablero: Si
AB y AC son opuestos, entonces existe un punto E en el semiplano
determinado por AB en el cual est4 D tal que mZEAD=90y ZEACy
ZDAB son complementarios] es la conjetura que ellos me reportan.

13. Profesora: [..] Mi pregunta es si la conjetura concuerda con la construccién
que hacen. Bueno, vamos a ver. Si construyeron rayos opuestos,
;cierto?... Y construyeron... Bueno, les falté poner... jAh, no! Me
falté fue a mi, ellos sf lo pusieron: sea el rayo AD [hace la correc-
cién pertinente en el tablero], entonces... [recalca la voz] o sea
que lo que viene antes de la palabra “entonces” es lo que ellos
supuestamente construyeron, y lo que viene después de la palabra
“entonces” es lo que resulta... ;si? Entonces, al haber construido
estas dos cosas y esto [ AB y AC rayos opuestos y AD] entonces
[recalca la voz], encuentran E, tal que se cumple esto y se cumple
esto [mZEAD = 90 y ZEACy £DAB son complementarios]. ;Es co-
rrecta la conjetura con respecto a lo que ellos hicieron?

La profesora le solicita a Juan que retome el trabajo con el artefacto (6-11) con la intencién
de que relate la experiencia que vivieron para resolver el problema propuesto e identifi-
que lo construido y lo explorado (7-11). Cuando el estudiante termina su relato, la profesora
provee una sintesis (13-111) de este con la intencidn de establecer el foco de atencién
para todo el grupo. La profesora compara parte del proceso de construccién y exploracion
con la conjetura (8-11). El andlisis que la profesora hace del formato caracteristico de
una afirmacién condicional se centra en destacar elementos fundamentales de esta (10-11).
La profesora ha escrito en el tablero la conjetura (signo matemdtico) presentada por el
Grupo A. Sobre lo escrito sefiala las partes de la conjetura que estan en el antecedente
y las que estén en el consecuente, como recurso para favorecer la comprension (11-11) de lo
que hay que hacer cuando se pregunta si la conjetura corresponde a la construccién.
No termina el andlisis de la conjetura respecto al proceso realizado en la calculadora, pues
les asigna esa tarea a los estudiantes (8-II).
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Fragmento 6

Juan reacciona a la pregunta de la profesora y provee lo que cree es la respuesta.

14. [Juan acepta que su conjetura no es correcta. Al respecto le ex-
plica a la profesora que le falté mencionar dos condiciones en el
antecedente: que el AD no puede ser subconjunto de la BC y que
mZCAD #mZDAB.

21. Profesora: Tan prontoJuan terminade exponer suidea, [la profesora se dirige
atodo el grupo.] ;Ustedes qué dicen? Vuelvo otra vez a preguntar:
;concuerda la conjetura que ellos escribieron con la construccién
que hicieron?

La insistencia de la profesora en que revisen la conjetura presentada por el grupo de
Juan y determinen si realmente informa sobre lo realizado en Cabri, hace que Juan
reexamine la formulacién de su conjetura y encuentre las condiciones que cree deben
incluirse en la hipétesis de esta. Las dos condiciones que da Juan modifican el signo
original, su conjetura. La profesora hubiera podido aprovechar la oportunidad para
analizar el importante aporte de Juan y favorecer la comprensién de la situacién. Es
decir, el potencial semidtico de la intervencién de Juan habria podido promover la
evolucién (14-111) de la conjetura contrastando la condicién de que el ZDAB sea agudo
con la propuesta de Juan.

A pesar de que se dirige al grupo para pedir su opinién sobre lo que dijo Juan, la profe-
sora no da tiempo a los estudiantes para analizar el asunto. Inmediatamente repite la
pregunta sobre la correspondencia entre el proceso de construccién y la formulacién
de la conjetura. Es evidente que la profesora estd concentrada en el proceso de andlisis
y no quiere desviarse de ello.

Fragmento 7

Hasta el momento, la profesora ha dirigido las preguntas a todo el grupo. En esta
ocasidn, les pide explicitamente a ciertos estudiantes que respondan su pregunta.

23. Profesora: ;Alguienvaadeciralgo? ;Ana? Aquitenemos que decir todo lo que

se nos ocurra. [Nancy estd hablando en voz baja con el compariero
del lado.] ;Nancy? ; Tt tienes algo para decir?
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[Nancy expresa no tener claro si Juan estd haciendo una demostra-
cién y la profesora indica que él estd solo reportando lo que hizo.]

30. Profesora: Mi pregunta es sila conjetura concuerda con las condiciones que
ellos colocaron en la construccién, para llegar a la conclusién que
reportan.

[Henry destaca que en la conjetura formulada por el grupo de Juan
falta incluir informacién. La profesora indica que ese asunto se
analizard mds adelante].

34. Profesora: Estoy preguntando primero por las condiciones. ;Qué condiciones
colocaron ellos en su construccién que tenfan que cumplirse?

[Antonio menciona una inconsistencia que él ve en la forma como
el grupo escribe la conjetura. La profesora dice que aclarard eso
una vez hayan analizado lo que ella est4 pidiendo].

38. Profesora: Ellos construyeron esto [sefiala en la proyeccién ZEAC]y después...
y después hablaron del dngulo recto y no sé qué. Pero ademas, ellos
construyeron un angulo agudo y aqui no lo dicen.

[.]

40. Profesora: O sea, las condiciones no estan correctas. Aqui hay que reportar
todo lo que hicimos, jsi? ...

[.]

45, Profesora [..] Entonces la pregunta es: ;jserd que esta condicién de com-
plementarios [en la conjetura escrita en el tablero sefiala ZEACy
ZDAB] la construyeron ellos y después miraron que se formaba
un angulo recto? O ;simplemente construyeron estas cosas [lo que
nombraron antes del entonces], y ahi se dieron cuenta que habia
un dngulo recto y demas?

Yo creo que esta es parte de la hipétesis [la complementariedad
de los dngulos], porque creo que ustedes construyeron ese dngulo
[EAC] y... la tesis es... pues... entonces falté esa condicién.

Desde la intervencién [13], la profesora claramente tiene una intencién: enfocarse
en la condicional que formulan los estudiantes del Grupo A, especificamente, en las
condiciones que deben establecer en el antecedente de esta de acuerdo al proceso
realizado con Cabri (8-11). Hay tres intervenciones: la de Nancy, la de Henry y la de

| 55 |



Patricia Perry - Carmen Samper - Oscar Molina

Leonor Camargo - Armando Echeverry

Antonio, en las que los estudiantes dan ideas poco pertinentes para lo que la profe-
sora estd solicitando. Con las intervenciones [30, 34], la profesora vuelve a precisar
la situacién que deben analizar. Como los estudiantes no proveen la informacién que
ella pide, la profesora indica [38, 45] c6mo deben actuar ante este tipo de solicitud
(15-111), y destaca lo que faltaba en el antecedente de la conjetura de acuerdo con lo
que hicieron en Cabri (8-11). A través de sus preguntas, solicita a los estudiantes que
identifiquen claramente lo que construyeron (7-11), pues las propiedades incluidas
en la conclusién de la conjetura no pueden ser resultado de las condiciones dadas en
el antecedente de la misma. Para apoyar el éxito de su comunicacidn, la profesora
apunta a los elementos correspondientes en la conjetura escrita en el tablero (11-I1).
Indica que construir angulos complementarios es algo que debia haberse incluido.

Fragmento 8

La profesora retoma las ideas expuestas por Henry y Antonio, dado que considera que
es el momento oportuno, pues ya realizé el andlisis de la relacién entre conjetura y
proceso de construccién.

40. Profesora: [...] Ahora,en cuantoalo que dice Henry, el problema preguntaba:
¢;hay algin punto para que se cumpla esto? Y la respuesta es...
¢qué? [Pausa] ;Hay uno?

41, Ignacio:  Muchos

42. Profesora: ;Cuantos?

43. Ignacio:  Infinitos porque se pueden construir muchos angulos que cum-
plan eso... que al sumar los dos...

44, Melisa: Es que podriamos tomar varios puntos que estén sobre el rayo AE.

45. Profesora: Claro, todos los puntos que estan sobre ese rayo, satisfacen... son
muchos. Si. jEso eralo que querias saber? [Se dirige a Henry.] Pero
el problema preguntaba por uno... y bueno, si hay uno.

Al pasarle al grupo la responsabilidad de analizar la idea planteada por Henry a través
de una pregunta [40], la profesora indaga para favorecer la evolucién de la conjetura
(14-111). La profesora parafrasea la respuesta de Melisa [45] como muestra de apro-
bacién, destacando asi que eso hace parte de uno de los signos matematicos que esta
en construccién (16-111): la conjetura que responde al problema.
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Fragmento 9

La profesora propone analizar la conjetura de otro grupo de alumnos.

45, Profesora: [..]Bueno,ahora, el Grupo G... dice: si tenemos los rayos opuestos
y el angulo BAD es agudo y E no pertenece al interior del angulo...
voy a escribirla... si tenemos los rayos opuestos y el angulo BAD
es agudo y E no pertenece al interior del angulo BAD, tal que la
medida del dngulo DAE es noventa, entonces, BAD y el &ngulo CAE
son complementarios [en el tablero quedd escrito: Si AB y AC son
rayos opuestos, ZBAD es agudo y E ¢ int ZBAD tal que m£DAE =
90 entonces ZBAD y ZCAE son complementarios.] jAh! Lastima
que borré la anterior, pero ustedes mds o menos se acuerdan.
Bueno, vamos a mirar esta. Ponen la condicién que todos habfamos
descubierto casi inmediatamente. Pregunta: ; por qué E no puede
estar en el interior? ;Y quién es E?

46. Germén: [En el tablero, al frente del grupo, dice que tenfan que colocar el
punto E de tal forma que ZDAE fuera recto, como se indica en su
conjetura, pero no pudo explicar por qué el punto E no podia estar

en el interior del ZBAD.]
47. [Antonio, miembro del grupo de Germdn, pasa al tablero. Explica
- que ellos construyeron el ZBAD a partir de la rotacién del AD al-
53. rededor de Ay, para seguir con su explicacién, decide darle una

medida especifica al ZBAD (80°) y mostrar que necesita un rayo,
en el semiplano determinado por la AD en el que no esta B, para
que el dngulo formado sea complemento del ZBAD, y que por ello,
E no puede estar en el interior del Z/BAD.]

54. Profesora: Bueno, pero mi pregunta es, ;quién es E? porque segun ustedes,
E estd dado. ;jQuién es E?

55. Antonio:  Era un punto que pertenecia al semiplano de la recta CB donde
estd D [Sefiala en la figura a medida que habla.]

56. Profesora: Pero, jcualquier punto? O sea, si yo escojo cualquier punto en este
semiplano, cualquier punto en este semiplano [sobre la figura que
Antonio acaba de usar, marca un punto en el interior de ZCAD y
lo designa E], yo después... [mira el enunciado de la conjetura que
estdn analizando]. jAh! tal que la medida de este d4ngulo [ £EAD]
sea noventa... Entonces... mi pregunta es que si la medida de este
dngulo [en el enunciado escrito, indica hacia Z/EAD] es noventa,
(vaaestar E... posiblemente esté en el interior del dngulo DAB?
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57. Germdn: [Continta en el tablero] No, no, no.

58. Profesora: No. O sea que esta condicidn yo no la entendia... esta condicién
que ponen acé [enmarca en el enunciado la condicién: E ¢ int
ZBAD]. Porque, ;quién es E? O sea, ustedes estdn dando: dos rayos
opuestos, otro rayo, el rayo AD. Y después van a exigir que eso
suceda... que la medida del dngulo EAD sea noventa, y E entonces
es... un punto...

59. Germdn: En el semiplano donde estd D

60. Profesora: Si. Pero esto [E ¢ int ZBAD], en ningiin momento lo tuve que
usar. Porque si construyo un dngulo de noventa para acé [sobre la
proyeccién hace ademén de rotacién del AD en sentido positivo],
me va a quedar en el otro semiplano porque DAB es agudo. Pero si
construyo el &ngulo de noventa [sobre la proyeccién hace ademén
de rotacién de AD en sentido negativo].

[..]

62. Profesora: me estoy alejando del interior de ese dngulo... Entonces esa con-
dicién no la tengo clara... ;si? Lo interesante de esta conjetura del
Grupo G es que me estan diciendo cémo encontrar a E, ;si? Me
estan diciendo cémo encontrar a E.

La profesora lee la conjetura del Grupo G; esta es un signo matemdtico en el que no
hacen mencidn explicita al uso del artefacto, ni se ve referencia alguna a él. Incita al
andlisis de las condiciones del antecedente de la conjetura relacionadas con E a través
de preguntas (14-111). Ella tiene dos intenciones: la primera, hacerlos caer en cuenta
de que el orden en que colocan las condiciones en el antecedente implica que E es un
punto que ya existe, puesto que debe cumplir una propiedad: no estar en el interior
del ZBAD [54]. En pocas palabras, quiere abordar la imprecisién que presenta la conjetura
(4-111). La segunda, determinar por qué colocan la condicién respecto a la posicién del
punto E [56]. Con la ilustracién que hace del movimiento de un rayo para construir un
dngulo recto [60], muestra que de ninguna forma deja de darse esa condicién. Es decir,
trata de mostrar que incluir esa condicidn se constituye en una imprecisién matemdtica
(4-111), pues es innecesaria debido a la cuarta condicién que ponen en el anteceden-
te: mZEAD = 90. El ademdn que hace con la mano sobre la proyeccién en el tablero tiene
como propdsito favorecer la comprensién de lo indtil que es poner esa condicién en
el enunciado de la conjetura (11-111).
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Fragmento 10

Enlo que sigue, la profesora compara los resultados presentados por los grupos A, Dy G.

64. Profesora: Porque,;quéeralo que yo querfa? Estos dos dngulos, voy a llamar-
los 1y 2, complementarios [sobre la figura proyectada nombra con
la /BADy con2a ZEAC].Y la pregunta era si habia una forma de
lograr 4ngulos complementarios.

El Grupo A lo que me dijo es: pongo unas condiciones, rayos opues-
tos, otro rayo, y entonces existe. Tienen los elementos [Se refiere
a la condicién mZEAD = 90], pero estdn mal ubicados, digdmoslo
asi. [La conjetura del Grupo A es: Si AB yﬁ son opuestos, entonces
existe un punto E en el semiplano en el cual estd D tal que m£EAD
=90,y ZEACy £DAB son complementarios].

El Grupo G si me dice: mire, si quieren encontrar el punto E [sobre
la figura proyectada, recorre con un dedo los dos rayos que forman
el ZDAE], necesitan aqui un dngulo de noventa.

El Grupo D, lo que tratan de decirme, un poco mal escrito, por-
que también me hablan del dngulo CAE antes de construirlo, es:
otra forma de encontrarlo es construir, a partir de este rayo AC,
un 4ngulo cuya medida es el complemento [sobre la figura pro-
yectada, usando un marcador, simula la rotacién de AC sobre A
en sentido positivo hasta que coincide con AE ], y entonces ahi
encontraran a E.

Son dos formas de hacerlo, ;si? Que muchos de ustedes tal vez lo
descubrieron. Entonces, el Grupo D no me escribe una conjetura.
Fijense que es distinto de otro grupo que dice que existe el punto,
pero no me dice cémo encontrarlo. El Grupo D dice cémo encon-
trarlo, pero no dice: por lo tanto existe.

El Grupo G es el que mds se acercd. Puso las condiciones, la con-
dicién que tenfamos que afiadir y si... —oigan porque esto es muy
importante-y si hay un angulo DAE con medida noventa, entonces
logramos lo que usted quiere: dos dngulos complementarios. [...]
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La profesora sintetiza el resultado del Grupo A, parafraseando la conjetura (13-III) y
destacando, a la vez, las imprecisiones matemdticas que se presentan (4-111). La conjetura
del Grupo G, la sintetiza para que recuerden de qué se trata (13-I1I), y para enfatizar
la condicién que quiere destacar de esta, sobre la proyeccién de la figura recorre
con el dedo los rayos que conforman el dngulo recto. Con ello enriquece el signo para
favorecer la comprensién (11-I11). Como los estudiantes del Grupo D no escribieron una
conjetura, la profesora describe lo que ellos reportan como su proceso de construc-
cién y exploracién, destacando que cometen la misma imprecisién que acaban de analizar
(Fragmento 9) respecto ala conjetura del Grupo G, pues hablan del punto E sin haberlo
creado antes (4-111).

En lo que sigue, la profesora destaca que hay dos formas para llegar a concluir la
existencia del punto E y que una de estas debe ser una condicién del antecedente de
la conjetura: construir una perpendicular al AD, o directamente el dngulo complemen-
tario al ZBAD solicitado. Es decir, extrae de los signos de los estudiantes un elemento que
debe ser parte del signo matemdtico al que se debe llegar como resultado de la exploracién
de la situacién (16-111); la conjetura debe incluir la condicién m~ZDAE = 90.

Con el comentario “Fijense que es distinto de otro grupo que dice que existe el pun-
to, pero no me dice cémo encontrarlo. El Grupo D dice cémo encontrarlo, pero no
dice: por lo tanto existe”, la profesora muestra dos intenciones posibles detrds de un
analisis matemdtico: la existencia y la determinacién de un objeto. Esto es un asunto
de nivel metamatemdtico relacionado con lo que ya habia expresado en los Fragmentos
3y 4(21-V).

Fragmento 11

En seguida, la profesora transforma la conjetura del Grupo G y analiza las demads
condiciones que se incluyen en la hipdtesis de la conjetura transformada.

64. Profesora: [..]La gran pregunta es: ;si ahi habrd un dngulo de noventa? ;El
angulo EAD existe? ;Cuya medida sea noventa? Porque estas son
las condiciones que ponen.

Entonces vuelvo al Grupo G. Entonces quito esto [de la formulacién
que hay en el tablero borra la frase: E ¢ int ZBAD], si ABy AC son
rayos opuestos, y BAD es agudo y, aqui serfa... y existe un rayo tal
que la medida del dngulo DAE es noventa, entonces los dngulos
son complementarios. [La nueva formulacién de la conjetura es:
Si AB y AC son rayos opuestos y ZBAD es agudo y si existe un rayo
tal que mZDAE =90 entonces Z/BADy ZCAE son complementarios.]

Pero, todo esto depende. ABy AC opuestos, se los di. BAD, pues...
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65. Germdn: Esté dado.

66. Profesora: Si, digamos que va a estar dado. Pero, ;cémo sé yo que esto [en la
formulacidn reescrita recientemente, indica la alusién a la exis-
tencia de ZDAE recto] sucede? Porque sino sucede, el problemano
tiene solucién. [Pausa.] Porque lo que me estd pidiendo el Grupo G,
lo que nos esta pidiendo el Grupo G es, precisamente... hacer ese
angulo, y entonces todos los puntos que estdn en ese rayo van a
cumplir la condicidn, para que los angulos sean complementarios.
(Existe o no existe?

67. [Marfa asegura que existe el angulo recto sin dar justificacién. La
- profesora le aclara a Ana que quieren asegurar la existencia de
73. un angulo recto].

74. Profesora: [..] Entonces, la gran pregunta es: ;es aceptable esto como hipé-
tesis? ;Puedo dar rayos opuestos? ;Puedo construir un angulo
agudo? ;Y si puedo yo construir un dngulo para que tenga esto?
[Pausa]

El andlisis comienza cuestionando la existencia del ZDAE de medida noventa, condi-
cién requerida por la hipétesis de la conjetura (signo matematico). Es decir, indaga
sobre una condicién de la conjetura para promover su evolucién (14-111). Sin esperar res-
puesta a sus preguntas, la profesora modifica la conjetura (4-111), quitando la condicién
respecto a la inclusién del punto E en el interior del ZBAD, producto de la discusién
del Fragmento 9. Inmediatamente, comienza un anélisis de la validez de todas las
condiciones mencionadas en la conjetura modificada como forma de realizar el control
tedrico (12-111). El proceso que ha iniciado la profesora se constituye en un modelo de ac-
tuacién matemdtica (15-111) respecto al andlisis que se debe llevar a cabo para asegurar
que una afirmacién obedece a la teorfa en la que se estd trabajando. Al destacar que la
invalidez de la existencia de un dngulo recto afecta la posible veracidad de la conjetura
propuesta [66] dentro del sistema tedrico que se estd conformando, la profesora hace
el control del universo tedrico (12-111) pero en torno a lo que podria ser un teorema en
ese sistema tedrico. Finaliza este fragmento cuestionando sobre el sustento tedrico que
tiene cada parte de la hipétesis (14-111).

Fragmento 12

En lo que sigue, la profesora analiza la concordancia entre el proceso de construccién
y la conjetura, utilizando la figura proyectada obtenida con Cabri.
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76.

77.

86.

88.

89.
90.

92.
93.

Profesora:

Profesora:

Profesora:

German:

Profesora:

Profesora:

German:

jAh! [Dirigiéndose a German y a Antonio] ;Ustedes qué hicieron?
[Se refiere a la construccién con Cabri].

[Germdn indica que construyé dos rayos opuestos, el otro rayo y
luego el angulo de noventa. La profesora duda de que ese haya sido
el proceso realizado; cree que tal vez construyeron inicialmente
el angulo complementario].

[Usala funcién “Desocultar”. La figura que se tiene es la siguiente]

DAE =90.00°
DAB = 38.66°
EAC =51.34°

[..]

Ustedes construyeron este dngulo [sefiala el ZBAD], le sacaron la
medida, 38.66 [lee en la calculadora]. ;Y después, qué hicieron?

Construimos el dngulo de noventa.

;Cémo? [Pausa] Pregunta: Primer paso, construyen el dngulo
BAD, agudo, ;si? En realidad este es el segundo paso. El primero
es... los rayos opuestos. [Ha escrito en el tablero los dos pasos
mencionados]

[.]
Tomaron la medida.

Listo, pero como nosotros querfamos asignar esta caracteristica
especial [sefiala en la formulacién del tablero], y tenfamos cono-
cimientos de antes: que cuando uno tiene dngulos rectos, general-
mente las rectas que los conforman... las rectas en las cuales estan
contenidos los rayos que forman al angulo, son perpendiculares...
entonces, de ahf partimos. O sea, para darle la caracteristica es-
pecial de que ese dngulo fuera de noventa grados trazamos rectas
perpendiculares.
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94, Profesora: Entonces, ustedes hicieron esto. Aqui estd el &ngulo BADy ;justedes
construyeron una perpendicular acd [Dibuja lo correspondiente
a medida que habla]. Si eso es cierto, estdn reportandolo aqui.
[Senala en la formulacién escrita en el tablero].

Con el propésito de continuar el analisis de la hipétesis de la conjetura modificada,
la profesora solicita a los estudiantes relatar el proceso de construccion (6-11). Usa como
recurso la imagen de la figura construida (11-111) y desoculta los elementos para tener
informacién que le ayude a determinar el orden en que hicieron la construccién.
En la imagen proyectada se observa el esquema de construccién que posiblemente
usaron para construir el AD (primero la recta, luego el rayo, y finalmente ocultan la
recta) o para construir el AE perpendicular al AD (primero el AD, luego la AD, luego la
AE perpendicular a la AD, los rayos en cada recta y finalmente ocultar las rectas). Se
habria podido aprovechar esa imagen para indagar sobre el esquema usado y a partir
de ello sobre los conceptos involucrados. Con el comentario final [94], la profesora
aprueba la correspondencia que se evidencia entre el trabajo realizado con Cabriy la conjetura
establecida (8-11).

Fragmento 13

La profesora retoma la determinacién de la validez de la existencia del dngulo recto.

98. Profesora: ;Cual es mi pregunta? ;Qué es lo que estoy preguntando yo?
[Pausa.]

99. Estudiante: Que si existe ese dngulo de noventa.

100. Profesora: Si. Pero, fijense que lo que estoy preguntando yo, es: dada una
recta y un punto de la recta [Sobre la figura proyectada ha tra-
zado AD y ha destacado el punto A], ;existe una perpendicular
por ese punto? Eso es lo que estoy preguntando. ;Sera cierto?
Ellos usaron la herramienta.

Pero desde la teorfa, ;dada una recta, existe una perpendicular
a ella por un punto de la recta? Desde la teorfa. ;Serd o no sera
un teorema? [Escribe en el tablero a la vez que verbaliza lo
siguiente]. Dada una recta m y un punto A de la recta, entonces
existe una rectal, tal que | es perpendicular a m.

Si eso es cierto, entonces podemos aceptar el teorema de ellos
[Germén y Antonio].
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105.

112,

113.
114.

115.

116.

117.

German:

Profesora:

German:

Profesora:

Ignacio:

Profesora:

[Germén indica que no usaron el término “rayos perpendicu-
lares” porque no se habia definido ese concepto en clase. La
profesora le recuerda que si se contaba con la definicién de
rectas perpendiculares y que en esencia es lo mismo. Termina
dando la condicién que se requiere para que dos rayos sean
perpendiculares].

Desde ese punto de vista, el teorema que acaba de mencionar la
profesora se cumplirfa.

(Si?
Si. Creando... tomando el punto que pertenece a la recta l y...

asigndndole la medida de noventa grados, pues para que... [rie]
se cumpla la condicién de que...

O sea, construyendo con uno de los dos rayos un dngulo de
noventa. ;Y eso por qué lo podemos hacer? ;Qué me permite,
Ignacio, desde la teorfa, hacer eso?

Postulado de la adicién... no... Postulado de la construccién de
angulos.

Postulado de la construccién de dngulos. Con el Postulado de la
construccién de dngulos se demuestra este teorema en un dos
por tres, ;si?

Y...yaentonces... aqui [sefiala la formulacién escrita en el table-
ro] ya no dirfamos, “existe un rayo”, sino, “y sea el rayo AE tal
que la medida del dngulo DAE es noventa”. Ya podria cambiar
esto [en el tablero, modifica la conjetura de Germén. Ahora la
formulacién es: Si ABy AC rayos opuestos y AD otro rayo, y sea
AE tal que mZEAD = 90 entonces ZDAB es complementario con
ZEAC.] porque ya este teorema me permite estar segura.

Lo tnico que nos falta es averiguar si realmente E estd en este
semiplano, donde estd D, y después demostrar que estos [sefiala
ZDABy ZEAC] realmente son complementarios. Entonces esto
lo dejamos de tarea: completar el teorema del Grupo G.

Pero lo importante es que nos dio lugar a un teorema bastante
importante de nuestro sistema axiomatico: la existencia de una
recta perpendicular a una recta dada, por un punto dado de la
recta. Bien, gracias German.
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[Leyendo del tablero y revisando lo que esta escrito] Entonces:
si ABy AC son rayos opuestos y DAB es agudo. Sea el rayo AE, ;en
dénde? en el semiplano... ;no? Y, en realidad... bueno, rayo...
semirrecta, tocarfa decir, Lcierto? semirrecta en el semiplano
determinado por... pero ahi si me toca ver si esto es cierto...
donde estd D tal que se tiene esa medida [m ZEAD = 90], entonces
los dngulos son complementarios.

Porque esto [la complementariedad de los dngulos] era lo que
yo queria de tesis, probar que los dngulos son complementarios.

Volviendo a la cuestidn en que se ha centrado desde el Fragmento 11, existencia del
ZEADrecto, la profesora decide reformular su solicitud en otros términos sugiriendo
con ello que el enunciado se puede convertir en una afirmacién matematica que usa
términos especializados [100]. Refiriéndose ahora a la existencia de una recta per-
pendicular a otra dada por un punto escogido en esta tlltima, la profesora destaca que
el hecho de haber usado la herramienta Perpendicular no significa que en la teoria sea
vdlida su existencia (12-111). Cuando Germdn provee una explicacién de por qué existe la
recta perpendicular, la cual no es muy clara [114], la profesora parafrasea ese aporte
(signo matematico) con la intencién de propiciar mayor comprensién entre los de-
mas miembros de la clase. Al preguntarle a Ignacio, cudl elemento tedrico sustenta
lo que Germdn propone, la profesora ejerce el control tedrico (12-111), concluyendo asf
el proceso que comenzé al cuestionar la existencia de la recta perpendicular. Acto
seguido, la profesora modifica, de nuevo, la conjetura propuesta por el Grupo G, para que
el enunciado incluya el conocimiento matemético que ya se tiene (4-111). Transformar
la frase “si existe un rayo tal que m~ZDAE = 90” por “sea AE tal que mZEAD = 90", a
la vez justificando su actuacién “porque ya este teorema me permite estar segura”
[117] es insinuar un asunto de nivel diferente al del contenido geométrico que se
estd tratando, un asunto relativo a lo que es un teorema en un sistema tedrico pues
destaca que las condiciones dadas en la hipétesis de este deben ser ya verdaderas en
el sistema tedrico con el que se cuenta.

Por otra parte, la profesora le comunica a los estudiantes que la formulacién del “teorema
del Grupo G” aun adolece de imprecisiones (4-1V), pues falta asegurar que E estd en el
semiplano donde se encuentra D. A pesar de que originalmente deja como tarea a los
estudiantes eliminar la imprecisién que menciona, antes de pasar al anélisis de otra
conjetura, la profesora retoma ese asunto y al proponer la condicién que falta, ella
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misma corrige las imprecisiones tedricas al cambiar la palabra “rayo AE” por la “semirrecta
AE” (4-1V), dado que esta debe ser subconjunto de un semiplano. Finalmente, al usar
el formato si-entonces de la condicional (9-11) para volver a enunciar la conjetura formu-
lada, incluyendo la condicién requerida, y enfatizar qué es lo que se debe demostrar
verdadero, la profesora le estd apuntando a lo que representa una proposicién con-
dicional en un sistema tedrico.

Cabe notar que la profesora, al referirse al “teorema del Grupo G”, menciona que de-
ben incluir en la afirmacién la relacién que debe tenerse para el punto E y decir que
falta demostrar que la conclusién es verdadera, estd usando el término “teorema”
en el sentido de Mariotti (un enunciado acorde a un sistema tedrico de referencia, el
sistema mismo y su demostracién); con ello, implicitamente estd haciendo alusién al
asunto metamatemdtico correspondiente. Finalmente, la profesora destaca el aporte
al sistema tedrico (18-1V) que el anélisis de la conjetura del Grupo G proveyé: el teore-
ma de la existencia de la recta perpendicular a una dada por un punto dado de esta.

Fragmento 14

A continuacidn, la profesora analiza las conjeturas de los dos grupos que faltan (B y
E). En ese proceso va a destacar que ellos proponen una conjetura bien diferente a las
que ya se han mencionado, pues la conclusién de esta no es la complementariedad
de los 4ngulos sino la perpendicularidad de AD y AE.

117. Profesora: Bueno, pero no he hablado del Grupo B ni del Grupo E. El Grupo B
dice [leyendo]: dados dos dngulos complementarios, coplanares,
que comparten el vértice, y que uno de sus lados es rayo opuesto
del lado del otro, entonces el dngulo que forman los otros dos
rayos, es recto. ;Qué relacién tiene esta conjetura del Grupo B con
la conjetura del Grupo G? Voy a leerla otra vez: dados dos angulos
complementarios coplanares, que comparten el vértice, y tal que
dos pares de lados son rayos opuestos, entonces el dngulo que
forman los otros dos rayos, es recto. [Dirige la mirada a Marfa].

118. Marfa: Bésicamente hicimos el mismo procedimiento que hizo Jorge
[Grupo A]. Trazamos rayos opuestos, trazamos un dngulo agudo,
por el teorema de... dos dngulos complementarios son agudos.

119. Profesora: Si.
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120. Marfa: Luego, nos obviamos esa parte y trazamos el segundo dngulo, el
complementario. No pusimos los puntos.

[.]

123. Marfa: Exactamente. Asumimos que eran complementarios. Asumimos
no, construimos los dos angulos complementarios. Y luego, medi-
mos el &ngulo EAD y nos dio como resultado, la medida noventa.

124. Profesora: O sea que... su conjetura dice: dados dos angulos complementa-
rios coplanares, comparten el vértice, y uno de los lados es rayo
opuesto del lado del otro, entonces forman, los otros dos rayos...
el dngulo que forman los otros dos rayos es recto. Lo que ti me
estds reportando es valido. Les falté ;qué?

125. Marfa: Nos falté decir que E estd en el semiplano determinado por la
recta AB, donde esté D.

126. Profesora: [...] Si, ustedes tendrian que decir que estdn en el mismo semi-
plano porque ustedes dan los dos dngulos y luego encuentran la
medida de este [mZEAD = 90].

;Cémo difiere con respecto a esto [la conjetura del Grupo G]?
;Tiene la hipétesis de ellos, rayos opuestos? Si. ; Tienen un dngulo
agudo? Si. Tienen dos [resalta la voz] dngulos agudos porque ellos
estan exigiendo que los dngulos sean complementarios. Esto [la
complementariedad de los dngulos] se convierte en parte de la
hipétesis. Y esto [ZEAD es recto] es la tesis. O sea que es casi el
reciproco de lo que yo queria, porque yo preguntaba cuando
son complementarios. Pero ellos reportaron una conjetura que
concuerda con lo que hicieron. Y ahi, pues tocarfa también de-
mostrarlo. Es otro teorema. Si los construyo para que sean com-
plementarios, entonces este tiene que ser recto. Que se parece
un poco a lo que querfa el Grupo A.

Bueno, y el Grupo D dicen [leyendo]: Si se tienen ABy AC opuestos
y AD otro rayo tal que la medida del dngulo BAD es agudo, y el
angulo CAE, en el mismo semiplano en el cual estd D, tal que sean
complementarios, entonces es recto. Lo mismo que el Grupo B.
Habrf{a que ver si estan reportando su construccién.

Pero este problema, como estaba formulado, queria que la tesis
de la conjetura fuera: dngulos complementarios, ;si?

| 67 |



Patricia Perry - Carmen Samper - Oscar Molina

Leonor Camargo - Armando Echeverry

127. Ignacio:  [Pasa al tablero y proyecta la figura que tiene en la pantalla de
su calculadora. Sefiala sobre ella a medida que va hablando].
Nosotros construimos un dngulo, y con la herramienta calcular
construimos el otro dngulo [para el] que la medida fuera noventa
menos el angulo inicial. Entonces nos dimos cuenta de que este
angulo era recto.

El recurso que usa la profesora para el andlisis de las dos conjeturas es la comparacién
con la conjetura-teorema que ya se tiene como consecuencia del analisis de las demas
conjeturas. Sin solicitar el relato de lo que hicieron los miembros del Grupo B con
Cabri, tal vez debido a todo el proceso realizado con anterioridad, Marfa e Ignacio
proceden a hacerlo motu proprio [118-123 y 127]. La profesora indica que durante ese
relato ha identificado la concordancia entre lo construido y la conclusién con lo reportado en
la conjetura (7-11) y, a la vez, realizé el control tedrico (12-111) en cuanto a la validez de las
condiciones que reportan haber construido al decir [124] “Lo que td me estén repor-
tando es vélido”. En seguida, destaca que hay una imprecisién (5-1V) en la conjetura sin
indicar cudl es, cosa que no necesita Maria pues ella inmediatamente da la respuesta
correcta [125]. El relato que hace Marfa no se corresponde con lo que su grupo hizo.
Por lo tanto, se concluye que el signo de Marfa evoluciond tal vez por el proceso de
mediacién ya realizado por la profesora. Maria reconoce el dato que le hace falta in-
cluir en su hipdtesis. Enmascard el desarrollo real que tuvieron en el grupo, situacién
que puede ser problemadtica para la accién de mediacién del profesor, porque como
no reportan los significados reales que tienen, no hay forma de que el profesor pueda
ayudar a que se modifiquen.

La profesora comienza en ese momento el andlisis comparando las condiciones ex-
puestas en la hipdtesis y tesis de las dos conjeturas, un recurso con el que pretende
apoyar la comprensién de la diferencia entre las dos condicionales. Al indicar que
se intercambia la tesis de la conjetura-teorema ya establecido con una de las con-
diciones de la hipdtesis de esta, destaca los elementos fundamentales de la condicional
(10-1I). En torno a la frase “O sea que es casi el reciproco de lo que yo queria, porque
yo preguntaba cudndo son complementarios” podria haberse hecho un andlisis so-
bre lo que quiere decir cuasi reciproco de un enunciado condicional. Cataloga a la
conjetura del Grupo B como un teorema que hay que demostrar, indicando con ello
que aprueba que tanto el enunciado estd reportando la dependencia evidenciada en
Cabri como que este también reporta un resultado que puede ser demostrado en el
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sistema tedrico que tienen a su disposicién. Finalmente, destaca que los estudiantes
del Grupo E si formularon una conjetura en la que se indican las propiedades encontradas
vy las construidas (7-11).

Fragmento 15

Terminado el proceso de andlisis de las conjeturas, la profesora expone una forma
en que habria podido explorarse la situacién y pregunta si alguno de los estudiantes
procedid de esa forma.

128. Profesora: Bueno, mi pregunta es si a ninguno de ustedes se les ocurrid,
simplemente, poner un punto E, en cualquier parte, construir
el rayo AE, y mover ese rayo hasta que este dngulo [ Z/EAC] fuera
complementario con este [/BAD]. E estaba libre, construir el
rayo, y moverlo hasta que diera complementario. Porque todos
me reportan haber construido aqui el complemento, pero nadie
me reporta haber arrastrado hasta... porque como la pregunta
decfa: jexiste? Pues lo primero que uno se pregunta es si existe.
Entonces yo harfa eso, inicialmente, pues para estar segura de que
existe. Porque si no existe, ;para qué me pongo en mas proble-
mas? Entonces, parece que ninguno hizo eso con el arrastre, ;no?

Con su intervencidn, la profesora provee un relato de actuacién matemdtica (15-111). In-
dica que antes de determinar qué condiciones garantizan la existencia de un dngulo
complementario al dado, cuando se tienen angulos par lineal, usaria el potencial de
Cabri para realizar el proceso de exploracién con el fin de determinar esa existencia.
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Capitulo 3.
Resultados del estudio

La investigacién que proporciond los elementos para este capitulo estuvo guiada por
dos objetivos: el primero, analizar la actividad de produccién de conjeturas en la que
se comprometen los estudiantes cuando resuelven problemas, asi como su participa-
cién en la socializacién de las mismas. El segundo, analizar el papel del profesor en
la gestidn de la discusién en torno a las conjeturas de los estudiantes, realizada con
miras a que emerjan de ellas los elementos tedricos que subyacen a los problemas
para incorporarlos al sistema tedrico. Los resultados del estudio permiten confirmar
que el compuesto problemas-conjeturas-sistema tedrico si es un organizador del curriculo
implementado y ratificar la importancia del papel de las conjeturas. A continuacién,
se destacan algunos resultados de la investigacién.

Relacién entre esquemas de
utilizacién y signos personales

Describir, por una parte, los esquemas de utilizacién de Cabri, inferidos del uso del
artefacto pararesolver los tres problemas propuestos y, por otra, los signos personales
producidos durante la resolucidn, son dos de nuestros intereses investigativos. Por
ello, en este apartado se presentan, mediante tablas: (i) una lista de los esquemas de
utilizacién identificados, de la lista completa que tenfamos (ver Anexo 1) -colocando
entre paréntesis la frecuencia de ocurrencia de cada uno-; (ii) un conteo del niimero
de veces que los estudiantes produjeron signos personales (del artefacto, pivote y
matematicos) y, (iii) una caracterizacién general del tipo de signos producidos en
cada caso. Producto del andlisis realizado, el grupo investigador se dio cuenta de que
existe unarelacién entre tales esquemas de utilizacién y los signos producidos. En ese
sentido, se muestra, en las mismas tablas, los signos asociados a los esquemas iden-
tificados. Cabe precisar que en estas tablas se exponen todos los esquemas y signos
identificados en el estudio original y se resalta en negrilla aquellos esquemas que se
evidenciaron en el ejemplo analizado en este capitulo.
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Esquemas de construccién | Signos personales asociados a los esquemas

C1(2), C4 (4), C5(2), €7 (3), cg | Signe del artefacto (1)
(1), c9 (2),c10(1),C11 (1),C14
(2),c15(1),Cc17(1),C18(3),C19
(3),C20(2),C21 (1)

Signo pivote (3) Figuras hechas en Cabri

Signo matemdtico (12)

Frecuencia de ocurrencia de esquemas de construccién
y signos personales asociados

En general, se puede afirmar que se presentaron la mayoria de los esquemas de uti-
lizacién para la construccién de recta, rayo, bisectriz, dngulos complementarios y
mediatriz, que se habfan previsto.

Los signos personales producidos por los estudiantes al hacer las construcciones son
precisamente las figuras geométricas con las que modelan el problema. El potencial
semidtico de Cabri, que estd inmerso en el proceso de construccién de las figuras, puede
ser aprovechado por un profesor para discutir con los estudiantes las definiciones de
los objetos geométricos involucrados.

Aunque podria haberse previsto que los signos asociados a los esquemas de utiliza-
cién de Cabri para la construccién iban a ser del artefacto o pivote, en su mayoria
los signos producidos por los estudiantes fueron tipificados como mateméticos (12
signos matemdticos versus 4 signos de otro tipo -del artefacto o pivote). Se cree que
esto se debe a la manera como se utiliza Cabri en la clase de geometria, pues se tiene
como norma que debe poder justificarse cada paso de la construccién de cualquier
representacién que se haga en el programa. Entonces, este proceso esta influido por
el sistema tedrico que se tiene a disposicién. Asi, por ejemplo, para representar rayos
opuestos, la mayoria de los estudiantes parten de una recta, con lo cual garantizan la
colinealidad, aspecto fundamental de la definicién de rayos opuestos.

Solo un signo fue tipificado como del artefacto, dado que los estudiantes querfan que el
programa Cabri “reconociera” rayos opuestos, asi como reconoce rectas o semirrectas.
Por eso no les bastd con representar una recta y tres puntos A, B, C con Bentre Ay C
pararepresentar los rayos BA y BC, sino que construyeron dichos rayos sobre la recta,
posiblemente con la expectativa de que visualmente los rayos quedaran mas demar-
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cados, o que al acercar el cursor a la figura apareciera un letrero haciendo mencién
alos rayos. Como las acciones de los estudiantes estaban dirigidas al funcionamiento
de Cabri, se tipifica este signo como del artefacto.

Dos signos fueron tipificados como pivote. Por ejemplo, para el Problema 1, que pide
encontrar la relacién de las bisectrices de dos angulos que forman un par lineal,
cuando los estudiantes construyen las bisectrices, en su representacién, dejan la
recta bisectriz que genera Cabri e intentan ocultar la semirrecta externa al angulo
que se biseca para que quede el rayo bisectriz. Nuestra tipificacién obedece a que el
signo refleja la experiencia de los estudiantes con el artefacto, pero también el cono-
cimiento matematico que tienen de la definicién de bisectriz. El signo producido no
conduce a los estudiantes a modificar su definicién de bisectriz, sino a “olvidarse” de

la semirrecta externa al dngulo, aunque no la oculten.

Esquemas de arrastre

Signos personales asociados a los esquemas
para explorar

Signo del artefacto (2)
AETO (2), AETP (1), AETOM (1), Enunciados de indole
AEXO (2), AECO (1), DEC(1), | Signo pivote (4) geométrico relativos a
RE(1) las conjeturas
Signo matemdtico (0)

Frecuencia de ocurrencia de esquemas de arrastre para explorar
y signos personales

Los estudiantes pusieron en juego los esquemas de arrastre para explorar haciendo
dos tipos de barrido: aquellos en donde este es mas o menos completo, o aquellos en
los que se ubican los objetos de la construccién en posiciones extremas. No se obser-
vé un tipo de arrastre en el que los estudiantes ubicaran los objetos en posiciones
especiales, distintas a las extremas.

A medida que los estudiantes hacfan la exploracién por arrastre, formulaban algu-
nos enunciados de indole geométrica relativos a las conjeturas. De ellos, dos fueron
considerados como signos del artefacto y cuatro como signos pivote. Los signos del
artefacto asociados al problema de las bisectrices mencionado anteriormente “enton-
ces, no debe estar en ningtin lado, pa’ donde quede” y “esta es la posicién maxima”
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son expresiones referidas a lo que estdn observando cuando arrastran, sin hacer una
reflexién sobre las propiedades matematicas subyacentes.

Cuatro signos fueron considerados como pivote. Para ejemplificar uno de tales signos,
vale recordar, en el Problema 2, que fue el analizado en este capitulo, la construccién
del ZEAC propuesta por Nancy y realizada por Ignacio. En ella, para la construccién
del dngulo complementario al ZBAD, toman la medida de este dltimo, construyen
un rayo sobre la recta AC, calculan la diferencia entre noventa y la medida del ZBAD.
Ignacio cree que puede utilizar un procedimiento andlogo al que se utiliza para
construir un segmento congruente a otro, es decir, hacer uso de una herramienta
similar a la transferencia de medidas. La mencién a la “transferencia de medidas®”,
parece ser un signo pivote, por cuanto se refiere a una herramienta del programa
que quizé se asocia a un elemento del sistema tedrico (para este caso, al Postulado de
la construccién de dngulo®). En este caso, es clara la relacién de la herramienta del
artefacto utilizada para hacerla construccién con elementos del sistema tedrico, i.e.
Postulado de la construccidn de angulo. No se encuentran signos matemdticos asociados
con el arrastre exploratorio, quizd porque consideraban muy prematuro aventurarse
a formular alguna conjetura.

Esquemas de arrastre . .
. Signos personales asociados a los esquemas
para verificar

AVCXMO (1), AVCEMO (1), Signo del artefacto (4)

AVJTO (1), AVJTP (1), AVIXOM Enunciados de {ndole
(3), AVJEOM (1), AVJXPM (1), Signo pivote (4) geométrico relativos a
AVJTPM (1), AVJTOM (2), las conjeturas
AVCTP(1) Signo matemdtico (2)

Frecuencia de ocurrencia de esquemas de arrastre para verificar
y signos personales

A partir de una primera aproximacién a la solucién de los problemas, lograda con el
arrastre exploratorio, se identifican esquemas de arrastre cuya intencién se centra

en corroborar una idea que los estudiantes tienen en mente, mas que en detectar

5 Herramienta de Cabri que permite localizar un punto a una distancia dada de otro.

6 Postulado Construccién de dngulos: sea el AB, un rayo de la arista de un semiplano H. Para cada nimero r
entre 0y 180, hay exactamente un AP, con P € H, tal que mZPAB=r.
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propiedades. Se denomina a estos esquemas “arrastre para verificar”, pues con ellos
los estudiantes buscan revisar alguna construccién hecha o si lo que sospechan es la
conjetura que resuelve el problema. Con este arrastre, algunos grupos se dan cuenta
de que han anticipado una solucién incorrecta y cambian de idea. Los esquemas de
arrastre para verificar incluyen un barrido més o menos completo, localizacién de
objetos en posiciones especiales y ubicacién de objetos en posiciones extremas. Al-
gunos estudiantes se apoyan en la medida de algiin 4ngulo para observar si varia o
no durante el arrastre. El esquema que se observa més frecuentemente corresponde
alaverificacién de la posible conjetura, en la que se arrastra un rayo colocdndolo en
posiciones extremas para garantizar la invariancia de un dngulo.

Asociados a los esquemas de arrastre para verificar se encuentran cuatro signos del
artefacto, cuatro signos pivote y dos signos matematicos. A algunos los sorprende ver
que sus expectativas no se cumplen y otros corroboran lo que estdn pensando, pero
en ambos casos estan dirigiendo la atencién a lo que observan. Los signos pivote en
este tipo de arrastre se asocian al Problema 1, quiza porque este es de construccién
sugerida. En este caso, los estudiantes mencionan elementos de aquello que observan
mientras se arrastra y del universo tedrico en el que estd inmerso el problema. De
hecho, solo hasta que arrastraron para verificar lo que sospechaban, un grupo de
estudiantes recordd que habian estudiado la propiedad a la que alude la conjetura, en
un semestre anterior. Los signhos matematicos, asociados también al mismo problema,
“Si se tienen dos dngulos que forman par lineal, entonces el dngulo determinado
por las bisectrices de estos dngulos es recto” y “Dados dos dngulos complementarios
coplanares que comparten el vértice y que uno de sus lados es rayo opuesto del otro
entonces el dngulo que forman los otros rayos es recto”, son formulaciones que se
constituyen en las primeras versiones de las conjeturas que se socializan en clase. Los
estudiantes procuran usar un lenguaje general, desligdndose del uso del artefacto.

Mediacion semiética del profesor

Anteriormente se ilustré el andlisis detallado de los aspectos centrales de la mediacién
semiGtica para el Problema 2, sefialando las acciones de la profesora que posiblemente
contribuyeron a la evolucién de los signos personales de los estudiantes hacia signos
matematicos. En esta seccién se resumid, con respecto a los tres problemas, el andlisis
de la mediacién que se llevé a cabo o la que se habria podido hacer, y se hizo una
reflexién sobre los elementos de la clase que favorecieron tal mediacién.
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Con respecto al Problema 1, la mediacién semidtica se focalizé principalmente en
transformar los signos de los estudiantes, tanto aquellos muy ligados al artefacto,
como los més cercanos a lo matemdtico; es decir, al enunciado propio de la matema-
tica, teorema al cual se queria llegar (4-1V una vez y 4-III tres veces). Un elemento de
ese proceso fue cambiar la descripcién de la relacién entre los rayos por la palabra
que la define -dngulos par lineal-, y pasar de establecer que la medida del dngulo
se mantiene por decir que la medida es de noventa (2-1 dos veces). Otro foco de la
mediacién del profesor estuvo en destacar que el signo matematico producido debia
proveer elementos que fueran utiles para facilitar la demostracién (17-111, dos veces).
Se evidencia la intencién de la profesora de establecer las caracteristicas matematicas
que guiaron el proceso de transformacién de signos (21-V, dos veces).

Conrespecto al Problema 2, en cuanto a la conceptualizacién de objetos y relaciones, la
mediacién semidtica se hizo alrededor de la determinacién de los elementos tedricos
que estdn involucrados en los signos de los estudiantes (3-1, 2 veces), de la produccién
de un enunciado sintético (2-1), y de las imprecisiones mateméticas que surgieron
(4-1, una vez). En el correspondiente proceso para los conceptos, no se hizo referen-
cia a cuestiones relacionadas con el uso del artefacto (1-1, 5-1, 22-I), ni fue necesario
solicitar que se expresara la conjetura de forma sintética ya que en esta tarea, como
en la anterior, estaban involucrados rayos opuestos y otro rayo, situacion que ya se
habia dicho describia un par lineal.

En cuanto a la condicional, en la mediacién semidtica se realizaron todas las accio-
nes de esta categoria, pues se abordaron problemas respecto a la especificacién del
antecedente y el consecuente de la condicional que expresa la conjetura, haciendo
referencia al uso del artefacto (6-I1, 2 veces; 7-11, 4 veces; 8-11, 5 veces; 11-II dos veces),
y en la caracterizacién de las partes que componen una condicional (10-II, 3 veces).
Ademds, se reiterd el formato de la condicional al reformular la conjetura final usando
la estructura adecuada (9-11 una vez).

La mediacién semidtica en torno a la conjetura que resuelve el problema ocup? la
mayor parte de las acciones de la profesora, dado que en total 30 de las 58 intervencio-
nes se tipificaron en esta categoria. Dichas acciones estuvieron enfocadas en: abordar
imprecisiones matemadticas en el signo (4-111, 6 veces), enriquecer las conjeturas con
recursos graficos (11-I11, 4 veces), controlar el universo tedrico (12-111, 5 veces), sin-
tetizar para establecer el foco de atencién (13-I11, 5 veces), indagar sobre los signos
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de los estudiantes (14-111, 4 veces), proveer un modelo de actuacién (15-111, 3 veces), y
destacar elementos de las conjeturas que forman parte del teorema al que se quiere
llegar (16-111, 3 veces). No se promovié la transformacién de las conjeturas para hacer
operacional la demostracién (17-11I).

En lo que se refiere al teorema al que se quiere llegar o a su demostracién (IV), las
acciones de mediacién de la profesora se enfocaron en abordar imprecisiones (4-1V,
3 veces) y en explicitar la necesidad de introducir elementos al sistema teérico (18-
IV, una vez).

Por dltimo, solo se presentd una accién de mediacién orientada a la formacién de no-
ciones de teorema, postulado y definicién (V), la de mencionar el interés matemético
por la existencia y determinacién de un objeto (21-V, 3 veces).

La accién 4 (abordar imprecisiones matematicas en los signos) es la que mds se pre-
senta, tanto con respecto a los conceptos (1 vez), como en las conjeturas que formulan
(6 veces) y en el teorema que se quiere establecer (3 veces). Por otro lado, la profesora
enriquecio explicaciones usando: las representaciones para favorecer la comprensién
de las conjeturas (11-111, 4 veces) y las afirmaciones escritas en el tablero para aclarar
las partes de una condicional (11-11, 2 veces).

En cuanto al Problema 3, lo relacionado con la conceptualizacién de objetos y rela-
ciones, en este episodio, se centra principalmente en la ubicacién de los objetos que
mencionan los estudiantes en el sistema tedrico (3-1, 2 veces). Ademds, se aborda que
la construccién hecha en Cabri también debe responder al sistema tedrico (5-1, una
vez). Dado que los estudiantes deben identificar el objeto matemadtico de que trata el
problema, entre las sugerencias mencionan la mediana, lo cual dio pie para indagar
sobre la concepcién que se tiene de esta (22-1, una vez).

En cuanto alo que es una condicional, el trabajo de mediacién se enfocé en determinar
antecedente y consecuente solicitando una revisién de la construccién realizada con el
artefacto (6-11, una vez) e identificando lo construido y lo obtenido, para relacionarlo
con la parte correspondiente (7-11, 2 veces). Ademds, en tres ocasiones, la profesora
solicitd expresar su conjetura en formato condicional (9-11, tres veces).
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El proceso de mediacién semiética en este episodio se concentrd primordialmente en
el problema y su solucién, ddndose 18 de las 38 acciones en torno a esto. Se abordaron
imprecisiones (4-111, 5 veces), y se hizo control tedrico (12-11I, 2 veces) de asuntos
mencionados en las conjeturas. Se destaca que, con el fin de obtener elementos que
haran parte de la conjetura a la que se quiere llegar, la profesora indagé sobre el sig-
nificado que le asignan los estudiantes a frases incluidas en las conjeturas formuladas
(signos) (14-111, 3 veces), destacé partes de estas (16-111, 3 veces), y sintetizd las ideas
que establecieron (13-111, 1 vez).

Las acciones relacionadas con el teorema al que se quiere llegar o su demostracién,
se enfocaron, ante todo, en abordar imprecisiones matematicas en el signo (4-1v, 4
veces), en buscar que se exprese el teorema de manera sintética, usando los términos
matemadticos adecuados (2-1V, 3 veces), a la vez que se controla el universo tedrico
(12-1V, 1 vez). Fue necesario recoger las ideas que se habfan extraido de las conjeturas
formuladas por los estudiantes para conformar el teorema (13-1V, 1 vez) y destacar
cudles de ellas son elementos de este (16-1V, 1 vez).

La accién de mediacién que tuvo mayor frecuencia fue abordar imprecisiones, tanto
en las conjeturas que formularon los estudiantes (4-11I) como en el teorema que se
conformd a partir de ellas (4-1V).

Sin duda, la mediacién semidtica de un profesor favorece la construccién de conoci-
miento. Estar atento para reconocer el significado personal que tiene un estudiante de
un objeto o relacién geométrica, a través de los signos que él produce o los esquemas
que usa, permite que ello sea material de discusién en clase. Presentar las conjeturas
producidas, para el desarrollo del contenido de la clase, ordendndolas de acuerdo a su
cercanfa al teorema o hecho geométrico que se quiere establecer y hacer el andlisis de
las conjeturas con el fin de extraer los elementos utiles para llegar a establecer dicho
teorema o hecho geométrico, dan lugar a un proceso en el cual los estudiantes pueden
ir modificando sus signos personales a un ritmo que favorece ese paso. Especialmente
importante, es dar la autoria de cada produccién al estudiante correspondiente, pues
este estard atento a cémo contribuye su conjetura a la conformacién del enunciado
del teorema o hecho geométrico, y a participar en la evolucién de su signo. Es decir,
se incentiva a una participacion critica y constructiva.
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Capitulo 4.
Comentarios finales

Esta seccidn se centrard en dos asuntos que recogen los principales aportes del capitulo
a la investigacion en el campo de la ensefianza y el aprendizaje de la geometria, con
los cuales se quiere aportar herramientas metodoldgicas y conceptuales a estudiantes
y profesores interesados en la actividad investigativa. En primer lugar, se describe
la experiencia investigativa propiamente dicha, sefialando logros y dificultades. En
segundo lugar, se hace referencia a los productos que se derivan de la investigacién,
los cuales se presentan a la comunidad de educadores matematicos para su discusion.

Acerca de la experiencia investigativa

Se considera que los experimentos de ensefianza se constituyen en una estrategia
metodoldgica pertinente para abordar, documentar y explicar los procesos que estu-
diantes y profesor llevan a cabo en el aula, cuando la mirada se centra en la actividad
matemdtica apoyada por un instrumento especifico de mediacién. En particular, esta
investigacién pretendia revisar en detalle los esquemas de utilizacién que emergen
en el proceso de resolucién de tres problemas de Geometria Plana, cuando los estu-
diantes utilizan Cabri, identificar los signos que ellos producen a lo largo del proceso
-especialmente las conjeturas- e indagar por la mediacién semiética del profesor
relacionada con hacer evolucionar los signos personales hacia signos matematicos.

En ese sentido, el estudio detallado de las transcripciones de la videograbacién de tres
grupos de estudiantes que participan en una clase de geometrfa, cuyo organizador
curricular es el compuesto problemas-conjeturas-sistema tedrico, es una estrategia me-
todoldgica ttil, pues permitié describir y analizar las acciones de los estudiantes para
solucionar los problemas y formular las conjeturas, inferir y categorizar esquemas
de utilizacién relacionados con el artefacto Cabri que ponen en juego los estudiantes
segun el tipo de problema, identificar diferentes tipos de signos producidos por los
estudiantes -ampliando la propuesta de Mariotti (2009)-, determinar el potencial
semidtico del artefacto via dichos esquemas y establecer una correlacién entre los
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esquemas y los signos personales que producen los estudiantes a lo largo de la reso-
lucién de los problemas.

Adicionalmente, las transcripciones de las socializaciones que dirigié una profesora,
comprometida con el organizador curricular, en las que se discuten las conjeturas
acerca de los tres problemas, permitieron identificar las acciones de mediacién se-
midtica de la profesora, tendientes a producir un signo matemdtico (enunciado del
teorema) que se corresponda con el que se quiere demostrar e incluir en el sistema
tedrico. Ademas, se logré establecer una categorizacién y un conteo de frecuencia
de las acciones de mediacién semidtica del profesor segiin el objeto central de dicha
mediacién: conceptualizacién, condicional, solucién al problema, teorema y nociones
metamatematicas.

Dos comentarios sobre limitaciones que se enfrentaron. Primero, se tenfa planeado
realizar una descripcién del proceso de construccién de las organizaciones deductivas
locales de elementos tedricos correspondientes a la gestién de las conjeturas, para
darles relevancia como parte esencial del organizador curricular. Sin embargo, esto
no se hizo puesto que el proceso de andlisis descrito anteriormente fue mas extensoy
complejo de lo que se imaginaba. Segundo, se utilizaron datos que recogen los sucesos
naturales de la clase, pero que no fueron tomados especificamente para esta investi-
gacién. No obstante haber sido utiles para nuestro interés investigativo, se tuvo que
sortear algunas restricciones; por ejemplo, al no haber pedido a los estudiantes un
informe escrito del proceso de construccién y exploracién no se tenia informacién
“objetiva” para inferir fundadamente sobre los conceptos que los estudiantes tienen
de los objetos geométricos involucrados en los problemas. Ademas, el andlisis de la
interaccién de los estudiantes permitid darse cuenta de laimportancia que puede tener
el disponer de antemano de tal tipo de informe, puesto que en este se puede identificar
el potencial semiético del artefacto, lo cual es un elemento mds para la mediacién que
el profesor hace. También se noté que si el profesor investigador puede observar el
proceso de representacién con Cabri de la situacién presentada en el problema, asi
como el proceso de exploracién conducente a la conjetura, entonces puede detectar
los esquemas de utilizacién y estos pueden constituirse en elementos para el proceso
de mediacién, aprovechando el potencial semidtico del artefacto.

Con las categorias de mediacién semidtica que se propusieron, se aporté metodoldgi-
camente al estudio de esta cuando el profesor se centra en el contenido matemdtico
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derivado del proceso de resolucién de problemas. Esta categorizacién es distinta a
la propuesta por Mariotti (2009), pues la del autor se basa en las acciones realizadas
con el artefacto. Ademds, el potencial semiético del artefacto, via los esquemas de
utilizacién que se identificaron, también estd muy cercano a lo matemdtico.

Asi mismo, la categorizacién de los esquemas de utilizacién permitié definirlos y
agruparlos en dos categorias: esquemas de construccién y esquemas de arrastre para
exploracién o verificacién. Algunos de estos esquemas fueron establecidos previamen-
te al primer andlisis y otros emergieron durante el proceso de andlisis. Un ejemplo de
estos es haber incluido en el segundo grupo el esquema ocultar o des-ocultar objeto
para verificar conjetura, pues es un procedimiento que se identificé en algunos anlisis.

Los andlisis realizados permitieron establecer nexos entre la teorfa de mediacién
semidtica y la génesis instrumental, pero no fue posible aprovecharlos para ampliar
dicha conexidn, por limitaciones de tiempo. Por ello, se ve pertinente realizar un
disefio experimental con estudiantes de educacidn basica, media o universitaria,
teniendo en cuenta los resultados de esta investigacidn, para determinar si los pro-
ductos que surgieron en esta son utiles para proponer un modelo que asegure el
aprovechamiento del potencial semiético del artefacto y la participacién legitima de
los estudiantes en la construccién de conocimiento durante el proceso de mediacién
semidtica del profesor.

Productos de la investigacion

Los siguientes productos que se ponen a discusién de la comunidad son resultados
indirectos de la investigacidn, en ellos se vislumbra un potencial uso investigativo.
Ellos son vistos como el germen de conceptos didécticos que se espera poder validar
en futuros estudios.

Distincion de los signos matematicos

El andlisis de los signos correspondientes a afirmaciones - tipo conjetura, producidos
por los estudiantes al resolver los problemas, llevé a determinar que la clasificacién
de signos propuesta por Mariotti (i. e., signos del artefacto, signos pivote y signos
matemadticos) debe ser enriquecida, particularmente en lo que tiene que ver con los
signos matemadticos. A continuacién se proponen tres aspectos que permiten describir
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la calidad de los signos matematicos formulados por los estudiantes: (i) capacidad de
responder al problema, (ii) formulacién del enunciado si-entonces y (iii) presentacién
de la informacidén.

(i) Capacidad de responder al problema. Se distingue entre signos correctos o erréneos
enrelacién con la solucién al problema o con un teorema de geometria. En cualquiera
de los dos casos, si el signo enuncia algo que no se puede validar, no es pertinente
para la solucién del problema que se esta resolviendo o lo responde parcialmente, se
considera como signo erréneo. Por ejemplo, ante el Problema 3, Nancy e Ignacio, en
un momento dado de su actividad, afirmaron que “para los puntos R y D de la recta
m existen puntos Q y Q’, respectivamente, en la recta perpendicular a m por P, de tal
manera que RQ=RP, DQ’' =DPy Q# Q. Tal signo no es correcto, pues Qy Q" deben ser
el mismo punto.

(ii) Formulacién del enunciado si-entonces. Se distingue entre signos de la forma si-enton-
ces que contienen todas las condiciones impuestas en la construccién o exploracién,
de aquellos que no contienen todas las condiciones; también se hace diferencia entre
signos cuyo consecuente presenta todas las propiedades que se derivan de las condi-
ciones impuestas en la construccién o exploracién, de aquellos que no incluyen todas
las propiedades. Es decir, existen signos matematicos que se consideran como parcial-
mente correctos, pero que no precisan o bien todas las condiciones del antecedente o
bien todas la propiedades que de ellas se derivan. Por ejemplo, al resolver el problema
mencionado en el literal (i), Nancy e Ignacio formulan como conjetura: “Se tiene una
recta m y un punto P que no pertenece am, y Y que pertenece a m, entonces existe X
que no pertenece al semiplano determinado por m donde estd P tal que YX=XPy X
pertenece a la recta perpendicular am que contiene a P”. La conjetura propuesta por
los estudiantes es un signo matematico valido, pero no informa por completo sobre la
construccién hecha, pues les falté decir que PT = TX, siendo T el punto de interseccién
de la perpendicular con m, y explicitar el cuantificador universal que indica que Y es
cualquier punto de la recta.

(iii) Presentacién de la informacidn. Se distingue entre signos que son préximos a una
formulacidn sintética y econdmica, de aquellos que no lo son. Por ejemplo, al resol-
ver el Problema 1, Mar{a y Efrain formularon como conjetura “Si el rayo BA y el rayo
BE son rayos opuestos y K no pertenece a la recta BA, o a ninguno de esos dos rayos,
entonces el dngulo KBA y el dngulo KBE forman par lineal y sus respectivas bisectrices
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forman un dngulo recto”. Se califica tal signo matemdtico como correcto pero no
sintético ni econémico, puesto que en el antecedente de su conjetura no mencionan
el objeto par lineal, descrito como tal, y si lo hacen en el consecuente como si eso se
pudiera deducir. En contraste, Nancy e Ignacio formularon “Si se tienen dos dngulos
que forman par lineal, entonces el dngulo determinado por las bisectrices de estos
angulos es recto”. Este es un signo sintético y correcto, por cuanto utilizan el término
par lineal en el antecedente, en vez de la descripcién de estos dngulos al referirse a
los rayos opuestos y al punto K, como lo hacen Marfa y Efrain.

Procedimientos para abordar problemas con Cabri

Con base en los andlisis de la actividad instrumentada de los estudiantes cuando
abordan la resolucién de un problema, se sugiere una clasificacién de procedimientos,
centrados en el tipo de abordaje del problema usando Cabri.

Es relativamente facil aceptar que diferentes tipos de problemas (los de construccién
sugerida y los de construccidn creativa) implican diferente abordaje con el artefacto
Cabri y, por ende, se dan diversos procedimientos, especificamente en lo que tiene
que ver con la exploracién. A continuacién se esboza una primera caracterizacién
de esquemas asociados a cada tipo de problemas, alimentada por las discusiones del
grupo investigador sobre las producciones analizadas y la experiencia de este como
profesores de cursos de geometria que tienen un ambiente de clase similar al del curso
que fue contexto de esta investigacion.

Para los problemas de construccion sugerida se han identificado dos tipos de procedi-
mientos. En ambos tipos, las acciones son las mismas: modelar la situacién en Cabri
y poner en juego el dinamismo del programa (mediante el arrastre). La diferencia
estd en el grado de generalidad que se le asigna a la figura resultante de la accién de
modelar la situacién.

Enuno de los procedimientos, la figura se usa como representante de todos los objetos
que cumplen con las condiciones construidas. Aunque en la exploracién se tienen en
cuenta casos particulares o especiales, ellos son considerados inicamente como casos
que deben ser parte de una generalidad y no como casos particulares especiales donde
se detecta o establece la caracteristica invariante. El proceder de Ignacio y Nancy en
laresolucién del Problema 1 ejemplifica esto. Ellos hacen una modelacién correcta de
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la situacién, toman la medida del ZGBD y hacen un arrastre mas o menos completo
del BK, para determinar el invariante,

En el otro tipo, el andlisis de la situacién se hace a través del estudio de representa-
ciones de casos determinados por una caracteristica agregada por quien explora. Los
casos particulares se consideran para establecer invariantes, pero no necesariamente
se ven como parte de una situacién mucho més general. Es usual que la exploracién
se haga mediante ensayo y error, es decir, se proponga una hipédtesis que se intuye es
solucién del problema y luego se ponga a prueba. Por ejemplo, para el Problema 1, los
estudiantes habrfan podido construir el BK en posiciones muy especiales, tal como,
perpendicular a la AB o formando un dngulo de 45° con esta, y estudiar la situacién
para esos casos.

Para los problemas de construccidn creativa se han identificado varios tipos de esque-
mas que se pueden clasificar con base en las fases de modelacién y exploracién de la
resolucién del problema.

Al centrarse en la modelacién de la situacién que plantea el enunciado del problema,
se ha identificado dos procedimientos: de construccién deletreada y de construccién
guiada por la teorfa.

En el procedimiento de construccion deletreada, los objetos inmersos en la descripcién de
lasituacién se construyen robustamente; en cambio, el objeto que se pide caracterizar
geométricamente se construye de manera blanda, es decir, con base en la medicién y
la funcién de arrastre hasta ajustar la representacién a la condicién solicitada. En este
caso, los estudiantes no construyen objetos o relaciones geométricas que garanticen,
aunque sea parcialmente, la condicién (caracteristica) geométrica que soluciona el
problema. Claro, esta manera de modelar la situacidn afecta significativamente la
etapa de exploracidn, y eventualmente, se podria decir, que esta forma de modelar
se confunde con la fase de exploracién. Es probable que al realizar las acciones para
ajustar la representacién que se tiene a la condicién solicitada, se perciban caracte-
risticas geométricas que solucionan el problema.

En el procedimiento de construccién guiada por la teoria, los objetos inmersos en la
descripcién de la situacién se construyen robustamente y también se construyen

objetos o relaciones geométricas que garantizan, aunque sea parcialmente, la con-
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Comentarios finales

dicién (caracteristica) geométrica que soluciona el problema. Para ello se recurre al
conocimiento de elementos tedricos, sea que hagan o no parte de un sistema tedrico
de referencia. También en este esquema, la manera de modelar la situacién afecta
significativamente la etapa de exploracidn, puesto que es probable, que al hacer la
construccién del objeto o relacidn, se considere las propiedades como parte de las
caracteristicas geométricas que solucionan el problema. Un ejemplo de esto sucede
con los estudiantes Nancy e Ignacio quienes, para abordar el Problema 2, construyen
un BE de manera tal que mZCBE = 90 - m/DBA. Ello como consecuencia de usar la
definicién de dngulos complementarios y usar la herramienta rotacién de Cabri. La
propuesta de los estudiantes soluciona el problema por completo. Otro ejemplo se tiene
con Marfa y Efrain en el Problema 3, pues ellos utilizan la caracteristica geométrica
de equidistancia que conocen de la circunferencia para construir puntos que guardan
la misma distancia a R como P. Claro, los puntos que pertenecen a la circunferencia
con centro R y radio PR tienen esa condicién, pero no solucionan el problema por
completo, solo parcialmente.

Al centrarse en la fase de exploracién, cuyo objetivo es buscar la caracterizacién
geométrica que finalmente soluciona el problema, se ha identificado dos procedi-
mientos: de exploracidn por casos desconectados y de exploracién centrada en un
representante de una clase.

En el procedimiento de exploracién por casos desconectados se estudian casos, considerados
con o sin algtin criterio, pero construidos con las mismas condiciones para determinar,
con base en ellos, una generalidad. Quienes usualmente exploran de esta manera,
no reconocen el caracter de variable que tiene los objetos cuando se construyen en
Cabri. Asi, aunque podria parecer que establecen una solucién al problema para ca-
sos particulares, su manera de explorar (basada en particularidades) no les permite,
en ocasiones, vislumbrar una caracteristica general que solucione el problema. Ello
porque para cada caso particular se ocultan objetos de la construccién, o no se usa el
dinamismo del software. Este tltimo hecho se corresponde con el no reconocimiento
de la indole variable que tienen los objetos cuando se construyen en Cabri. Un ejem-
plo de este procedimiento sucede con la exploracién hecha por Maria y Efrain para
solucionar el Problema 3. Ellos, para varios puntos de la recta m, hacen una misma
construccién, es decir, una circunferencia con centro en tales puntos que contiene
al punto Py un punto Q en ella. Sin embargo, ocultan tales circunferencias y no se
percatan de que tales circunferencias se intersecan en un tnico punto diferente de
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P. Esta accién de ocultar las circunferencias no les permite vislumbrar que el punto X
solicitado es dicho punto de interseccién. Aunado a esto, los estudiantes no arrastran
alguno de los puntos en la recta m, luego no los reconocen como puntos que repre-
sentan a cualquier punto de la recta. De manera similar, no ven a los puntos Q que
han construido como cualquier punto de dichas circunferencias.

En el procedimiento de exploracion centrada en un representante de una clase, 1a exploracién
se realiza sobre un objeto que se reconoce como representante de una clase de objetos.
Asi, basta con realizar una construccién que cumpla con las caracteristicas geométricas
impuestas en las condiciones del problema y por el sujeto que explora. Enseguida se
usa el dinamismo caracteristico del software para hacer un arrastre intencionado y
establecer la caracteristica geométrica que soluciona el problema. Nétese que este
procedimiento es bastante similar al esquema de construccién guiada por la teoria;
la diferencia radica en que se utiliza el dinamismo del software para establecer un
invariante. El caso de Marfa y Efrain cuando abordan el Problema 2 ilustra también
este procedimiento. El ejemplo relacionado con el Problema 3 aplicaria en este caso si
los estudiantes hubieran arrastrado algun punto de la recta m, no ocultado la circun-
ferencia correspondiente a dicho punto y activado la traza de dicha circunferencia.
Sin embargo, esto no pasé en ninguno de los grupos cuya produccién de analizd.
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Anexo

Esquemas para describir la accién
instrumentada con Cabri

En las siguientes tablas se presenta el listado completo de esquemas de utilizacién con
los que se pudo describir la actividad instrumentada de los estudiantes involucrados.
La lista incluye los esquemas que se identificaron a priori y los que emergieron, estos

ultimos se destacan con una sombra gris.

Para construccidn, exploracidn, verificacién y justificacion

Tabla 1. Descripcion de los esquemas de utilizacion para construcciones

C1
Construccién de recta | C2

C3

C4

Construccién de rayo

Cceé

Determinan dos puntos, usan la opcién Recta y hacen clic en
ambos puntos.

Usan la opcidn Recta, hacen clic dos veces.

Determinan un punto, usan la opcién Recta, hacen clic en el
punto y otro clic.

Parten de dos puntos, uno de ellos escogido como el origen,
escogen la opcidn Rayo, hacen clic en ambos puntos, comen-
zando por el origen.

Usan la opcién Rayo, hacen dos clics en un lugar de la pantalla,
determinan un punto sobre el rayo.

Determinan un punto origen, usan la opcién Rayo, hacen clic
en el punto, hacen un nuevo clic.
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Construccién de rayos
opuestos

Construccién de
bisectriz

Construccién de dngu-
lo complementario

Cc7

Cc8

c9

C10

C11

C12

C13

C14

C15

Cl16

C17

C18

Construyen una recta, usan la opcién Rayo y construyen dos
rayos opuestos con origen en un punto de la recta.

Construyen una recta, determinan dos puntos en ella, y un ter-
cer punto para que se dé la interestancia, los rayos opuestos
se identifican perceptualmente sin necesidad de remarcarlos.

Construyen una recta, determinan dos puntos en ella, y un ter-
cer punto para que se dé la interestancia y construyen los rayos
opuestos.

Usan opcién Rayo para construir un rayo, usan la opcién Recta
para construir una recta usando el origen del rayo y un punto
determinando en este, construyen el rayo opuesto usando el
origen del primer rayo y un punto en la recta.

Construyen dos rayos en sentido opuesto, perceptualmente pa-
recen colineales.

Usan la opcién Rayo y construyen un rayo que perceptualmen-
te es bisectriz del dngulo.

Usan la opcidn Bisectriz, construyen un rayo sobre la recta pro-
ducto de Cabri con punto interior en el &ngulo y ocultan la recta.

Construyen bisectriz Cabri, escogen un punto en la recta que
estd en el interior del 4ngulo, construyen un rayo sobre la recta
producto de Cabri y ocultan la recta.

Construyen bisectriz Cabri, construyen rayo sobre la recta pro-
ducto de Cabri con punto en el interior del dngulo.

Construyen bisectriz Cabri, escogen un punto en la recta que
estd en el interior del 4ngulo, construyen un rayo sobre la recta
producto de Cabri.

Construyen bisectriz Cabri y escogen un punto en la recta de
tal manera que el punto sea elemento del interior del angulo.

Miden el dngulo, calculan la diferencia de esa medida a 90°,
construyen un rayo y lo rotan segtin la diferencia calculada.
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Construir una circunferencia con centro en un extremo del
C19 segmento al cual se le quiere construir uno congruente, y radio
del segmento dado.

Construir un rayo conveniente para el propdsito que se desea,
tomar la medida del segmento dado, seleccionar la herramien-
ta Transferencia de medidas, hacer clic en la medida y luego en
el rayo construido.

C20

Tomar la medida del segmento dado, seleccionar la herramienta
Transferencia de medidas, hacer clic en la medida, luego en un
punto que serd extremo del segmento nuevo y luego en un cam-
po de la pantalla que convenga para el propésito que se desea.

C21

Construir una circunferencia con centro en un extremo del seg-
mento al cual se le quiere construir uno congruente, y radio del
segmento dado, luego un arco sobre ella, escoger punto sobre
circunferencia y redefinirlo para ubicar el punto en dicho arco.

C22

Tabla 2. Descripcion de los esquemas de utilizacion para explorar, verificar o justificar

AEX

AVJX

AEE

AVJE

AET

AV]T

AVCX

AVCE

AVCT

AJT

MJ]

MV]J

Se arrastra un punto o un objeto para ubicarlo en situaciones extre-
mas y explorar.

Se arrastra un punto o un objeto para ubicarlo en situaciones extre-
mas y verificar una conjetura.

Se arrastra un punto o un objeto para ubicarlo en situaciones especiales
y explorar.

Se arrastra un punto o un objeto para ubicarlo en situaciones especia-
les y verificar una conjetura.

Se arrastra un punto o un objeto para hacer un barrido mds o menos
completo y explorar.

Se arrastra un punto o un objeto para hacer un barrido mds o menos
completo y verificar una conjetura.

Se arrastra un punto o un objeto para ubicarlo en situaciones extre-
mas y verificar la construccién realizada.

Se arrastra un punto o un objeto para ubicarlo en situaciones especia-
les y verificar la construccién realizada.

Se arrastra un punto o un objeto para hacer un barrido mas o menos
completo y verificar la construccién realizada.

Se arrastra un punto o un objeto de manera mas o menos completa
para justificar la conjetura planteada.

Se toma la medida de un objeto con el dnimo de justificar una conje-
tura sin necesidad de hacer arrastre.

Se verifica una conjetura utilizando medida y no se hace arrastre.
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MVC Se verifica una construccién utilizando medida y no se hace arrastre.
DVC Se oculta o desoculta objeto para verificar construccién.

DEC Se oculta o desoculta objeto para explorar.

RE Se redefine un punto construido para explorar.

Nota: Si el arrastre es de un punto o de un objeto, se agrega al final del c6digo P u O respectiva-
mente. Si se toma medida, se agrega al final del cddigo M.
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Introduccién

[ntroduccion

Es usual que la ensefianza en torno a la variable aleatoria se reduzca a su presentacién
a través de una definicién y a la utilizacién de sus valores para calcular probabilida-
des con el fin de llegar a la construccién de la distribucién de probabilidad. En otras
palabras, mas que los antecedentes que modelan y configuran la variable aleatoria, en
la ensefianza se enfatiza en el desarrollo de destrezas procedimentales para manejar
la distribucién de probabilidad asociada.

En el proyecto de investigacién Variacidn y disefio de experimentos de ensefianza para la
educacion estadistica’ que aqui se reporta, realizado por el grupo de investigacién en
Educacién Estadistica del Departamento de Matematicas de la Universidad Pedagdgica
Nacional en Bogotd, Colombia, la discusién en torno a situaciones de probabilidad
condujo a que se estableciera la variable aleatoria como concepto que resalta precisa-
mente por el poco sentido que tiene para los estudiantes, pero también por la ausencia
de significacién que al respecto los docentes muestran. Asi pues, el proyecto estuvo
dirigido al desarrollo de procesos de alfabetizacién, razonamiento y pensamiento
estadistico, mediante el disefio, elaboracién e implementacién de una secuencia
de instruccién para la construccién de significado de la variable aleatoria, bajo la
perspectiva de ‘experimentos de ensefianza’ segtin directrices de Steffe y Thompson
(2000), Lesh y Kelly (2000) y Cobb (2000).

Este proyecto sigue la linea iniciada con un proyecto trabajado anteriormente (ver
Fernindez, Andrade y Sarmiento, 2010), pero esta vez centrado en el contexto uni-
versitario, especificamente en el marco de los cursos de probabilidad y estadistica
que se imparten como parte de la Licenciatura en Matematicas de la Universidad
Pedagdgica Nacional.

7 El proyecto identificado como DMA 203-10, fue financiado por el Centro de Investigaciones (CIUP) y el De-
partamento de Matemdticas de la Universidad Pedagdgica Nacional.
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En esta parte del libro, se presentan resultados del trabajo en el proyecto tales como
el proceso hipotético de aprendizaje formulado, junto con los talleres elaborados, el
conjunto de indicadores construidos para darle significado al concepto de variable
aleatoria enmarcados en los procesos de alfabetizacién, razonamiento y pensamiento
estadistico, algunas de las dificultades de los estudiantes y algunos de sus avances en
la aproximacidn al concepto de variable aleatoria, percibidos en un mayor registro
de indicadores de razonamiento estadistico. Se destaca también la comprensién con-
ceptual ganada por el grupo de investigacién acerca de la variable aleatoria y de su
significativa relacién con los conceptos de espacio muestral y experimento aleatorio.
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Consideraciones metodoldgicas

Capitulo 1.
Consideraciones
metodologicas

Perspectiva de investigacion

Bajo una perspectiva que enfatiza la relacién reflexiva entre la teorfa y la préctica,
donde la primera emerge de la segunda y la realimenta para guiarla, hay hoy dia
una variedad de metodologfas de investigacién cuya caracteristica principal, segin
Lesh y Kelly (2000) y Steffe y Thompson (2000), es ampliar el papel del investigador,
al pasar a ser un observador directo del trabajo de los estudiantes, y del profesor, al
colaborar en la creacidn de las estrategias que la investigacién propone para su clase.
Asf, el investigador actiia también como profesor o estudiante, y el docente aporta
con interpretaciones y datos relevantes.

En el proyecto se trabaja desde el enfoque metodoldgico de experimentos de ense-
nanza, el cual tiene como propdsito principal mejorar, de manera dindmica, un disefio
de instruccién al probar y modificar conjeturas hechas sobre el aprendizaje de los
estudiantes en la clase (Brown, 1992; Cobb, 2001; Collins, 1999; Suter y Frechtling,
2000; citados en Cobb et al., 2003). En un experimento de ensefianza los investigadores
implementan secuencias de instruccién en colaboracién con un profesor, también
miembro del equipo de investigacién, y analizan el aprendizaje matemético de los
estudiantes a medida que ocurre en la situacidn social de la clase o de grupos pequetios
(Cobb, 1999; citado en Jones et al., 2001). Segtin Steffe y Thompson (2000), se tiene una
experiencia de primera mano con respecto al aprendizaje y razonamiento matematico
de los estudiantes, ya que durante un periodo de tiempo se captura y documenta el
pensamiento de los estudiantes. En la misma direccién, Confrey y Lachance (2000)
describen el experimento de ensefianza como una intervencién planificada de clase
que ocurre en un periodo de tiempo significativo, supera la perspectiva tradicional
de ensefianza y sigue un curso continuo de instruccién. Ademds, dice Cobb (2000)
que los experimentos de ensefianza proveen una manera de explorar los prospectos
y las posibilidades de reformas a nivel de clase.
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Experimentos de ensefianza en el proyecto

Durante el proyecto se llevaron a cabo tres experimentos de ensefianza a lo largo de
varias semanas cada uno, en momentos distintos de tiempo y con grupos diferentes de
estudiantes de la Licenciatura en Mateméticas, con el fin de promover, documentar y
analizar el aprendizaje en torno a la variable aleatoria. Para esto se indagaron nuevas
estrategias de ensefianza que posibilitan la exploracién por parte de los estudiantes,
dirigida al descubrimiento y a la aproximacién al conocimiento matematico. En las
clases siempre se conté con la presencia de un investigador y dos o mas observadores,
también pertenecientes al grupo de investigacién, en concordancia con las direcciones
de Cobb (2000). Todos los integrantes del grupo de investigacién participaron en la pla-
neacién de las sesiones de clase y en el andlisis preliminar y retrospectivo de los datos.

De igual forma, se realizaron reuniones después de las clases, sefialadas por Cobb
(2000), para recoger impresiones sobre lo ocurrido y tomar decisiones para la siguiente
clase, asf como reuniones semanales con el equipo de investigacién para interpretar
lo que estaba sucediendo en clase, discutir y redefinir de manera constante los planes.
Mads que formular conjeturas sobre el aprendizaje, en el proyecto se establecieron
trayectorias hipotéticas de aprendizaje® que delinearon la forma en que el aprendizaje
de los estudiantes debia progresar, y guiaron el disefio de la secuencia de instruccién,
asi como su modificacién posterior de forma dindmica. En este proyecto el marco
interpretativo de trabajo, que segin Cobb (2000) es la base para la interpretacién de
la informacién en un experimento de ensefianza, estuvo conformado por los indica-
dores construidos.

Para el disefio de los talleres que hacen parte de la secuencia de instruccién se in-
dagé sobre el contenido matematico en torno a la variable aleatoria y su didéctica.
La variable aleatoria en estos talleres se trata como relacién funcional. En el primer
experimento de ensefianza, la secuencia de instruccién se dirige a abordar variables
aleatorias ligadas a los tipos de distribuciones mas trabajadas en la ensefianza, a
saber: las distribuciones binomial, hipergeométrica y geométrica, para lo cual se se-

8 Para Simon (1995), los procesos hipotéticos de aprendizaje en conjunto con las actividades disefiadas para
los estudiantes y los objetivos de aprendizaje que se plantean, conforman las trayectorias hipotéticas de
aprendizaje. La formulacién de una trayectoria hipotética de aprendizaje resalta la importancia de tener
metas y fundamentos claros para las decisiones del profesor, y se basa en los supuestos de que en el apren-
dizaje de un individuo puede verse cierta regularidad, la actividad matemdtica en la clase con frecuencia
ocurre de formas previsibles, y en una misma clase varios estudiantes pueden beneficiarse de la misma tarea
matematica.
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leccionaron contextos cotidianos donde estas distribuciones tienen sentido y donde
se esperaba que el estudiante, mediante la exploracién de situaciones con pocos
datos, encontrara regularidades y se aproximara asf a las férmulas generales para
los modelos en cuestién. Los resultados de este experimento de ensefianza muestran
que el centro del aprendizaje alcanzado por los estudiantes sigue estando en los tipos
de variables aleatorias y su caracterizacién, mds que en la comprensién misma de la
relacién funcional y sus implicaciones en el calculo de las probabilidades.

Se planificé luego, un segundo experimento de ensefianza para el que se escogié una
tarea propuesta por Ruiz (2006) que alude a una rifa, que involucra de manera natural
una variable aleatoria y que induce a su manejo intuitivo. Esta tarea constituye la base
de la situacién que se plantea en el principal taller de la secuencia de instruccién, la
cual persigue objetivos de aprendizaje concernientes a diferentes aspectos de la com-
prensién del concepto de variable aleatoria (Ferndndez et al., 2011). Al intentar dar
respuesta a la pregunta de la situacidn, se esperaba que el estudiante descubriera la
variable aleatoria y sus propiedades como relacién funcional. Los resultados de este
experimento evidenciaron problemas de los estudiantes con nociones basicas de la
probabilidad vinculadas estrechamente al concepto de variable aleatoria, que condu-
jeron a profundizar la consulta de literatura y a realizar una reflexién prolongada que
se reflejé en cambios en los talleres.

Asi, posteriormente se programd y desarrollé el tercer experimento de ensefianza
con base en las modificaciones hechas a la secuencia de instruccién. A lo largo de su
realizacién y a medida que se iba analizando el aprendizaje, se detectd la necesidad
de ir haciendo nuevos cambios a la secuencia de instruccién y, por lo tanto, a los
talleres. En particular, se construyeron dos nuevos talleres: el primero pretende
cuestionar en los estudiantes su concepcién de ‘experimento aleatorio’ y ‘espacio
muestral” antes de comenzar con los talleres de la situacién de la rifa; el segundo se
implementa al final de la secuencia de instruccién para consolidar el conocimiento
desarrollado sobre variable aleatoria.

La conduccién de los experimentos de ensefianza en el proyecto progresé en los dos
niveles relacionados entre si, sugeridos por Cobb (2000): de un lado, la planeacién
y las hipdtesis sobre el aprendizaje, y la implementacién y revisién de lo ocurrido
dfa a dia; de otro lado, el examen de la secuencia de instruccién de forma global y
el andlisis retrospectivo de la informacién recolectada, guiados por el marco inter-
pretativo que se trabajé.

| 99 |



Felipe Ferndndez - Luisa Andrade

Benjamin Sarmiento

Recoleccion y analisis de datos

Durante el proyecto se recogi6 gran cantidad de informacién mediante multiples
métodos, de acuerdo con las recomendaciones de Confrey y Lachance (2000), para
observar el aprendizaje en distintos momentos, segun lo sefialan Steffe y Thompson
(2000). Se conté con los escritos de los estudiantes producidos al desarrollar los talleres,
la grabacién en audio del trabajo de diferentes grupos durante las clases, la grabacién
en audio de las socializaciones, la toma de notas por parte de los observadores, los
escritos realizados por los estudiantes fuera de clase, la informacién sobre lo ocurrido
en clases discutida en las reuniones llevadas a cabo.

La secuencia de instruccién y lo ocurrido en clase, se revisaron y analizaron conti-
nuamente de acuerdo a los indicadores construidos, para informar y afinar las trayec-
torias hipotéticas de aprendizaje y, en especial las actividades siguientes, tal y como
lo sugieren Confrey (2006, citado en Molina, 2006), Cobb (2000) y Steffe y Thompson
(2000). También se llevé a cabo el andlisis retrospectivo del que hablan estos autores,
sobre el conjunto completo de la informacién recogida, con el objeto de detectar los
cambios considerados como aprendizaje o evolucién de los estudiantes, y sobre el
experimento de ensefianza total. Las interpretaciones y afirmaciones consecuentes
hechas con base en los indicadores, surgen de la consideracién de todos los episodios
de clase que hicieron parte de los experimentos de ensefianza, es decir, el anélisis se
ajusta al andlisis establecido por Cobb et al. (2003), que se fundamenta en un marco
interpretativo con la garantia de que las interpretaciones son dependientes unas de
otras y no emergen de una sola situacién.

Evaluacion de los experimentos de ensefianza

La evaluacién de los experimentos de ensenanza en este proyecto atiende a algunos
de los criterios de validez que proponen Confrey y Lachance (2000) para evaluar el
potencial de los resultados: la naturaleza convincente de la necesidad de cambio; la
viabilidad de implementar los productos de la investigacién, su utilidad en el aula y su
adaptabilidad a maltiples contextos; la sostenibilidad de los productos y su impacto
durante un periodo considerable de tiempo. En los primeros experimentos de ense-
nanza de este proyecto se ha puesto de manifiesto la necesidad de un aprendizaje de
la estadistica mds comprensivo y dirigido al razonamiento estadistico; los resultados
finales de los estudiantes dejan ver la pertinencia del cambio propuesto; la secuencia
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de instruccién construida junto con la trayectoria hipotética de aprendizaje se pueden
implementar en distintos contextos escolares e incluso universitarios basicos, con
el propdsito de propiciar el desarrollo de razonamiento estadistico; los indicadores
construidos que reflejan la comprensién ganada por el grupo de investigacién, con-
forman un instrumento util y vélido para la planeacién y evaluacién de la ensefianza
y el aprendizaje de la probabilidad en cualquier contexto académico.
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Capitulo 2.
Marco tedrico

Alfabetizacidén, razonamiento y
pensamiento estadistico

Ya que la educacién estadistica y el desarrollo de razonamiento estadistico se constitu-
yen en el foco central de este proyecto, es pertinente atender a las conceptualizaciones
y avances acerca de lo que significa formarse como un ciudadano competente desde
el punto de vista estadistico. En este sentido, tal y como se ha venido trabajando en
proyectos anteriores (Ferndndez, Andrade y Sarmiento, 2010 y Ferndndez, Sarmiento
y Soler, 2008), se considera la investigacién reportada en los tltimos afios respecto a
los llamados procesos de “alfabetizacién, razonamiento y pensamiento estadistico”, o
statistical literacy, reasoning and thinking como se les reconoce en la literatura en inglés.

Ladistincidn entre estos procesos ha permitido a la investigacién, aproximarse al abor-
daje de modelos de ensefianza centrados en la comprensién de conceptos estadisticos
que pretenden superar enfoques tradicionales, cuyo foco es el dominio de habilidades,
procedimientos y computaciones numéricas, y que no necesariamente favorecen en
los estudiantes los procesos de “razonar” y “pensar” de un modo estadistico.

La precisidn acerca del significado de las ideas de alfabetizacién, razonamiento y
pensamiento para la educacién estadistica es trabajada por diversos autores (ver
por ejemplo Ben-Zvi y Garfield (2004), delMas (2002), Garfield (2002) y Chance (2002),
entre otros). En primer lugar, la alfabetizacién estadistica, vista como proceso basico
de formacién ciudadana, debe tener en cuenta aspectos como la toma de decisiones
con base en el tratamiento de informacién. Se asevera que ser alfabetizado estadis-
ticamente es fundamental para la sociedad actual y que los ciudadanos necesitan de
una sélida comprensién de la estadistica basica para tomar decisiones informadas.
Con base en la idea de alfabetizacidn estadistica se ha pretendido responder a la
pregunta respecto a cudl es el nivel minimo de conocimiento estadistico requerido
para un ciudadano. En general, se afirma que una persona alfabetizada en estadistica
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debe saber leer, interpretar, organizar, evaluar criticamente y apreciar informacién
estadistica relacionada con contextos sociales con los cuales se relaciona (Batanero,
2002; Ben-Zvi y Garfield, 2004; Gal, 2002, 2000). Desde la alfabetizacién estadistica estas
acciones dan lugar a diferentes y variadas competencias basicas que debe desarrollar
un profesor de matematicas en sus estudiantes.

En cuanto a los procesos de razonamiento estadistico, el usuario de la estadistica, o
el profesional de esta disciplina, debe comprender el contexto en el que trabaja, y
encontrar formas de resumir y representar los datos para darles sentido y expresar
la variabilidad. Por ello, el trabajo de los analistas de datos requiere del conocimiento
sofisticado de métodos de estadistica como: disefiar preguntas y experimentos; recoger
datos y analizarlos con procedimientos estadisticos formales; obtener conclusiones
apropiadas del andlisis. Este tipo de conocimiento es abordado en la Educacién Esta-
distica mediante el desarroyo de procesos de razonamiento estadistico.

Finalmente, ysisetienenen cuenta las caracteristicas que autoras como Chance (2002)
le imponen al pensamiento estadistico, se distingue este constructo de los otros dos,
alfabetizacién y razonamiento estadistico, en el sentido de que involucra aplicar la
alfabetizacién estadistica y el razonamiento estadistico en contextos especificos y
reales. En otras palabras, el pensamiento estadistico es promovido cuando en la en-
sefianza o en los contextos en que trabaja un profesional, sus acciones trascienden a
cuestionar, criticar y evaluar el disefio y las conclusiones asociados a los problemas
enfrentados, o a generalizar el conocimiento derivado de las situaciones nuevas o
novedosas, consideradas.

Conceptualizacion acerca
de variable aleatoria

La complejidad que subyace a la conceptualizacién de la variable aleatoria ha sido
explicitada por Ruiz (2006) y Ruiz, Albert y Batanero (2006), quienes dan cuenta tan-
to de aspectos disciplinares e histéricos de corte epistemoldgico relevantes para su
comprensién, como del estudio de dificultades de los estudiantes al respecto.

Desde el campo disciplinar se reconoce el papel dual que juega la variable aleatoria.
Por un lado, sobre la variable aleatoria la atencién se puede centrar de manera casi
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que exclusiva en sus valores como base para cuantificar las probabilidades de los
eventos posibles del experimento aleatorio, es decir, en la funcién de distribucién
de probabilidad que toma como dominio los valores de la variable aleatoria. Sin em-
brago, por otra parte, la variable aleatoria se puede asumir desde su interpretacién
de caracter funcional al relacionar eventos asociados a un experimento aleatorio con
valores numéricos; parafraseando a Ruiz (2006), este serfa el estrato donde la variable
aleatoria actda como ‘modelo matematico’, pues vincula un fenémeno aleatorio con
una estructura matematica; y se define asi como funcién, tomando como dominio el
espacio muestral del experimento y como recorrido un conjunto numérico.

Con base en una revisién histdrica, Ruiz (2006) explicita varios momentos histdricos
en la conceptualizacién de la variable aleatoria que la llevan a identificar diferentes
saltos cualitativos en su comprensién. Asi, se puede observar cémo la variable alea-
toria en principio se trabajé de manera intuitiva y solo con el pasar de los afios fue
adquiriendo importancia su estudio, junto con la axiomatizacién asociada a esta, por
parte de la comunidad cientifica (ver por ejemplo a Kolmogorov, 1956; Levy, 1936;
Petrov, 2002; Parzen, 1957; citados en Ruiz, 2006).

En particular, esta autora destaca dos paradigmas que pueden distinguirse en la evo-
lucién histdrica del concepto, coincidentes con el doble papel mencionado anterior-
mente: el de “magnitudes aleatorias” que restringe y concibe a la variable aleatoria
como un fenémeno aleatorio de resultados numéricos y el de “variables aleatorias”
en el que emerge el caricter funcional de la variable aleatoria; sugiere asi que la
subsistencia actual de estos dos paradigmas aporta elementos para explicar y poner
de manifiesto, algunas de las dificultades que enfrentan estudiantes y profesores al
abordar el aprendizaje y la ensefianza de la variable aleatoria.

Enlaliteratura se advierte también acerca de dificultades que conlleva el traslado del
caracter discreto al cardcter continuo de una variable aleatoria. En el caso discreto
es claro que la finitud o la infinitud enumerable de los valores que asume la variable
aleatoria permite una asociacién mas transparente entre los elementos del espacio
muestral, que no necesariamente es un conjunto de niimeros, con valores numéricos;
en el caso continuo no hay tal transparencia. Para reflexionar acerca de lo que se
afirma, un ejemplo objeto de discusién en el interior del grupo de investigacidn, es
el del experimento aleatorio en donde se selecciona una muestra de bombillas para
medir su tiempo de vida util, medida que corresponde a una variable aleatoria conti-
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nua. Las posibles respuestas a la pregunta “;cual es el espacio muestral o el dominio
de la variable aleatoria asociada a este experimento aleatorio?”, cémo “las bombillas
seleccionadas” o “los intervalos de tiempo de duracién de cada una de las bombillas
seleccionadas”, permiten vislumbrar algunos de las complicaciones subyacentes a la
variable aleatoria continua.

La variable aleatoria en textos universitarios

De manera similar a lo ocurrido en el desarrollo histdrico de la variable aleatoria, su
tratamiento en la ensefianza y el aprendizaje usualmente ocurre de forma tacita, tanto
que muchas veces ni siquiera los estudiantes se percatan de su existencia.

Miller (1998, citado en Ruiz, 2006) afirma que en los libros de introduccién a la
estadistica casi no se desarrolla la idea de variable aleatoria y que cuando se hace,
frecuentemente es de forma errénea lo que acarrea problemas en temas posteriores.

La revisién de algunos textos universitarios de probabilidad y estadistica posibilita
catalogarlos en dos clases: los que presentan de manera explicita el concepto de va-
riable aleatoria y los que lo presentan de manera tacita que, segdn Ortiz (2002), son la
mayorfa. En el primer caso, cuando se hace referencia expresa a la variable aleatoria,
los textos le dedican por lo menos un capitulo al desarrollo de este concepto (ver por
ejemplo a Walpole, 1992 y Parzen, 1960), pero no contemplan todos los aspectos que le
pueden dar sentido y significado, ya que se trabaja la variable aleatoria sin importar
cémo se obtuvieron los valores de ésta, y se aborda algoritmicamente en ejercicios
y teoremas sin utilizarla como modelo matematico en el sentido sugerido por Ruiz
(2006), teniendo como meta el uso instrumental de la distribucién de probabilidades
asociada a la variable aleatoria.

En los libros de texto del otro tipo, se trabaja el concepto sin nombrar la variable alea-
toria ni hacer referencia a ella. Por ejemplo en el texto de bioestadistica de Schefler
(1981), la variable aleatoria ni siquiera es mencionada dentro de los temas propuestos
y puede parecer un tanto sorprendente que se proponga el estudio de conceptos y
modelos de distribuciones de probabilidad sin definirla.

En los textos universitarios que analizaron Oseguera (1994, citado en Ruiz, 2006) y
Tauber (2001, citado en Ruiz, 2006) encontraron que no siempre hay una conexién
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entre el estudio del modelo probabilistico y el andlisis de los datos empiricos, pues
se olvida el contexto en el que surgen los valores de la variable aleatoria, y por lo
tanto el sentido de estd. Por otra parte, la consulta de bibliografia que realizé el grupo
de investigacién conduce a notar que muchas veces los espacios muestrales finitos
considerados en los libros de texto para las diferentes situaciones, corresponden a los
conjuntos de valores que toman las posibles variables aleatorias o seudo aleatorias’.

Nocidn de espacio muestral

Como consecuencia de la revisién anterior de textos, se considera conveniente dis-
tinguir entre lo que se decide denominar como espacio muestral ‘de base’ u ‘original’,
que corresponde al conjunto de todos los posibles resultados de un experimento
aleatorio, y la coleccién de todos los eventos simples que se identifican de acuerdo
a la observacién que es de interés llevar a cabo en la realizacién del experimento;
esta dltima coleccién cominmente se adopta como espacio muestral para las tareas
propuestas en los libros de texto (ver Larson, 1995) y por consiguiente en el proyecto
se decide denominar como espacio muestral ‘adoptado’. La distincién planteada ha
sido ya presentada en Andrade, Ferndndez y Sarmiento (2013), y puede ser ilustrada
por medio de los siguientes ejemplos de experimentos aleatorios relativos al lanza-
miento de un dado.

Experimento aleatorio 1. Se lanza un dado normal y se anota el nimero que resulta en
la cara superior.

Experimento aleatorio 2. Se lanza un dado normal y se anota ‘ST’ si el ndmero que resulta
es divisible por 3, 0 se anota ‘NO’ si no es divisible por 3.

El espacio muestral del primer experimento aleatorio es el conjunto Sq = {1, 2, 3, 4,
5, 6}, y no hay ambigiiedad con respecto al posible espacio muestral ‘adoptado’ pues
ambos espacios muestrales, el ‘original’ y el ‘adoptado’, son el mismo. En el segundo
experimento aleatorio el espacio muestral que suele encontrarse en textos de pro-
babilidad es S, = {SI, NO}. Se nota en consecuencia, que S, corresponde a lo que se
ha denominado como espacio muestral ‘adoptado’, mientras que el espacio muestral
‘original’ en este experimento, es S.

9  Algunas de las variables involucradas en una situacién ligada a un experimento aleatorio pueden tener carac-
teristicas similares a una variable aleatoria, en el sentido de que dan lugar a una particién del espacio muestral
y, por lo tanto, a una relacién funcional entre el espacio muestral y un conjunto, pero dado que este no es
numérico no se consideran variables aleatorias. Estas variables se han llamado en el proyecto ‘seudo aleatorias’.
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Otras situaciones usuales en los libros de texto muestran como el espacio muestral
establecido, es en realidad el espacio muestral ‘adoptado’. Por ejemplo en el expe-
rimento aleatorio establecido como lanzar tres monedas al aire donde el nimero
de caras constituye una variable aleatoria, se encuentra que los valores de ésta se
consideran como el espacio muestral S = {0, 1, 2, 3}, cuando en realidad el espacio
muestral ‘original’ es S ={CCC, SSS, CCS, CSS, SCC, SSC, CSC, SCS}. Igualmente sucede en
experimentos aleatorios que dan lugar a variables no numéricas, que se han llamado
aqui variables seudo aleatorias como el lanzamiento de un dado de seis caras para
determinar si el nimero que sale es par o impar; cominmente se toma como espacio
muestral S4 = {PAR, IMPAR}, que en realidad es el espacio muestral ‘adoptado’, pues
el espacio muestral ‘original’ es S5 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

La consideracién de los valores de las variables aleatorias como puntos muestrales en
algunas situaciones, es decir, como los elementos del espacio muestral, motiva a que
con frecuencia se admita la coexistencia de varios espacios muestrales para el mismo
experimento aleatorio. De esta manera en libros de texto se encuentran referencias a
que el espacio muestral de un experimento aleatorio no es inico y asi un experimento
aleatorio puede constar de varios espacios muestrales (ver a Larson, 1995; Wisniewski
y Bali, 1998; y Montgomery y Runger, 2004).

Ruiz (2006, p. 127) argumenta que la falta de distincién entre el espacio muestral
y los conjuntos de valores de las variables aleatorias que se ha sefialado, puede ser
explicada para los experimentos aleatorios cuyos resultados son numéricos, pues
en esos casos “las variables aleatorias estdn ya implicitas en los puntos muestrales”,
es decir, los valores de una variable aleatoria hacen parte del espacio muestral, por
ejemplo, si el experimento aleatorio consiste en observar el tiempo de espera a un
autobus. En este caso, y como se vio en el ejemplo del primer experimento aleatorio
expuesto antes, no hay confusién, ya que el espacio muestral y el conjunto de valores
de la variable aleatoria son el mismo.

También en libros de texto se senala la pregunta central de la situacién, que se quiere
responder o solucionar, como el factor del que depende la determinacién del espacio
muestral (ver a Wisniewski y Bali, 1998). Asi, Freund y Walpole (1990, p. 29) indican
que el espacio muestral apropiado “depende del problema que se tenga en mano”,
para sustentar la seleccién a conveniencia del espacio muestral.
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Indicadores para la ensefianza
de la variable aleatoria

En consonancia con lo sefialado en la metodologia, se construyen indicadores del
aprendizaje diferenciados de acuerdo con el proceso de alfabetizacién, razonamiento
y pensamiento estadistico al que aluden. Estos indicadores tienen la intencién no solo
de contribuir al analisis del aprendizaje sino que han ayudado en la formulacién de la
trayecoria del aprendizaje y de las tareas incluidas en los talleres. La tabla siguiente
presenta tales indicadores.

Los indicadores se numeran con las letras a, r y p, segun el proceso al que correspon-
den y con niimeros para indicar que hacen referencia a aprendizajes relacionados.

Tabla 1. Indicadores para procesos de alfabetizacion, razonamiento y pensamiento estadistico aso-
ciados a la variable aleatoria

Proceso Indicadores

Reconocer en la realizacién de un experimento si es determinista o aleatorio (a1.1)

Alfabetizacién . . Sy . .
Reconocer un experimento aleatorio como la realizacién repetida o secuencial de ex-

perimentos aleatorios mds sencillos (a1.2)
Razonamiento | Explicar caracteristicas de los experimentos deterministas y aleatorios (r1)

Especificar los experimentos aleatorios y deterministicos implicitos en situaciones co-
tidianas, y caracterizar cada uno de estos. (p1.1)

Pensamiento
En una situacién de la vida real, rica en informacidn, precisar cudl es el experimento
aleatorio asociado (p1.2)

Identificar los posibles resultados de un experimento (aleatorio) (a2.1)

Reconocer que los posibles resultados de un experimento aleatorio dado son los que
precisamente conforman un espacio muestral (a2.2)

Alfabetizacién
Reconocer espacios muestrales compuestos por n-uplas que corresponden a la realiza-
cién repetida o secuencial de experimentos més sencillos (a2.3)

Reconocer espacios muestrales compuestos por arreglos de valores de variables (a2.4)

Explicar con base en una estrategia sistemdtica, como se forman los posibles resultados
que configuran un experimento aleatorio (r2.1)

Razonamiento
Explicar por qué algunos conjuntos también llamados espacios muestrales no corres-
ponden realmente a espacios muestrales sino a valores de variables (r2.2)

Proponer y/o disefiar y caracterizar variedad de experimentos aleatorios que tengan
Pensamiento espacios muestrales de diferentes tipos (finitos, discretos, infinitos numerables e infi-
nitos continuos) (p2)
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Proceso

Alfabetizacién

Razonamiento

Pensamiento

Alfabetizacién

Razonamiento

Pensamiento

Alfabetizacién

Razonamiento

Pensamiento

Alfabetizacién

Razonamiento

Pensamiento

Alfabetizacién

Razonamiento

Pensamiento

Alfabetizacién

Razonamiento

Pensamiento

Indicadores

Identificar la cantidad de posibles resultados en espacios muestrales sencillos y en
eventos asociados a estos (a3)

Encontrar regularidades entre la cantidad de posibles resultados de un experimento
aleatorio cuando el experimento se realiza repetidamente. (r3)

Generalizar y utilizar férmulas de conteo combinatorio para determinar tamafios de
espacios muestrales y de eventos asociados (p3)

Reconocer en espacios muestrales finitos la posibilidad de asumir la condicién de equi-
probabilidad (a4.1)

Reconocer si eventos simples o compuestos tienen probabilidades iguales o diferentes,
teniendo en cuenta la equiprobabilidad del espacio muestral (a4.2)

Explicar, teniendo en cuenta el espacio muestral, por qué se satisface o no la condicién
de equiprobabilidad en la asignacién de probabilidades a eventos (r4)

Caracterizar y proponer situaciones que requieran el uso de diferentes técnicas de con-
teo y de principios combinatorios para asignar probabilidades. (p4)

Reconocer variables involucradas en una situacién dada (a5)

Precisar las variables y sus posibles valores; determinar si es de tipo cualitativo o cuan-
titativo (r5)

Expresar conclusiones acerca de un estudio relacionando varias de las variables invo-
lucradas (p5).

Reconocer el cardcter finito o infinito de un espacio muestral (a6)
Explicar por qué el espacio muestral puede efectivamente ser finito o infinito (r6)

Proponer ejemplos de experimentos en los que el espacio muestral sea infinito y/o en
los que las técnicas de conteo no sean suficientes para determinar la probabilidad de
eventos (p6)

Reconocer subconjuntos del espacio muestral que conforman eventos (a7)

Explicar, a través de cualquier tipo de representacién, cémo distintas agrupaciones de
subconjuntos disyuntos del espacio muestral forman particiones (r7)

Proponer criterios pertinentes a la situacién que generen particiones del espacio
muestral (p7)

Reconocer que se pueden definir funciones a partir de conjuntos no numéricos (a8)

Darse cuenta que las variables involucradas en una situacién definen particiones de un
espacio muestral y generan relaciones (r8.1)

Caracterizar las relaciones entre espacios muestrales y conjuntos como funciones (r8.2)

Explicar, a través de cualquier tipo de representacion, que las funciones cuyo dominio es
un espacio muestral y el recorrido es numérico se consideran variables aleatorias (r8.3)

Proponer variables aleatorias relevantes a una situacién (p8)
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Proceso ‘ Indicadores
L Identificar subconjuntos de un espacio muestral asociados a valores de una variable
Alfabetizacién .
aleatoria (a9)
. Explicar que los subconjuntos asociados a los valores de la variable aleatoria confor-
Razonamiento

man una particidn del espacio muestral del experimento aleatorio (r9)
Pensamiento | Evaluar particiones de un conjunto como posibles formadoras de una variable aleatoria
Cuantificar los resultados favorables asociados a un evento (a10.1)
Alfabetizacién Calcular la probabilidad de un evento, al realizar el cociente entre la cantidad de resul-
tados favorables y el nimero total de resultados (a10.2)

Explicar que la cantidad de resultados favorables corresponde al nimero de posibles
resultados incluidos en cada parte de la particién (r10.1)

Precisar el espacio muestral que origina el niimero total de resultados (r10.2)

Razonamiento | Explicar que el ndmero total de resultados, que corresponden a cada conjunto de la
particién del espacio muestral en relacién con el total de repeticiones del experimento
realizado, puede servir para definir una probabilidad (r10.3)

Explicar por qué es razonable esperar que los valores de las probabilidades a posteriori se
aproximen a los valores de las probabilidades a priori en situaciones donde aplique (r10.4)

Considerar la cantidad de resultados favorables como la frecuencia de cada valor de la
variable aleatoria (p10.1)

Determinar en una situacién dada si es posible establecer probabilidades a priori o a
posteriori (p10.2)

Pensamiento | Proponer situaciones en donde sea posible determinar probabilidades a priori y/o a
posteriori (p10.3)

Determinar frecuencias hipotéticas de repeticién de un resultado particular (p10.4)

Sugerir mecanismos para evaluar si las probabilidades a posteriori se aproximan a los
valores de las probabilidades a priori en situaciones donde aplique (p10.5)

Alfabetizacién | Calcular la probabilidad de un evento con base en probabilidades de otros eventos (a11)

Explicar cémo el célculo de la probabilidad de una combinacién de eventos depende de

Razonamiento . . .
si los eventos que la componen son excluyentes o independientes (r11)

Generalizar la manera como se calcula la probabilidad de una unién de tres o més even-

P .
ensamiento tos (p11)
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Proceso

Alfabetizacién

Razonamiento

Pensamiento

Alfabetizacién

Razonamiento

Pensamiento

Alfabetizacién

Razonamiento

Pensamiento

Indicadores

Notar la coherencia de las probabilidades calculadas con el posible espacio muestral
asociado al experimento aleatorio (a12).

Establecer la relacién entre los elementos de la particién y las probabilidades de los
eventos (r12.1)

Establecer la existencia de una relacién funcional entre el recorrido de la variable alea-
toria y las probabilidades de los eventos (r12.2)

Explicar que se puede definir una variable aleatoria en cualquier situacién de experi-
mentos aleatorios (r12.3)

Darse cuenta y explicar el sentido de la variable aleatoria en el calculo de probabilida-
des (r12.4)

Proponer situaciones que involucren relaciones funcionales entre el recorrido de va-
riables aleatorias y el intervalo [0,1], que representen funciones de probabilidad (p12).

Calcular probabilidades de eventos conjuntos (a13)

Darse cuenta que la estimacién de probabilidades de eventos marginales se puede es-
tablecer no solo para valores puntuales sino para grupos de valores de variables (r13.1)

Darse cuenta que la identificacién de probabilidades maximas de eventos marginales no
necesariamente corresponden a las probabilidades méximas de eventos conjuntos (r13.2)

Evaluar probabilidades de diferentes eventos con base en tablas de contingencia (p13)

Calcular la probabilidad de eventos en experimentos que se repiten (a14.1)

Calcular probabilidades de variables aleatorias de distribuciones binomiales, hiper-
geométricas, entre otras, recurriendo a sus férmulas (a14.2)

Caracterizar experimentos aleatorios de tipo binomial, geométrico, hipergeométrico,
etc. (r14)

Generalizar en situaciones de experimentos binomiales, hipergeométricos y otros, la
manera de calcular probabilidades (p14.1)

Proponer situaciones en donde tenga sentido el uso de variables aleatorias de dife-
rentes tipos y sus respectivas funciones de probabilidad (binomial, hipergeométrica,
geométrica) (p14.2)
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Capitulo 3.
Trayectoria hipotética
de aprendizaje

La trayectoria hipotética de aprendizaje elaborada, abarca los componentes estable-
cidos por Simon (1995), es decir, el objetivo de aprendizaje, el proceso hipotetico de
aprendizaje, y los talleres con las tareas para clase que se consignan en los talleres
construidos.

Objetivo de aprendizaje

Propiciar una aproximacién a la definicién de variable aleatoria, entendida como
una relacional funcional entre eventos simples, asociados al espacio muestral de
un experimento aleatorio, y valores numéricos, y discutir aspectos relacionados
con su definicidn, tales como: el reconocimiento del espacio muestral ‘original’ y su
diferenciacién con el conjunto de valores de la variable aleatoria; la generacién de
una particién en el espacio muestral de un experimento aleatorio; la identificacién
de variables aleatorias discretas; la determinacién de una funcién de probabilidad
asociada a una variable aleatoria; la utilizacién de la funcién de probabilidad como
herramienta de andlisis para tomar decisiones ante situaciones de incertidumbre; y
laaplicacién de la conceptualizacién de variable aleatoria en un problema especifico.

Proceso hipotético de aprendizaje

Inicialmente en el taller del espacio muestral, los estudiantes después de calcular
probabilidades en situaciones de juegos de azar que les son familiares utilizando com-
binatoria, determinan el conjunto que consideran corresponde al espacio muestral.
Se confronta entonces la escogencia de este conjunto con la definicién conocida de
espacio muestral, con el fin de que el estudiante note que est4 haciendo referencia al
conjunto de valores de la variable aleatoria y determine cual es en realidad el conjunto
que estd por detras de los calculos.
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En el principal taller de la secuencia de instruccidn, se plantea una situacién donde el
estudiante debe asumir el papel de asesor administrador de los gastos asociados a la
realizacién de una rifa para los empleados de un centro comercial. En la primera parte
de este taller se espera que los estudiantes, por un lado, identifiquen el experimento
aleatorio implicado en la situacién, asi como cudles y cudntos son los resultados del
experimento que conforman los elementos del espacio muestral asociado; por otro
lado, se desea que reconozcan el niimero de personas del niicleo familiar y el lugar de
destino preferido, como las dos variables mas relevantes en la toma de la decisién en
juego; ademas, se pretende generar la necesidad de considerar tales variables como
relaciones funcionales. Para la segunda de estas variables se espera que el estudiante
note que la relacién funcional incluye un conjunto no numérico y por lo tanto que no
encaja en la definicidn usual de variable aleatoria, sino en la que se ha denominado
variable seudo aleatoria®.

Enseguida en el taller se suministra una base de datos con informacién concreta acerca
de las variables consideradas (personas del nicleo familiar y lugar de preferencia),
para facilitar la tarea de precisar las particiones del espacio muestral por parte de los
estudiantes o en su defecto, para ayudar a replantear en una direccién mds atinada
las particiones que se hayan sugerido. En particular, se desea que los estudiantes, al
comprobar si se satisfacen las propiedades de una particién (interseccién vacia entre
pares de subconjuntos diferentes de la particién y unién colectivamente exhaustiva
de todos los subconjuntos que la componen), verifiquen la concordancia de sus res-
puestas con las que previamente han dado, bien sea para confirmarlas o bien para
mejorar sus respuestas.

Las tareas de la tercera parte estdn orientadas a formalizar, a través de la situacién
trabajada, la definicién de variable aleatoria como una relacién funcional que tiene
como dominio el espacio muestral asociado a los resultados de un experimento alea-
torio, y como recorrido un conjunto numérico.

En la cuarta parte del taller hay lugar para la identificacién de variables aleatorias en
cinco casos distintos. En el primer y cuarto caso se explicita una valoracién cuantitativa

10 Se considera como “variable seudo aleatoria”, pues aunque el conjunto constituido por los tres lugares de
preferencia (Londres, Paris y Roma) no es conjunto numérico, s{ propicia una particién del espacio muestral
que permite definir una relacién funcional entre el conjunto de las ciudades dadas y el intervalo [0, 1] que
satisface las propiedades de una asignacién de probabilidad.
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del fenédmeno estocastico en cuestién, que puede contribuir a que en estos dos casos
sean reconocidas las variables aleatorias. En el segundo y tercero, se presentan casos
de experimentos aleatorios que no tienen una valoracién cuantitativa; asf, aunque en
estos dos casos no existe variable aleatoria, se espera que si se reconozca la posibilidad
de enunciar asignaciones numéricas, que permita concretar una variable aleatoria;
el ejemplo propuesto en el quinto caso se prevé como el més problemadtico: por un
lado, la definicién de la relacién sugerida (anotar el resultado que mds se repite en-
tre cara y sello) no es funcional y, por otro lado, el codominio o conjunto de llegada
considerado no es numérico.

La quinta parte traslada la discusién acerca de la variable aleatoria al asunto de la
definicién de su funcién de probabilidad y a la manera como se caracterizay se distin-
gue de la definicién de la variable aleatoria. En otras palabras, se abre espacio para la
discusién de las relaciones funcionales que se constituyen entre el espacio muestral,
el recorrido de la variable aleatoria y el intervalo [0, 1] de los ndmeros reales. Se
hace un énfasis deliberado en distinguir la definicién de la variable aleatoria como
tal, de la de su funcién de probabilidad, con base en la composicién de la funcién de
probabilidad y la variable aleatoria.

Para la sexta parte del taller se considera el asunto contextual de concluir con algin
tipo de recomendacién acerca del nimero de tiquetes por comprar y a dénde, que
ayude a dar respuesta a las preguntas de la situacidn. Se espera que las tareas alli
propuestas generen discusién en torno a la aplicabilidad del calculo de probabilida-
des. Ademads de identificar el nimero de integrantes del nicleo familiar con mayor
probabilidad y hacer una recomendacin, se pretende que el estudiante llegue a una
conclusién a partir del andlisis de tablas de doble entrada, donde se espera que el
estudiante pueda discernir entre dos situaciones diferenciadas: una, en la que los
valores de las variables de la doble opcién conjunta de méxima probabilidad coincide
con los valores de las opciones marginales de maxima probabilidad, y el otro caso, en
la que este hecho no se da.

Se finaliza con un caso ficticio de tréafico de drogas, en el que se espera que el estu-
diante haga uso implicito de la variable aleatoria y pueda calcular unas probabilidades
asociadas al caso expuesto, para que luego a través de una pregunta cuestionadora
sea capaz de identificar o explicitar cémo es que estd presente, en el caso dado, el
uso de una variable aleatoria.
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Taller del espacio muestral

Parte 1. Calculo de probabilidades

1.

Resuelva las siguientes situaciones:

a) Se lanza una moneda normal tres veces, calcular la probabilidad de que salgan
dos caras.

b) Se selecciona una bola de una urna, que contiene 3 bolas rojas, 4 verdes y 2
amarillas, calcular la probabilidad de que salga verde.

Compare y discuta sus respuestas con su compafiero hasta llegar a un consenso
sobre cudles son las adecuadas; escribalas.

En cada situacién determine y describa el experimento aleatorio que se realiza y
explique por qué es aleatorio.

En cada situacién reconstruya el proceso que siguié al calcular las probabilidades
pedidas, y escribalo paso a paso en palabras.

Parte 2. Experimento aleatorio y espacio muestral

1.

Note que al calcular las probabilidades tuvo necesidad de tener en cuenta la
cantidad total de los posibles resultados del experimento. Queremos ahora que
no solo considere cudntos resultados son sino ademas cuéles son. Identifiquelos y
escribalos.

Para cada situacién y utilizando una notacién apropiada, exprese estos resultados
como un conjunto de elementos. ;Cémo se llama este conjunto en la teorfa de

probabilidad?

Para cada situacidn, calcule las probabilidades pedidas en el item 1, con base en
los espacios muestrales encontrados.

Compare las respuestas anteriores encontradas en los {ftems 1-a y 1-b, y si son
diferentes, revise el espacio muestral para verificar si tuvo en cuenta todos los
posibles resultados. De ser posible, escriba el espacio muestral de una manera
diferente.

Con base en el trabajo realizado en los ftems anteriores, identifique cual es el
experimento aleatorio y los posibles resultados que conforman el espacio
muestral del experimento, en las siguientes situaciones:
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Situacidn 1. Se selecciona al azar, un computador de la sala del B224 (que tiene 25
computadores) para verificar el funcionamiento de su sistema operacional.

Situacién 2. De un listado de 8 estudiantes del primer semestre de matemadticas
de 2011-1 se eligen al azar 2 estudiantes para ayudar en la organizacién de la
semana del educador matemitico.

Taller de variable aleatoria

Parte 1. Selecciéon de un empleado

Para motivar a los trabajadores del Centro Comercial “Centro Zeta”, el Departamento
de Recursos Humanos va a seleccionar a uno de sus 120 empleados por medio de una
rifa para adjudicarle un premio.

1. Describa en qué consiste el experimento aleatorio de la situacién y argumente
por qué es aleatorio.

2. Describa los posibles resultados del experimento aleatorio, es decir, explicite cudl
es el espacio muestral.

3. Con base en el espacio muestral sugerido antes, ;cudl es la probabilidad de que
gane un empleado especifico?

4. Dada la respuesta anterior, precise cudles y cudntos son los posibles resultados
del experimento, es decir, escriba el espacio muestral.

El premio consiste en un viaje familiar a Europa y de cada empleado se tiene infor-
macién sobre el nimero de personas que componen su nucleo familiar y la ciudad
que mas preferirfa visitar entre Londres, Roma o Parfs. Antes de realizar la seleccién
del empleado, los organizadores deben tomar una decisidn sobre la compra de los
tiquetes y el destino, ya que si compran més tiquetes, y el nicleo familiar del em-
pleado es pequefio, perderan dinero; y viceversa, si el nicleo familiar del empleado
seleccionado estd compuesto por muchas personas y no compran suficientes tiquetes,
los organizadores no cumplirdn con lo ofrecido.

5. Identifique las variables con base en las cuales los organizadores deben tomar la
decisién.

6. Silabase de datos de la empresa tiene la siguiente presentacién
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Nombre Personas Lugar de
del empleado del nicleo familiar | preferencia

Roma
2 E2 1 Parfs
3 E3 9 Roma

Considere el espacio muestral que usted identificé anteriormente, ;es posible iden-
tificar alguna de las columnas como la que conforma tal espacio muestral? Explique.

7. a) De acuerdo con la base de datos anterior, y para cada variable considerada,
indique cémo se pueden agrupar en subconjuntos los resultados del experimento
consignados enel espacio muestral. Escriba dichos subconjuntos por comprensién.

b) Describa los subconjuntos anteriores de manera verbal.

Socializacién 1

Parte 2. Andlisis de la base de datos de los empleados participantes

Tabla de datos de los empleados participantes en la rifa'

Nombre del Ne de Nombre del Ne de
Preferencia Preferencia
empleado hijos empleado hijos

Roma Roma

2 E2 1 Paris 62 E62 3 Roma

La matriz de la base de datos entregada presenta los datos recogidos acerca de los 120
empleados. Con base en esta informacién responda lo siguiente:

8. Calcule la probabilidad de que el nicleo familiar del empleado elegido esté
constituido por tres personas.

9. Exprese como un conjunto por extension, el evento con base en el cual calculé la
probabilidad anterior.

10. Verifique si este conjunto es equivalente a alguno de los subconjuntos que escribié
en el item 7(b). Si no es asf, reelabore los subconjuntos del espacio muestral para
las variables consideradas en la situacién.

11 Aqui se presenta la misma tabla de datos que se presentd en el taller de la primera versién.
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11. Considere todos los subconjuntos del espacio muestral que construyé para las
variables “personas del nicleo familiar” y “lugar de preferencia”, y compruebe
si es cierto que:

a) Para cada par de subconjuntos diferentes la interseccién es vacia y,
b) La unién de todos estos subconjuntos es el espacio muestral.

En caso de que al menos una de las condiciones anteriores no se cumpla, haga
una particién del espacio muestral segin cada variable, que tenga sentido para
determinar la compra de tiquetes. Nota: recuerde que una particién del espacio
muestral es una clasificacién de sus elementos en subconjuntos cuya union es el mismo
espacio muestral y cuyas intersecciones entre pares de subconjuntos es vacia.

12. Represente las particiones realizadas de dos maneras diferentes. Note que lo
que se estd pidiendo no es elaborar tablas de frecuencias sino esquemas graficos
o tabulares donde se evidencie la particién relacionada con los valores de la
variable. Considere que una de las representaciones sea la sagital.

13. Dé ejemplos de probabilidades que sea posible calcular a partir de los otros
subconjuntos del espacio muestral para la variable “personas del nicleo familiar”.

14. Dé ejemplos de probabilidades que sea posible calcular a partir de los subconjuntos
del espacio muestral para la variable “lugar de preferencia”.

Parte 3. Variable aleatoria

Considere el espacio muestral conformado por los 120 empleados elegibles.

15. Para el caso de cada particién elaborada en la parte anterior, al observar las
representaciones sagitales presentadas en la socializacién 2, discuta con su
compafiero si en ellas es posible reconocer relaciones y en caso afirmativo
describalas en palabras.

16. De las relaciones identificadas antes, jalgunas son funciones? Determine el
dominio y el codominio de las que son funciones.

17. Las relaciones funcionales en donde el dominio corresponde a un espacio
muestral y el codominio es numérico, se llaman variables aleatorias. Identifique
cudles de las relaciones consideradas son variables aleatorias.

| 119 |



Felipe Ferndndez - Luisa Andrade

Benjamin Sarmiento

Parte 4. Situaciones sobre variables aleatorias

18. De las situaciones que se describen a continuacién, establezca cudles pueden ser
variables aleatorias. Describalas en palabras e indique sus respectivos dominio y
codominio.

+ Lanzar dos dados para determinar el valor absoluto de la diferencia de los resultados.

« Tomar un articulo de un lote de 20 articulos de una fabrica, para determinar si estd
o no defectuoso.

» Seleccionar al azar un estudiante de primer semestre de matematicas para determinar
la localidad de Bogotd en donde vive.

+ En una mano de 5 cartas tomadas de un mazo de 52 cartas, se cuenta la cantidad de
picas.

« Lanzar una moneda 4 veces y anotar el resultado que mds se repite entre caray sello.

Parte 5. Funcién de probabilidad

A partir de la manipulacién de la base de datos de los registros de los 120 empleados
participantes en la rifa se pueden elaborar las siguientes tablas:
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. Conjuntos de empleados y personas del nucleo familiar
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Sise elige un empleado al azar, ;cudl es la probabilidad de que el niicleo familiar esté
constituido por 5 personas? ;por 4 personas? Determine todas las probabilidades
de este tipo.

Para calcular las probabilidades anteriores usted debié considerar relaciones
entre los conjuntos de empleados, el niimero de personas del ntcleo familiar y las
probabilidades. Explicite qué relaciones hay entre: los empleados que conforman
el espacio muestral, el nimero de personas del nticleo familiar, y las probabilidades
encontradas. Sugerencia: haga un gréfico que ilustre estas relaciones.

Sefiale y nombre en el grafico anterior la relacidén funcional que identificé en
la parte 3. Ademds, conjeture cudl es la relacién funcional que se conoce como
funcién de probabilidad y determine cudl es su dominio.
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22. Un requisito necesario para que una funcién de probabilidad esté bien definida es
que su dominio sea numérico. Verifique si el dominio de la funcién conjeturada
es numérico, y en caso contrario revise su conjetura.

23. jCudl eslarelacién entre la variable aleatoria establecida en la parte 3 y la funcién
de probabilidad conjeturada?

Tabla 2. Conjuntos de empleados y lugar de preferencia

E10,E102, E108, E111,
E112,E14, E16,E19,
E23,E27, E3, E32, E33,
E40, E42, E44, E46, E48,
Conjuntos de E5, E50, E52, E53, E56,

empleados E57, E58, E60, E65, E66,

E67,E70,E73,E76,E77,

E8, E80, E81, E84, E85,

E86, E89, E92, E96, E97,
E98

L d ,
ugar de Paris Londres Roma
preferencia

24, Si se elige a un empleado al azar, ;jcudl es la probabilidad de que prefiera visitar
Paris? Determine todas las probabilidades de este tipo.

E104,E106, E107, E11,
E114,E115,E116, E118,
E12,E15,E17, E18, E2,
E20, E21, E28, E29, E31,
E34, E35, E36, E37, E38,
E43, E45, E47, E51, E6,
E61,E69,E7, E71,E74,
E79, E88, E9, E90, E91,
E95, E99

E1,E100, E101, E103,
E105, E109, E110, E113,
E117,E119, E120, E13,
E22, E24, E25, E26, E30,
E39, E4, E41, F49, E54,
E55, E59, E62, E63, E64,
E68, E72, E75, E78, E82,
E83, E87, E93, E94

25. Para calcular las probabilidades anteriores usted debié considerar relaciones
entre los conjuntos de empleados, el lugar de preferencia y las probabilidades.
Explicite qué relaciones hay entre: los empleados que conforman el espacio
muestral, el lugar de preferencia y las probabilidades encontradas.

26. Determine si las relaciones que se pidi6 identificar en el punto 25 son funcionales
y especifique cudles son los dominios y recorridos de cada caso.

27. Determine si en este caso su puede definir una funcién de probabilidad y
justifique por qué.

Socializacién 5

Parte 6. Uso de las funciones de probabilidad

28. Ahora, con base en la informacién de las probabilidades encontradas en la parte
anterior, explique cémo determinar:

+ nimero de personas del niicleo familiar que es més probable que ocurra,

+ lugar de preferencia que es mas probable que ocurra.
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29. Determine las siguientes probabilidades:

+ el niicleo familiar del empleado elegido tiene a lo mas 3 personas,

« el niicleo familiar del empleado elegido tiene lo més 4 personas,

+ el nicleo familiar del empleado elegido tiene a lo més 5 personas.

;Cudl es el nimero minimo de tiquetes por comprar que asegura, con una
probabilidad superior al 60%, que le alcanzan al ganador de la rifa para todos sus
integrantes?

30. Complete la siguiente tabla de frecuencias conjuntas y marginales, y a partir de
esta, construya la respectiva tabla de probabilidades conjuntas y marginales.

9 ‘ 10 ‘ Total

Londres 5 8 8 8|5 10 40
Parfs 2 4 6 8 1 2 44
Roma 7 3 3 1 36

Total ‘9‘13‘20‘28‘20‘12‘7‘

31. Verifique si los eventos con mdxima probabilidad que encontré en el item
28, corresponden al evento conjunto con maxima probabilidad que se puede
determinar en la tabla.

32. Concluya, con base en las probabilidades determinadas en esta parte, qué
recomendacién le darfa a los organizadores de la rifa acerca del nimero de
tiquetes por comprar y el lugar de preferencia por elegir.

33. Considere ahora una poblacién de empleados en esta empresa tomada en otro
momento, que se distribuye segun la siguiente tabla:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Total

Londres = 1 2 7 11 |12 5 2 1 0 0 41
Parfs 0 2 2 7 10 10 7 4 2 0 44
Roma 4 3 3 10 4 3 3 1 2 2 35

Total ‘5‘7‘12‘28‘26‘18‘12‘6‘4‘2‘

Verifique si también se cumple para esta tabla, lo que ocurrié con la tabla del
punto 30, es decir, que las probabilidades marginales méximas se corresponden

| 123 |



Felipe Ferndndez - Luisa Andrade

Benjamin Sarmiento

con su respectiva probabilidad conjunta. Explique qué recomendacién darfa en
este caso y compdrela con la recomendacién dada para la primera poblacién.

Parte 7. Una aplicaciéon

Para evitar que lo descubran en la aduana, un viajero ha colocado 4 capsulas de cocai-
na en un frasco que contiene 14 capsulas mas de vitamina con similar apariencia. El
procedimiento que usa el oficial de aduana para hacer un control antidroga es tomar
una muestra aleatoria de 3 capsulas para analizarlas.

Algunas de las probabilidades de que el oficial de aduana seleccione “x” niimero de
céapsulas con cocaina se presentan en la siguiente tabla:

X 0 1 2 3

Pr(x) 0,446078431 0,446078431 0,102941176 0,004901961

1. Determine la probabilidad de que el viajero sea arrestado por posesién ilegal
de narcdéticos y explique los detalles del procedimiento seguido para dar su
respuesta.

2. Enelprocedimiento anterior se requiere utilizar el concepto de variable aleatoria.
Explique cémo y en qué momento lo utiliza.
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Capitulo 4.
Resultados

El andlisis de los resultados encontrados en el trabajo de los estudiantes en el segundo
y tercer experimento de ensefianza, se organiza en tablas, que incluyen los indicadores
que atafien al trabajo propuesto, presentados en filas independientes, y respuestas
textuales dadas por los estudiantes, con su respectiva interpretacién, al lado. En la
segunda tabla se ha utilizado la notacién con mayusculas P1, P2, P3, etc., para identi-
ficar la pregunta del taller a la que corresponden las respuestas presentadas.

Analisis de respuestas de estudiantes en
el segundo experimento de ensefianza

Reconocer que los posibles resultados de un experimento aleatorio dado son los que
precisamente conforman un espacio muestral (a2.2)

Establecen el experimento
aleatorio como la cantidad
de tiquetes y gastos que debe
conocer la empresa. Al pare-
cer los estudiantes asignan
mayor importancia al hecho
mismo de los premios para el
ganador y no al acto de esco-
gencia en la rifa.

“Determinar cudntos tiquetes de viaje y gastos de hotel a un
destino hay que comprar antes de la rifa”

Consideran el experimento
como la escogencia del gana-
dor entre los 120 empleados,
pero no lo nombran como la
rifa.

“Escoger 1 de los 120 empleados , el cual va a ser el ganador
del premio”

En una situacién de la vida real, rica en informacién, precisar cudl es el experimento
aleatorio asociado (p1.2)

Identifican de manera expli-
“El experimento consiste en escoger un empleado de 120 por | cita el experimento aleatorio
medio de una rifa” en la situacién de la rifa que
es rica en informacién.
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Reconocer el experimento aleatorio en una situacién dada (a3)

No identifican el experimen-
to. Parece que la informacién
dada inicialmente es extensa
y por ello es dificil discrimi-
nar lo que es relevante de la
que no es.

“El experimento consiste en determinar cudles son las posibi-
lidades de escoger al empleado, la cantidad de familiares y la
ciudad que desea conocer”

Mencionan que el experimen-
to es la escogencia de uno de
“El experimento consiste en escoger un empleado de 120, por | los 120 empleados. Sin em-
medio de una rifa para que se vaya de viaje con su familia (cén- | bargo, se incluye informacién
yuge e hijos) al destino que prefiera (Londres, Roma, Parfs)” de la ciudad de destino y la
cantidad de miembros de la
familia

Identificar los posibles resultados de un experimento (a2.1)

Afirman que el espacio mues-
tral son los 120 empleados.
No hacen referencia a los
posibles resultados, excepto
un grupo que afirma que los
posibles resultados es un ga-
nador y el resto sean perde-
dores.

“El espacio muestral son 120 personas. El tipo de resultados
posibles es {Gq, Py, P... P119}, es decir, que alguien gane y el
resto pierda”

No representan el espacio
con una notacién adecuada,
(algebraicamente) muestran

“El espacio muestral son los 120 empleados” incoherencias. Algunos estu-
diantes lo representan como
un ganador y el resto de per-
dedores.

No representan el espacio
con una notacién adecuada,
(algebraicamente) muestran

“S=Ganadores: todos los empleados” incoherencias. Algunos estu-
diantes lo representan como
un ganador y el resto de per-
dedores.

Representan el espacio mues-
tral como un ganador y el res-
to de perdedores.

“Dos espacios muestrales posibles: gana o pierde S={empleados}
Los 120 empleados”
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“S = {el empleado, su esposa e hijos}”

“s={(e), (E,M), (E, M, H1), (E, M, H1, H2), (E, M, H1, H2, ..., HN),
(E, H1), (E, H1, H2), ..., (E, H1, H2, ...,HN)} donde E = empleado,
M = esposa si la tiene, H = hijos(as)”

Aportes investigativos para el disefio curricular en geometria y estadistica - Parte II

Utilizan gran parte de la in-
formacién contenida en el
texto del problema, generan-
do una “ampliacién” de los
posibles resultados del espa-
cio muestral. Por otro lado,
algunos consideran el espacio
muestral dicotémico (ganar
o perder), lo que podria ser
consecuencia de la no iden-
tificacién del experimento
aleatorio y su independencia
de las “seudo variables alea-
torias”

Reconocer que los posibles resultados de un experimento aleatorio dado son los que

precisamente conforman un espacio muestral (a2.2)

“Los posibles son uno por cada empleado, es decir, que un em-

pleado gane, o sea son 120 posibles resultados”

“El espacio muestral S es:

S= {P17 PZv P3r P47 ey P1197 PlZO}"

(2

No representan el espacio con
una notacién adecuada, (alge-
braicamente)

Los estudiantes afirman que
el espacio muestral son los
120 empleados.

Representan el espacio mues-
tral como una cantidad, y no
con sus elementos constitu-
yentes.

Explicar con base en una estrategia sistematica, cémo se forman los posibles resultados
que configuran el espacio muestral. (r2.1)

“El ganar o perder se refiere a que cada empleado tiene un 0.5
de probabilidad de ganar y un 0.5 de probabilidad de perder”

“Posibles ganadores: todos tienen la misma probabilidad de

ganar 1/120 (apoyamos esta)”

“Unico resultado: ganador. Se asume que para todos los em-
pleados la probabilidad de ganar es 1”
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Identificar la cantidad de posibles resultados en espacios muestrales sencillos y en even-

tos asociados a estos (a3)

“A: Evento en donde la familia se compone de un integrante
B: Evento en donde la familia se compone de dos integrantes
C: Evento en donde la familia se compone de tres integrantes

D: Evento en donde la familia se compone de cuatro integrantes

I: Evento en donde la familia se compone de nueve integrantes”

“Posibles resultados: {gpp... p, pgpp-. P> -}~

p 120!
Numero de elementos: =120

Identifican los posibles resul-
tados basados en la definicién
de espacio muestral. De la
misma manera, algunos re-
conocen los posibles eventos,
después de observar la tabla
reconocen para la variable
personas del nucleo familiar
un total de 9 eventos.

Establecen que los posibles
resultados son un ganador y
119 perdedores.

Plantean el nimero de ele-
mentos del espacio muestral
en términos de una férmula
combinatoria.

Reconocer subconjuntos del espacio muestral que conforman eventos (a7)

“Definimos 9 eventos como A, B, C, D, E, F, H, I..., donde:
A: es el evento donde la familia se compone de un integrante

B: es el evento donde la familia se compone de dos integran-
tes...”

Explicitan particiones del es-
pacio muestral. En particu-
lar, reconocen particiones de
acuerdo al nimero de hijos.

Darse cuenta que las variables involucradas en una situacién definen particiones de un

espacio muestral y generan relaciones (r8.1)
“Con Sp = Parfs Sl = Londres Sr = Roma”

A

sl

Sr

v

E1 E2 E3...
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Realizan agrupaciones, pero
no alcanzan a ver que estas
generan una particién del es-
pacio muestral.

Una de las dificultades que
probablemente se hace evi-
dente en la obtencién de los
subconjuntos que conforman
las particiones, se debe a que
los estudiantes relacionan la
palabra agrupar en estadis-
tica con frecuencias a través
del conteo de los elementos
que cumplen una caracterfs-
tica particular.
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“a. Organizacidén a partir de la variable “Nombre del emplea-

do”, se puede organizar alfabéticamente. Relacionan la palabra agru-
par con organizar, e indican

b. Organizacién por “# de integrantes”, se organiza en orden = cédmo ordenar. No reconocen
de mayor a menor cantidad de familiares. que a partir de las variables

L ; . o se generan agrupaciones que
¢. “Destino deseado”, se propone organizar de la siguiente ma- | permiten construir particio-

nera: primero todos los que desean ir aRoma, luego los que de- | s del espacio muestral.
sean ir a Parfs y por ultimo todos los que desean ir a Londres”.

“Se puede agrupar con respecto a:
Relacionan las agrupaciones

+ El destino con la frecuencia de los datos,

mas no como la particién de
* Intervalos en donde se relacione la cantidad de hijos + | |5 espacios muestrales.

el cényuge”
“Roma {E1, E3, E13, E4, E29, E30, E37, E40, -, E116}
Paris {E, E¢, E7, E10, E12, E14, E15, E19, -, E112}
Londres {E4, Es, E, E11, E16, E17, E18, E23, -, E120} Agrupan de acuerdo al ntiime-
ro de hijos y luego de acuerdo
ala ciudad que prefiere el em-
1 | Ey, Eu3,Es0, Ess, E116, E112, - E66 pleado. Se estdn generando
particiones del espacio mues-
tral; nombran cada empleado
3 | Es, Eg, E7, E15, E16, E17, E18, -+ E92 en un grupo. Logran identifi-
car las particiones.

0 | Ej, Eg, Ez4, E32, E40, Eg3, E72, Egg

2 | E4,E21,E34, E38, E42, Eg6, -, E111

Proponer variables aleatorias relevantes a una situacién (p8)

En algunos casos asignan nu-
meros a los empleados, en-
tre 1y 120, otros estudiantes
asignan letras con subindices
numéricos entre 1y 120.

La asociacién se hace del su-
bindice del empleado al nu-
mero correspondiente, quizds
inducida por la formacién de
los subconjuntos del espacio
muestral y la indicacién de
que cada persona puede tener
a lo més 9 integrantes en la
familia

| 129 |



Felipe Fernéndez - Luisa Andrade

Benjamin Sarmiento

Explicar que el numero de resultados obtenidos en la realizacién del experimento que
corresponden a cada elemento de la particién del espacio muestral en relacién con el
total de repeticiones del experimento realizado puede servir para definir una probabi-
lidad. (r10.3)

Asumen la equiprobabilidad
del espacio muestral, pero
en las preguntas posteriores

“La probabilidad de escoger alguno de tres destinos es de% debe asumir la no equiproba-

bilidad.
La probabilidad de establecer la cantidad de personas que via-

jan, se establece de acuerdo al nimero de intervalos que se Al ver que hay tres destinos
hagan” para la rifa, hallan la proba-

bilidad sin tener en cuenta las
veces que se repite cada una
de las ciudades de destino.

Calcular la probabilidad de un evento al realizar el cociente entre la cantidad de resul-
tados favorables y el nimero total de resultados (a10.2)

“Definimos 9 eventos como A, B, C, D, E, F, H, I y la probabilidad
de cada evento es:

#A #B

P(A) 120’P(B) 120
#C #D Reconocen y especifican los
P(C):RVP(D):E eventos del experimento
dado aunque las particiones
(A):ﬂ, ( ):ﬁ no se expresan explicitamen-
120 120 te; calculan la probabilidad

desde una visién cldsica.
A: es el evento donde la familia se compone de un integrante

B: es el evento donde la familia se compone de dos integrantes

C: es el evento donde la familia se compone de tres integran-
tes...”
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1/2| .
Tiene al menos uno

172 Casado

Calculan las probabilidades
por medio de diagramas de
arbol. Consideran probabili-
dades como % el ser o no ca-
sado, informacién que no es
Tiene al menos uno pertinente para la situacién.

2 No tiene hijos

Empleado—

1/2

Plantean las probabilidades
No de eventos que consideran
relevantes, dejando de lado
otros eventos.

112

2 No tiene hijos

“P: es casado

”

P< no es casado

Los estudiantes manifiestan dificultades al identificar el experimento aleatorio de la
situacién de la rifa y lo determinan como alguno de los sucesos de la situacién, rela-
cionado con los datos relevantes para responder la pregunta que se pide contestar.
Aunque hay evidencias de que los estudiantes tienen una idea de experimento alea-
torio acorde con definiciones de los libros de texto, esta idea parece limitada al tipo
de tareas que han trabajado, que estdn constituidas por un enunciado corto donde
se describe el experimento de manera concisa y se sefiala la observacién que se debe
hacer; en contraste la situacién propuesta no es habitual en la ensefianza, y, por lo
tanto, no se ha establecido explicitamente como un fenémeno aleatorio, y ademds
es rica en informacién.

El reconocimiento del experimento aleatorio parece no garantizar la determinacién
del espacio muestral, pues aunque algunos estudiantes si sefialan la situacién de la
rifa como el experimento aleatorio, de alguna manera intentan encajar el espacio
muestral dentro de las caracteristicas de los espacios muestrales que han trabajo con
mayor énfasis, es decir, situaciones que corresponden a juegos de azar. Esta confusién
parece motivada por la rifa como un suceso familiar de la vida cotidiana, pero que no
se ha trabajado matemadticamente, pues aunque hay evidentemente solo dos posibles
resultados para un participante, ganar o perder, el espacio muestral no estd constituido
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por dos puntos muestrales. La tendencia a confundir los resultados de la observacién
mediada por el propésito del experimento con los resultados de la observacién de la
accién aleatoria misma, y proponer espacios muestrales en términos de dos resultados
como ‘si’ y ‘no’, ‘falso’ y ‘verdadero’, ‘0’ y ‘1’, puede estar fundamentada también en
el foco de la ensenanza en las tareas relativas a distribuciones binomiales.

Atn después de puntualizar los posibles resultados del experimento aleatorio, al
momento de expresar el espacio muestral varios estudiantes no lo reconocen como
el conjunto conformado por ellos. Aqui de nuevo parece incidir el trabajo usual
donde el espacio muestral se piensa ligado a la observacién solicitada, es decir, en
términos de la caracteristica que interesa observar. Entonces, en el espacio muestral
estos estudiantes reflejan informacién del enunciado que coincide con los valores de
las variables, ya sean variables aleatorias o no, o con combinaciones de esos valores.

También los estudiantes muestran problemas al expresar el espacio muestral de
manera formal, es decir, utilizando notacién de conjunto para explicitarlo por com-
prensidn o por extension. A veces los estudiantes expresan el cardinal del espacio
muestral, notado como conjunto, es decir, el niimero de posibles resultados mas no los
resultados. Concerniente a este nimero de puntos muestrales del espacio muestral,
cabe resaltar que los estudiantes emplean las férmulas conocidas para llegar a dicha
cantidad, a pesar de que a simple vista pueda establecerse.

A través de los errores cometidos por los estudiantes al explicitar los puntos mues-
trales, se detectan dificultades relativas a cémo se forman éstos, si es por medio
de permutaciones o combinaciones y si la repeticién o no-repeticién de elementos
es relevante. De nuevo aqui parece que el hecho de que la situacién sea ajena a los
experimentos aleatorios regularmente presentados en los libros de texto, lleva a los
estudiantes a asociar la situacién con una ya trabajada como la de establecer el na-
mero de ordenaciones con elementos repetidos. Al respecto, en libros de texto en el
proyecto se han identificado inconsistencias en el uso de la notacién al denotar, por
ejemplo, en forma de parejas ordenadas configuraciones de elementos que corres-
ponden a combinaciones donde el orden no es relevante (ver Wisniewski y Bali, 1998).

Las respuestas de los estudiantes dejan ver que para el célculo de las probabilidades
tienen en cuenta las particiones que han hecho del espacio muestral de acuerdo a los

valores de las variables y, por consiguiente, consideran los subconjuntos del espacio
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muestral que establecieron, y reconocen relaciones entre conjuntos numéricos y no
numéricos, algunas como funciones. No obstante, aunque se hayan aproximado a la
comprensién de la variable aleatoria como relacién funcional y a sus implicaciones
en el célculo de las probabilidades, no hay evidencia de que el trabajo realizado
sea distinto de lo que hubieran llevado a cabo previamente a su participacién en el
experimento de enseflanza. Algo diferente podria verse si los estudiantes indicaran
las probabilidades para todos los eventos posibles generados por los valores de las
variables.

Las posibles dificultades que subyacen a los errores evidenciados en los estudiantes,
llaman la atencidn, pues pese a ellas, los estudiantes tienen éxito al resolver tareas que
implican emplear diagramas y férmulas combinatorias para calcular probabilidades.

Analisis de respuestas de estudiantes en
el tercer experimento de ensefianza

Respuestas de los estudiantes Interpretacién

Reconocer en la realizacién de un experimento si es determinista o aleatorio (a1.1)

“Es aleatorio, ya que no conocemos cudl de los
120 individuos sean seleccionados con certe-

Reconocen que el experimento es aleatorio,
za” P1

al justificar la afirmacién que se plantea en el
“El experimento aleatorio consiste en adjudi- taller indicando que es una rifa, o al explicar
carle un premio a un empleado por medio de | POr qué es aleatorio.

una rifa” P1

Explicar caracteristicas de los experimentos deterministas y aleatorios (r1)

“El experimento es aleatorio porque al reali-
zar el experimento bajo las mismas condicio-
nes se pueden obtener diferentes resultados”

P1
“Es aleatorio porque es posible describir el Explican por qué el experimento es aleatorio
conjunto de posibles resultados” P1 con base en las definiciones que presentan los

libros de texto. Sin embargo, las caracteristi-
cas expuestas no estdn dadas en términos del
contexto de la situacién de la rifa.

“Es aleatorio porque a medida que se realiza
el experimento, nos podemos acercar a un pa-
trén o regularidad” P1

“Es aleatorio porque es posible repetir inde-
finidamente el mismo experimento, sin cam-
biar las condiciones” P1
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Dividir el enunciado de la situacién de la rifa y aislar la accién que constituye el
experimento aleatorio, permite que los estudiantes ficilmente reconozcan el expe-
rimento aleatorio, e incluso den explicaciones de por qué es aleatorio. A pesar de que
situaciones como la de la rifa no son habituales en la ensefanza, si es claro para los
estudiantes por ser una rifa una circunstancia comun a la vida diaria, que esta con-
forma una accién que es aleatoria. Aunque lo ideal hubiera sido que los estudiantes
pudieran en un enunciado no usual en la ensefianza y rico en informacién, identificar
el experimento aleatorio, dividirlo pudo ayudar también a que los estudiantes comen-
zaran a familiarizarse con otro tipo de experimentos aleatorios desde las matematicas.

Identificar los posibles resultados de un experimento (aleatorio) (a2.1)

“El espacio muestral S estd conformado por 120 puntos mues-

trales” P4
Identifican los posibles resul-
tados de la rifa, y los asocian
“Los posibles resultados del experimento son 120 y serfan al espacio muestral; algunos
estudiantes los presentan no-
§ = {E1, E2, E3, .., E120}" P4 tacién de conjunto, y ademds

sefialan la cantidad de ele-
mentos del espacio muestral.
“Sea S el espacio muestral y Ej el i-ésimo empleado, entonces
S={Eq, Ep, Es3, --~E120}” P2

“Sp=1{1 empleado, 2 empleados, ... 120 empleados}” P4

“El espacio muestral se podria definir con los ndmeros del 1
al 120 si asignamos un niimero diferente a cada empleado” P2

“El espacio muestral es cada uno de los 120 empleados” P2
Expresan de manera confusa

los posibles resultados de la
rifa, pero si los asocian al es-
pacio muestral.

“Personas = {P1, Py P3, ... P120}
Eventos posibles

« seeligeP1

+ seelige P,

Entonces elegir una sola persona de las 120” P2
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“Primero determinamos todas las combinaciones que de las 18
capsulas puede escoger 3, es decir;

1
(—8] =816" P7.1
3

Identifican la forma y la canti-
dad de los posibles resultados
del experimento aleatorio, al
realizar conteos combinatorios.

Reconocer que los posibles resultados de un experimento aleatorio dado son los que

precisamente conforman un espacio muestral (a2.2)

“Tomando como dominio el espacio muestral compuesto por
todas las combinaciones de trios que se pueden formar con las
capsulas” P7.1

Explican cémos se forman los
posibles resultados del expe-
rimento aleatorio, y recono-
cen que el espacio muestral
estd conformado esos resul-
tados.

Identificar la cantidad de posibles resultados en espacios muestrales sencillos y en even-

tos asociados a estos (a3)

“Sp=1{120 empleados}; Espacio muestral 120 empleados” P2

“El espacio muestral S estd conformado por 120 puntos mues-
trales” P4

“Asignamos a cada persona con un ndmero, bajo ninguna con-
dicidn, solo que a cada uno le corresponde un nimero natural
entre 1y 120. El espacio muestral es: S = Eq, Ey, ..., E120” P4

“Determinamos todas las combinaciones, que de las 18 capsu-
las puede escoger 3, es decir;

1
(—8j =816" P7.1
3

Identifican la cantidad de ele-
mentos del espacio muestral.
Algunos estudiantes eviden-
cian problemas en la notacién
de conjunto.

Resultados

De manera similar, el cambio a las preguntas del taller con respecto a los posibles

resultados del experimento aleatorio y el espacio muestral, identificindolos explici-

tamente, lleva a que los estudiantes no presenten problemas al establecer el espacio

muestral como el conjunto de los posibles resultados. A pesar de que esta modificacién

podria considerarse demasiado dirigida, se optd por ella al comprobar que los estu-

diantes son capaces de recitar adecuadamente la definicién de espacio muestral como

el conjunto de los posibles resultados, pero en un enunciado con informacién diversa,

intentan encajar el espacio muestral que consideran algo formal de las matematicas,

en términos de los espacios muestrales ya abordados e incluir dicha informacién en

los puntos muestrales.

| 135 |



Felipe Fernéndez - Luisa Andrade

Benjamin Sarmiento

Es de anotar que este avance de los estudiantes también tiene fundamento en el taller
de espacios muestrales que se realizé inmediatamente antes de poner en préctica
esta version del taller de variable aleatoria. Dicho taller condujo a que los estudian-
tes se dieron cuenta de que en algunas situaciones el espacio muestral es distinto al
que inicialmente ellos consideraron. Vieron entonces que con frecuencia el espacio
muestral que se emplea o se presenta en las tareas, es el que se ha llamado ‘adoptado’,
es decir, es el conjunto de valores de la variable aleatoria en cuestion.

Reconocer variables involucradas en una situacién dada (a5)

“Las variables en la toma de la decisién por parte de los orga-
nizadores son “destino” y “cantidad de personas” que compo-
nen el grupo familiar” P5

“Las variables que se deben tener en cuenta son el nimero de
personas del nticleo familiar y el destino al que quieren ir” P5

“X (Numero de personas del nicleo familiar). Reconocen las variables in-

volucradas en la situacidn.
Algunos estudiantes notan las
variables con las letras X y Y
como en los cursos de célculo.

Y (ciudad de preferencia)” P5
“Variables:

«  Numero de personas que componen el niicleo familiar
de cada empleado.

Lugar de preferencia de cada empleado para visitar” P5

“Variables=: Nimero de personas de cada nicleo familiar. Des-
tino de preferencia, entre Roma, Londres, Par{s” P5

Reconocen las variables in-
volucradas en la situacidn,
pero se asumen los elementos
mismos del espacio muestral,

+  Lugar de preferencia” P5 es decir los empleados, como
una variable.

+  “Empleado

«  Numero de personas que conforman el niicleo familiar.

Reconocen implicitamente a

X 0 1 2 3 través de la observacién de
la tabla que la variable invo-

Pr(x) | 0,446078 @ 0,4460 @ 0,102941176 @ 0,004901961 lucrada en esta situacién es el
P7.1 ntmero de capsulas de cocai-

na que puede sacar el viajero.
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Reconocer subconjuntos del espacio muestral que conforman eventos (a7)

“Para la variable Y, hay tres subconjuntos:
A ={Londres} B = {Paris} C = {Roma}

Para la variable X hay diez subconjuntos (tomando que hay 10
personas por maximo en el niicleo familiar)

Mj, 1<i1<10” P7

“S={En},Donde 0<n<120,n e Z

T={An},Donden € Z,tal que 0<n<3

A1 Roma A2 Parfs A3 Londres B = {n}, donde n € N” P10
“Ntcleo del empleado elegido =3

F3 = {E4, E21, E34, E38, E42, E46, E51, E61, E64, E68, E70, E75,
E80, E87, E93, E99, E100, E102, E107, E111}” P9 (f5)

“El conjunto expresado por extensién es :

Evento = {E4, E21, E34, E38, E42, E46, E51, E61, E64, E68, E70,
E75, E80, E87, E93, E99, E100, E102, E107, E111}

Donde E; es el empleado cuyo nucleo familiar estd conformado
por tres personas” P9

“Nk = Subconjuntos
N1 ={E1, E8, E24, E28, E32, E68, E70, E72, E83, E90}

N2 = {E2, E43, E50, E55, E66, E79, E85, E94, E101, E109, E112, E116}

N10 = {E3, E22}” P10

“Para la variable xi los subconjuntos son:

[Mq]=9
[Ma| =13
[Mo| = 2

[M;| Es el cardinal del subconjunto que cumple las caracterfsti-
cas M; mencionados en el punto 7” P10
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Reconocen subconjuntos de-
terminados por valores de las
variables. No indican los ele-
mentos de los subconjuntos.

Reconocen subconjuntos del
espacio muestral determina-
dos por valores de las varia-
bles, e indican los elemen-
tos de tales subconjuntos al
expresarlos por extensidn.
Algunos estudiantes identifi-
can estos subconjuntos como
eventos.

Reconocen subconjuntos del
espacio muestral determina-
dos por valores de las varia-
bles, al diferenciar el cardinal
de los subconjuntos. Expresan
los subconjuntos por com-
prensién.

Resultados
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m—— 1

myg__ 52

Reconocen subconjuntos del
espacio muestral determina-
dos por valores de las varia-

10 » 107 P15 bles, al establecer relaciones.

“El conjunto de los destinos hacia el conjunto determinado
por grupos de empleados con ese destino” P15

Los estudiantes identifican las variables involucradas en las situaciones, reconocen
que sus valores determinan particiones del espacio muestral y que los subconjuntos
que las constituyen son eventos.

Explicar, a través de cualquier tipo de representacién, cémo distintas agrupaciones de
subconjuntos disyuntos del espacio muestral, forman particiones (r7)

“Dominio: El conjunto de cardinales del ntimero de familiares, | Muestran a través del len-
el Codominio: El conjunto de subconjuntos de empleados que | guaje natural y diagramas
tienen igual ndmero de familiares” P15 sagitales, subconjuntos del
espacio muestral. Aunque
no indican explicitamente
que sean disyuntos, se puede
asumir que los estudiantes
se dan cuenta que no tienen
elementos en comdn porque
la correspondencia que esta-
blecen es uno a uno. Falta sin
embargo, informacién para
determinar si la unién de los
subconjuntos es el espacio
muestral y, por lo tanto, for-
man una particién.

Roma

Paris

Londres

P15 (f4)
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Resultados

36

/)

Muestran a través de dia-
gramas de Venn y figuras
geométricas,  subconjuntos
del espacio muestral. Se pue-
de asumir que los estudiantes
se dan cuenta de que no tie-
ne elementos en comin, que
P15 (f1) la unién de los subconjuntos
es el espacio muestral y que,
por lo tanto, forman una par-
ticién, porque en los dibujos
las intersecciones son vacias

me y los subconjuntos abarcan
m1 m2 m7 ms todo el espacio muestral.

Paris 44 40 Londres

ms
m4 mo m10

“m; subconjuntos de empleados con niicleo familiar” P15

Reconocer que se pueden definir funciones a partir de conjuntos no numéricos (a8)

“Ea, Eg, Ec: Dominio; Par{s, Roma, Londres: Codominio” P16 ) ]
Reconocen relaciones a partir

de conjuntos no numéricos.
Se puede asumir que los es-
tudiantes se dan cuenta que
es una funcién porque esta-
blecen una correspondencia
donde a cada elemento del
dominio le corresponde solo
un elemento del recorrido.
Cabe notar que en las res-
puestas de algunos estudian-
tes, los elementos del dominio
son subconjuntos, es decir, el
dominio es una particién del
espacio muestral y no el espa-
cio muestral.

“Dominio: conjunto de empleados. Codominio: lugar de pre-
ferencia” P16

“my, my, ms, ... myg: Dominio; 1, 2, 3, 4 ...10: Codominio” P16
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E E
—_— D —_—
— 1 —
] 2 N
— 3 —

— —

“Dom f: el conjunto de todos los empleados

Codom f: el conjunto de los destinos independientemente del
conjunto de codominio, si es numérico, es una variable aleato-
ria; el dominio es el espacio muestral” P16 y P17

“Dominio: conjunto de empleados; Codominio: cantidad de
personas del nicleo familiar” P16

“Dominio: las distintas formas en que pueden salir las 3 cdpsulas

(ﬁ} Codominio: 0,1, 2,y 3 ..” P7.2
3

E2’ E43‘ E50’ E55‘ E66’
E79’ E85’ EBB’ E94’ E101’
E109’ 112’ 116

E,E
E68’
90

E28’

E,

E32’

E83’

240
E72’

P20

“Lo identificamos tomando como domino el espacio muestral
compuesto por todas las combinacién de trios que se pueden
forman con las cépsulas y el rango como la probabilidad que
se le puede dar a los subconjuntos que tienen 0, 1, 2, 3 cdpsulas
de cocaina” P7.2

“El dominio corresponde a las capsulas que hay en el frasco, y
el codominio corresponde a las probabilidades de sacar 0, 1, 2,
4 3 capsulas de cocafna” P7.2
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Reconocen relaciones a partir
de conjuntos no numéricos.
Se puede asumir que los es-
tudiantes se dan cuenta que
es una funcién porque esta-
blecen una correspondencia
donde a cada elemento del
dominio le corresponde solo
un elemento del recorrido.
Cabe notar que en las res-
puestas de algunos estudian-
tes, los elementos del dominio
son subconjuntos, es decir, el
dominio es una particién del
espacio muestral y no el espa-
cio muestral.
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“Eq, Eg, E3, ..., E120: Dominio;

Roma, Paris, Londres: Codominio” P16

“Es una relacién funcional donde el dominio es el espacio
muestral del evento y su codominio es un conjunto numéri-
co...” P7.2

Reconocen una relacién a
partir de conjuntos no numé-
ricos pero no es evidente si la
ven como funcién.

Reconocen una relacién fun-
cional a partir de conjuntos
no numéricos pero hay un
error de lenguaje.

Darse cuenta que las variables involucradas en una situacién definen particiones de un

espacio muestral y generan relaciones (r8.1)

— ELEj.Em,..

1

2 |—|> Er, Es, Et, ...
3 |—|> Ed, Ef, Eg, ...
4 - Eh Ek El ..

9 l—lrEx, Ey, Ez, ...
10 — Eo, Ep, Eq, ...

“El conjunto de cardinales del ntimero de familiares se relacio-
na con el conjunto de subconjuntos de empleados que tienen
igual nimero de familiares” P15

“El conjunto de los destinos hacia el conjunto determinado
por grupos de empleados con ese destino... conjunto por gru-
pos de empleados hacia el conjunto de los destinos” P15

“Se reconoce la relacién de empleado con destino (Ey, RLy)”

Roma
Paris

Londres

P15 (f2)
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Notan que los valores de las
variables determinan subcon-
juntos del espacio muestral.
Establecen la relacién entre
dichos subconjuntos y los
valores. Para algunos estu-
diantes esta relacién puede
darse en cualquiera de los dos
sentidos. Puede asumirse que
los estudiantes se dan cuenta
de que estos subconjuntos no
tienen elementos en comin
por la correspondencia que
establecen, que es uno a uno.
No se aclara si el dominio de
la relacién es el espacio mues-
tral o la particién.

Resultados
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“mj subconjuntos de empleados con nucleo familiar i
m_-— »9
my — »13

m3—— »20

mg —— p4

myg—— 5 12" P15(f1)

“La variable aleatoria que nosotros definimos fue la siguiente:

Dominio: las distintas formas en que pueden salir las 3 cdpsulas
3

Codominio: 0, 1, 2,y 3 en donde

0 = 3 vitaminas

1 =2 vitaminas y 1 drogas

2 =1vitaminas y 2 drogas

3 =0 vitaminas y 3 drogas” P7.2

Identifican subconjuntos de-
terminados por los valores
de la variable ‘nimero de fa-
miliares’. Puede asumirse que
los estudiantes se dan cuenta
de que estos subconjuntos no
tienen elementos en comun
por la correspondencia que
establecen, que es uno a uno.
La relacién que muestran es
entre dichos subconjuntos y
su cardinal.

Identifican una variable y
notan que sus valores deter-
minan subconjuntos del es-
pacio muestral. Definen una
relacién al sefalar el espacio
muestral como dominio y el
conjunto de valores de la va-
riable, como codominio, que
parece que consideran como
funcidén al indicar que es una
variable aleatoria.

Los estudiantes establecen la relacién de los subconjuntos del espacio muestral con
los valores de las variables y la expresan haciendo uso de diferentes representaciones
como diagramas sagitales, diagramas de torta y lenguaje natural, entre otros. Sin
embargo, no siempre se dan cuenta que las relaciones son funciones.

Explicar, a través de cualquier tipo de representacién, que las funciones cuyo dominio es
un espacio muestral y el recorrido es numérico se consideran variables aleatorias (r8.3)

“Las relaciones consideradas son variables aleatorias:

Dominio: conjunto de empleados (espacio muestral); Codomi-
nio: cantidad de personas del niicleo familiar (numérico)” P17
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“Lanzar dos dados para determinar el valor absoluto de la dife-
rencia de los resultados, sf es una variable aleatoria, pues se par-
ten de los posibles resultados del lanzamiento de los dos dados
y se determina el valor absoluto de la diferencia de los resulta-
dos, lo cual serfa unos valores numéricos. De aqui el Dominio de
fseré:

Dom f=S={(1,1),(1,2),(1,3),1,4),(1,5),Q1,s6),
(2,1),.. (2,5),(2,6),

©6.1),.. (65).(66)

y el codominio, es decir, los valores numéricos del valor abso-
luto de la diferencia Codom f={0, 1, 2, 3, 4, 5}” P18.a

“Lanzar dos dados para determinar el valor absoluto de los
resultados:

Dominio

Codominio

El espacio muestral de este experimento son los resultados
posibles de lanzar dos dados, y es variable aleatoria porque
su dominio corresponde al espacio muestral y el codominio es
el conjuntos compuesto por los valores {0, 1, 2, 3, 4, 5} P18.a

“En una mano de 5 cartas tomadas de un mazo de 52 cartas, se
cuenta la cantidad de picas, si es una variable aleatoria

Dominio: 52 cartas, Codominio: el nimero de picas, de lamano
de 5 cartas” P18.d
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Explican a través de diagra-
mas sagitales y lenguaje na-
tural, que las funciones cuyo
dominio es un espacio mues-
tral, conjuntos de empleados,
parejas ordenadas, arreglos
de numeros, y el codominio
es numérico, son variables
aleatorias. Cuando el codomi-
nio es no numérico, asignan
a cada valor un niimero, para
poder considerar esta rela-
cién funcional como variable
aleatoria.

Resultados
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“Dominio= Todas las posibles combinaciones que se hacen con
5 cartas de las 52 que hay

Codominio = El enunciado se interpreta de dos formas
Cantidad de cartas que tienen picas {0, 1, 2, 3, 4, 5}

Cantidad de picas que se encuentran en cada carta {0, 1, 2, ...40}

Cantidad de
picas (7)

< D
b d
L

<e

Por lo tanto, si es una variable aleatoria” P18.d

“La Gnica representacién sagital que se acomoda a la situacién
del numeral 17 es:

Dominio: Empleados

Rango: numero de personas en el nicleo familiar” P17
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Explican a través de diagra-
mas sagitales y lenguaje na-
tural, que las funciones cuyo
dominio es un espacio mues-
tral, conjuntos de empleados,
parejas ordenadas, arreglos
de numeros, y el codominio
es numérico, son variables
aleatorias. Cuando el codomi-
nio es no numeérico, asignan
a cada valor un ndmero, para
poder considerar esta rela-
cién funcional como variable
aleatoria.

Por otra parte, algunos estu-
diantes expresan la relacién
funcional que representa la
variable aleatoria, pero no es
del todo claro si el dominio
corresponde al espacio mues-
tral o a una particién.
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Resultados

E E
—_— D —_—
_ 1 _
7 2 >~
_ 3 _

—_ —_

“Es funcién, pues a cada uno de los empleados se le asigna un
tnico destino.

Evidencian la definicién de
variable aleatoria, al resaltar
en sus respuestas la necesi-
dad de que el dominio de esta
sea el espacio muestral y que
el codominio sea un conjunto
numérico.

(...) independientemente del conjunto de codominio, si es nu-
mérico, es una variable aleatoria, pues el dominio es el espacio
muestral” P17

Proponen convertir el codo-
minio no numérico de una
relacién funcional, asignan-
do a cada valor de la variable
seudo aleatoria un numero,
de manera que la variable sea

e . . , aleatoria.
“Si es una variable aleatoria escogemos uno de los 20 articulos

al azar y determinamos si esta defectuoso o no, lo cual puede
ser relacionado con un valor numérico, que ya depende de la
situacidén, en nuestro caso tomamos como defectuoso al (0)
cero y no defectuoso al (1) uno. De aquf el Dominio de f:

Dominio f =S ={Aq, Ay, A3, ...A19, Apo} y el codominio: Codomi-
nio f = {0, 1} Si no adoptdramos la convencién de 1y 0 para la
relacién de no defectuoso y defectuoso respectivamente, en-
tonces no serfa variable aleatoria, pues su codominio no serfa
numérico” P18.b
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“Depende de la representacién que se le dé seria una variable
aleatoria con la siguiente representacién:

Dominio: Estudiantes de primer semestre

Codominio: Numero de la localidad

Estudiante Localidad

Evidencian la definicién de
variable aleatoria, al resaltar
en sus respuestas la necesi-
dad de que el dominio de esta
sea el espacio muestral y que
el codominio sea un conjunto
numérico.

Proponen convertir el codo-

minio no numérico de una
No serfa una variable aleatoria con la siguiente representa- | relacién funcional, asignan-

cién” do a cada valor de la variable
) ) seudo aleatoria un numero,
Estudiante  Localidad de manera que la variable sea
aleatoria.

Suba

Usme

Bosa

P18.c
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Codominio = - Si es de forma cualitativa es (cara) y sello), don-
de si salen dos y dos se escribe cara y sello, ej: (ccss) (cscs). No

es variable aleatoria.

-{2, 3, 4} Es variable aleatoria

(ccss)  (csss)

(sscc)  (cccs)

(SCSC)  (SSSC)”  P18.e (F2)
Dominio Codominio

“No es variable aleatoria:
Mayor cantidad de caras = 1
Mayor cantidad de sellos = 2
No serfa una variable aleatoria,
ya que en el diagrama vemos
que a un elemento del dominio

le pertenecen 2 del codominio
y asi deja de ser funcién.

R. M.C.

Es una variable aleatoria si
asignamos:

Mayor cantidad de caras = 1
Mayor cantidad de sellos = 2

Igual cantidad de caras y se-
llos = 3 Dominio: resultado

Codominio: mayor cantidad
de caras o de sellos” P18.e
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Notan que la relacién que se
establece con los valores de
la variable no cumple con la
definicién de funcién. En es-
tas respuestas se evidencia
que para que una variable sea
aleatoria, no solo se necesita
el espacio muestral como do-
minio y conjunto numérico
como codominio, sino que
también la relacién sea fun-
cién.

Agregan un ndmero al codo-
minio para que la correspon-
dencia entre los valores del
dominio y del codominio sea
inyectiva, y de esta manera
posibilitar que esta relacién
sea una variable aleatoria.

Resultados
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“La relacién funcional... corresponde a variable aleatoria, es-
pecificamente en la relacién 1 espacio muestral (120 emplea-
dos), con el ndmero de personas que conforman el ntcleo
familiar, su dominio es el espacio muestral aquf relacionado”
P21

Exponen que la relacién entre
espacio muestral y numero
de personas que conforman el
nicleo familiar es funcional.

“Variable aleatoria —>

Dominio: espacio muestral - (120 empleados) )
Expresan en lenguaje verbal

Codominio: destino(asignando un niimero a cada lugar)” P26 | que la variable aleatoria que
tiene como dominio el con-
junto de los 120 empleados
y como recorrido el lugar de
preferencia; advierten la ne-
cesidad de asignarle un nu-
mero a cada lugar, para que
sea un conjunto numérico.

Muestran relaciones a través
de un diagrama sagital. La re-
lacién entre los elementos del
conjunto A y los del conjun-
to C podria considerarse una
funcidn, pero no una variable
aleatoria, pues el recorrido no
es numérico y el dominio pa-
rece ser una particién y no el
espacio muestral.

=» | ONDRES

No es precisa la relacién que
establecen con las probabili-
B’ = Conjunto de empleados que prefieren ir a Londres dades.

“A’ = Conjunto de empleados que prefieren ir a Parfs

C’ = Conjunto de empleados que prefieren ir a Roma” P25

“La variable aleatoria que nosotros definimos fue la siguiente: | ptienden y aclaran que la

variable aleatoria es una re-

Dominio: las distintas formas en que pueden salir las 3 capsulas | lacién funcional con un domi-
18 nio que es el espacio muestral
(*j y el codominio que son valo-
res numéricos que se le asig-
nan a cada uno de los posibles

Codominio: 0,1, 2,y 3..” P7.2 resultados.

3
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Identificar subconjuntos de un espacio muestral asociados a valores de una variable

aleatoria (a9)

“El conjunto de los destinos hacia el conjunto determinado
por grupos de empleados con ese destino... el conjunto por
grupos de empleados hacia el conjunto de los destinos” P15

m_— 51

my——  »2
mo—p 10” P15

“Dominio = {Ea, Eg, Ec} y Codominio = {Roma, Parfs, Londres}”
P15

“Dominio: empleados, Codominio: lugar o destino de prefe-
rencia, cada subconjunto del dominio se relaciona con uno de
los destinos de preferencia, ubicados en el codominio” P15

“...este concepto lo identificamos cuando el espacio muestral
de 3 de las 18 cdpsulas, le asignamos a cada una de ellas un
valor entre (0, 1, 2 y 3), que relacionaban el # de cocainas en la
combinacién” P7.3

“Dominio: las distintas formas en que pueden salir las 3 capsulas
3

Codominio: 0, 1, 2,y 3 en donde

0 =3 vitaminas

1 =2 vitaminas y 1 drogas

2 =1vitaminas y 2 drogas

3 =0 vitaminas y 3 drogas” P7.2
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Reconocen como  espacio
muestral el conjunto de em-
pleados y determinan sub-
conjuntos de este a partir de
los valores de la variable alea-
toria nimero de familiares
y la variable seudo aleatoria
destino de preferencia.

Del espacio muestral confor-
mado por ternas los estudian-
tes reconocen que le pueden
asignar un valor numérico
que corresponde al ntimero
de capsulas de cocaina que se
pueden encontrar al tomar
tres de las 18 cdpsulas que se
encuentran en el frasco.

Resultados
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Explicar que los subconjuntos asociados a los valores de la variable aleatoria conforman
una particién del espacio muestral del experimento aleatorio. (r9)

Roma
(Ea)
Paris Londres
(Eb) (Ec)
P15

36

/N

Paris 44 40 Londres

P15

“Conjunto por grupos de empleados hacia el conjunto de los
destinos” P15

“my, my, ms, ... myo: Dominio; 1, 2, 3, 4 ...10: Codominio” P15

“Dominio: Empleados, codominio: lugar o destino de preferen-
cia, cada subconjunto del dominio se relaciona con uno de los
destinos de preferencia, ubicados en el codominio; siempre y
cuando EA, EB y EC sean los subconjuntos correspondientes” P15

Explican a través de figuras
geométricas que los valores
de la variable aleatoria nime-
ro de familiares y de la varia-
ble seudo aleatoria destino de
preferencia, determinan una
particién del espacio mues-
tral, donde se evidencia la
disyuncién entre los subcon-
juntos y la conjuncién de ellos
conforma el espacio muestral
de los empleados.

Muestran subconjuntos del
espacio muestral que podrian
conformar una particién, pero
no explicitan que asf sea.

Cuantificar los resultados favorables asociados a un evento (a10.1)

“Primero contamos la cantidad de empleados cuyo nucleo fa-
miliar se compone por tres personas, encontramos que el nd-
mero fue 20, lo que significa que la probabilidad es:

20{Empleado con 3 familiares} _1,, P8
120{Total de empleados} 6

“Seglin los datos entregados (Datos de los empleados partici-
pantes en la rifa), la probabilidad de que el ndcleo familiar del
empleado elegido esté constituido por tres personas es :
# 1 2 1
p(E)——_revento 20 1
#Espaciomuestral, 120 6

Cardinal del conjunto de posibilidades que sucede el eventol
Cardinal del conjunto del espacio muestral” P8
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Cuentan los elementos de los
conjuntos o subconjuntos men-
cionados anteriormente para el
célculo de la probabilidad. Ade-
més los estudiantes nombran
los conjuntos o subconjuntos
necesarios para el cdlculo de la
probabilidad pedida en la situa-
cién dada.
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“Probabilidad clésica. El nimero de subconjuntos de cardinal
3 es igual a 20. Sea A el evento: el ntcleo familiar estd confor-
mado por tres personas, entonces su probabilidad es:

20
P(A)=——=0,16"P8
120

“La probabilidad de que el niicleo familiar esté constituido por
3 personas:

19,
120

P8

“Probabilidad de que el nuicleo familiar del empleado esté con-
formado por 3 personas:

20 1,
120 6

w« o 20 10 1
Constituido por 5 personas son 20 entonces — = —= —
120 60 6
Constituido por 4 personas son 28 entonces 8 = E: s
120 60 30
o 20 1,
Constituido por 3 personas son 20 entonces — =—
120 6
“De 4 personas —> 8
120
9
De 1 persona —>» —
120
13
De 2 personas —» —
120
13,
De 3 personas —>» ——" P19
120
“Parfs: 44 empleados entonces a2 1
120 60 30
Londres: 40 empleados 40 20 2 1
0 6 3
36 18 9 3,
Roma: 36 empleados — =—=—=—"P24
120 60 30 10

Establecen el nimero de ele-
mentos del evento. Ademads,
explican y justifican el proceso
realizado para el célculo de la
probabilidad utilizando la f6r-
mula de probabilidad clasica.

Hacen el conteo de los casos
favorables para aplicar la fér-
mula de la probabilidad cla-
sica, y a diferencia de otros
casos de respuestas no pre-
sentan més explicaciones.

Determinan el numero de
empleados cuyo nicleo fami-
liar estéd constituido por 1, 2,
.., 0, 10 personas, es decir, el
numero de resultados favora-
bles de cada evento.

Aunque algunos grupos no
expresan en lenguaje natural
el niimero de resultados favo-
rables asociados a un evento,
se puede considerar que si lo
identifican, en vista que al
hallar la probabilidad a través
de la férmula, sustituyen ade-
cuadamente el dato corres-
pondiente a casos favorables.

Expresan el nimero de em-
pleados que prefiere visitar
algunas de las 3 ciudades, es
decir, el nimero de resulta-
dos favorables de un evento.

Resultados
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Calcular la probabilidad de un evento al realizar el cociente entre la cantidad de resul-

tados favorables y el niimero total de resultados (a10.2)

“Probabilidad de que el nicleo familiar del empleado esté con-
formado por 3 personas:

20 1,

120 6

“Probabilidad evento: . 0,00083 (Probabilidad Clésica)” P3
(£3) 120

“Dentro del espacio muestral para la variable personas del nii-
cleo familiar podemos calcular las siguientes probabilidades:

Ndcleo familiar conformado por una persona. P = 2
120

, W 1
Ntcleo familiar conformado por dos personas. P = ﬁ

Ncleo familiar conformado por tres personas. P = 120

120

Nucleo familiar conformado por cuatro personas. P = 2 pi3
120

“;Qué probabilidad existe de que el empleado elegido, desee
ir a Londres?

Encontramos que son 39 empleados que lo satisface, entonces

la probabilidad es: 391
120

40

;Qué probabilidad existe en que el empleado elegido desee ir
aRomay a Paris?

Encontramos que son 81 empleados que lo satisface, entonces

. 81 27,
la probabilidad es: — =--"P14
120 40

“Ejemplos :
;Qué probabilidad hay que la persona elegida tenga 4 personas
en su ntcleo familiar? P = 142—70 =0,3916

;Qué probabilidad hay de que el empleado seleccionado tenga

menos de 5 personas en su nuicleo familiar? P = 20 0,75
0
;Qué probabilidad existe para que el trabajador escogido tenga

, . 11 »
exactamente 6 personas en el nicleo familiar? P =——=0,0916
P13 120
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Calculan, respecto a diferen-
tes preguntas la probabilidad
de un evento al realizar la
divisién entre la cantidad de
elementos del evento favo-
rable, sobre el total de casos
posibles. Se nota que en gene-
ral la respuesta se deja expre-
sada como un cociente; solo
en pocas respuestas después
de expresar la probabilidad
como un cociente se agrega
su resultado en representa-
cién decimal.
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Resultados

“P(A;): es la probabilidad de que el nticleo familiar esté consti-
tuido por i personas Hallan la probabilidad a par-
tir de la férmula:

9 1
P(A1) =—=0,075 P(Aj) = . 0,108 "
120 120 p(a) =11
20 28 N
P(A3)=—=0,166 P(Ag)=——=0,23 n: nimero de resultados favo-
120 120
rables
20 12
P(As) = 120 0,166 P(Ag) = 120 0.1 N: ntmero total de resultados.

P(Ag) = 5 0.041 Expresan la probabilidad con
’ la notacién P(A) y con A deno-
tan el evento

P(A7) = T 0,058
120

4
P(Ag) == = 0,033 P(A7) =2 =0,016” P19
9
120 120

¥\

« 20 1
Conformado por 5 personas — =~ .
120 6 Expresan las probabilidades

solamente con la fraccién.
28 7 »
Conformado por 4 personas — = —"P19
120 3

ooy hiz) G G)

T 18 + T En la tabla se dan dos valores
(?) (—j ( ) de las probabilidades; sin em-
= w = EZ ~ 0,554” P71

bargo, usan técnicas de con-
teo para hallar y verificar las
816 816 probabilidades, al usar estas
técnicas encuentran los ca-
sos favorables de los eventos,
pero no se puede saber si lo
reconocen o no, sino simple-

mente lo hacen usando la fér-
mula.

3 3

A4COX(EE3) 1 _, 04001 p71
18C 3 204
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Precisar el espacio muestral que origina el numero total de resultados (r10.2)

N° personas que
conforman el nicleo Probabilidades
familiar

Espacio
muestral

Establecen el espacio mues-
tral a través del diagrama
sagital, colocando explicita-
mente que este conjunto tie-
ne 120 empleados, que es el
ndmero total de resultados
que se usa para el calculo de
las probabilidades.

P20

Calcular la probabilidad de un evento con base en probabilidades de otros eventos (a11)

“El nticleo familiar del empleado elegido tiene a lo més de tres
personas

4
P(AD) = —— = 0,075 P(A) = =0,108
120 120

Calculan la probabilidad de
un evento compuesto a través
de la suma de las probabili-
dades de los eventos simples
P[1,3]=P(A7) + P(Ay) + P(A3) = % =0,35" P29 disyuntos que lo conforman.

20
P(A3) =—=0,166
120

La probabilidad de que sea alo mas 3

Expresan la probabilidad con
la notacién P(A) y con A deno-

“Sumemos las probabilidades de que el nicleo familiar sea a lo tan el evento.

mas tres, cuatro o cinco: -
’ Expresan la probabilidad so-

lamente con las fracciones.

9 13 20 42 7
—+—t—=—=
120 120 120 120 20

familiar del empleado sea a lo

}Probabilidad para que el nicleo
mas de 3 personas

42 28 _7 Probabilidad para que el nicleo familiar del
120 120 12 | empleado sea alo mds de 4 personas” P29
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“Se deberan sumar las primeras probabilidades hasta comple-

tar una probabilidad de 60%

9 13 20 28 20
—_— t—— +— + =

Luego el niimero minimo de tiquetes serd de 5” P29

Aportes investigativos para el disefio curricular en geometria y estadistica - Parte II

—=0,75=75%
120 120 120 120 120 120

Calculan la probabilidad de
un evento compuesto a partir
de las probabilidades de even-
tos simples disyuntos para es-
tablecer el niimero minimo
de tiquetes por comprar, y as{
ofrecer una solucién al pro-
blema planteado.

Establecer la existencia de una relacién funcional entre el recorrido de la variable alea-

toria y las probabilidades de los eventos (r12.2)

“La funcidn estd definida por f; A—>B—>C

A es el espacio muestral de empleado, B representa el niimero
de personas del nticleo familiar y C es la probabilidad de que el
ntcleo familiar esté constituido por uno de los elementos de B.

La funcién de probabilidad estd definida por f: B—> C P21

La funcién de probabilidad que podemos identificar es: la re-
lacién entre el nimero de personas que conforman el nucleo

familiar y las probabilidades obtenidas” P21

“A cada conjunto determinado de empleados le pertenece un
Unico ntimero de personas en su nucleo familiar y una dnica

probabilidad” P20
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Definen las posibles relacio-
nes entre el espacio muestral
(nimero de empleados), los
nimeros de personas que con-
forman el nicleo familiar y las
probabilidades asociadas.

Al especificar por separado
la relacién funcional entre el
recorrido de la variable alea-
toria y las probabilidades de
los eventos, utilizan la misma
letra para denotar la funcién,
con lo cual podrian crearse
confusiones.

Expresan en lenguaje natural
relaciones funcionales; pero
en el diagrama sagital no es
precisa la relacién que esta-
blecen entre los subconjuntos
de empleados determinados
segun el lugar de preferencia
con sus probabilidades.

Resultados
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N° personas que
conforman el niicleo
familiar

Espacio
muestral

“Relacidén

Probabilidades

1. Espacio muestral - N° personas del ntcleo familiar

A cada empleado le corresponde un tinico niimero de personas

que conforman el nicleo familiar

2. Espacio muestral, N° personas del nicleo familiar - Proba-

bilidades

A cada relacién espacio muestral - N° personas ndcleo familiar

le corresponde una tnica probabilidad” P20

P20
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Muestran en el diagrama sa-
gital las posibles relaciones
funcionales entre el espacio
muestral, el recorrido de la
variable aleatoria y las proba-

bilidades.

Verbalmente los estudian-
tes describen la relacién que
constituye la variable aleato-
ria, pero luego describen la
relacién 2, que se ajusta a la
funcién compuesta y no a la
funcién de probabilidades.

Plantean la relacién que
existe entre los valores de la
variable aleatoria y las pro-
babilidades a través de un dia-
grama de torta, lo cual permi-
te ilustrar el evento de mayor
probabilidad en términos de
la seccién de mayor volumen,
sin necesidad de recurrir a los
numeros. Parece que los estu-
diantes consideran la relacién
como funcional por el hecho
de asociar a cada valor una
sola probabilidad.
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Resultados

pt:fge?er;:(:a Probabilidad

1
Reconocen que el recorrido
de la variable aleatoria son
los tres destinos posibles con-
siderados como ntimeros, de-

2 terminando la relacién fun-
cional entre destino posible
y su respectiva probabilidad.

3

“Lugar de preferencia - probabilidad” P27

Conjunto de N° Personas del

empleados ‘A" nicleo famiiar " C0ead C

Presentan las relaciones fun-
cionales existentes entre el
espacio muestral, el nimero
de personas del nucleo fami-
liar y la probabilidad; las pro-
babilidades estdn dadas no
como fracciones sino como
numeros decimales en el in-
tervalo [0,1].

v
5‘©oo\|oucn-|>oom—>

“Las relaciones establecidas tienen el siguiente orden:
A—>B—>C

La funcidén de probabilidad estd definida por f: B—> C” P20
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“Todas son relaciones funcionales

1) dominio: {E1, ..., E120} codominio: {Parfs, Roma, Londres}
31 11}

’

2) dominio: {E1, ..., E120} codominio { ,
0 3 30

3) dominio: {Parfs, Roma, Londres} codominio{ } P26 | Establecen relaciones entre:

el niimero de empleados y los
lugares de destino; entre em-
pleados y las probabilidades
de cada evento determinado
por cada lugar de destino;
ademds las representan a tra-

vés de diagramas sagitales.

W | =
o=

1
731

N
o|""

‘4

}“ LONDRES La funcién entre el lugar de
XX

‘ preferencia no la consideran
} ¢ una funcién de probabilidad
por no tener un dominio nu-
mérico.

“No se puede definir una funcién de probabilidad ya que el
dominio no es numérico” P27

Representan a través de dia-
gramas sagitales la relacidn
lugar de preferencia y su pro-
babilidad, asignando a cada
lugar un nimero para poder
definir la funcién de probabi-
lidad donde el dominio es el
recorrido de la variable alea-
toria (numérico) y su recorri-
“En este caso se puede definir una funcién de probabilidad, ya do las probabilidades de cada
que asignamos un valor numérico a cada lugar, teniendo en | evento.

cuenta este aspecto el dominio de la funcién determinada es

numérico y el codominio es la probabilidad.

Funcién de probabilidad Dominio: destino (asignando un nu-
mero a cada lugar; Codominio: probabilidad” P27
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Calcular probabilidades de eventos conjuntos (a13)

“P(L,1) = 2 0,0166
120
7
P(R, 4) =—~ 0,058
120

P(L, i)

L = Londres, P = Paris, R = Roma, i = N° personas ntcleo familiar”

P30

120 | 120

P30

8 9
1 0
120 | 120
3 2
120 | 120
1 2
120 120
5 4
120 | 120

PP, 2) =2 ~ 0,033
120
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Resultados

Hallan las probabilidades del
evento conjunto, cuyas varia-
bles son niimero de personas
que conforman el nucleo fa-
miliar y lugar de preferencia,
determinando primero las fre-
cuencias conjuntas.
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“Ahora determinamos las posibilidades de que algunas de esas
tres sean cocaina, es decir;

GGG HEIE)-

| ] | ] | ]
1 1 1
Posibilidades  Posibilidades  Posibilidades
que dos sean que una sea que todas tres
vitamina y vitamina y sean cocaina
una cocaina dos cocaina

Las anteriores son probabilidades de que le encuentren cocai-
na, luego la probabilidad de que el viajero sea arrestado por
narcéticos es:

452 0,5539215686” P7.1
816

Hallan la probabilidad de que
el viajero sea arrestado te-
niendo en cuenta las probabi-
lidades de los eventos que ha-
bian encontrado previamente.

Consideran como evento con-
junto la unién de tres eventos
que se forman cuando el agen-
te de la aduana saca 3 cdpsulas
del frasco y entre estas una,
dos o tres capsulas son de co-
cafna; los estudiantes asocian
las probabilidades calculadas
de los eventos nombrados an-
teriormente y las suman para
hallar la probabilidad de que el
viajero sea arrestado.

Darse cuenta que la identificacién de probabilidades maximas de eventos marginales no
necesariamente corresponden a las probabilidades méaximas de eventos conjuntos (r13.2)

“ e . fos 44 28
Probabilidades marginales maximas — y —

120~ 120

. . - 12
Probabilidades conjuntas maximas o

En este caso no ocurre lo sucedido en el {tem anterior. Enton-
ces les da a los organizadores que compraran 4 tiquetes a Paris
basdndome en las probabilidades marginales” P33

“Observamos que no se cumple, pues las probabilidades mar-
ginales maximas no corresponden con su respectiva pro-
babilidad conjunta. Teniendo en cuenta las probabilidades
conjuntas recomendamos que compre 5 tiquetes con destino
a Londres. pues nos parece que es mas representativa las pro-
babilidades conjuntas que las marginales” P33

Notan que las probabilidades
mdximas de eventos margina-
les no necesariamente corres-
ponden a las probabilidades
méximas de eventos conjuntos.

Destacan que las probabilida-
des méaximas de eventos mar-
ginales se corresponden a las
probabilidades méximas de
eventos conjuntos. Manifies-
tan que la recomendacién la
realizan basdndose en probabi-
lidades marginales.

Expresan su recomendacién
basados en las probabilidades
conjuntas

En este experimento de ensenanza las respuestas que evidencian el trabajo con la

variable aleatoria como relacién funcional son mds notorias, a pesar de que en mu-

chas de las relaciones que establecen los estudiantes, no es claro si el dominio es en

si mismo el espacio muestral o la particidn, es decir, el conjunto de subconjuntos de

puntos muestrales. Los estudiantes establecen la relacidén que constituye la variable

aleatoria en el sentido adecuado, hacia el conjunto de valores de la variable, y la
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Resultados

muestran como inyectiva. Cuando los valores no son numéricos asignan un ndimero
a cada valor, lo que evidencia la consideracién de la afirmacién hecha en el taller al
respecto del recorrido de la variable aleatoria debe ser numérico.

No pasa desapercibido que en los avances de los estudiantes pudo influir la intensi-
dad de las instrucciones y preguntas que se plantearon en esta versién del taller. No
obstante, en los desarrollos de los estudiantes se percibe que ademads de calcular las
probabilidades para todos los eventos determinados por los valores de las variables,
establecen, mediante diagramas, las relaciones entre la variable aleatoria como
funcién y la funcién de probabilidad, lo que de alguna manera puede ser reflejo de
su comprensién de la conexidén entre los nimeros implicados en el célculo de las
probabilidades y el espacio muestral ligado a los valores de la variable. Es decir, hay
indicios de comprensién en torno a la variable aleatoria como relacién funcional, que
igualmente se puede apreciar en las graficas de las relaciones que exhiben.

El trabajo de los estudiantes también muestra que asumen la equiprobabilidad del
espacio muestral ‘de base’, y que en algunas ocasiones el calculo de las probabilida-
des se fundamenta en operaciones con las probabilidades iguales y no en el conteo.

Sin embargo, cuando el espacio muestral es grande, dado que establecer la particién
no tiene sentido, el trabajo que se ve en los estudiantes estd centrado en los conteos
por combinatoria para el calculo de las probabilidades y no se percibe en las respuestas
la comprensién ganada sobre la variable aleatoria.

Los estudiantes en el desarrollo de las dltimas partes del taller se cuestionaron el
hecho de que las probabilidades marginales sean siempre las que indican adecua-
damente una mayor posibilidad de ocurrencia de un evento no simple, al encontrar
las probabilidades conjuntas como una opcién de mayor aparicién, y notaron que
probabilidades marginales y conjuntas no siempre se corresponden.
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Conclusiones

Capitulo 5.
Conclusiones

Acerca del trabajo de los estudiantes

Alo largo de los experimentos de ensefianza en los resultados encontrados sobre la
comprensién de los estudiantes, hay mds evidencias correspondientes a indicadores
de alfabetizacién que de razonamiento. Los resultados no arrojan indicios de indi-
cadores relativos a pensamiento, pero esto se origina primordialmente en las tareas

incluidas en los talleres, que no lo propician.

Sin embargo, es claro que en el dltimo experimento de ensefianza hay un aumento de
la cantidad de indicadores de razonamiento, con respecto a los involucrados en los
resultados de los experimentos de ensefianza previos. Dado que cada experimento de
ensefianza tuvo estudiantes distintos no es posible hablar de evolucién del pensamien-
to de los estudiantes a lo largo de los tres experimentos de ensefianza. Aunque dicho
incremento es sintomatico del progreso y maduracién del disefio de la secuencia de
instruccidn y de los talleres, los cuales parecen atender cada vez mds a promover el
razonamiento estadistico, también es representativo de alcances en la comprensién
del concepto de variable aleatoria como relacién funcional, y de nociones relacionadas.

Acerca de la comprensiéon ganada

En concordancia con los estudios de indole epistemoldgica reportados en Ruiz (2006),
que destacan los dos paradigmas sobre la variable aleatoria, como magnitud y como
relacién funcional, los resultados de los estudiantes en los primeros experimentos
de ensefianza confirman esta dualidad conceptual sobre la variable aleatoria, ligada
a la nocidén de espacio muestral y de experimento aleatorio que se ponga en juego.
En particular, los resultados sugieren que cuando se trabaja con espacios muestrales
finitos, detrds de la escogencia como espacio muestral del llamado espacio ‘adoptado’,
subyace la concepcién de variable aleatoria como magnitud, ya que se advierte que
implicitamente se evade establecer la relacién funcional, y se desconoce la existencia
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del espacio muestral ‘original’ que constituye el dominio de la relacién; ademas, dicho
espacio muestral ‘adoptado’, no se considera como recorrido. Esto aplica incluso en
casos cuando el espacio muestral adoptado no es numérico, en donde tiene sentido
aplicar la idea de variable seudo aleatoria. Conviene senalar también que si para la
asignacién de probabilidades se asume una perspectiva clasica, la no remisién explicita
a un espacio muestral ‘original’ equiprobable, puede llevar a errores en los calculos
cuando estos se basan en conteos del espacio muestral ‘adoptado’.

Igualmente, el hecho de que los estudiantes resuelvan situaciones de probabilidad
que implican el uso de variables aleatorias con nombre propio como la binomial o
la hipergeométrica, propicia la concepcién de la variable aleatoria como magnitud
pues no hay necesidad de abordar la variable aleatoria como relacién funcional; se
posibilita asi el surgimiento de un posible obstaculo epistemoldgico al respecto, que
no impide tener éxito en la solucién de problemas tipicos de probabilidad, pero que
no ayuda a los estudiantes en el trabajo con situaciones no tan comunes en los libros
de texto, como las que surgen en contextos de muestreo estadistico, similares a la
del taller de variable aleatoria planteado en este proyecto, donde el trabajo requiere
poner en juego la concepcidn de variable aleatoria como relacién funcional.

Cabe destacar ademads, unas reflexiones que estdn todavia sobre la mesa para ser
discutidas y profundizadas. La comprensidn alcanzada por los estudiantes acerca de
la variable aleatoria no parece llevarlos a ver la necesidad de considerarla como una
relacién funcional ni de determinar el espacio muestral ‘original’; alegan que para
resolver los ejercicios y tareas propuestas en la ensefianza, basta con mirarla como
el conjunto de valores numéricos, pues al calcular probabilidades el centro estd en
encontrar la cantidad de resultados favorables y el total de posibles resultados, 0 em-
plear férmulas de combinatoria sin considerar de dénde salen estos niimeros. De cierta
forma, se podria entender que consideran el trabajo realizado como poco relevante.
A diferencia de esto, los estudiantes que participaron en el proyecto como monitores
de investigacién y como practicantes reconocen explicitamente su ampliacién del
conocimiento conceptual, la cual valoran para su futura labor docente.

Algunas de las dificultades de los estudiantes en las situaciones de probabilidad,
pueden deberse a dos asuntos que se fueron esclareciendo en el desarrollo de esta
investigacién. Por un lado, estd el caracter de poblacién estadistica, mas que de espacio
muestral, que tienen los posibles resultados de los experimentos aleatorios ligados a
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algunas de las situaciones planteadas en los talleres; y, por otro lado, el hecho de que
proponer contextos como los de tales situaciones puede llevar a una confusién entre
las llamadas asignaciones clasica y frecuencial de la probabilidad.

Respecto al primer asunto, las situaciones de probabilidad que no son comunes en
los libros de texto, donde aparece una poblacién o un conjunto de referencia que
considera entes que asumen el papel de unidades muestrales, son mas usuales en
escenarios de muestreo, en donde se hace la distincién entre una poblacién objetivo
y varias poblaciones de datos de acuerdo al nimero de variables o caracteristicas que
se pretenda observar. Cabe advertir que en este tipo de situaciones, muy tipica de los
andlisis de encuestas, por dar un ejemplo, el espacio muestral ‘original’ lo constituye
la poblacién objetivo, mientras que las poblaciones de datos se pueden asimilar con
espacios muestrales ‘adoptados’.

Y respecto al segundo asunto, si se considera el contexto de la rifa presentado en el
taller de variable aleatoria trabajado en el proyecto, se debe sefialar que dado que la
probabilidad de que un empleado elija por ejemplo, como lugar de destino la ciudad
de Parfs, es el cociente entre la cantidad de empleados que eligen Parfs y el total de
empleados, se genera la idea errada de que esta es una asignacién de probabilidad
de tipo frecuencial y no clésica, pues cuando se hace el conteo de empleados que
satisfacen el evento, se habla también de la frecuencia de elementos que satisfacen
el evento; en realidad, el verdadero tipo de asignacidn, la cldsica en este caso, puede
confundirse con la frecuencial. Por supuesto, debe tenerse presente que una verda-
dera asignacién de tipo frecuencial supone la repeticién reiterada del experimento
aleatorio, que en el caso de un problema de muestreo, implica no la recoleccién de
una muestra sino de muchisimas muestras de la misma poblacién. En suma, se po-
dria decir que la situacién que se proponia no se asimilaba de manera transparente
con una situacién de probabilidad, aunque tampoco se tratara de una situacién de
muestreo probabilistico.

Se consolida en este proyecto la aproximacién adoptada para dirigir y adelantar la
educacién estocéstica, que pone como telén de fondo los procesos de alfabetizacién,
razonamiento y pensamiento estadistico, la cual permitié identificar distintos niveles
de complejidad y desarrollo de la comprensién estocéstica alrededor de la variable
aleatoria. No obstante, se requiere ahondar en la construccién de indicadores que pre-
cisen el desarrollo de pensamiento estadistico, y modificar la secuencia de instruccién
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para fomentarlo. Quizas, como se sugiere en literatura sobre educacién estadistica,
para el desarrollo de pensamiento estadistico es mas procedente considerar otras
estrategias de trabajo curricular como la de involucrar a los estudiantes en proyectos
de recoleccidn, andlisis y presentacién de resultados que sean motivados por intereses
de los estudiantes mismos.

La experiencia pedagdgica vivida en los experimentos de ensefianza llevados a cabo,
confirma que una concepcién bien desarrollada de la didactica de las matematicas es
tan importante para los profesores de mateméticas, como lo es una bien desarrollada
concepcidn de las matematicas; a lo largo de trabajo no solo los estudiantes, sino tam-
bién los profesores investigadores, se dieron cuenta que habia nociones de la teoria de
la probabilidad que era necesario revisar. Un ejemplo concreto es la conceptualizacién
de la idea de espacio muestral, tal y como se expuso anteriormente.
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El presente libro estd dirigido a personas interesadas en la investigacion en
Educacion Matemdtica, profesores y estudiantes de doctorado y de maes-
tria. Con €l se pretende contribuir a suplir una deficiencia de bibliografia de
referencia que oriente procesos investigativos en la comunidad educativa de
habla hispana. Para ello, se presentan dos investigaciones realizadas: una
por el grupo Aprendizaje y Ensefianza de la Geometria, y otra por el grupo
Educacidn Estadistica, del Departamento de Matemadticas de la Universidad
Pedagdgica Nacional (Bogota, Colombia) en 2010 y 2011, con el apoyo del
Centro de Investigaciones de dicha universidad, CIUP. Ambos equipos
centraron su mirada investigativa en la formacion inicial de profesores con
la conviccién de que, al reconocer que la geometria y la probabilidad son
fragiles en la matematica escolar, es necesario incidir en la formacion mate-
matica de los préximos profesores para fortalecer, a futuro, estos dominios
en la escuela.
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