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Resumen

Los campos quintaesencia estan determinados por observaciones hechas por dos
grupos de investigacion en astrofisica, uno es el de Saul Perimutter y el otro de Adam
Riess, los cuales dieron un resultado que género en los cientificos modernos nuevas
especulaciones sobre el comportamiento del universo. Las observaciones que dieron
origen a una forma de analizar el universo de otra forma se hall6 en las supernovas la,
que al ser descritas con el modelo estandar de la cosmologia nos dan como resultado
una expansion acelerada en el comportamiento del universo y que ademas nos hace dar
cuenta del faltante de densidad de energia que esta presente en €l. La forma de modelar
este nuevo comportamiento fue el de una nueva energia que no interactia con los
campos electromagnéticos y Paul Dave la llamo quintaesencia. Este tipo de energia
modelada como un campo escalar nos determinara la expansion acelerada del universo,

ademas que esta relacionada con la energia del vacio o constante cosmoldgica “A”.

Palabras clave: supernovas la, quintaesencia, expansion acelerada, modelo

estandar de la cosmologia.



Resumen y RAE IX

Abstract

Quintessence fields are determined by observations made by two research groups in
astrophysics, one is to Saul Perlmutter and Adam Riess another, which gave a result that
modern scientists gender new speculation about the behavior of the universe. The
observations that led to a way of analyzing the universe otherwise be found in
supernovae la, which to be described with the standard model of cosmology as a result
we get an accelerated expansion of the universe's behavior and also makes us to
account for the missing energy density that is present in it . The new way of modeling this
behavior was that of a new energy that does not interact with electromagnetic fields and
Paul Dave the quintessential name. This type of energy modeled as a scalar field we
determine the accelerated expansion of the universe, and that is related to the vacuum
energy or cosmological constant " A" ..

Keywords: supernovae la, quintessence, accelerated expansion, standard model of
cosmology.
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2.Descripcién

En este trabajo de grado se analizan los campos quintaesencia, la expansion acelerada y el
faltante de energia. Los campos quintaesencia estan determinados por observaciones hechas
por dos grupos de investigacion en astrofisica, uno es el de Saul Perlmutter y el otro de Adam
Riess, los cuales dieron un resultado que género en los cientificos modernos nuevas
especulaciones sobre el comportamiento del universo. Las observaciones que dieron origen a
una forma de analizar el universo de otra forma se hall6 en las supernovas la, que al ser
descritas con el modelo estandar de la cosmologia nos dan como resultado una expansion
acelerada en el comportamiento del universo y que ademas nos hace dar cuenta del faltante de
densidad de energia que esta presente en él. La forma de modelar este nuevo comportamiento
fue el de una nueva energia que no interactia con los campos electromagnéticos y Paul Dave la
llamo quintaesencia. Este tipo de energia modelada como un campo escalar nos determinara la
expansion acelerada del universo, ademas que esta relacionada con la energia del vacio o
constante cosmoldgica “N\”.
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4.Contenidos

El objetivo principal de este trabajo es mostrar un modelo de quintaesencia que resolveria los
problemas de la cosmologia actual de una forma satisfactoria. Las principales caracteristicas de
este modelo quintaesencia estan determinadas por el campo escalar que usaremos para
modelar estos comportamientos, ademas estaran limitadas por las caracteristicas del universo
pues para generar la expansién acelerada este campo quintaesencia debe tener una presion
negativa ademas de estar determinado por la constante cosmoldgica o que dependa de la
energia del vacio, ya que en el universo actual el vacio predomina, y por ultimo que modifique
las ecuaciones de campo de Einstein, pero mantenga las soluciones de Poisson y Laplace, en
presencia y ausencia de materia, ya que estas ecuaciones son las que en mecanica clasica
hacen que la cantidad de materia y energia permanezca constante y homogénea en todo el
espacio (Weinberg, 1972).

Las principales tematicas resueltas en este trabajo de grado para dar solucion al objetivo general
son:
Relatividad general y Cosmologia

Campos quintaesencia
Formalizaciéon Modelo Quintaesencia

Conclusiones




5. Metodologia

No aplica metodologia

6. Conclusiones

. El modelamiento del universo a través de campos escalares, resuelve los problemas de
la cosmologia moderna, uno de ellos el del faltante de energia, el cual se le asocia a la energia
del vacio que tiene unas caracteristicas especificas como un potencial que no evoluciona tan
rapido como el de las otras igual que con la energia cinética, pero el cual en este trabajo no se
cumple pues el factor de escala no evoluciona asi que no genera la expansion acelerada en el
universo.

. Se pueden generar los campos escalares de dos formas matematicas, una es la
exponencial (Ruiz, 2008), que comparandola con la de ley de potencias, da una mayor
evolucién a este campo quintaesencia, esto de acuerdo a la tesis nombrada en este mismo
parrafo como referencia, ya que evoluciona en el tiempo con mas facilidad, y no permanece
constante desde un principio del universo, ademas a través de un campo exponencial si da una
expansion acelerada y las energias de este tipo de campo si generan un campo constante
durante toda la evolucion, mientras que con el de ley de potencias las energias toman un valor
constante pero las energias siempre van a ser superiores a este, excepto en el principio del
universo.

. Segun las gréficas el potencial asociado al campo quintaesencia no estaba presente en
el comienzo del universo, por esta razén las otras energias fueron las que predominaron.

. La energia cinética de este campo en particular que modela la quintaesencia, disminuye
en el tiempo por esta razén ahora su energia potencial es la que modela el faltante de energia
atribuido al vacio, en este caso, constante cosmoldégica.

. La expansion acelerada del universo se puede generar por campos quintaesencia, sin
embargo la modelizacién de las supernovas tipo la, para encontrar la curva ancha que
caracteriza su comportamiento, esta fuera del propdsito d este trabajo, sin embargo se nombran
en todo el trabajo para demostrar, que hay una evidencia observacional que es base para la
explicaciobn de esta expansiéon y que ademas es punto de partida para otro desarrollo
matematico que generaria otra monografia en cosmologia.

Elaborado por: Yeimi Paola Garcia Mesa

Revisado por: Cruz Bonilla Yesid

Fecha de elaboracion del
Resumen:




Contenido X

Contenido
Pag.
ST U1 1= o PSPPSR UPPPTTRSPPPIN Vi
TN (o Yo [ Lo o3 oY o [ 1
1. Capitulo 1: Relatividad general y Cosmologia ....ccccoceeviiiiiiiiiiiiieieecceicee e, 3
1.1  Modelo estdndar de la coSmOologia .........ceiiieeeiiiiiiiiiiie e 3
1.2 Teoria general de la relatividad (TGR) ....ccoooeeeiiiiiiiiiiiie e 7
1.3  Ecuacion de Friedman-Robertson-Walker (FRW), dinamica del universo...... 13
2. Capitulo 2: Campos QUINTAESENCIA .....ecicueiiiiiiiiee et 17
2.1  Historia del concepto qUINtAESENCIA. .........uuuuuuuriiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiibeeeeeeeeeees 17
A A O 1§ 1] = T= ST o[ - U 18
2.3 Andlisis geométrico de la qUINtaESENCIA. ........uueeeieeiiiiiiiiiiiie e, 18
3. Capitulo 3: Formalizacién Modelo QUINtaeSENCIa.......ccceeeveeeiiiiiiiiiiiie e, 27
1 0 A o ][0 [T = T[] =R 27
3.2 Campo Escalar de tipo Ley de Potencias..........cccoeeeviveiiiiiiiiiieeeccceeiiceee e 27
3.3 Graficas Y ECUACIONES. .......uuuiiiiiiiiiiiiiiiiiee et 29
N @0 [ o] 1§ =TT Y == 39
A. Apéndice: CoNexXiOn afiN ... 41
B. Apéndice: tensor MEtrico FRW ... 42
C. Apéndice: Solucion factor de Escala del Universo.........cccccoeeeeeeeeiiieeeecccceeeeee, 43

BibDlOGIafia ..o e e e e e aaaan 46






Introduccioén

La cosmologia presenta diversos fendmenos estudiados por los fisicos actuales que dan
solucion a problemas complejos de la disciplina, los cuales muestran no solo el
comportamiento del universo si no su propia evolucion. Un problema que la cosmologia
actual posee, es la explicacion del comportamiento del universo desde el desacople de
las fuerzas y comienzo de su etapa de enfriamiento, desde ese momento hasta nuestros
dias su explicacion a llevado a los diferentes tedéricos del siglo XIX y XX (Sanchiz, 1993)
a centrarse en una teoria que no solo explique diferentes observaciones que no son

comunes y as cuales la teoria actual no da solucién (Carrol S. M., 1997).

La explicacion de la evolucion del universo, no solo es una de las problematicas actuales
de los cosmologos. El faltante de energia en él es aproximadamente del 70 % (Camargo,
2008). El conteo de las densidades de materia barionica y materia oscura son el 2, =
0,25 del porcentaje aproximado de densidad total de energia en el universo y la
contribucién de energia oscura es 2, = 0,75, las cuales contribuyen a la sumatoria de
energias dando el 100 % (Saul Perlmutter B. S., 2011) y permaneciendo la
homogeneidad e isotropia del universo fisico constante. Este problema observacional no
solo tiene consecuencias en el faltante de energia del universo si no que podemos decir
gue podria determinar la explicacion de la expansién acelerada y no como es predicha
por la ley de Hubble, una expansion en receso (Bengochea, 2009). Una evidencia
observacional de la expansién acelerada en la que se encuentra el universo es la
anomalia en el comportamiento de las supernovas tipo “la’, las cuales tienen un
corrimiento al rojo mayor al que predice el modelo estandar de la cosmologia (Saul
Perlmutter B. P., 2003), por ende se necesita un modelo tedrico que modele todas estas
observaciones y que teorice un universo en expansion acelerada, ya que las supernovas

nombradas predicen este comportamiento.



2 Introduccién

El objetivo principal de este trabajo es mostrar un modelo de quintaesencia que
resolveria los problemas de la cosmologia actual de una forma satisfactoria. Las
principales caracteristicas de este modelo quintaesencia estdn determinadas por el
campo escalar que usaremos para modelar estos comportamientos, ademas estaran
limitadas por las caracteristicas del universo pues para generar la expansion acelerada
este campo quintaesencia debe tener una presion negativa ademas de estar determinado
por la constante cosmoldgica o que dependa de la energia del vacio, ya que en el
universo actual el vacio predomina, y por ultimo que modifique las ecuaciones de campo
de Einstein, pero mantenga las soluciones de Poisson y Laplace, en presencia y
ausencia de materia, ya que estas ecuaciones son las que en mecanica clasica hacen
gue la cantidad de materia y energia permanezca constante y homogénea en todo el
espacio (Weinberg, 1972).

El desarrollo del trabajo se basa principalmente en llegar al comportamiento del factor de
escala del universo a través de un campo escalar quintaesencia y como la energia
asociada a este campo ha estado presente desde el comienzo del universo desde 10"-34
segundos después del Big Bang, el comportamiento de este campo se desarrolla
tedricamente para analizarlo a través de las graficas correspondientes de su evolucion,

las cuales se realizaron en el programa Mathematica versiéon 7.0.

La comprension de las ecuaciones encontradas y de su analisis pretende dar una
comprension mayor de un universo en expansion acelerada para posteriores trabajos y
gue dejan un avance tedrico en la universidad pedagogica nacional en el departamento
de fisica, ya que estos temas no son tratados comunmente en los trabajos de grado por
su complejidad matematica, también se pretendié hacer con este trabajo un avance
metacognitivo con el objetivo de un estudio posterior a la licenciatura en fisica de esta
sobre esta tematica, ademas de mostrar nuevas teorias en la explicacion de estos
fendbmenos que son estudiados por cosmodlogos de vanguardia (GFR Ellis, 1973) (J.P
Ostriker, 1995).



1.Capitulo 1: Relatividad general y
Cosmologia

Para explicar los fendmenos de la naturaleza se han realizado diferentes explicaciones
tedricas a través de la historia, muchas han perdurado en el tiempo gracias a su exactitud

en la explicacion de los fenébmenos.

Una teoria modificada en el tiempo, que con nuevas observaciones ha completado y
dado explicacion a fenémenos fuera de la tierra, es la cosmologia, la cual tiene como

base La Teoria General de la Relatividad (TGR).

1.1 Modelo estandar de la cosmologia

La cosmologia es la ciencia que estudia como son la estructura y evolucién del universo
a gran escala a través del tiempo (Key Davidson, 1994). El estudio en cosmologia
empieza cuando se hace la suposicidn gue nosotros no ocupamos un lugar preferencial
en el universo y que las leyes de la fisica en la tierra se cumplen para cualquier sitio de
este. La forma de estudiar estas suposiciones es por medio del Modelo Estandar de la
Cosmologia (MEC), que no solo da explicacion de los fendbmenos actuales que suceden
en el universo, sino que explica el inicio de este y como podria ser en el futuro su

comportamiento.

La principal base del MEC es el principio cosmolégico y su principal resultado el Bing
Bang o gran explosion, la cual arroja un valor para el comienzo del universo =13,7 *10°
afios (ASTRONOMIA, 2010), una fraccion de segundo después de esta gran explosion~
1073* seg, el MEC explica satisfactoriamente la evolucién del universo (Sanchiz, 1993). A
demés la ley de Hubble prueba que el universo se encuentra en expansion y esta
corroboracion se podria tomar como explicacion a la teoria del Big Bang. La ley de
Hubble aparte de ser la confirmacion de la teoria del Bing Bang, establece una expansion
del universo con una velocidad de recesion de las galaxias proporcional a su distancia

respecto a nosotros, (de acuerdo a observaciones de supernovas tipo la, sucede lo
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contrario) (Saul Perlmutter B. S., 2011), segun las observaciones de Saul Perlmutter y
Adam Riess acompafiados por sus grupos de trabajo, midieron y analizaron los flujos de
energia de varias supernovas del tipo la para varios valores del corrimiento al rojo z, se

encontraron con el resultado de la figura (1.1).
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Figura 1.1 Observaciones de las magnitudes aparentes de diversos sets de
supernovas del tipo Ia para varios valores de corrimiento al rojo. Las lineas
corresponden a ajustes a los datos para diferentes modelos tedricos que
contemplan o no la constante cosmoldgica ademas de atomos y materia oscura.

(AL 2003) (S. Perlmutter, 1998)

Para comprender que son las supernovas y como se mide su luminosidad podemos decir
gue estas supernovas son explosiones estelares que nos permiten medir grandes
distancias en el universo, pues son el producto de sistemas binarios de estrellas masivas,
gue cuando suceden, su luminosidad de explosiébn parece ser siempre la misma,
convirtiéndolas en candelas patrones. Suponiendo conocida la luminosidad absoluta L de

las la y midiendo el flujo de energia F que nos llega a un detector en la tierra, podemos

calcular su distancia luminosa d; por medio de d; = /M—F. La distancia luminosa se

define porque en ausencia de expansion, el flujo detectado o brillo aparente, es la

distancia ordinaria o real a la fuente en una geometria euclidiana.
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Las distintas formas de medicion y sus diferentes escalas de esta ley, a través del Hubble
Space Telescope, pueden determinar los parametros de aceleracién del universo
(A lamnda, H*parametro de hubble, p. densidad critica, q campo escalar quintaesencia,

q energia del campo quintaesencia ).

. L
Cuando se compararon los datos obtenidos en d; = /m con curvas trazadas usando

d,=>010+2) OZ%Z’ gue es la distancia luminosa a una fuente puntual con un corrimiento
al rojo z determinado, los grupos de trabajo de Perlmutter y Riess, se encontraron con
gue dichas observaciones no podian ser ajustadas con ningn modelo cosmoldgico que
solo contemplara atomos y materia oscura (R.R Cadwell, 1998). Tedricos se idearon la
forma de explicacion primero tomando un geometria no euclidiana y segundo que
existiera un componente mas en el universo que hiciera que las supernovas se
comportaran distinto a lo predicho por el MEC, a esto lo llamaron energia quintaesencia

la cual se le atribuye al vacio en el universo (Saul Perlmutter B. S., 2011).

Para sustentar las observaciones debemos conocer el modelo estandar, este nos habla
de postulados que hacen que el universo mantenga las condiciones de homogeneidad e
isotropia 0 que si observamos desde cualquier galaxia en cualquier direccién, el universo
tendra el mismo aspecto, asi que todos podriamos estar en el centro del universo (Carrol
S. M., 1997). El otro postulado del modelo estandar de la cosmologia nos habla de la
evolucién del universo pues si nosotros consideramos el universo isotrépico vy
homogéneo a la vez, con el pasar del tiempo esta regla no se puede romper (Sanchiz,
1993). El postulado en cierta forma mas importante que toma un tiempo universal o
césmico y que permite la sincronizacion de relojes es el postulado de Weyl, el cual sirve
de coordenada de referencia para el universo, lo cual se puede tomar como que lo que

se mueve o expande es el espacio y no las galaxias .

Ademas la radiacién césmica de fondo (Cosmic Microwave Background, CMB), es
también considerada el ultimo destello del Bing Bang. Fue descubierta por Arnold
Penzias y Robert Wilson en 1965 (Bengochea, 2009), esta radiacion fue captada por
satélites de ondas sonoras, a través de antenas en la tierra. Esta puede ser comparada
como una radiacion de un cuerpo negro perfecto a una temperatura aproximadamente a

T=2725 °K, por ende es isotropica ya que no varia en todo el espectro tomado por el
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Hubble (Bengochea, 2009), ya que el universo parece estar todo a una misma

temperatura para donde se vea.

La radiacion de fondo de microondas fue emitida a medida que el universo se fue
expandiendo, el enfriamiento adiabatico (del cual el corrimiento al rojo es un sintoma
actual) causado porque el plasma se enfrié hasta que fue posible que los electrones se
combinaron con los protones y formaron atomos de hidrogeno para que se pudieran
desacoplar los fotones de la materia, esta radiacion fue emitida aproximadamente hace
unos 350000 afios después del Bing Bang y ocurrié cuando el plasma alcanzo los 3000
°K (Seife, 2003), la CMB tiene informacién de los primeros afios de formacion del
universo y de las estructuras, ademas da fundamento a la isotropia y por medio de las
anisotropias que son ligeros cambios de temperatura (una parte de 10"5) permite la
determinacion de los diferentes parametros del modelo estandar (exceptuando el
parametro de Hubble que se determina por otros medios). Estas observaciones han sido
confirmadas con gran precision hoy dia por experimentos como el Cobe, Boomerang,
Maxima y en la actualidad el WMAP (Bengochea, 2009) (Seife, 2003). Estos
experimentos estan ayudando a establecer el paradigma del Big Bang inflacionario como
modelo predilecto de la cosmologia, pues a través de las pequefias anisotropias se

puede ver como es la forma del universo y como es su comportamiento.

La Nucleogénesis pertenece a la explicaciéon de los comienzos del universo y de su
composicion, esta fundamentada en el Big bag ademas de CMB y fue determinada en los
aflos 40 del pasado siglo por George Gamow, que planteo la determinacién de los
elementos primigenios, que son los mas abundantes en el universo. Esta se dio cuando
el universo tenia apenas 100 segundos de creacion, ademas estaba a una temperatura
aproximadamente, a un poco mas de la temperatura del nacleo de nuestro sol. Los
elementos como ?He, 'H, *He, Li, *D, fueron creados en esta época gracias a las

reacciones nucleares producidas en la Nucleogénesis

Cuando ya se explica la creacion de la materia visible y estudiada en el universo se hace
necesaria la explicacion, inusual, de ciertos componentes del universo, uno de estos
sistemas, las galaxias. Cuando se estudian este tipo de sistemas celestes encontramos
varias propiedades existentes en el universo y que en las galaxias también se encuentran
(movimiento rotacional, concentracion de masa, formacion de estructuras, etc.), pero su

movimiento rotacional en su centro no es de igual forma que en sus brazos de alli viene
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la necesidad de introducir en la cosmologia y astronomia otro tipo de materia; una
materia que no interactda con el campo electromagnético por lo cual no se observa,
ademas que en su representacion tedrica sea la solucién al comportamiento de la
velocidad de los brazos de las galaxias, ya que estan en recesion y es diferente a la
velocidad de rotacién del resto de la galaxia, asi que se dijo que existia una materia que
intervenia en este movimiento para frenar esa velocidad la cual es la materia oscura
caliente que se mueve a gran velocidad y su fuerza gravitacional es la que hace que los
brazos de las galaxias se muevan diferente (ASTRONOMIA, 2010).

1.2 Teoria general de larelatividad (TGR)

Todos los conceptos 0 modelos de explicacién de la generacion del universo y de su
comportamiento llevan a la interpretacion del universo a través de las ecuaciones de la
relatividad general. Como ya se dijo anteriormente las base tedérica fundamental del MEC
es la teoria general de la relatividad (TGR), la cual fue planteada por Albert Einstein a
principios de los afios 20, esta teoria proporciona la explicacién de campos gravitatorios y
su relacién con la materia, ademas da el marco para desarrollar los diferentes modelos
cosmolégicos para la explicacion del comportamiento del universo, estudiados
previamente por el sacerdote belga George Lemeitre y Alexander Friedman (Sanchiz,
1993). Con la TGR se dio solucién a ciertos fenbmenos que en los 20 no se tenia
respuesta acertada, estos fendmenos fueron el avance del perihelio de mercurio, la
desviacion de la luz por el sol (hecha por Einstein después de crear la teoria) y el
desplazamiento al rojo gravitacional encontrado por la TGR, después de su evolucion.
Dentro de la interpretacion que Einstein realizé dio ciertas pautas para modelar el
universo, una de estas fue el principio cosmolédgico. Este principio trae como

consecuencia que el universo es homogéneo e isotrépico.

Las ecuaciones de campo de Einstein (ECE) ec (1.1) de la TGR relaciona el contenido de

materia con la geometria del espacio tiempo o del universo, donde R, es el tensor de

ricci que determina la curvatura del sistema, R es el escalar de Ricci o escalar de

curvatura y en este caso es la traza del tensor de curvatura, g,,,, es el tensor métrico que
da la geometria del sistema, A es la constante cosmlogica, T,, es el tensor materia
energia que determina la cantidad de materia y energia que hay en el universo, por

ultimo G es la constate de gravitacion universal y c* la constante de la velocidad de la luz
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elevada a la cuarta potencia. Para solucionar esta ecuacion se hace necesario tomar
ciertas simetrias razonables, que no solo cumplan con las leyes de la fisica, si no que
aseguran el principio cosmoldgico, donde el universo de acuerdo a traslaciones y
rotaciones es invariante (homogeneidad e isotropia).

1 8nG
Ruv - ERguv + Aguv = C_4Tuv (1.1)

Para modelar estas observaciones del universo invariante ante rotaciones y traslaciones
se plantea que el universo tiene comportamiento de fluido perfecto (Anderson, 1967), se
puede decir que un fluido perfecto es un fluido compresible o expandible sin viscosidad,
uniforme en toda su geometria, el cual tiene una ecuacion de estado que determina una
relacion entre la densidad propia p, Yy la presion propia P, de este, que mas adelante

estaremos planteando para dar solucion al universo en expansion acelerada.

Al hablar de la expansiéon del universo se dejara entre dicho que algunos teéricos
(Sanchiz, 1993), le atribuyeron esta expansion al vacio predominante en el universo y
gue se le atribuye a la constante cosmoldgica A, la energia de este vacio que tendra
presion negativa, que en principio fue introducida por Albert Einstein para dejar el
comportamiento del universo estatico y que ahora se usa para determinar la expansion
acelerada del universo y para explicar el faltante de densidad de energia que hay en este
(Carrol S. M., 2001).

A este tipo de energia faltante en el universo se le denomina energia oscura, y es la

forma en la que se explica el 70 % de densidad de energia faltante del universo.

Para modelar este tipo de energia se hace uso de las ecuaciones de Einstein ec(1.1),
pero para solucionarlas debemos tomar esta ecuacién sin constante cosmoldgica y

c=1,G=1, para hacer los calculos mas faciles, ec(1.2).
1
Ruv — §R9uv = 87IGTW (1.2)

Las ECE bajo ciertas condiciones reproducen las ecuaciones de invarianza de la

mecanica clasica que son la ecuacién de Poisson ec(1.3) que determina la presencia de
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un potencial gravitacional cuando hay materia, y la ecuacién de Laplace ec(1.4) que nos

dice que no hay un campo sin materia para que lo genere.

vy =-FL (1.3)
SO

ViV =0 (1.4)

Planteando las ecuaciones o métrica de De Sitter ec (1.5), que nos da la métrica del
espacio tiempo con materia en él o mejor llamada geometria universal de Einstein,
empezamos la solucién de las ecuaciones de Einstein para un universo en expansion

acelerada.

2

r—kr?

ds? = dt? — R2(t) +12d0? + r2sin?0d¢? (1.5)
Donde (t, r, 8, @) son las coordenadas comoviles del espacio tiempo, R?(t) es el factor de
escala del universo, ademas de ser explicitamente dependiente del tiempo y k es la
curvatura del universo de acuerdo a la cantidad de materia existente en él y es constante
en el tiempo. Si tomamos la métrica que se obtiene netamente de las condiciones de
homogeneidad e isotropia sin usar las ecuaciones de campo de Einstein dando a la
componente temporal un valor fijo, de esta suposicion salen las ecuaciones de
Friedmann- Robertson- Walker (FRW), con las cuales podemos hallar la forma del
universo dando valores (1, 0, -1) a k, para diferentes curvaturas en los diferentes
modelos de universo, por ejemplo con k =1 es un universo cerrado tomado en un instante
de tiempo t,, la métrica de este sistema sera sin componente temporal, como se observa

en do? (reductor) ec (1.6).

2

— kTZ

do? = R? - +12d6? + r2sin?0dp? (1.6)

Tomando la ec. (1.4) y haciendo un cambio de variable llegamos a que la variedad que
relaciona este tipo de comportamiento es la hiperesfera determinada por la ec. (1.7), por

ende es un universo cerrado en un instante determinado de tiempo.

w2+x24+y?+z2 = RZ (1.7)
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Si nosotros hacemos esta hipersuperficie moverse en el espacio tiempo nos damos

cuenta que llegamos a un universo cilindrico el cual fue planteado por Einstein.

Cuando tomamos k =0, decimos que es un universo plano ya que su representacion
geométrica es en coordenadas cartesianas, claro tomando el tiempo en un instante
determinado t, , la geometria de este universo esta determinado por la ec. (1.8), métrica

hallada después de un desarrollo mateméatico y un cambio de variable determinado.
do? = dx? + dy?*+dz? (1.8)

También podemos determinar un universo abierto solo tomando k =-1, que esta

determinado por la métrica (1.9),

do? = —dw? + dy?+dz*? (1.9)
Donde la métrica es una superficie abierta que se expande en el infinito.

Para solucionar un universo en expansion acelerada como ya se dijo anteriormente, se
tomaran las ECE, ec(l1.2), sin constante cosmolégica, simplificando los calculos
sustancialmente. Para hallar en la ec. (1.6) FRW, el factor de escala R(t), decimos que
este debe estar determinado y depender de p o de la cantidad de materia presente en el
universo, que es aproximadamente de p. = 107%*g/cm3 (Peebles, 1984), esta nosotros
la conocemos como la proporcion entre la densidad de masa significante y la densidad
critica, ademas esta misma cantidad va a depender de otros pardmetros cosmoldgicos

queson Ayk.

Cuando hablamos de modelar el universo como un fluido perfecto decimos que dicho
fluido tiene una energia asociada, en este caso un tensor materia energia determinado

por la ecuacion de estado (1.10),
Tuv = Poguv + (P, + po)uuuv (1.10)

Donde T,, es el tensor materia energia asociado a un fluido que no es influido por

campos electromagnéticos, P, es presion propia, p, densidad propia, las anteriores

medidas son de un observador comdn que esta en el fluido, y por ultimo u, es la
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cuadrivelocidad propia en reposo asi, u, = (c,0,0,0), si la tomamos en unidades

geomeétricas decimos que u, = (1,0,0,0).

Ya tenemos el tensor materia y energia para un fluido perfecto, ahora vamos a encontrar
el escalar de Ricci R que se hace multiplicando la ec (1.6), por el tensor métrico

contravariante donde el resultado es la siguiente expresion,
R=—"Tj (1.11)

Reemplazamos este valor en la ec (1.6) y despejamos el tensor de Ricci, nos queda,

8mG 1
Ruy =~ [Ty =5 9 T{] (1.12)

c4

_ 1 A .z . .
Tomamos Sy, =Ty =59 Ti que es la contraccion del tensor energia materia con sus

respectivas componentes, lo reemplazamos en la ec. (1.12), dejando la ecuacion
contraida como aparece en la ec (1.13), la cual es muy similar a las ecuaciones de

campo contraidas al tensor de campo de Einstein e igualadas al tensor materia energia.
Ry =—Suv (2.13)

Para encontrar el tensor contravariante del tensor materia energia Tl{l, hacemos el
producto del tensor métrico contravariante con el tensor materia energia de un fluido

perfecto ec. (1.10),
Teniendo la norma del cuadrivector de las velocidades, ec (1.14),
u,u, g = —1 (1.14)

Con la anterior norma y multiplicando la ec (1.10) por g*,

Tuvgm} = (Poguv + (P, + po)uuuv)guv (1.15)
Tf =Py + (P, + po)uyu, g*¥ (1.16)
T} = (4Py = (B, + po)) (1.17)

T} =3Py —p, (1.18)
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Al hacer la multiplicacion anterior y reemplazar la condicion de la velocidad en la
ec(1.16), el resultado obtenido después de hacer las sumas es la ec(1.18). Observando
esta ecuacion nos damos cuenta que el universo depende de la presion y de la densidad
de materia existente en el universo y que estas estan relacionadas con el radio y la
curvatura del mismo, los parametros cosmolégicos que relacionan este tipo de
componentes y comportamiento en el universo son (P) que determinara como actla esa
materia en el universo y (p) que variara el radio o factor de escala del universo R(t)
ademas, la densidad esta directamente relacionada con la curvatura y p es proporcional

a la constante cosmoldgica A.

Para demostrar este concepto tomaremos la ecuacion S, =T, —%ng,{1 (2.19), que

reemplazaremos en la ec (1.18) ademas en la ec (1.10),en las cuales relacionamos la
energia y materia con su distribucion en el universo, esto con el fin de hallar el tensor de
Friedmann y reemplazarlo luego en la ec(1.13), para encontrar la curvatura y la ecuacién
fundamental de la cosmologia o ecuacién de contraccion del tensor materia energia, la
cual es la métrica del sistema y relaciona la curvatura con el radio, esta también es la

densidad de energia existente en el universo. La ecuacion resultante es,

Suv = Tuy =5 Guv T (1.19)
Suv =590 = Pl gy + [Po = poluus, (1.20)
Ruv =25 Suy (1.13)
Ruv = 2= Tyy =5 Guv (3Po — o)

Ry = (P, + poduytty +5 G (B — po) (1.21)

La ultima ecuacién o ec (1.21), relaciona la densidad de energia, con la métrica del
sistema o del universo y para encontrar la forma o curvatura de este, tenemos que hallar

las siguientes componentes del tensor de contraccion del tensor materia energia (S,,).
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1.3 Ecuacion de Friedman-Robertson-Walker (FRW),
dindmica del universo

Cuando hablamos de la dinamica del universo tenemos que nombrar muy directamente a
aquellos intelectuales que en su tiempo resolvieron las ECE, para parametros
determinados, que llevaban a una explicacion distinta del universo y de su propio
comportamiento. Algunos de estos fueron De Sitter, Swarzschild, Reissner-Nordstrom,
Kerr, Gddel, Robertson-Walker, entre otros (GFR, 1973; GFR Ellis, 1973), los cuales
reinterpretando el tensor métrico para las formas del universo que ellos proponian,

encontraban nuevas configuraciones de este, reinterpretando el universo.

Como este trabajo es basado en el modelo estandar de la cosmologia, el tensor métrico
usado serd el propuesto por FRW, ya que cumple este principio. Ya se conoce cual es el
tensor métrico a usar (ver apéndice B), primero debemos encontrar la métrica del sistema
o del universo y para esto se encontrar el tensor de contraccién del tensor materia

energia (S,,) con sus componentes, expandiendo la ec (1.20), tenemos como resultado

la siguiente matriz;

3P, +
( 02 Po) 0 0 0
— P)R?
0 (Po — B) 0 0
2(1 — kr2)
Sy = G — i 5 (1.22)
— s
0 0 p"+ 0
0 0 0 (po — P,)R?*r?sin?0
2

Conociendo las componentes del tensor de contraccion del tensor materia energia
hacemos uso de la ec (1.13), para encontrar el tensor de Ricci con la cual obtendremos
la métrica del sistema y por el cual iremos a encontrar las ecuaciones FRW, expandiendo
esta ecuacion y reemplazando con la matriz (1.22), obtenemos la matriz de Ricci,

seguidamente escrita,
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3R 0 0 0
R
(RR +2R? + 2k)
Ry = 0 - (1—-kr?) 0 0 (1.23)
0 0 — (KR +2R? + 2k) r? 0
0 0 0 — (RR + 2R? + 2k) ?sin?6

Tomando la ec(1.13) y reemplazando cada uno de los términos tanto de la matriz de
contraccion como de la matriz de Ricci encontramos las siguientes 2 ecuaciones
igualadas a R, con las cuales podemos encontrar la métrica y la distribucién de energia
en un universo que cumpla el principio cosmolégico. Como las otras ecuaciones son
componentes angulares, no las tenemos en cuenta pues solo interesa la distribucién de
energia materia en el tiempo y como varia esta distribucion en un radio determinado,

entonces las ecuaciones son:

.. 4nG
3R = —6—4(3P —p)R (1.24)
. 4G ) <>
RR = i (p — P)R* — 2R* — 2k (1.24)

Estas dos ecuaciones se encuentran acopladas y si se solucionan se encontraran la
ecuacion del universo, que determina la distribuciébn de la materia y la energia del
universo durante la evolucion de este. La relacion entre estas dos ecuaciones nos da la
ecuacion de Friedman dada por la expresion,

8nG R? k
?,D = ﬁ + ﬁ (1.25)

Si introducimos la constante cosmoldgica nos darian las FRW, y estan determinadas asi,

816G RZ k A

3P @ RT3 (126)

Con esta Ultima ecuacién podemos determinar la edad del universo actualmente, y si
ponemos todo en funcién de la constante de Hubble (que es asi como determinamos la
edad del universo), tenemos la energia distribuida en las diferentes evoluciones del

universo, la ec (1.26) quedaria de la siguiente forma,
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B2
7= H?(t),parametro de Hubble (1.27)
B2 = oG, Ak 1.28
~3c+P T3 g2 (1.28)
8nGp A k
(1.29)

=30mo T30 T RREEQ

De la ecuacion determinamos la densidad critica del universo que concuerda con las
observaciones recientes del universo (Torregrosa, 2011) que esta representada por la

expresion,

3c*H(t)

= (1.30)

La densidad critica del universo hoy dia es de p. = 1,8 10‘29% (Saul Perimutter B. S.,

2011) (Steinhardt, a quintessential introduction to dark energy, 2003), este parametro lo
usamos para determinar la densidad de materia existente en el cosmos, para el primer
término de la ecuacion (1.29), queda resumida a la densidad de materia barionica o
materia ordinaria existente (bariones, radiacién y materia oscura), el segundo termino de
esta misma ecuacion seria el parametro de densidad de materia determinada por la
constante cosmoldgica o un tipo de energia del vacio, y por ultimo el tercer término esta
determinando el parametro de curvatura o densidad de energia que proporciona la
distorsion del espacio tiempo, esta ecuacién haciendo la suma de energias queda

determinada como,

1=L4 4 k 1.31
" pe 3H2(t) RZH2(t) (1:31)
1=0,+0,+ 0 (1.32)

Partiendo de esta resultante ya podemos encontrar las ecuaciones de un universo en
expansion acelerada que esta determinado por campos escalares quintaesencia, que se
desarrollara en el siguiente trabajo por ley de potencias, donde encontraremos el

comportamiento el universo y lo que genera dicha expansion.

k
27 = H%*(Q,—1) (1.33)
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Para generar el comportamiento en expansion acelerada tomamos la ec (1.25), y partir
de esta introducimos un campo escalar quintaesencia que modelara el universo para dar

explicacién a la expansion acelerada.

Cuando reescribimos la ec (1.25), podemos dar cuenta de la variacién del parametro de
Hubble con respecto a todas las densidades posibles de energia existentes en el
universo ec(1.33), que nos determina como se curva el universo en presencia de materia.
Este es uno de los modelos méas aceptados por los fisicos y cosmdlogos de la época ya
gue los fendmenos y observaciones realizadas desde 1998 concuerda con la teoria
planteada con el Big Bang o modelo de universo caliente (Zorzano, septiembre 2008).

Al caracterizar la ec (1.33), tenemos que determinar los parametros existentes en nuestra
época, que nos determinan las observaciones existentes en el universo hechas por las
nuevas tecnologias en los Ultimos tiempos, estos parametros cosmolégicos son:

o A=lamnda

e H? = parametro de Hubble.

o p. = densidad critica.

e R = factor de escala del universo.

o R = aceleracion de expansion del universo

Y se usaran para encontrar la evolucion del factor de escala con respecto a la evolucién
de las energias tomando valores modernos.



2.Capitulo 2: Campos quintaesencia

La necesidad de introducir los campos quintaesencia al lenguaje cosmoldgico se dio
cuando dos grupos de investigacion, uno el de Saul Perlmutter llamado The Supernovae
Cosmology y el de Adam Riess llamado The High-Z Supernovae Research, encontraron
una anomalia en las observaciones realizadas a supernovas tipo “la” que son cuerpos
estelares que al contrario de alejarse con una velocidad de recesion expresada por el
pardmetro de Hubble con respecto a la edad que tiene el universo, estas se alejan con
una mayor velocidad que la predicha por el modelo estandar de la cosmologia y la teoria
como se encontraba propuesta no podia explicar este resultado (S. Perlmutter, 1998). A
demas la explicacién de ese tipo de fenomenologia se puede dar a través de un campo
escalar, que no solo determina el faltante de densidad de energia que se puede contar
en un 70 % aproximadamente, sino que explicaria el movimiento de las supernovas “la”
(Saul Perimutter B. S., 2011).

Una consecuencia de las evidencias observacionales presentadas en los dltimos afios
mostradas por cientificos de vanguardia, muestran que hay un conflicto entre diferentes
aspectos que hoy dia se dan en la cosmologia, el primer aspecto es el modelo que se
tiene sobre el origen del universo, el segundo el de su evolucién y el tercero es sobre las
observaciones a gran escala que se tiene del comportamiento de este (Anderson, 1967),
los fisicos tedricos nos solo en cosmologia sino en particulas, han trabajado para

encontrar una relacion y explicacion a estas fenomenologias (Bengochea, 2009).

2.1 Historia del concepto quintaesencia.

En 1998 Rahul Dave fue el que introdujo en la nueva literatura el término quintaesencia
gue ya habia sido usado en el pasado (Ruiz, 2008). Este concepto viene desde la antigua

Grecia y hacia referencia al quinto elemento que describia a la tierra, estos elementos
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eran el agua, fuego, aire y tierra, el cual lo usaban los antiguos griegos para una
sustancia sublime, perfecta, que se podia entender como una especie de éter (Paul J.
Steinhardt, 2003). Este quinto elemento ha servido a la ciencia para explicar fenémenos
gue no son de facil entendimiento o que de cierta forma necesitan un algo mas para
comprenderlos. En la actualidad han surgido fendbmenos que los cientificos no pueden
explicar con las teorias actuales, asi que tomaron una herramienta que ya les habia

funcionado en el pasado la quintaesencia.

2.2 Quintaesencia

La quintaesencia se puede entender en cosmologia como una forma real de energia
existente en el universo y que es diferente de las otras como la radiacion, materia
barionica e incluso de la materia oscura, su existencia estd basada en observaciones
astronémicas indirectas. Podriamos decir que la quintaesencia es de cierta forma un gas

ionizado esparcido por el espacio.

La quintaesencia puede ser representada por un campo escalar (®) y por su respectiva
energia potencial o potencial V(®), que de cierto modo representaria la energia faltante
en el universo, ademas, la densidad de energia de este campo escalar debe disminuir
mas despacio que la densidad de materia al transcurrir el tiempo. Segun los desarrollos
hechos en el capitulo anterior, las ecuaciones de Einstein dicen que si es posible
encontrar un campo con estas propiedades, pero este debe ser gravitatoriamente
repulsivo para que genere la expansion acelerada del universo. Los grupos ya
nombrados anteriormente que encontraron observacionalmente el comportamiento
anormal de las supernovas tipo “la”, expusieron sus resultados a la par con el modelo
guintaesencia, el cual daria también la explicacion a la expansion acelerada (Saul
Perlmutter B. S., 2011).

2.3 Analisis geomeétrico de la quintaesencia.

Hablando ya de los campos quintaesencia tenemos que tener en cuenta, que el campo

quintaesencia esta representado por una funcién continua real de la forma ®(x*,t). Este
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campo es un sistema de una o varias funciones independientes unas de las otras y al
cual, le podemos atribuir una funcién lagrangiana ec (2.1) que describira las propiedades
gue se conservan en el sistema, ademas hay que tener en cuenta que el campo por ser
escalar vamos a decir que no tendra fuentes y sumideros externos para que permanezca

homogéneo y se pueda cumplir el principio cosmoldégico.

1
L=50,09"0 ~ V(@) 2.1

Para encontrar las ecuaciones de movimiento de este campo escalar debemos usar las
ecuaciones de Euler- Lagrange, para observar el comportamiento de este. La forma de

estas ecuaciones para una funciéon con mas de una coordenada es,

oL _d (oL \_. -
a_cp_M(a(quDJ B (2:2)

Expandiendo las coordenadas para un movimiento en el espacio tiempo tenemos,

c=5{50) ) + () + () v @3

De acuerdo a lo anterior decimos que las coordenadas las podemos renombrar asi,

oL
0, 9, P (2.4)
ot _
ap
av(e)
o (2.5)

Y por consiguiente la ec (2.2) reescrita con estas coordenadas nos queda,

3 d?o dV(d>):O 6 ‘72_1d2¢ dv ()
K (dxmy2 do c2t2 do

(2.6)

Si observamos el segundo término de la ecuaciéon (2.6), nos damos cuenta que esta

terminologia ya esta en la literatura y en los libros la encontramos con el nombre de
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D’Alambertiano, que esta determinado por “0” y representa las cuatro coordenadas del

ET (Weinberg, 1972), este tiene la forma,

1 d2 R 4G .
2dez 0 T T T 4o (2.7)

El D’Alambertiano también se puede escribir en funcion de la conexién afin F‘f =

dulg/—g vy del tensor métrico de FRW, para la métrica del campo escalar (Weinberg,
1972), asi,
0P = (@#),, = 9,(P*) + T3 (P*)

@ = (g"e,) + 9,/—g(g" ®,) (2.8)

Reemplazando el tensor métrico contravariante g*¥ que esta determinado por la diagonal
de la matriz anexa en el Apéndice B, y haciendo el determinante de esta matriz para la
solucion de la ecuacion (2.8), hacemos la suma a través del convenio de suma de
Einstein y reemplazamos los términos de la formula (2.9), con la cual obtenemos la

ecuacion (2.10).

] 1 — kr? -1 -1 )
diag g* =1 — 5 , 5 ) 5 y el determinante
R“(t) R“(t)r?2 R“(t)r?sin“6
_ R¥(t)r’sind 29
1 5 1 1
D(p == (p'oo - Rz—(t){(l - kT )¢,11 + T_2¢;22 + m¢;33} + e + 3H¢;0

2(1—kr2)(p cotf o
R2()r ' R2(t)r2

Tomamos la consideracién que el universo a gran escala tiene una curvatura nula k = 0,

(2.10)

el universo es hiperplano en expansiéon como ya se habia mostrado en el primer capitulo
de este trabajo asi que (2.10) queda convertida en,
1 1 1
0P =@,y — RZ—(t){q)'ll + r—ch;zz + m(b;%} +--+3HD,, —
B cotl ®
R2(t)rz

— Q.
RZOr *

(2.11)
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Si escribimos la ecuacién (2.11) en forma del operador Laplaciano en coordenadas

esféricas se tiene,

Vz:li<rz i) +_Li(smgi)+;a_2 (2.12)

r2dr\ adr/) sinfdo 00)  sin?0 d¢?

Contrayendo la ecuacion (2.11) con la forma del operador Laplaciano antes descrita

obtenemos,

<D=<D00—i|72<1>+35<b0 (2.13)
) RZ R )

Y si se reemplaza la ecuacion (2.13) en la ecuaciéon (2.7), obtenemos la siguiente

expresion,

R dv

1 2
O=¢,00__V(p+3 d(p

R? R

Para interpretar la ecuacion anterior debemos tener en cuenta las siguientes
consideraciones, la primera es que el campo hipotético quintaesencia, no depende de las
coordenadas del ET, la segunda es que segun la consideracion anterior el campo escalar
es homogéneo y la tercera es que retomando las consideraciones anteriores la
contribucién del Laplaciano sera nula, asi que en este marco formal el gradiente fisico es
reemplazado por el gradiente comovil que esta acompafiado del factor de escala

(Vrisico= R Vcomovit), 12 €CUacion final de movimiento de este campo escalar es,
®+3HO+V'(P) =0 (2.11)

Si observamos los célculos presentados en este capitulo debemos considerar que los
conceptos, como la lagrangiana y el gradiente se ven ampliados, mostrando nuevas

interpretaciones a través de la TGR.

La ecuacién de movimiento de la quintaesencia se parece a la de un oscilador arménico
amortiguado con el coeficiente de friccién esta dado por 3H, esto sugeriria que el campo

irfa oscilando mientras el potencial varia en el campo.
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Para encontrar como evoluciona la densidad de energia de este campo en el tiempo o
segun el factor de escala, encontramos en la bibliografia el tensor materia- energia
usando el teorema de Noether!, que puede compararse con el tensor momento energia
de un fluido perfecto y asi hallar la densidad propia del campo quintaesencia y la presion
de este campo (Weinberg, 1972), el cual esta determinado por la ecuacion (2.13) y con la
cual haciendo consideraciones con el tipo de densidad lagrangiana escogida para este
campo, contendria informacion referente a las propiedades del sistema que se

conservan.

T, = ——28,® — Lg (2.13)
uv aaMQ v uv

Tensor momento energia fluido perfecto,
diagTyy =@ —p —p —Dp) (2.14)

Para caracterizar el campo @, se usara el tensor métrico de Minkowsky, pues se desea

caracterizar el campo localmente ec(2.15).

diag = g,,(1 -1 -1 -1) (2.15)

Al reemplazar la ecuacion(2.1) en (2.13) y caracterizandolo con las anteriores
consideraciones obtenemos la matriz del tensor materia energia del campo
quintaesencia, pero tomaremos solo la componente T,,, ya que se le asociara la

densidad de energia del campo ® (ecuacion(2.16)).

1., 1
Too =5 &% +V(®) +5 (V) (2.16)

1 TEOREMA DE NOETHER: Expresa que cualquier simetria diferenciable, proveniente de un
sistema fisico tiene su correspondiente ley de conservacion. ademas de permitir aplicaciones
fisicas préacticas, este teorema constituye una explicacion de porqué existen leyes de
conservacion y magnitudes fisicas que no cambian a lo largo de la evolucion temporal de un
sistema fisico.
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Si consideramos el campo como homogéneo en todo el ET, la contribucién a la densidad
- 2 . 1 , . ,
de energia dada por el término E(de)z sera nula, entonces la densidad de energia del

campo es,
1.
Po = Ec1>2 + V(P) (2.17)

Ahora para hallar la presion del campo quintaesencia hallamos el resto de las

componentes del tensor materia-energia, asi que,

Tyy = (0,0)% + 502 — V(@) = (V)2 Ty, = (8,P)% + 52 — V(@) — 5 (VD)2 T3 =

(03D)2 +5 2 — V(D) — 5 (V)2 (2.18)

Para encontrar la ecuacion que determina la densidad de presion del campo ® sumamos

las componentes anteriores y obtenemos,

1v 1
Py = —Z Ty, Pp= Eci>2 — V(D) (2.19)

La ecuacién de movimiento del campo quintaesencia se observa diferente, cuando se

hacen las consideraciones de fluido perfecto, esta toma la forma de,

La ecuacién (2.26), se llama ecuacion de continuidad para este campo, la cual surge de
considerar que Py + pp = ®? y de derivar la densidad de energia respecto al tiempo,
como ya se sabe como es la ecuacion de continuidad, encontraremos la ecuacion de

estado para este campo escalar asi,

1.
_p_(b_icbz—V(CD)

_fo _ (2.21)
Po %d)2+V(CD)

Wo
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Si comparamos este valor con la ecuacion de estado del universo, son similares segun la
cuadro (2.1), asi que podriamos decir que las evidencias observacionales predicen que
los campos quintaesencia son una buena forma de encontrar similitudes en el

comportamiento del universo.

Densidad p Presion P w Epoca
PR P Dominio de
3 3 L
radiacion
Pm 0 0 Dominio de
materia
Jors —p -1 Dominio de vacio

Cuadro 2.1: Resumén Modelos del Universo para FRW

Si variamos —1 <w < 0, nos dan las evidencias observacionales recogidas por los
grupos de Perlmutter y Riess, (Saul Perimutter B. S., 2011).

Si retomamos la ecuacion (1.32), de la sumatoria de las densidades de energia
existentes en el universo y la tomamos como la total del universo, ademas considerando
gue el universo a gran escala tiene una curvatura cero por estar predominando el vacio y
si decimos que la contribucion de la radiacion es casi nula 0 muy baja para considerarla

(J.P Ostriker, 1995), se escribir4 la ecuacion (1.32) de la forma,

R?> 8nG
RZ C—4(Pm + Po) (2.22)

Entonces los parametros de densidad o ecuacion del universo estan dados por,
Q4+ Qe =1 (2.23)

De acuerdo a lo anterior, reescribiendo la ecuacion (2.28) la variacion del campo y el

potencial de este campo en funcién del factor de escala del ET, es,

2

H? = —
3

1.
(5 ¢ + v<¢)> (2:24)
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8nG
Donde K = —,
3c

de esta manera se ha tomado que la evolucién del factor de escala o
radio del universo dependen uUnicamente de cual es el campo @, asociado a este
comportamiento, ademas de verificar que modelo de campo escalar se acomoda mejor a

este comportamiento.

En la literatura se encuentran varios campos escalares que cumplen esta ecuacion
(Edmund J. Copeland, 1998), los cuales se ajustan a los valores encontrados en las
observaciones de las supernovas tipo la y que ademas cubren el faltante de energia en

el universo, en el siguiente capitulo se contextualizara sobre las formas de estos campos.






3.Capitulo 3: Formalizacion Modelo
Quintaesencia

3.1 Consideraciones.

Los campos escalares son representaciones de distribuciones de una magnitud escalar,
fisicamente hablando y en matematicas se podria decir que es una representacion fisica

de las coordenadas.

Cuando se tomé el campo escalar para medir el faltante de energia en el universo, se
considerd que solo se necesita un nimero que determine este faltante y este campo en
especial lo dio, asi que lo que tratamos de estudiar en este capitulo es que valores se le

dan a este campo y cémo evoluciona en el tiempo.

Muchos autores modernos han generado diferentes campos escalares para la
explicacién de esta fenomenologia cosmoldgica, donde el marco conceptual por el cual
ellos se basan es que existen dos diferentes tipos de campos que cumple con este
comportamiento los de ley de potencias y los de forma exponencial, en este documento
se pretende tomar el de ley de potencias y caracterizar el universo en expansion
acelerada mostrando las graficas que modelan el universo en expansion acelerada, su
energia cinética y potencial, la presion y la densidad de dicho campo, por dltimo la

evolucién de esta energia con el factor de escala.
3.2 Campo Escalar de tipo Ley de Potencias.

En la literatura se encuentran tanto campos exponenciales como por ley de potencias, los
campos exponenciales ya fueron caracterizados por trabajos anteriores, entre otros,

dentro de la misma facultad de fisica de la Universidad Pedagogica Nacional, (Camargo,
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2008) (Ruiz, 2008), pero sin hallar la evolucion de este en el factor de escala, asi que

aqui se tomaran los de ley de potencias y se profundizara mas en el analisis de este.

. . A .
El potencial que se analizara es de la forma V(®) = ;d)",este potencial se encuentra en

la literatura para solucionar la quintaesencia (Edmund J. Copeland, 1998), y el campo

gue se solucionara serd la ecuacion (3.2) para n =4,

4-n I 4—n |na
P2 (t)=P,% — 5 mt, paran # 4 3.1
i
D(t) = dye Vo, paran =4 (3.2)

Donde A es un valor de calibracion del campo, dependiendo del valor tomado la

contribucién serd mayor o menor a la densidad de energia del universo y tiene unidades

de Mi donde M, son las unidades de Planck. Estas unidades corresponden a la
P

densidad critica descubierta, la cual toma la constante cosmolégica dando un valor de

—24
pe = lzmsg que en unidades de Planck equivale a p, = 107'2°M,, donde la masa de

Planck es MP= 10'°GeV/c2, por conveniencia geométrica c=1 (Cervantes & Santiago,
2007).

La evolucion del campo se da con el tiempo cosmolégico y si @, sera el valor inicial del
campo desde los 1073*seg después del Big Bang ya que la era GUT (teoria de la gran
unificacion), se cree que las fuerzas unificadas se separaron dando origen fugazmente a
algunas particulas de materia y antimateria, las cuales desaparecieron en consecuencia
de las aniquilantes colisiones entre ellas, luego de esta era energética sucedio la etapa
inflacionaria desde el tiempo antes dicho, luego la era inflacionaria se frené gracias a la
gravedad esta etapa se conoce como Era Electro débil. Las primeras piezas que se
empezaron a unir débilmente fue en 107° seg después del Big Bang, después de un
minuto se crearon los ndcleos atomicos, esta era se llama Nucleosintesis, cinco minutos
después el ritmo de expansiébn se habia detenido fuertemente pero seguia
expandiéndose débilmente, esto ayudo a que bajara la temperatura en el universo y se
crearan las estructuras que conocemos hoy dia, esta evolucion se encuentra en la

imagen 3.1.



Capitulo 3 29

Si tomamos en cuenta la historia de la cosmologia y de la evolucion del universo, vemos
gue las energias aparecieron desde la era inflacionaria, asi que la quintaesencia también
tendria su comienzo en esta época, entonces t, = 1073*seg después del Big Bang.
Ahora @, es el campo que hizo que se generaran las estructuras en otras palabras la
masa minima con la que se crean las estructuras, eso quiere decir que ®, = Mp, donde
M, = 10'°GeV 0 masa de Planck (Bengochea, 2009) (Edmund J. Copeland, 1998) (J.P
Ostriker, 1995) (Zorzano, septiembre 2008) (Cervantes & Santiago, 2007).

Evolution of the Universe

Nucleons
Form

10°s 300 000 Years 10° ™" 15-10° "

Energy 10"Tev 10" Tev 1TeV 150 MeV 4 meV 0,7 meV

electroweak Qcb
phase transition phase transition

Imagen 3.1: evolucion del universo, en el tiempo y dependiente de las energias. (Vicente, 2011)

3.3 Graficas y Ecuaciones.

Para encontrar como evoluciona el campo y sus energias correspondientes se deben
encontrara las ecuaciones que modelen este comportamiento, al principio de este
capitulo mostramos que potencial se usara ec(3.2), la cual reemplazando los valores

correspondientes ya nombrados anteriormente, obtendriamos,

A
D(t) = 101°Mp x e Vor (3.3)
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Donde el valor de 4 =0.001,0.0011,0.0012, el cual como ya se dijo anteriormente nos
dara un valor mayor o menor de este mismo campo, el cual corresponderd a cada

interaccion de las ondas generadas por el campo.

Para encontrar la evolucion del potencial del campo®, V (@), reemplazamos en V(®) =
%CD", la ecuacion (3.3), pero sabiendo previamente que el valor que n toma es 4, ya

explicado en la parte de arriba de este capitulo, y obtenemos la siguiente ecuacion,

A =\
V(®) = 7 101°Mp e Nom (3.4)

Donde A, como se dijo en la ecuacién anterior, toma ciertos valores para mostrar esta
evolucién del potencial en el tiempo, para cada una de las energias existentes en el

universo.

La parte mas complicada es encontrar como es el comportamiento del factor de escala
del universo o radio de este, pues la ecuacion que se debe resolver es la (2.30), y sus

calculos son extensos.

Asi que la ecuacion a resolver queda expresada en términos del potencial y del campo

escalar asi,
1
R K2 [ $? 2

Decimos entonces que @2, es la derivada con respecto al tiempo del campo escalar

elevada a la segunda potencia la cual esta representada por la siguiente expresion,

. AN TN L, [A,
2 _ 2 (2 - 61
® ®o <6n t) (67‘[) € (3:6)

Reemplazando en la ecuacién (3.5), la ecuacion (3.6) y la ecuacién del potencial (3.4),

tenemos,

. 4
B (Lag(Le) (L)e™ler 42 (28w 10100g v e Vo 37
R 13 |2 % \6x P 4\~ g '
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., . dR . . .
Sabemos también que R = —;» asi que separamos variables y se genera la integral a

resolver, quedando la siguiente expresion,

t
fRdR = fR(t)\/E : P2 (it)_l (i)e‘z ot 4 i(z.s x10718 g~ %‘>4 dt (3.8)
0 d 312 6n 6n 4
Los limites de integracion se escogieron de esta forma, ya que debemos encontrar la
evolucion del factor de escala desde que existe la quintaesencia o t, y en todo el tiempo
transcurrido. La solucion de esta ecuacion es,

1
2
2 2 A A 2 A
Ro™ [ @5 4 <e_2\}6_n_ 1)+%qu (6_445_ 1) _&i<e'2\/ﬁ_ 1)

K2
R() = ?

2 \ 2 6w
roAl
A L [E
-79% <e * 6n—1>l (3.9)

Aunqgue también se encuentra en la literatura escrita de la forma (Edmund J. Copeland,
1998) (R.R Cadwell, 1998),

4—"(<1>3—c1>2(t))

R(t) = Ryen (3.10)

La ecuacion (3.9) fue encontrada en este trabajo y evoluciona igual que la encontrada en

la literatura, como se mostrara mas adelante.

Para analizar las ecuaciones anteriores usaremos graficas hechas en el programa
Mathematica 7.0, con el cual se trabajara esta seccion, la primera grafica que iremos a

analizar sera la grafica de evolucion del campo quintaesencia en el tiempo, Figura 3.1.
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Campo escalar vs tiempo, con un modelo del universo con k = —1,w = —1, —p, o universo

con curvatura plana, geometria abierta y densidad negativa.
1 x 1&19 G
1 10%?
11019 |
1 10%?

15102

2.x 10723 4 x10-2 6.x10723 3 x10-23 1. x10-22

COMIENZO DEL UNIVERSO

Figura 3-1: evolucion del campo quintaesencia en el comienzo del universo, la linea azul es para
un valor de A= 0.001 o valor para el campo quintaesencia y su evolucion, la linea verde es para un
valor de A=0.0011 y la linea roja es para un valor de A=0.0012.

En la figura 3-1, observamos que la quintaesencia siempre se ha encontrado presente en
el universo, pero esta ha tenido valores muy pequefios con respecto a los de las demas
energias existentes en el universo, por lo cual fue dificil encontrar su evolucién en el
principio de la era inflacionaria, la gréfica generada fue modelada con la ecuacion (3.3),
las otras energias no salen en la gréafica ya que sus valores energéticos eran mucho

mayores a los de esta.

También podemos observar en la grafica que el campo quintaesencia evoluciona igual
gue los demés campos pero su evoluciéon fue mas lenta ya que estq asociada a la

constante cosmoldgica esta relacion se ve en las ecuaciones (1.29-1.30) y esta a su vez
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da cuenta del vacio? en el universo el cual en el principio del universo no predominaba ya

gue todo se encontraba muy cerca.

campo escalar vs tiempo, con un modelo del universo con k = —1,w = —1, —p, universo con
curvatura plana, geometria abierta y densidad negativa.
Plevanos)
710l B Desacople
61011 |
sx10tl |
41011 |
3x10ll |
o prm M ateria
jxmn i pr Radiadon
1x10l | — t(afios)
500000 1010% 15109 20109 25x10% 30109
Radiacidn | Era dominada por materia Era delvacio

Figura 3-2: grafica de evolucién del campo quintaesencia con respecto al tiempo pero ahora hasta
nuestro tiempo t ~ 10'%afios. La linea azul corresponde a un valor de A= 0.001, la linea verde es
para un valor de A=0.0011 y la linea roja es para un valor de A=0.0012

La grafica 3.2 muestra la evoluciébn del campo escalar quintaesencia y las energias

desde el principio del universo donde se ve que su evolucion con el campo usado

2 En la teoria cuantica de campos el vacio o vacio cuantico es la menor energia posible. Este tipo
de vacio se describe como una zona libre de particulas fisicas, este también es llamado estado de
vacio, aunque esta interpretacién es no valida ya que no existe un vacio fisico total ya que la
teoria cuantica o mecénica cuantica nos dice que en este vacio cuantico hay ondas
electromagnéticas fluctuantes y particulas que saltan dentro y fuera de la existencia.

Segun las modernas teorias de las particulas elementales, el vacio es un objeto fisico, se puede
cargar de energia y se puede convertir en varios estados distintos. Dentro de su terminologia, los
fisicos hablan de vacios diferentes. El tipo de particulas elementales, su masa y sus interacciones
estan determinados por el vacio subyacente.
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evoluciona mas rapido en el inicio del universo que las otras energias, los cual no
deberia ser pues esta energia siempre estard constante durante todo el tiempo de la
evolucién, lo que se puede observar es que esta si esta presente desde el principio del
universo asi este modelo no cumpla con el modelo estandar de la cosmologia, ademas
gue después de la estabilizacién de las energias se ve como empieza a tomar un valor
constante este campo, ya que hace referencia a la constante cosmoldgica, aunque no

supera a las otras para dar la explicacion de la expansion acelerada.

Esta grafica nos muestra también que las energias tanto de la radiacion como de la
materia no evolucionan después de la era de desacople® de fuerzas y esto no sucede en
la teoria de creacion del universo, si se desea comparar con la densidad de energia de la
radiacion y de la materia revisar las siguientes bibliografias, (GFR Ellis, 1973).

3 El cambio de la era de radiaciéon a la era de materia tuvo lugar cuando el universo tenia
aproximadamente10''s de edad. Mas tarde, a una edad de alrededor de 10!3s , otro evento
importante altero la opacidad del universo y lo torno transparente a la radiacion.

Antes de este evento, la abundante cantidad de electrones obstruia los fotones de la CMBR, que
en ese entonces solo podian viajar cortas distancias antes de ser dispersados. Conforme la
expansion diluyo la densidad del numero de electrones, el trayecto libre promedio de los fotones
aumento. Cuando excedid 1 kpc, el tiempo entre eventos dispersores se volvi6 igual a la edad del
universo en ese momento. Hasta ese punto, la cercana interaccién entre luz y materia las habia
acoplado en un equilibrio termodinamico. Conforme el momento del desacoplamiento se
aproximaba, los fotones se desacoplaron de los electrones. La evolucién independiente de
materia y radiacion comenzo con el desacoplamiento. (astrofisica, 2013)
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Potencial Campo escalar vs tiempo, con un modelo del universocon k= —-1,w=—-1,—p, 0

universo con curvatura plana, geometria abierta y densidad negativa.

S10 %1072 Ve
- Desacople
151072 b
201072
'I|'|
23«10
3 t(afios)
" ! L 1 L ! L 1 L L L 1 L L L 1 L L L 1
20 40 Bl 80 10

Figura 3-3: potencial asociado al campo quintaesencia, la linea nos presenta evolucién y la
contribucién durante todo el proceso de evolucion.

Para encontrar la evolucién del potencial asociado a este campo debemos generar la
grafica 3-3 con la ecuacion (3.4), la figura 3-3 nos muestra como actla el potencial del
campo escalar en el tiempo, asi que podemos inferir que el potencial escalar
guintaesencia usado en este trabajo es mayor al potencial generado en los otros campo
pues su nivel energético es mucho mayor y este ademas deberia tomar un valor
constante durante toda la evolucién por estar asociado a la constante cosmoldgica,
aunque se observa que este campo va a tomar un valor constante este deberia tener

este comportamiento desde el inicio del universo.

Para encontrar una relacién entre la energia cinética y el potencial, se grafica la energia

cinética que tiene la forma,

K=326% =% (2 t)_l () e et (3.11)
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Energia cinética del campo escalar vs tiempo, con un modelo del universo con k = —1,w =

—1, —p, o universo con curvatura plana, geometria abierta y densidad negativa.

o [ KIEV)
Tul0=
px108 L
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Lwll=* tiafos)
100000 00 000 500000 200 000 1108

Figura 3-4: Energia cinética del campo quintaesencia. La linea azul corresponde a un valor de A= 0.001,
la linea verde es para un valor de A=0.0011 y la linea roja es para un valor de A=0.0012, las cuales
estan basados en las longitudes de onda asociadas al cada campo.

Si observamos la figura 3-4, muestra que en el principio del universo la energia cinética
era muy grande y con el pasar del tiempo esta disminuyo a medida que la energia
potencial de este se estabiliza, eso quiere decir que si evoluciona pero el valor constante
gue deberia tomar no lo hace de inmediato asi que siempre evolucionara y no quedarse
totalmente constante, eso quiere decir que no sera la constante cosmoldgica, la de los
demas campos existentes en la evolucion disminuye. Este comportamiento se puede
asemejar a las montafias o colinas de potencial donde una esfera que cae casi en caida
libre, las energias antes de la caida se suman y a medida que va cayendo la esfera o
cuerpo este toma una velocidad constante que genera una energia cinética igual a cero,
ya que se vuelve constante su movimiento. Esto sucede en la literatura y se conoce con
el nombre de rodadura lenta, porque como ya es conocido por todos, el potencial del
quintaesencia tiene una caracteristica gravitacional de ser repulsiva o en otras palabras
posee una densidad de presion negativa, lo que daria origen a la explicacion de porqué

el universo esta actualmente en expansion.
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La evolucion del factor de escala con respecto al campo quintaesencia se mostrara con
las dos ecuaciones mostradas la ecuacion (3.9) y la ecuacién (3.10), donde se observara
gue el campo quintaesencia esta presente siempre en el radio del universo, figura 3-a 'y
figura 3-5 respectivamente, pero este, siempre es constante ya que evoluciona muy
poco, lo que en realidad genera la expansién acelerada es que las otras energias hayan

cambiado su comportamiento y la quintaesencia este por encima de ellas.

Campo escalar vs tiempo, con un modelo del universo con k = —1,w = —1, —p, o universo

con curvatura plana, geometria abierta y densidad negativa.

10 F
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131018 431018 51018 g3 1018 1 10l%

Figura 3-5: aqui se muestra como varia el factor de escala con respecto al campo quintaesencia,
pero se muestra que el campo no varia, es constante en el tiempo. Ecuacion (3.9)
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200 Ry km)
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Figura 3-6: evolucion del factor de escala respecto al campo quintaesencia para la ecuacion
(3.10).

Si observamos las graficas son iguales y lo que nos predice es un universo estatico muy
parecido al de Einstein, pues el factor de escala no evoluciona, sino permanece constate
en el tiempo. Eso quiere decir que no se mueve el radio del universo pero que si hay
evolucién o transformacion en el tiempo, asi que el campo usado en este trabaja no
cumple con las exigencias de la expansion acelerada y al contrario deja el universo
estatico y cilindrico en el tiempo. Esto sucede para las dos graficas que me determinan la
evolucién del factor de escala hallado en el trabajo y la que se encuentra en la literatura
por ley de potencias, las dos ecuaciones dan graficas constantes en las cuales no
evolucionan o cambia el radio del universo.

Si vamos a observar las supernovas tipo la y su comportamiento con respecto al factor
de escala, el corrimiento al rojo predice un factor de escala mayor al predicho por el
modelo estandar de la cosmologia, si eso pasa con las supernovas tipo la el factor de
escala deberia evolucionar, como este campo no lo hace este campo no predice un
universo en expansion acelerada.



4. Conclusiones

o ElI modelamiento del universo a través de campos escalares, resuelve los
problemas de la cosmologia moderna, uno de ellos el del faltante de energia, el
cual se le asocia a la energia del vacio que tiene unas caracteristicas especificas
como un potencial que no evoluciona tan rapido como el de las otras igual que
con la energia cinética, pero el cual en este trabajo no se cumple pues el factor de
escala no evoluciona asi que no genera la expansion acelerada en el universo.

e Se pueden generar los campos escalares de dos formas matematicas, una es la
exponencial (Ruiz, 2008), que comparandola con la de ley de potencias, da una
mayor evoluciébn a este campo quintaesencia, esto de acuerdo a la tesis
nombrada en este mismo parrafo como referencia, ya que evoluciona en el tiempo
con mas facilidad, y no permanece constante desde un principio del universo,
ademas a través de un campo exponencial si da una expansion acelerada y las
energias de este tipo de campo si generan un campo constante durante toda la
evolucion, mientras que con el de ley de potencias las energias toman un valor
constante pero las energias siempre van a ser superiores a este, excepto en el
principio del universo..

e La presion de este campo escalar varia en negativo, al contrario de los campos
escalares normales como se ve en la ecuacion (2.19), en la cual vemos que el
potencial es negativo y nos da cémo se comporta la densidad de presion de la
guintaesencia, aunque es negativa esta densidad el campo usado no realiza
expansion acelerada en cambio genera un universo estatico ya que sus energias
después del desacople se encuentra por debajo del de las otras energias.

e La densidad total del campo en cambio es positiva y se observa en la ecuacion
(2.17), a través del potencial del campo escalar.

¢ Modelando la ecuacién de estado de los campos escalares se puede observar el
mismo comportamiento del universo a gran escalar descrito por las ecuaciones de

FRW, a través del cual se generaba la ecuacion del faltante de energia, que
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relaciona directamente la geometria del sistema con la distribucion materia
energia existente en el universo.

Segun las gréficas el potencial asociado al campo quintaesencia no estaba
presente en el comienzo del universo, por esta razon las otras energias fueron las
gue predominaron.

La energia cinética de este campo en particular que modela la quintaesencia,
disminuye en el tiempo por esta razon ahora su energia potencial es la que
modela el faltante de energia atribuido al vacio, en este caso, constante
cosmologica.

La expansion acelerada del universo se puede generar por campos
guintaesencia, sin embargo la modelizacion de las supernovas tipo la, para
encontrar la curva ancha que caracteriza su comportamiento, esta fuera del
propésito d este trabajo, sin embargo se nombran en todo el trabajo para
demostrar, que hay una evidencia observacional que es base para la explicacion
de esta expansion y que ademas es punto de partida para otro desarrollo

matematico que generaria otra monografia en cosmologia



A. Apéndice: Conexion afin

LY = RORM®A — krH)™;
e I} =R(®RM®r?

o I3 = R(t)R(t)r?sin?6;

o Iy =kr(1—kr?)™

o Iy =-r(1—kr?);

o I§ =—1r(1—kr?)sin?e;

R(t)
. 1611=G%=1622=13%=1§%=1633=@1

2 _p2 _p3 _ p3 _ 1,
i 112—1"21—113—1"3,1—;,
e [}3 = —sinfcosb;

e I} =TI} = cotgh;

La conexidn afin me da las coordenadas del espacio tiempo, en universos homogéneos,
ademads me describe como cada componente del ET, es atribuido a cada uno de los
movimientos o de los fenémenos que se quieren caracterizar.

La relacidn entre los simbolos de Cristofell y el tensor métrico es la siguiente:

1 09ua 0gva 0guv
FJ — —_q0Qa ( [ )
wv Zg axv + oxH + ox@
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B. Apéndice: tensor meétrico FRW

La métrica de deSitter es una variedad lorentziana analogo a una esfera en geometria
riemanniana. Esta tiene curvatura constante y positiva y es maximalmente simétrico.

Para relatividad general el espacio de Sitter es la solucion del vacio maximalmente
simétrico de las ecuaciones de Einstein con la constate cosmoldgica positiva (repulsiva).

Si el nimero de dimensiones es n=4, entonces esta métrica correspondera a un modelo
de universo en expansion acelerada.

El usado es el siguiente:

1 0 0 0
RZ
0 0
G =1 1—kr?
0 0 r2R? 0
0 0 0 7r2R?sen?6

Donde las componentes del tensor son las siguientes:

* Joo=1
RZ
¢ Ju = l—krz;
_ ,2p2.
* gy =T°R%;

e g33 =r?R?%sen?0
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C. Apéndice: Solucion factor de
Escala del Universo.

Teniendo la ecuacion de distribuciébn energias en el universo pero dependiente del
campo escalar, despejamos el factor de escala separando variables de la ecuacién
diferencial (1)

R |K2[¢? 72
R= (3|7 HV@® W

Sabiendo que el campo escalar esta representado por la ecuacion (2) y el potencial
referido a la ecuacion (3)

sl ()
Al A\
OB <¢oe o ) 3

Reemplazando en la ecuacion (1) el valor del campo y el potencial tenemos la siguiente
ecuacion a resolver.

4

1
/2
R |K2[¢Z [~ A _|A
—= |— é—"w 2J;+Z(¢Oe Q) (4)

R 3

Por separacion de variables tenemos la siguiente ecuacion,
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fl _ /1 it4§
——R(t) <¢e 6”) ,

1
2

4
\Ff R(t) —te \g+%<¢06_\/;) dt

La ecuacion a resolver es la (5) la cual se resuelve por partes asi,

4
A A
u= ﬁte \Jﬁﬂt+%<¢oewat>

1
2

1

Z 2 |2t Ay 1° 2 | A - 2 |2t
du = 1|98 0 2en +4(¢0e‘ —) [@e— w9 (L) EA G
2| 2 4 2 61 6

2 (&) () bate ] a

dv = R(t)dt
R’(t) _R§
T2 2

()

(6)

()
(8)
9)

Tomando la féormula de integrales por partes udv = uv — [ vdu resolvemos la ecuacion
(5), ya sabiendo de antemano como son sus términos en la parte de arriba mostrados,

asi que quedaria de la siguiente forma
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(
4

I e Ly — &t R*(t) _ R t (R%(D)

R_\/?{Tte ° +z< o€ V° ” [T_T—fto 2

1

N =

4172 1
2 2 A 1 2 2 2 1 1
Ro\1|®p 4,2 &t 4 A —J&t by =20t by (A 21 -2zt
7)5 Tte o +Z<¢Oe 6”) [2 e T t( t) —e 61

)
2(4) (&)%3&‘45] dt JL (10)

Para seguir resolviendo las integrales siguientes se hace el mismo procedimiento por
partes hasta encontrar la siguiente respuesta, ecuacién (11), la cual se encuentra
después de simplificar los términos comunes.

1
2
2 2 1 A 2 A
R’ &i(e—zw/@ﬂ)%@g <e‘4\/a_1> _&1(6—2\/@_1>

2 6w
- %(bg (e"*% - 1)} (11)

La ecuacion (11) representa como evoluciona el factor de escala en el tiempo, de esta se
grafico en el capitulo 3 la evolucién de este.
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