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Contexto problema

Las investigaciones de los espectros atomicos de absorcion y emision condujeron a que el fisico
Gustav Kirchhoff, considerara un objeto ideal que absorbiera o emitiera toda la radiacion llamado
cuerpo negro llegando a preguntarse como era la relacion de la energia radiada por este entre su
frecuencia y temperatura. Mas tarde fisicos como Otto Lummer y Rubens Pringsheim encontraron
experimentalmente la grafica que describia la distribucién de radiacion de un cuerpo negro
llamando la atencion de otros como Steffan, Wien, Boltzmann, Rayleigh y Jeans que desarrollaron
incompletamente la funcién que describe las curvas en dicha gréfica en un intento por resolver la
incognita que habia dejado Kirchhoff. Por un lado, la temperatura de un cuerpo esté relacionada
inversamente con la longitud de onda que es radiada por este, esto se conoce como ley de
desplazamiento de Wien. Mas tarde los fisicos Rayleigh y Jeans dedujeron una ley usando el
teorema de equiparticion analizando los osciladores dentro de una cavidad negra con una
temperatura en equilibrio, sin embargo, la ley no cumplia la conservacion de la energia dado que
cuando la longitud de onda era muy pequefia (ultravioleta) la energia tendia a infinito. Este hecho
historico se conoce como catéstrofe ultravioleta, singularmente porque la ecuacion de Wien
predecia los valores esperados de la emision de radiacién de cuerpo negro para frecuencias altas,

pero fallaba en las frecuencias bajas.

Planck inicié la basqueda de una solucién al problema desde la termodinamica y, a pesar de
haber encontrado una ley que explicara la radiacion del cuerpo negro usando la entropia que debia
estar asociada a los osciladores en la cavidad, dicha ley estaba distante de los resultados
experimentales. Cuando Hertz hacia 1888 logro el descubrimiento de las ondas electromagnéticas,
los fisicos empezaban ya a sospechar que la radiacion térmica no era mas gque otra manifestacion de
la radiacion electromagnética. Planck entonces recurre a la electrodindmica, replantea sus analisis y
parte desde las ecuaciones de Maxwell. Sin embargo, en la teoria electromagnética no habia forma
de involucrar la energia radiada con su frecuencia asociada, frecuencia que era igual a la frecuencia

de oscilacién que presentaban las cargas en las paredes de la cavidad negra.

Dado que el problema era de singular naturaleza, Planck recurrio “en un acto de desesperacion”
al analisis probabilistico que Boltzmann algunos afios antes habia realizado encontrando asi la
llamada ley de Planck en la cual, se recurria a la hip6tesis de que la energia de los osciladores fuese
discreta, hipétesis que no recibié mayor importancia fisica y consideré mas un ardid matematico.

Por esto mismo paso desapercibida inicialmente pero no tardaria en cobrar interés cuando Einstein



la retomara para explicar el efecto fotoeléctrico y evidenciara una falla en el teorema de
equiparticion que no daba cuenta de los calores especificos de los sdlidos cuando se encontraban a
temperaturas muy bajas.

Estas y algunas consideraciones posteriores consternaron a los fisicos de principios del siglo XX
que se enfrentaban a la renuncia de la continuidad de la materia y la incapacidad de la mecanica
clésica por explicarla. La fisica estaba en crisis. Tanto asi que el primer congreso de Solvay
radicaba principalmente en el entendimiento de lo que seria llamado entonces la teoria cuantica. En
ese congreso los fisicos acordaron la necesidad de encontrar una alternativa diferente que
prescindiera de la hip6tesis de cuanto, y que condujera a la ley de radiacion de Planck, de forma tal

que la mecénica clasica no se viera afectada.

Poincaré apenas descubria la hipdtesis cuantica y también descubrid la urgencia que emergia por
prescindir de ella, un mes después del congreso, en su articulo la teoria de los cuantos, Poincaré
logré demostrar y definir matematicamente los elementos que eran necesarios para explicar el
acierto que Planck habia logrado al proponer la hipétesis del cuanto para explicar la ley de radiacion
de cuerpo negro, afladiendo ademas, que dicha hip6tesis era Gnica y necesaria, es decir, era
imposible resolverlo por otro camino que no involucrara la discontinuidad, no habia hipotesis

clasicas que derivaran en la ley de Planck (Poincaré, 1911).

De acuerdo con lo anterior, surge entonces la siguiente pregunta problema:

Pregunta problema

¢Por qué un modelo fisico matematico que toma la energia continua es insuficiente para llevar a

cabo la explicacion de la emisién de radiacion de cuerpo negro?

Objetivo general

Analizar desde un enfoque fisico matematico que no es posible derivar la ley de Planck a partir del

paradigma de la fisica clasica.

Objetivos especificos

1. Describir el contexto en el que se encontraba Max Planck durante su trayectoria a la

solucion del problema de la radiacién de cuerpo negro.



Abordar el concepto de cuerpo negro y los distintos aportes que intentaron dar
respuesta a la radiacion del cuerpo negro.

Realizar la demostracion de la ley de Planck a partir de los articulos on the theory of
the energy distribution law of the normal spectrum y on the law of the energy
distribution in the normal spectrum.

Analizar el articulo sur la théorie des quanta mostrando los razonamientos que
realiza Poincaré para encontrar la forma en que esté particionada la energia en un
sistema de resonadores y &tomos.

Comentar las deducciones que muestran que la ley de Planck es la Unica para

solucionar el problema de la radiacion de cuerpo negro.



Capitulo 1

El segundo principio de la termodinédmica.

El funcionamiento de los motores esta basado en la extraccion de calor de un cuerpo
mas caliente hacia uno mas frio que lo utiliza para realizar un trabajo. Con el desarrollo y
mejora de las maquinas térmicas como los motores de Stirling, de Diesel, de combustion,
de vapor, entre otros, se presento un aspecto de caracter universal que urgia ser estudiado
en términos de la eficiencia que presentaban las maquinas y que no era nada méas que la
imposibilidad de convertir todo el calor absorbido por una maquina en trabajo con un

rendimiento térmico del 100%. (Zemansky pag. 145-157).

Cuando se estudia la evolucion de un sistema, este se encuentra en un estado inicial de
desequilibrio y tiende hacia un estado final de equilibrio termodinamico debido a la
interaccidn que tiene con un entorno inmediato cediendo o extrayendo energia de este.
Suponiendo ademas que la evolucidn del sistema se da a través de procesos cuasiestaticos,
estd permitida la reversibilidad de un estado final a uno inicial sin ingresos de energia
externos, sin que se vea afectado el resto del universo. (Zemansky pag. 169-185). Tal como
lo describié Lord Kelvin con su principio de la degradacion de la energia, las maquinas
térmicas fueron las primeras en poseer una caracteristica de no reversibilidad. Este
principio estd inmerso en los procesos naturales debido a la presencia de fuerzas disipativas
como la friccion o la viscosidad que estan presentes en el medio, ademas de los rapidos
cambios que experimentan de un estado a otro; es decir, los procesos naturales en su
mayoria son casi inmediatos. El fisico aleman Rudolf Clausius atento a esta problematica,
introdujo una expresidn que permitiera explicar este comportamiento haciendo uso de una

funcion llamada entropia. Generalmente, se puede entender como?:

! No es necesario numerar todas las ecuaciones, por ello, a juicio personal solo seran numeradas
aquellas ecuaciones que sean mas valiosas en desarrollos matematicos posteriores.



Clausius describio un diferencial de entropia ds a lo largo de un proceso reversible R en

el que un sistema ganaba o cedia una cantidad de calor 6Q cuando se encontrara en un

estado inicial de equilibrio a una temperatura absoluta T. A partir de esta ecuacion, se

puede encontrar la variacion de entropia desde un estado inicial a uno final

independientemente del proceso por el que evolucione el sistema siempre y cuando sea

reversible de tal forma que:

fé‘Q
S—S-=f —=
f 3 iT

Y también que un sistema puede realizar un ciclo reversible R1 y luego devolverse a

través de un ciclo reversible R2 de tal forma que no haya un cambio en la entropia:

LELAES

Es decir,

que es llamado teorema de Clausius.

Planck retomo el trabajo de Clausius y hacia 1879 describi0 en su tesis doctoral un

principio del aumento de la entropia que ocurria en todos los procesos naturales, dotandolos

de un sentido tal que la variacién de la entropia que experimentaran siempre seria positiva o

en casos mas extremos de sistemas aislados, la variacion seria igual a cero; se puede

describir lo anterior a través de la ecuacion:

s'—s>0

Esto restringe el intercambio de calor de un cuerpo frio a uno mas caliente y la

posibilidad de que cualquier proceso sea reversible. Estas ideas se condensan en el segundo



principio de la termodinamica?, estableciendo el uso que se le puede dar a la energia
mientras que el primer principio describe los procesos de transformacion que sufre. Sin
embargo, el segundo principio de la termodinamica propuesto por Planck era incompatible
con las leyes de la mecénica que si eran irreversibles, es decir, ofrecian una interpretacion
matematica en la que si se intercambiaba el tiempo t por -t las ecuaciones seguian siendo
vélidas (Feynmann, 1963). A esta problematica se sumaria otra que se deriva de las nuevas

teorias que comenzaron a nacer después de mitad del siglo XX.

Interpretaciones estadisticas de la fisica clasica.

Hacia 1885 la teoria de los gases ideales comenzaba a adentrarse en la fisica gracias a
Ludwig Boltzmann y a Rudolf Clausius. La idea comienza en que los gases estan
compuestos de particulas (a&tomos o moléculas) que no pierden su individualidad. Esta
teoria encontro su gran aprobacion en los trabajos de Boltzmann quien fue uno de los
primeros que establecio los fundamentos de la mecéanica estadistica y que la seguiria
usando para construir una interpretacion estadistica de la entropia. En este punto surgieron
dos argumentos en contra del segundo principio de la termodindmica dados por James
Clerk Maxwell y Ludwig Boltzmann desde la mecénica estadistica.

Inicialmente desde Austria, Boltzmann encontraria una ecuacion que relacionaba la

entropia con el nimero de microestados asociados a un sistema, ecuacion que esta dada por

s =k iln(2) @)

De donde 2 es el nimero de microestados posibles en que se puede encontrar el sistema
en un estado cualquiera. Por otro lado, en Inglaterra se difundio el demonio de Maxwell,
experimento mental que consiste en un ser lo suficientemente pequefio vigilando una
compuerta que conecta dos sistemas en desequilibrio termodinamico, y es abierta por el,

siempre que se aproxime una particula con una velocidad muy grande, agrupandose

2 Kelvin también habia planteado un segundo principio de la termodindmica con anterioridad a
Planck. El de este Ultimo estuvo vigente hasta 1909 cuando Constantin Carathéodory terminé por
definirlo a partir de unas variables y conceptos fisicos y matematicos mas precisos.
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entonces las particulas mas veloces de un lado y las menos veloces del otro lado. Como
estos microestados definen el estado macro de los dos sistemas, se percibira un aumento de

temperatura en el sistema mas caliente, y una disminucion en el mas frio.

Estas dos posturas no fueron suficientes para cambiar la opinién de Planck sobre el
caracter absoluto del segundo principio. Su reticencia al creer en una entropia estadistica
radicaba en su desconfianza de que haciendo uso unico de la probabilidad se pudiera
conocer la evolucion de un sistema ya que esta tarea solo podia hacerla la mecénica. (Kuhn,
1987).

El problema de la radiacion de cuerpo negro.

La espectroscopia nacid como una ciencia que estudiaba la absorcion y emision de la luz
sobre los cuerpos celestes, a través de ella, se descubrieron las lineas de Joseph Von
Fraunhofer que terminaron demostrando la caracterizacion de cada elemento quimico a
través de un espectro unico que seria su “huella digital”. Gustav Kirchhoff describi6é con
mayor detalle el proceso de emision y absorcion de radiacion sobre la materia. En general
se puede mencionar que la emisividad y la absortividad son iguales en equilibrio térmico y

que la emisividad es menor que uno debido a las leyes de conservacion de la energia.

Incidents Errahds Incidente Eardticle
k 'lﬂ" 'II
f n
Extenor Extenor
— s Cuperficie Superficie
Interior Inkerior
¥ i
Eeflejado f f h
Abserbade Incidente Absorbida Incrdente

Imagen 1. Procesos de emision y absorcion de radiacidn sobre la superficie de un cuerpo cualquiera (izquierda). Procesos

de emisién y absorcion de radiacidn sobre la superficie de un cuerpo negro (derecha) Tomado y editado de
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https://www.|pi.tel.uva.es/~nacho/docencia/EMC/trabajos_02_03/RADIOASTRONOMIA/web/Indice/R_n/l_r_n/2_a/C_n

egro_C.htm

La imagen 1 muestra a la derecha como la radiacion incidente o emitida sobre la
superficie de un cuerpo nunca se da de manera total ya que una pequefia parte se refleja.
Por otro lado, la imagen 1 muestra a la izquierda la naturaleza de un cuerpo negro ideal que
puede emitir o absorber toda la radiacion que sobre el incidiera. Kirchhoff estaba interesado
en encontrar una funcién que describiera como radiaba energia un cuerpo negro, es decir,
un cuerpo que lograra emitir toda la radiacion a una temperatura absoluta en equilibrio
térmico. Se pueden mencionar muy someramente las contribuciones mas significativas a
este problema empezando con la curva obtenida por los experimentos de Otto Lummer y
Rubben Pringsheim en 1899.

10 | utrravioteta | vismie Infrarajo

6

Intensidad

0 1.0 . 2.0 3.0
Longitud de onda A (lm)

Imagen 2. Distribucidn espectral de energia radiada por un cuerpo negro. Tomado de

http://www.quimicafisica.com/radiacion-cuerpo-negro-hipotesis-planck.html

Como se puede observar en la imagen 2, en un cuerpo que se encuentre a una
temperatura constante cualquiera, la intensidad de energia radiada aumenta a medida que la
longitud de onda aumenta hasta llegar a un maximo desde el que comienza a disminuir aun
cuando la longitud de onda sigue creciendo Yy tiende a cero para valores infinitamente
grandes de lamba. Ya que la integral bajo la curva da como resultado la energia emitida, en
los afios 1879 y 1884 se encontré empiricamente la ley de Stefan- Boltzmann que establece
gue un cuerpo negro emite una potencia de radiacion térmica proporcional a la cuarta

potencia de su temperatura:
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E =0T*

En la imagen 2 también se observa que la maxima intensidad alcanzada esté relacionada
con una longitud de onda y usando esta informacion se puede establecer la ley de

desplazamiento de Wien que relaciona la longitud de onda maxima con su temperatura®:

Con c; una constante. La ley de desplazamiento de Wien fue una de las primeras que
logré estar de acuerdo parcialmente con las mediciones experimentales en la zona que
corresponde al espectro de longitudes de onda cortas (en los anexos se encuentra la
deduccion de esta ley desde la ley de Planck). Todas estas contribuciones por lo menos

intentaron acercar a los cientificos a la compresion sobre la radiacion de cuerpo negro.

En el afio de 1887 Planck se interesé en el problema ya que lo podia abordar desde la
termodinamica, y mucho mejor aun, desde la entropia; era la oportunidad de demostrar que
el segundo principio de la termodinamica era absoluto y no estadistico. A pesar de que se
puede encontrar una gran cantidad de informacion respecto a intentar resolver el problema
desde un modelo de osciladores armonicos, lo cierto es que Planck prescindio de estos pues
los vinculaba a las ecuaciones de Maxwell y estas eran reversibles; desacuerdo fatal
teniendo en cuenta que el planteamiento involucraba una distribucidn de energia inyectada

a cuerpo negro mientras alcanzaba el equilibrio termodinadmico, proceso irreversible.

A continuacidn, se presentan algunos de los razonamientos de Planck para resolver el

problema de la radiacion de cuerpo negro®.

Comenzando se debe mencionar que Planck intentd explicar el problema de la radiacion
de cuerpo negro desde 1897 a 1900 pues estuvo reformulando el segundo principio de la

termodinamica, evadiendo los nuevos trabajos en fisica estadistica de Maxwell y

3 Wien fue quien propuso la idea de utilizar un horno con un pequeiio orificio como una buena
aproximacion para el cuerpo negro ideal.

4 De 1859 a 1900 aproximadamente, hubo una cuantiosa contribucién al problema de la radiacion
del cuerpo negro cuya mencion escapa de este trabajo.
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Boltzmann, ademas del surgimiento de la teoria de los gases ideales y las contribuciones a
la existencia del atomo y por lo tanto a la discontinuidad de la materia; no seria sino hasta
el mismo afio de 1900 en que todos esos afios de esfuerzo eclipsarian con sus intentos y se
atreveria en un acto de desesperacion a utilizar algunas ideas de la fisica estadistica junto
con la interpretacion estadistica de la entropia de Boltzmann. Para ello, se enfoco en
encontrar una expresion que le permitiera calcular la entropia de un resonador

monocromatico de acuerdo con la temperatura del cuerpo negro.

La forma en que Planck resuelve el problema de la radiacién del cuerpo negro sera
abordada a continuacion con base en los articulos de Planck on the theory of the energy
distribution law of the normal spectrum (1900b) y on the law of the energy distribution in

the normal spectrum (1900c)

Considerar un gran namero de resonadores monocromaticos N cuya frecuencia es v, N’
de frecuencia v’, v', N" de frecuencia v y asi sucesivamente. La energia total Ut
almacenada en un cuerpo de paredes reflectantes sera la energia de los resonadores junto
con la energia propagada por el medio. Cada grupo de resonadores posee una energia total

U para los resonadores N, U” para los N’ y asi sucesivamente con lo que:
U+U +U"+- =1,

Con U, la energia de todos los resonadores, que es menor a la energia total Ut y Ut-U,
es la energia propagada en el medio. Suponiendo que la energia total de un grupo de
resonadores es divisible por una cantidad infinita de nimeros, se pueden encontrar infinitas
formas de distribuirla en cada grupo. Empero Planck supone que hay un elemento de
energia en que se puede dividir la energia total para cada grupo de resonadores dado por la
relacion € = hv, y de aqui, dividiendo U entre el elemento de energia € se obtienen P

formas de distribuir esa energia, a esto le llama complexion.

Por ejemplo, si se tuviera N=10 y P=100, es decir, cien elementos & que repartir en diez

resonadores se podria escribir la siguiente complexion de manera gréafica:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

7 38 11 0 9 2 20 4 4 5

Tabla 1. Complexién aleatoria. Tomado de Planck (1900).
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De la teoria de las permutaciones el nimero de todas las complexiones posibles para N
resonadores y P elementos ¢ es:

iR_1\/.(1v+1)(1\/+2)...(N+P—1)_ (N+P—1)!
B 1.2.3...P - (N-D'P!

Siguiendo a Stirling (ver anexos):
Ni= NV
Se obtiene la siguiente aproximacion:

(N + P)N+P
T NNPP

Si se realiza el mismo procedimiento para los demas grupos de resonadores N, N”', ...,
se obtiene otro numero de complexiones R’, R”, ..., y multiplicando todos estos numeros
se obtiene el nimero R, de todas las complexiones posibles para la distribucion de

energia. A continuacion, se usa la ecuacion de Boltzmann para la entropia:
S = kln(mo)

No hay ninguna complexién privilegiada, todas son igualmente probables de ocurrir en
el sistema y ya que la entropia total del sistema es Sy, = NS donde S es la entropia de un

solo resonador, entonces se puede aplicar la ecuacién de Boltzmann como sigue:
Sy = kIn(R) = k{(N + P)In(N + P) — NIn(N) — PLn(P)}

También como U = Pe es la energia total para un resonador se tiene

s =i {(1+)m(1+3) - ()

Y de acuerdo con la ecuacion S, = NS entonces la entropia de un resonador es
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s=ef(r+in(s+2) L)

Por otro lado, la expresion de Wien es®:

ds
~du ©)

~l -

Derivando la ecuacién (2) con respecto a U y reemplazando en (3) se obtiene:

1k ] (1 N hv)
T hv n U
Despejando U
hv
U=—7
ekT — 1

Por Gltimo, la densidad espacial de radiacion de energia viene dada por®:

u=-— (4)

Utilizando la ecuacion de Planck de intensidad de un rayo monocromatico sobre una

superficie’:

Nos da la relacion al reemplazarla en (4):

5 En busca de una mejora para la ley de Wien. Planck, (1900a)
6 On the law of the energy distribution in the normal spectrum. Planck (1900c)
7 Eight lectures on theoretical physics. Planck, (1909)
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8mv?
u= 3 5)
Y reemplazando U en (5) se obtiene:
8mhv® 1
U=—"53"n
¢ ek_lTJ -1

Que es la ley de Planck.

En 1905 Lord Rayleigh y Sir James Jeans presentaron una ley conocida como la ley de
Rayleigh-Jeans. Esta ley fue deducida de un cubo en cuyo interior se encontraban
osciladores acotados en los extremos que radiaban energia y cuya radiacion se describia
utilizando las ecuaciones de Maxwell. Lograba predecir aproximadamente bien los valores
de energia radiada en el espectro de longitudes de onda larga, sin embargo, a medida que la
longitud de onda disminuye los valores de energia tienden al infinito entrando asi en
conflicto con las leyes de conservacion de la energia. Ya que la ley falla desde el
ultravioleta, este error seria considerado en la historia como la catéstrofe ultravioleta. En la
imagen 3 se pueden apreciar las aproximaciones de la ley de Wien (azul) y la ley de

Rayleigh-Jeans (rojo) comparadas con la ley de Planck (negro).

{ — — Rayleigh-Jeans's formula
l - = = = Wien's formula

) e
c I /
a=l /
s| I/
g / 1646
AN /G
o I /
2 /
qg, | /,/,, 1449
|y
4 1259 K
’
’ ' 1
0 1 2 3
Frequency v x1014 §-1

Imagen 3. Ley de Wien y Ley de Rayleigh- Jeans comparadas con la Ley de Planck. (M. Cid, 2011)
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Capitulo 2

Planck no dio valor significativo a la hip6tesis cuantica, es decir, la cuantizacion de la
energia radiada por un cuerpo negro ideal o en otros términos, la naturaleza discontinua de
la energia radiada, pero seria la causa de una nueva fisica que comenzaria a emerger poco a
poco de acuerdo con las evidencias experimentales que imposibilitaron a la fisica clasica de
explicar algunos fendmenos que preocupaban entonces. Dos de ellas de gran importancia
fueron la ley de Dulong-Petit y el efecto fotoeléctrico, ambos resueltos por Albert Einstein
usando la hipdtesis; esta contribucion llevada de la mano con el problema de la
discontinuidad de la materia que comenzo a hacer eco desde el descubrimiento del electrén
y las cada vez mas buscadas explicaciones a la estabilidad de la materia a traveés de un
modelo del &tomo hizo que los fisicos Ernst y Planck convocaran a un congreso en Bruselas
en el afio de 1911. Por ese entonces Poincaré desconocia todo lo referido a la teoria
cuantica y sin embargo seria el mas entusiasta en dicho encuentro; Lorentz concluyé que la
hipdtesis cuantica estaba en el 0jo mas importante de la época y urgia encontrar una
solucion distinta a esta que permitiera explicar la emision de radiacion de energia de los
cuerpos. Un mes después Poincaré entreg6 un trabajo en el que demostraba la imposibilidad
de resolver el problema de la radiacion de cuerpo negro haciendo uso de la fisica clasica
junto con la necesidad y suficiencia de la hipotesis cuantica (es decir, era la Gnica solucion

del problema) y la existencia de una discontinuidad cuantica.

Al resolver el problema de la radiacion de cuerpo negro Planck parte del equilibrio
termodinamico del sistema, hace uso del concepto de entropia y de algunas consideraciones
estadisticas; el modelo que plantea es el de un grupo de resonadores que intercambian y
emiten energia en términos de un cuanto generando el espectro observado. El intercambio
existia, pues de no ser asi el sistema jamas alcanzaria un estado de equilibrio

termodinamico, pero Poincaré necesitaba mostrar como era el mecanismo interno que
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permitia esto pues al hacerlo le brindaria la posibilidad de encontrar una explicacion a la
hipotesis cuantica. También prescindié de los demas conceptos termodinamicos que utilizd
Planck, solo tuvo en cuenta que los &tomos estan relacionados con la temperatura
macroscopica del sistema y que la descripcién del resonador de Planck puede ser aceptada

sin problema.

En la siguiente recontextualizacion del articulo de Poincaré sur le theorie des quanta
con ayuda de otros dos articulos que hablan del mismo tema, se mencionan algunos de los
elementos méas importantes que rodearon a la hipotesis cuantica y los esfuerzos por

evadirla.

Inicialmente las ideas de Poincaré muestran cual es conflicto en términos fisicos y
matematicos que hay alrededor de la hipdtesis cuantica. Como la energia se distribuye en
paquetes discretos esto implica que poseen masa®, sin embargo, las leyes de la mecénica
clasica que se utilizan normalmente para describir el movimiento de cualquier cuerpo o
particula por medio de ecuaciones diferenciales no son posibles de aplicar a estos paquetes

debido a que su movimiento no puede ser descrito utilizando funciones analiticas continuas.

Algunas consideraciones de la fisica clasica

Como predmbulo al desarrollo que presta mayor interés, primero se considera una
descripcion del espacio de fases. En este espacio n-dimensional el estado de un sistema
puede ser descrito por el punto cuyas coordenadas generalizadas son g4, q,...,q, Y las
ecuaciones diferenciales que permiten conocer su variacion en el tiempo vienen dadas por:

dq;

a

La densidad de probabilidad de que este punto se encuentre en un volumen dz es

fV Wdz donde W es funcion de dichas coordenadas, aunque desde otro punto de vista W

8 Incluso se sugiere que la masa depende de la velocidad y la aceleracion para evitar la
discontinuidad de la energia.
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es proporcional a la probabilidad de que el punto se encuentre en un intervalo de tiempo
cualquiera del sistema durante su evolucién temporal. Ademas de esto, las ecuaciones de

movimiento en los sistemas clasicos se deben cumplir la ecuacion:

Z d(Waq;) — 0 (6)
aq;

Donde W sera llamado un multiplicador. En el caso de la mecénica clasica estas

ecuaciones diferenciales son las de Hamilton:

da; _ , _ O0H dpi _ _ _ OH

dt L™ ap;’ dt L™ 3q;

De donde se tiene aplicando la ecuacion (6):

aqi_l_api _

=0
dq; Jp;

De esta igualdad se puede encontrar que W=1 por lo que la funcién densidad de
probabilidad asociada a todos los estados dinamicos en cualquier sistema fisico clasico son
igualmente probables de ocurrir. Esta idea es puramente clasica. En breve se presentara

atencion a la interpretacion fisica y matematica que se le debe dar a un W distinto de 1.

Particion de la energia de Poincare.

Considere un sistema de dos resonadores, un atomo clasico con un periodo de oscilacién
largo y un resonador cuantico con un periodo de oscilacién corto. Para el primero su
energia vendra dada por U y para el segundo por E. Ambos intercambian energia a través
de los choques®. Las consideraciones necesarias que se hagan van a girar en torno a una
funcion W que contiene toda la informacion estadistica-dinamica del sistema. Por altimo, el
atomo es descrito como un oscilador con movimiento rectilineo uniforme de tal forma que

puede ser estudiado a partir de las leyes de la mecanica conocidas, especialmente por la ley

% No hay interés en los términos adicionales que aparecen con estos ni tampoco en la forma
especifica de sus ecuaciones sino en la probabilidad de cada estado del sistema.
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de Rayleigh-Jeans que predice correctamente las emisiones de energia asociadas a
resonadores de longitud de onda larga, por lo tanto, cualquier descripcion del movimiento
que sea desconocida provendré del resonador cuantico, con lo que la funcion W solo
depende de la energia de este. La tarea es encontrar la particion de la energia, es decir,
cudles seran los valores medios de E y U, valores que llamaremos X e Y, y cOmo estan

relacionados.

La funcién densidad de probabilidad permite calcular la probabilidad de que un valor en
un conjunto dado caiga. La densidad de probabilidad de obtener un valor de energia M en

un intervalo cualquiera de este sistema propuesto corresponde a la integral de W:

™
MdH =deEdU

En este caso los limites de integracion estan de acuerdocon £ > 0,U >0yH < E+U <
H +dH.

La esperanza matematica formaliza la idea de valor medio; consiste en calcular la media
de los valores probables que puede tomar un sistema. Por ejemplo, una variable con funcion
densidad de probabilidad f(x) que toma valores x de un conjunto X en un intervalo [a, b]

tendra una esperanza matematica dada por:

b
E[X] =f xf (x)dx

Como se busca la energia media de los resonadores y los atomos, se utiliza la esperanza
matematica, es decir, si los valores probables de energia de los resonadores son E y los de

los atomos son U los valores esperados vendrian dados por la ecuacion:

MYdH = [ EWdEdU MXdH = [ UWdEdU ®)

Como la funcion W solo depende de la energia del resonador cuantico, es decir, de E, se
pueden reescribir las expresiones anteriores (8) de acuerdo con la conservacion de la

energia

E+U=H
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Obteniendo entonces para (7) y (8):

M = [ W(E)dE MX = [)'(H — E)W(E)dE My = [ EwE)E  ©

Recordando que en fisica clasica en el intervalo [0, H] la funcién densidad de
probabilidad es W=1 de las ecuaciones (9) se concluye al resolver las integrales que X + Y
= H, es decir que los valores medios de energia cumpliran con la conservacién de la
energia. Méas importante adn es la relacion MY/MX de (9) pues da como resultado Y=X que
expresa el hecho clasico de que la energia total del sistema esta particionada igualmente
entre sus constituyentes grados de libertad, de manera que la energia media de los
resonadores Y es igual a la energia media de los &tomos X. De aqui se deriva el teorema de

equiparticion pues este se enuncia como:
K = > k. T
=k

Donde K es la energia cinética de un sistema de particulas, k es la constante de
Boltzmann y T es la temperatura absoluta en la que se encuentra el sistema. Claramente se

observa que la relacion que hay entre la energia y la temperatura es lineal.

El caso en el que el nimero de resonadores y &tomos es mas grande lleva a concluir que
Y. E + > U = H yque la densidad de probabilidad W del sistema sera el producto de las

densidades de probabilidad w de cada resonador dada por la expresion:
W=w(U,)..w(Uy)w(E,) ..w(E,)

En este caso se tiene en cuenta que la funcion densidad de probabilidad solo depende de
la energia de los resonadores cuanticos y que la funcion para los valores que dependen de la

energia de los &tomos valen uno debido a que se consideran clasicos:
W =w(E;) ..w(E,)

Y la expresion general de la densidad de probabilidad (7) viene siendo entonces:

H
M =f w(E;) .. w(Ey)dE; ...dE,dU, ...dU,
0 (10)

Ahora al examinar los valores medios de energia para los resonadores se tiene la ecuacion:
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1 H
MY = _f (Ey + - EDW(Ey) . w(Ep)dE, ...dEndU; ...dU,
nJ, (12)

Donde la integral (11) corresponde a la energia total de los resonadores y n al nimero de

resonadores. Y también los valores medios de los atomos:

1 H
MX = Ej Uy + -+ U)W(EY) . W(Ey)dE; ...dE,dUy ...dU,
0

12)
Donde la integral (12) corresponde a la energia total de los &tomos y p al namero de
atomos.
La integral que se puede resolver de acuerdo con lo que se conoce es:
U+du yp-1
ju du; ...dU, = —(p Y dUu 13
La integral
E+dE
JE w(Ey) ..w(E ) dE; ...dE, = @(E,n)dE "

no sera determinada debido a que la densidad de probabilidad W (E) = w(E,) ...w(E,)
no ha sido considerada clasica, sino cuantica, por lo tanto, como depende de estos valores
de densidad de probabilidad desconocidos w(E,) ...w(E,,) no se puede calcular. Tomando
las ecuaciones (13) y (14) y reemplazandolas en (10), (11) y (12) se pueden escribir los

nuevos valores medios como:

H
M= f o(E,n)(H — EY' " \dE
0 (15)

H p—1 H p
MY == [" @(E,n)(H— E)" "EdE MX = %fo @(E,n)(H—-E)’dE
(16)
Estas seran las ecuaciones clave que permitirdn conocer la relacion entre X e Y
pudiendo entonces buscar una funcion Y (X) que describa como esta particionada la energia

en este modelo. Igualmente, en estas ecuaciones esta inmersa la informacion macroscépica
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que se puede obtener del sistema, lo que corresponderia a la distribucion de energia total
entre un numero de a&tomos y resonadores 0 méas precisamente la curva espectral que se

obtiene experimentalmente al medir los distintos valores de energia radiada de un cuerpo;
pero ademas, se encuentra también la informacion microscopica del sistema asociada a ¢

que proporciona la informacion estadistica/dinamica del movimiento de los resonadores.

Para finalizar si se asume que

n-—1

(n— 1)!dE

E+dE
f w(Ey) ..w(E ) dE; ...dE, = @(E,n)dE =
E
es decir, tomando la densidad de probabilidad asociada a los resonadores de forma cléasica
en lugar de cuantica, las ecuaciones (16) toman la forma

c ~H En—l

MY =2Jy oo

n—1
(H—E) 'EdE mx =< ["E

p 0 (n—1)!

(H—E)dE
Y buscando la particion de la energia a través del cociente MY/MX se encuentra

[ EdE

_P__ b F®E
n["(H - E)dE

Y
X

Con lo que al resolver las integrales tenemos finalmente

><| <
S

Se recupera la particion de energia clasica entre los &tomos y los resonadores.

. , ., , E
Primer método: Funcion escalon (;):

A continuacidn, Poincaré se propone encontrar como esta particionada la energia de un
sistema de atomos considerados clasicos y resonadores considerados cuanticos y para ello
de manera intuitiva escoge el siguiente funcional como el mejor para describir la nueva

densidad de probabilidad del sistema:
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o=z (5o

7

En este funcional Z tiende a 1 cuando n tiende a infinito y N es un coeficiente numérico
que depende de n. F y G son dos funciones escalén que dependen de la relacion % que seria
la cantidad de energia total de los resonadores por resonador, esta relacion es el escalon de
la funcion y la razdn por la que se escoge es que permita encontrar que la particion de
energia Y(X) es independiente del nimero de resonadores ny el nimero de atomos p,
argumento suficiente para asegurar la existencia de un Gnico estado de equilibrio ya que

como es sabido este no depende de la cantidad de materia que haya en un sistema.

De aqui se hace el siguiente cambio de variable

Sz

=q ¢ =Fu)(g—u)F

E
-—=Uu
n

Y el funcional (17) queda escrito en la forma

Pn(w) = ZN$" (WG (w) 19
De manera que las ecuaciones (15) y (16) cuando se reemplaza el funcional (18) toman la
forma:
q du
M = nchf HG(u) ¢p™(u)
0 q—u
MY = npcN foq uHG (u) d)”(u)(i—uu MX = nkaN foq HG(u) o™ (w)du

Como se puede observar, en estas integrales la funcion ¢ esta elevada a la n, esto
significa que al maximizar su valor se encontrara el estado mas probable de w, valor que
Poincaré identifica como el estado de equilibrio del sistema, por ello en la integral solo hay
interés sobre este elemento pudiendo sacar a los demas de tal manera que al hacer el

cociente MY/M y MX/M se obtiene que:

—Uu 19
Y =u X:CI (19)

Y maximizando la funcion ¢:
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¢’ =0
F'(u) ko
Fw) q-u (20)
O bien utilizando (19) y (20) se puede escribir:
F(Y) (21)

)

Esta es la ley de particion de la energia, es decir, la relacion buscada entre X e Y.

La ley de Planck

Esta construccion que logra establecer la relacion de la particion de la energia entre los atomos X
y los resonadores Y ha salido desde la fisica estadistica, muy distinto al trabajo de Planck que se
basa mayoritariamente en la termodindmica. Poincareé estaba interesado en saber si este sistema que
él habia modelado conduciria a la misma ley de Planck haciendo uso de la hipdtesis cuantica; esto
no significa que él pretendiera llegar a la ley de forma adrede, sino que pensaba utilizar la hipo6tesis
para encontrar a que resultado lo llevaba, sea cual fuera este. De las leyes de la combinatoria
ordinarias, Poincareé lleg6 al mismo resultado al que habia llegado Planck con respecto a las
distintas complexiones o combinaciones posibles en las que se distribuiria la energia en un sistema
como el planteado al tener en cuenta que la energia de los resonadores solo era posible si esta
admitia maltiplos de € = hv en la forma E = P. g, donde P seria el niUmero de cuantos a distribuir.
Sumado a esto se debe agregar que en el funcional de la ecuacion (17), ¢ representara el nimero de
complexiones debido a que en estas estan contenidos todos los posibles estados del sistema
incluyendo por supuesto el estado de equilibrio termodinamico. Por esta razén, se puede escribir

como sigue:

_(P+n-1)! (22)
~ Pl(n-1)!
Utilizando las aproximaciones de Stirling:

(P+n)! =P +n)Pte P /2n(P + n);
P! = PPe=P\21tP, n! = n"e "\/2nn
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Se puede escribir entonces (22) como:
P+n—-1! (P+n)! n n\P P\" |[P+n n
( ) _(PAn) =(1+5) (1+—)
P'(n—1)! P!n! P+n P n 2nPnP +n
Recordando la sustitucion E = nu e introduciendo la hip6tesis Planckiana E = P. g, se encuentra:
P+n-1)! NP u\* 1 ute ¢
Prn- Dt (145) (144
P!'(n—1)! u £ 2nmn. U u+e (23)

Sisetoma P = % se puede escribir (23) de la forma:

nu no1
(140 () G [ s

Esto nos muestra que podemos tomar la forma del funcional (17):

P = (149 (149, Negk o= B

Donde como se menciono anteriormente F es una funcion de u y € elevada a la n potencia, N es

(24)

un coeficiente que depende de ny G es otra funcion de u y .
Ahora recordando que u =Y, y que:

_F)
(M)

Se puede encontrar a partir de esta relacion utilizando F(u) como F(Y) :

F(Y) Fm 1 €
SFW  Fa 9 (1+7)

Y

Recordando que F'(u) se hace desde (24) se encuentra entonces

§=log(1 +;)

Y finalmente despejando Y

€ (25)

Es la ley de Planck.
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En conclusion, este primer método es aceptable para reconocer que la hip6tesis cuantica
de Planck es suficiente para explicar la radiacion del cuerpo negro, esto quiere decir que la
hipotesis como tal va a conducir a la ley de Planck. Sin embargo, Poincaré reconoce las
limitaciones presentes y se propone encontrar un camino mas general y menos

especulativo.

Capitulo 3

Segundo método: Transformada de Fourier

En lo que sigue Poincaré se propone encontrar, primero si verdaderamente la particion
de la energia es independiente del namero de resonadores n'y del nimero de atomos p sin
importar cual es la forma de la densidad de probabilidad w, y segundo, preguntarse si la
construccion parcialmente intuitiva de Planck utilizando las complexiones e introduciendo
la hipdtesis cuantica es la Unica que permite llegar a la ley de radiacion de energia de

cuerpo negro. *°

Para responder estas dos cuestiones primero plantea una transformada de Laplace en la

forma:

¢(a) = foow(E)e‘“EdE

(26)

Con w(E) como la densidad de probabilidad de un solo resonador y donde o es un numero

complejo @ = o + if3. Pero si se asume g = 0 entonces la transformada toma la forma

$(iB) = f Y(E)e BE dE

(27)

10 En el razonamiento anterior Poincaré introduce las complexiones de la misma forma en que
Planck lo hizo.
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Como se quiere calcular una transformada de Fourier, en la integral (27) E barre en el
intervalo (—oo, ), por eso puede llegar a considerarse igual a (26) si asumimos que para
E > 0 se tiene que Y(E) = w(E) y para E < 0 se tiene w(E) = 0. Es decir que la
transformada de Fourier sera igual a cero en el intervalo (—oo, 0). El sentido fisico de esto
se encuentra en que naturalmente un resonador no puede tener energia negativa.

Multiplicando (26) por si misma n veces tenemos

[ee)

" (a) = f w(Ey) ... w(E,) e “EvE2En)dE, | E,
0

Al interior de esta integral se tiene la expresion de la densidad de probabilidad asociada

al sistema de resonadores (14) asi que reemplazandola toma la forma

$"(a) = j " O(E, et dE
0 (28)

Ahora se puede calcular la transformada inversa de Fourier de (28) y resulta

1 [o'e]
o(E,m) = — j o (e dE
2771 0 (29)

¢Cual es la justificacion fisica y matematica de lo anterior expuesto? Empezando por la
segunda. En el primer método, el método de la funcion escalonada, Poincaré “supone” que
la densidad de probabilidad de los resonadores puede ser igual al funcional (17), o sea que
esta suposicion resulta ser una prueba de ensayo y error que se encuentra limitada y no es
suficiente para mostrar si la ley de Planck es verdadera y si se deriva Unicamente de la
hipdtesis cuantica. En cambio, con el uso de la transformada de Fourier no hay mayor
interés en saber cuél es la forma de ¢ pero si en saber que posee una transformada unica de
Fourier que a su vez puede ser recuperada al hallar la transformada inversa. Como una
adicién trivial hay que recordar que la transformada de Fourier de una funcion tiene una y

solo una funcion asociada. En otras palabras, este método es mas general que el primero.

En cuanto a la primera justificacion, una transformada de Fourier es una aplicacion

matematica que permite descomponer una funcion en un numero infinito de funciones.
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Imagen 4. Representacion visual de la transformada de Fourier. Tomado de https://www.ciencia-
explicada.com/2011/04/rectificacion-optica-un-nuevo-metodo.html

La descripcion ilustrativa es que una suma de frecuencias daria como resultado una
unica frecuencia (Imagen 4). Fisicamente hablando, esto tiene un gran uso en el cuerpo
negro porque un espectro de frecuencias (que seria la frecuencia de cada resonador radiante
y por lo tanto una funcion para cada resonador) daria como resultado la distribucion final
de un cuerpo radiante (la cuerva espectral observada experimentalmente) la ecuacion (28)
describe esto. Pero, también se puede interpretar en el sentido contrario, una distribucion
final dada puede ser descompuesta en su espectro de frecuencias, que corresponde a la

lectura que se puede hacer a la ecuacion (29).

Con estos nuevos descubrimientos, si se reemplaza la ecuacion (29) en las ecuaciones
(15) y (16) se obtiene el mismo resultado del primer método, es decir la ley de Planck
(25)1. Y aunque seran omitidos estos calculos porque son similares a los del primer

método, si se debe rescatar una relacién muy valiosa a la que llega a través de este método

y que es

p@ 0

11 También se recupera el teorema de equiparticion de la energia clasico pero el procedimiento
sera omitido.
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Este segundo método le permite a Poincaré responder a la pregunta hecha por Nernst
durante el congreso de Solvay: ¢Podremos escapar a la hipétesis cuntica? La respuesta es
negativa. Ya que la ecuacion (28) y la ecuacion (29) derivan a la ley de Planck cuando se
reemplazan en las ecuaciones (15) y (16) que son las que determinan los valores esperados
de energia del sistema, se puede concluir que la hip6tesis de los cuantos es suficiente
porque conduce a la ley de Planck (24) y necesaria porque si la ley de Planck es verdadera,
entonces la hip6tesis de los cuantos también. Por ultimo, puede dar respuesta al retomar las
ecuaciones (30), que la energia promedio de los &tomos no depende de p y la energia
promedio de los resonadores no depende de n; esto asegura el equilibrio termodinamico
porque una vez mas, los sistemas fisicos siempre llegan a dicho estado Unico

independientemente de la cantidad de materia que posean.

Discontinuidad cuantica

Retomando las ecuaciones (30) se puede entender que son la particion de la energia
entre los atomos y los resonadores derivada del segundo método cuya diferencia escrita con
la particion encontrada en el primer método es obvia. Queda entonces un Gltimo intento por
estudiar la continuidad de la radiacion de los cuerpos aplicando estas ecuaciones. Segun la
ley de radiacién Wien'?, la densidad de radiacion espacial de cuerpo negro entre las

longitudes de onda A y 1 + dA, esta representada por la ecuacion:

di (31)
udA = = f(AT)

Donde T es la temperatura absoluta 'y f(AT) una funcion que depende de las variables
inscritas en ella. Esta ecuacion es el resultado de una serie de suposiciones que son
propuestas desde las ideas de la fisica clasica. También recuerde que la densidad de

radiacion espacial dada por Planck es (5):

2 No confundir con la ley de desplazamiento de Wien.
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8mv? (32)
e Ydv

udv =

Donde Y=U. También se puede escribir (32) como la igualdad

udA = u,dv = Kv?Ydv (33)

Teniendo en cuenta que A = fy conkK = i—’; Se puede despejar Y de (33) asi:

Uy (34)
Kuv?
De (33) también u, = u, %, que si se remplaza en (34) nos da

Y =

_ U dﬂ. (35)
T Kv?dv

Recordando que 1 = % entonces dA = — <& y al reemplazar esto en (35)

v2

K'u (36)

v

Y =

ConK' = — % Y como A = —15) se puede escribir (36) en términos de A de la forma

Y = K"u,M“ (37)

ConK" = — é Finalmente despejando u; de (31) y reemplazando en (37) nos da

_K"f(AT) (38)
)
Ahora, T no es otra cosa que X, y tomando las ecuaciones (30) se puede escribir

Y

Yda = —d In¢g(a)

YdX = X%d In¢(a) (39)
Donde igualando (38) y (39) para Y

K"f(AX) _X*dIn(¢)
A dX

O también

K"f(X)dX
T =d ll’l((l))
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., . . . . A .
La expresion a la derecha no cambia si se hace el cambio de variable X auX y 1 a m siendo

u cualquier constante, por lo tanto, se deduce que ¢ es una funcion de AX. Si se escribe

d In(¢p(AX)) de esta derivada saldra un termino A adicional, aunque no se conozca la forma
de ¢ que seria, 1 d In(¢p(AX)). Y como al interior se tiene un producto, el diferencial de AX
seria XdA

K"f(AX)XdA
—xzA@)
Eliminando términos semejantes
K"f(AX)dA
—x 4@

- - 1 . .
Y multiplicando = en ambos lados de la igualdad se recupera la ley de Wien (31) y se

puede escribir

X dIn(¢)
u,ldl = F FE
La radiacion total es entonces:
*© X (“dIn(¢) (10)
.]; u,ldl = FJ; 2'3

Recordando que ¢ debe ser funcion de AX en la forma ¢ (4X) la ecuacion del lado derecho
en (40) muestra un hecho fisico que no tiene sentido ya que diverge a infinito cuando A —
0. La imagen 5 muestra visualmente este comportamiento. Estas longitudes de onda corta
gue muestran una inconsistencia son los mismos resonadores de longitud de onda corta

propuestos por Poincaré y que son los que poseen una naturaleza cuantica. Esta explica
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porque la ley de Rayleigh-Jeans predice valores infinitos de energia cuando las longitudes

de onda se hacen cada vez méas pequefias.

Densidad de energia u

] 1 2 3 4 5

Longitud de onda (A)

) 1 .
Imagen 5. Grafica de la funcion = Fuente propia.

Pero esta patologia puede ser vista desde otro punto de vista. Al considerar la ecuacion (26)

que es

o(a) = f " W(E)e-EdE
0

En esta ecuacion w(E) debe tener un comportamiento continuo porque puede barrer en el
intervalo que muestra la integral, pero hay que observar que cuando a — o entonces ¢(a)

tiende a cero. Si se relaciona esta consecuencia con la ecuacion (40) cuando ¢ tienda a cero
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entonces el logaritmo diverge también, pero hacia menos infinito. La imagen 6 muestra este

comportamiento.

Imagen 6. Grafica de la funcién In(x). Fuente propia.

In(¢)
A3

Al graficar la funcion completa de (40), , Se observa que diverge hacia menos infinito

para A = 0. Imagen 7.

-1

-2

Imagen 7. Grafica densidad de radiacién espectral clasica. Fuente propia.

La Unica forma de salvar esta extrafieza es que cuando a — oo en (26), ¢(a) no puede
tender a cero, y asi, en la ecuacidn (40) el logaritmo corresponda con valores finitos de
energia, pero si esto es asi, entonces la funcion w(E) no puede ser considerada continua.

En conclusion, hay dos caminos que llevan a una probleméatica méas grave que la anterior. Si

la funcion w(E) es continua, la densidad de radiacién espectral es infinita y no esta de
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acuerdo con los resultados experimentales medidos, pero si la densidad de radiacion
espectral es finita, w(E) no puede ser continua. Esta prueba de la discontinuidad cuantica
presente en la particion de la energia del cuerpo negro permite afirmar con total certeza que
no importa si hay mas “leyes de Planck”, o no importa la forma en que son escritas
matematicamente son distintas a la ley de Planck, todas mostraran un efecto de

discontinuidad de la misma naturaleza que hipotesis cuantica propuesta.

Analisis y conclusiones

Las contradicciones entre la mecanica y la termodinamica con respecto a los procesos
reversibles y la necesidad de explicar la radiacion de los cuerpos, dos problematicas fisicas
de naturaleza aparentemente distinta condujeron a Planck a encontrar que la forma en que
la energia de los cuerpos era radiada no era de naturaleza continua como habia sido
concebida en la fisica clasica, sino que esta era emitida en paquetes discretos. La busqueda
de la verdad para Planck culminé con un trabajo que mostraba una concepcion muy
diferente de los fendmenos que se encontraban en una escala cuantica y los que claramente

las formulaciones antiguas no podian explicar.

A continuacidn, se presenta una comparacién mostrando las semejanzas y diferencias de
los trabajos de Planck y Poincaré cuando buscaron derivar una ley que describiera la

radiacion de energia de los cuerpos.

Los contextos e intereses de cada uno ellos son significativamente distintos. En primer
lugar, Planck se encontraba en una época donde las ideas del segundo principio de la
termodinamica todavia se sentian demasiado recientes y junto con las propuestas de
Boltzmann y Maxwell alargarian ain mas la problematica, razén por la cual invirtié
demasiado tiempo intentando encontrar una justificacion tan clara y convincente como
fuera posible para que se aceptara la naturaleza absoluta de este principio. Hay que recordar
que Planck era un experto en lo que a la termodinamica se referia y encontraba en el primer

principio de esta una verdad irrefutable por lo que de alguna forma concebia los trabajos de
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Clausius sobre la entropia con igual valor. Ahora bien, pasado el siglo XX, con el
nacimiento de la teoria de los gases ideales y la mecanica estadistica, los problemas
alrededor del caracter absoluto de la termodindmica parecieron ser menos interesantes
debido a las nuevas problematicas que surgian con la relatividad especial de Einstein, el
modelo atomico y la aparicion de la mecénica cuantica, razones por las cuales Poincaré
prefirio prescindir de los conceptos que rodeaban a la termodinamica e intentd obtener

resultados de la fisica estadistica que era segun el mas objetiva y menos conflictiva.

Planck buscaba especificamente encontrar una prueba irrefutable que le diera al segundo
principio un carécter absoluto y no estadistico, por eso incursiono en el problema de la
radiacion de cuerpo negro. Ya que la evolucion del sistema es irreversible, se puede
calcular la entropia maxima, que es equivalente al estado mas probable y que esta asociado
al estado de equilibrio térmico del sistema; se suponia que con un valor positivo de entropia
se aseguraba que el segundo principio era absoluto, pero aparte, que la materia era
continua, porque las interpretaciones estadisticas estaban muy relacionadas con sistemas
microscopicos de particulas. Poincaré en cambio se interesé mas en el mecanismo que
lograba establecer el equilibrio termodindmico del sistema y después encontrar la particion
de energia, esto lo conduciria a un resultado que, si no era el de Planck, hubiera salvado las

concepciones clésicas, de lo contrario, permitiria justificar mejor porque tomaba esa forma.

Vale la pena resaltar que el modelo propuesto por Planck fue igualmente acogido por
Poincaré, pero cada uno le dio un enfoque distinto. En lo que a la distribucion de la energia
de los cuerpos radiantes refiere, en la ley de Planck se describe la densidad de radiacion por

unidad de area y tiempo que emite el cuerpo con la ecuacion:

8mv?¢  hv
U=——.7
ekT — 1

Esta densidad depende de la energia promedio de los resonadores que estaria dada por:

hv

n
e% _1 (41)

U =

Y que es la misma relacion que Poincaré encuentra
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&

&
ex — 1 (“42)

Y =

En el enfoque de Planck, U es la energia promedio de un resonador y esta relacionada
con la temperatura absoluta T del sistema. Poincaré también se propone calcular el valor
promedio de energia para un solo resonador, Y, como funcion del valor promedio de
energia de un 4&tomo que oscila, X. Al observar en las ecuaciones (41) y (42) se puede
descubrir que X = kT, es decir, los &tomos de Poincaré funcionan como un termémetro en
este sistema pues estan relacionados con la temperatura absoluta que propone Planck. Por
ultimo, en los anexos a este trabajo se encuentra una demostracion de que se recupera el
teorema de la equiparticion de la energia clésico al calcular el limite de las ecuaciones (41)

y (42) cuando € — 0.

En principio Planck logra mostrar la distribucion de la energia de un cuerpo negro
utilizando la hipotesis cuantica, pero esta no tiene una trascendencia importante y se puede
decir que como la hipotesis es introducida mas bien intuitivamente, no se determina a
analizarla. Poincaré termina imbuido en el sistema hasta el punto en que encuentra que la

discretizacion de la energia es un comportamiento natural de la radiacion.

Cuando Planck encontro la distribucion de energia del cuerpo negro utilizando la
hipdtesis cuantica, lo hizo como un artificio matematico y de poco significado fisico, pero
no fue el Unico que pensé asi, ya que su trabajo paso practicamente desapercibido hasta que
en el afio de 1905 Albert Einstein le daria el valor que merecia. Poincaré no estuvo exento
de esa experiencia pues su articulo, dada la complejidad que presenté en la época fue
igualmente ignorado; incluso Sir James Jeans atacé algunas conjeturas y errores
matematicos que no daban por resuelto el problema de la hipdtesis cuantica. Esto puede
estar de acuerdo con la historia porque la publicacion del articulo fue en 1912 y no es sino
hasta 1924 aproximadamente que Paul M. Dirac, Werner Heisenberg y Erwin Schrédinger

proponen los fundamentos de la mecanica cuantica como se conoce hoy.

El trabajo de Poincaré se hace gradualmente mas general hasta que logra demostrar que
es imposible escapar a la hipdtesis cuantica o lo que es lo mismo, no se puede concebir la
continuidad de la energia a menos que las predicciones matematicas no estén de acuerdo

con las medidas experimentales.
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Conclusiones

No es posible derivar la ley de Planck a partir del paradigma de la fisica clésica sobre la
continuidad de la energia, debido a que la funcion w(E) asumida con naturaleza continua
conlleva a que la densidad de radiacion espectral sea infinita a menos que w(E) presente

discontinuidades similares a las de la hipdtesis cuantica.

La densidad de energia espectral del cuerpo negro revela valores infinitos cuando A — 0,
esta region del espectro electromagnético corresponde a longitudes de onda corta que son
los mismos resonadores propuestos por Poincaré, cuya naturaleza es cuantica y que es el

mismo intervalo en que se presenta la catastrofe ultravioleta de Rayleigh-Jeans.

Analizar el problema de la radiacion del cuerpo negro desde la fisica estadistica como lo hace
Poincaré y desde la termodinamica como lo hace Planck, permite llegar a la ley de radiacion de los
cuerpos, pero también ofrece la posibilidad de complementar las interpretaciones ofrecidas por el

otro haciendo asi que el entendimiento de este sea mas claro.

El segundo método abordado por Poincaré a través de la transformada de Fourier
establece una relacidn interdependiente entre la hipotesis cuantica y la ley de Planck de tal
manera que la hipotesis cuantica es la Unica que conduce a la ley de Planck pero también si

la ley de Planck es verdadera implica necesariamente la hipétesis de Planck.

El trabajo de Poincaré es un intento de explicar la naturaleza intrinseca y por lo tanto ineludible
de la discontinuidad de la energia cuyo rango de alcance al entendimiento de esta patologia en la

fisica clasica es mas general que el propuesto por Planck.

Los marcos tedricos de la fisica clasica son incapaces de explicar la radiacion del cuerpo negro
necesitando entonces una nueva descripcion e interpretacion de los fenémenos a escalas cuanticas

gue nacen como un nuevo reto para comprender el mundo.

Hay una perspectiva distinta desde la que se puede complementar el estudio de la mecanica
cuantica en sus inicios cuando se ve en los cursos el tépico referido a la radiacion de los cuerpos

para que los estudiantes conozcan con mayor detalle la historia del cuerpo negro desde su
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planteamiento hasta su solucién en 1900 junto con el trabajo que realiza Poincaré haciendo hincapié
en la problemética de la hipotesis cuantica.
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Anexos
Ley de Wien
Escribiendo la ley de Planck en términos de A tenemos

8mhc

v
A5, (e2kT — 1)

IAT) =

Como se busca el 4 maximo se debe derivar esta equitacion e igualarla a cero

oUGT) _
ar
Cuyo resultado seria igual a
hc _h
— = —e 7
T 5.(1 —e #kT)

. . . h oy - .
Si se hace el cambio de variable x = ﬁ se puede escribir lo anterior como
x=51-e™)

Para obtener

X

1—e‘x_5:0

Si bien esta ecuacion no puede ser resuelta analiticamente, una buena aproximacion es

considerar lo que ocurre cuando x es grande
e *=0

Asi que x ~ 5y la ecuacién puede ser escrita como

41
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x=5(1-e)
Calculando los valores

x ~ 4,9651

. ./ h . h
Recordando la sustitucion x = M—CT se despeja Apax T = é y reemplazando los valores de ¢

y h'y calculando se tiene
AnaxT = 2897.6umK

Donde 2897.6umK es la constante de Wien.

Ecuacion de Stirling
Esta ecuacion surge de la igualdad

N!= NN

Demostracion del limite:

Primero tenemos

£
lim(Y) = 1im< 3 >
€0 20\ex —1

P . . ., . 0 . WAL
Como en el limite se presenta una indeterminacion del tipo 5 se aplica la regla de L'Hopital:

y f) . f()
im—= =1

s g(x) ameg (@)

Quedando



a

lim (V) = lim| —+

-0 -0 \

><|m

Y evaluando el limite se tiene



	Pregunta problema
	Objetivo general
	Objetivos específicos
	Capítulo 1
	El segundo principio de la termodinámica.
	Interpretaciones estadísticas de la física clásica.
	El problema de la radiación de cuerpo negro.

	Capítulo 2
	Algunas consideraciones de la física clásica
	Partición de la energía de Poincaré.
	Primer método: Función escalón ,,𝑬-𝒏..:
	La ley de Planck

	Capítulo 3
	Segundo método: Transformada de Fourier
	Discontinuidad cuántica
	Análisis y conclusiones
	Conclusiones

	Bibliografía
	Anexos

