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2.10. Cinta de Möbius (Elaboración Propia). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
2.11. Rotación alrededor de z (Elaboración Propia). . . . . . . . . . . . . . . . . 58
2.12. Producto Cuña (Elaboración Propia). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

3.1. Modelo de A. Einstein (1905) (Elaboración Propia). . . . . . . . . . . . . . 71
3.2. Modelo de H. Minkowsky (1908) (Elaboración Propia). . . . . . . . . . . . 72
3.3. Modelo de E. Cartan (1913) (Elaboración Propia). . . . . . . . . . . . . . . 72
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Introducción

La Teoŕıa Especial de la Relatividad (TER) fue publicada en 1905 por
Albert Einstein en un art́ıculo titulado “Sobre la electrodinámica de los
cuerpos en movimiento”, trayendo consigo una revolución en la f́ısica teóri-
ca, el pensamiento y la cultura del siglo XX. Todo esto debido a la reestruc-
turación de los conceptos clásicos de espacio y tiempo dados por Newton.
Aunque el reconocimiento no fue inmediato, con el tiempo la teoŕıa se
afianzo en los académicos, generando un nuevo paradigma entre la comu-
nidad cient́ıfica, afectando no solo a la f́ısica sino que también a la filosof́ıa,
el arte y la cultura en general (A. M. Ron, 2005). Dicha teoŕıa tiene la
capacidad de explicar muchos fenómenos, y de dar respuestas a muchas
preguntas, lo que la hace una teoŕıa de alto interés, por lo que se han
planteado muchas alternativas para su estudio, como podŕıa ser el caso del
formalismo espinorial introducido por Élie Cartan en 1913, que tiene la ca-
pacidad de expresar las transformaciones de Lorentz, usadas en relatividad
para comparar medidas de marcos en movimiento.

En el presente trabajo se estudian los espinores en la TER. Para lo cual
en el capitulo 1 se presenta un recorrido histórico-conceptual sobre la crisis
de la f́ısica a finales del siglo XIX, la noción de éter y los aportes de Albert
Einstein de 1905 que justifican el surgimiento de la TER. El capitulo 2
introduce los elementos matemáticos necesarios para el estudio del forma-
lismo espinorial, como los grupos de simetŕıa, la topoloǵıa y el álgebra de
Clifford, sirviendo como base para comprender su estructura geométrica,
todo esto para dar una discusión acerca del grupo de Lorentz SO(1, 3) y su
relación con las rotaciones, lo que permitirá establecer una conexión entre
dicho grupo y el grupo de los espinores SL(2,C), los cuales serán definidos
a partir de trabajo de Élie Cartan. En el caṕıtulo 3 se estudia cómo las
transformaciones de Lorentz pueden reformularse en el formalismo espi-
norial, articulando la teoŕıa de grupos con la relatividad. Finalmente, el
caṕıtulo 4 aplica el formalismo espinorial al campo electromagnético, esta-
bleciendo su equivalencia con la notación tensorial tradicional, mostrando
sus ventajas geométricas y didácticas.
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Problema de Investigación

Teoŕıa Especial de la Relatividad

La TER desarrollada por Albert Einstein (1879 - 1955) en 1905 presen-
to una revolucionaria y nueva forma de abordar la f́ısica, entre los muchos
problemas de la época, solucionó el conflicto del éter que exiǵıa la teoŕıa de
Maxwell para la propagación de ondas electromagnéticas. Por otra parte
Lorentz hab́ıa encontrado que tanto la teoŕıa de Newton como la de Max-
well presentaban inconsistencias al momento de relacionar observadores
inerciales, por un lado la Mecánica Newtoniana transforma bajo Galileo
pero la teoŕıa electromagnética de Maxwell requeŕıa de nuevas transforma-
ciones, las de Lorentz (Janssen, 2005), las cuales relacionan las medidas de
de un observador inercial Σ respecto a otro Σ′.

La TER llego bajo este panorama, en el cual ayudó a dar claridad y so-
lucionar conflictos1, por lo que se hace de vital urgencia para los licenciados
desarrollar enfoques que profundicen detalles conceptuales para fomentar
el pensamiento cŕıtico (Levrini, 2014). Además de esto, la TER, se en-
cuentra contemplada en la f́ısica moderna (toda la f́ısica desarrollada entre
los siglos XIX y XX), y por ello es de suma importancia su aprendizaje
y estudio a detalle (Perez y cols., 1986). Adherido a esto, la revolución
tecnológica hace uso de sus desarrollos para generar nuevas herramientas
que mejoren el avance en las ciencias exactas y aplicadas.

La TER presenta un cambio conceptual que puede ser de ayuda para
la comprensión de la f́ısica clásica, ya que permite contrastar conceptos
y ponerlos a prueba en torno a discusiones sobre un mismo fenómeno.
También cabe mencionar el interés de los estudiantes por comprender el
universo y sus diferentes fenómenos. Con base en esto se hace necesario
y urgente para los licenciados, desarrollar mecanismos alternativos que
planteen la teoŕıa con diferentes enfoques que tengan como objetivo una
comprensión más profunda.

Como mencionaba anteriormente, la TER propone un cambio concep-
tual, que en principio no es intuitivo, lo que en si configura una tarea dif́ıcil
al momento de su enseñanza. Como ejemplo de ello, la TER trae consigo
un nuevo planteamiento de los conceptos de espacio y tiempo, que distan
mucho de la concepción de Newton, y, en este punto, es importante tener
claro estos conceptos desde esa perspectiva clásica. Pero, como mencionan

1Como la incompatibilidad entre la mecánica de clásica y el electromagnetismo, la ausencia de nece-
sidad del “éter lumińıfero”, las transformaciones de Galileo inadecuadas para velocidades altas, etc.
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(Perez y Solves, 2003) los alumnos en algunos casos no reconocen estos
atributos newtonianos del espacio como lo son la continuidad, homogenei-
dad, isotroṕıa, etc., al no tener estas nociones es dif́ıcil asimismo generar
un cambio en los conceptos. Este, entre muchos dilemas, esto lleva a la
necesidad de proponer diferentes formas de llegar a una teoŕıa con el fin
de tener alternativas para estudiar y asimismo comprender. Estos cam-
bios conceptuales vienen de la mano de un tratamiento geométrico desde
la visión de Minkowski, como lo muestra el articulo Caracterización del
Espacio-Tiempo de Minkowski (Vargas, 2009). Esta es la forma tradicional
de estudiar la TER, llevada a cabo de manera geométrica, haciendo uso
por ejemplo de los vectores, las matrices y los tensores, esto de la mano
de un análisis algebraico para llegar aśı a construir las transformaciones
de Lorentz representadas en matrices de 4 × 4. Esta es la forma tradicio-
nal de tomar el curso, pero muchas veces estos conceptos abstractos no
permiten que los estudiantes terminen de interiorizar la teoŕıa, ya que se
ha evidenciado que en algunos casos los estudiantes no han cambiado los
conceptos anteriores por los nuevos presentados, adherido a que en algunos
casos el aprendizaje es superficial y no permite extrapolar el conocimien-
to a situaciones externas a la formalización de la teoŕıa (Perez y Solves,
2003). Ademas es poco intuitivo a la hora de hacer notar las simetŕıas
espacio-temporales o la geometŕıa asociada que nos lleva a reflexionar so-
bre causalidad, invarianza, etc (Redish, 2005). Por otra parte, existen otros
formalismos geométricos que permiten llegar a esta teoŕıa y que pueden lle-
gar a presentar una alternativa a la hora de abordarla, como lo son, los
espinores.

El Formalismo Espinorial

Por otra parte, las matemáticas, para ser más exactos los formalismos
matemáticos, dan a la f́ısica un medio por el cual expresar y dar expli-
caciones a los diferentes fenómenos naturales, su relación es ı́ntimamente
compleja pero que a su vez, es la que desarrolla el entendimiento e in-
terpretación de los fenómenos. Este es el caso del formalismo espinorial
desarrollado en 1913 por Élie Cartan e introducido en la f́ısica por Paul A.
Dirac en un intento por unificar la mecánica cuántica con la relatividad.
Aqúı, se crea un ente matemático para dar explicación a cierto fenómeno
particular de la mecánica cuántica, el esṕın, pero que a su vez puede ser
usado en la TER para expresar las Transformaciones de Lorentz, lo que
lleva a otra manera de formalizar la relatividad de Einstein. En trabajos
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anteriores, como el de Análisis de la notación espinorial como formalismo
para la enseñanza de la f́ısica moderna (Verano, 2023), donde se trabaja
el concepto de manera amplia, tanto para la mecánica cuántica como para
la TER. Alĺı se hace un excelente tratamiento, por lo que en el presente
trabajo se profundizara el concepto a detalle en TER con el fin de crear
una herramienta alternativa y detallada sobre el formalismo espinorial en
la TER que brinde a los licenciados un tratamiento alternativo. Con esto
en mente, se ha revisado los contenidos de los cursos de relatividad especial
y se evidencia que el formalismo espinorial no se encuentra en los conte-
nidos temáticos. A su vez es poco el desarrollo que se encuentra a la hora
de estudiar y querer profundizar los conocimientos relacionados con esta
temática.

Es aqúı donde el formalismo espinorial puede presentar otro enfoque pa-
ra el estudio de la TER, con desarrollos geométricos, algunas nociones de
la teoŕıa de grupos y la topoloǵıa. Además, algunos problemas de la TER
se hacen mas fáciles cuando son aproximados con los espinores, a diferencia
del tratamiento tensorial que se realiza de manera tradicional, sumado a
esto, pueden dar una alternativa más detallada del espacio-tiempo a dife-
rencia de los tensores ((Prat, 2009)). Lo interesante de los espinores, es que
dan una estructura geométrica más rica, además de presentar herramien-
tas didácticas para entender mucho mejor algunos conceptos o ideas, como
pueden ser las simetŕıas del espacio-tiempo (Penrose y Rindler, 1984).To-
mando las palabras de Misner, Thorne y Wheeler:

“El formalismo espinorial unifica la elegancia matemática con
la f́ısica fundamental, revelando la geometŕıa oculta del espacio-
tiempo”.

(Misner y cols., 1973)

En la actualidad tanto la mecánica cuántica como la TER hacen parte
de la f́ısica moderna, los pilares de la tecnoloǵıa, pero, presenta dificulta-
des serias que constituyen una problemática en la enseñanza de la f́ısica
(Perez y cols., 1986). Por tal motivo se hace de vital importancia para los
profesores crear mecanismos que faciliten su comprensión desde diferentes
contextos, por ello el espinor configura una herramienta de profundización
para presentar un tratamiento alterno al estudio de la TER.

En torno a la discusión anterior, se plantea la siguiente pregunta pro-
blema:

¿Qué elementos conceptuales y geométricos aporta el formalismo espi-
norial como alternativa para el estudio de las Transformaciones de Lorentz?
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Metodoloǵıa

Para la presente investigación se hará uso de una metodoloǵıa cuantita-
tiva basada en el uso de herramientas matemáticas rigurosas para mostrar
con claridad las posibilidades y alcances del formalismo espinorial en el
contexto de la TER. Particularmente se abordaran las transformaciones de
Lorentz y el comportamiento del campo electromagnético desde la perspec-
tiva de observadores en distintos marcos de referencia inerciales. Se tomó
esta metodoloǵıa debido a la capacidad de producir datos rigurosos, pre-
cisos y replicables lo que fortalece la confianza en las conclusiones y en
la integridad del conocimiento generado, ademas de lograr una objetivi-
dad superior que reduce la presencia de sesgos y facilita la comprobación
de hipótesis basadas en la teoŕıa existente (Hernández-Sampieri y cols.,
2013), como es el caso de la TER.

La base teórica estará proporcionada principalmente por los desarrollos
de Élie Cartan en su libro de 1913 titulado “The Theory Of Spinor” (Élie
Cartan, 1984) donde se hace un estudio riguroso y detallado sobre la teoŕıa
espinorial. Alĺı se muestra como estos objetos encapsulan de manera natu-
ral las simetŕıas del grupo de Lorentz. Esta perspectiva se complementará
con el trabajo realizado por Misner, Thorne y Wheeler en su libro “Gra-
vitation” (Misner y cols., 1973) donde se profundiza más en la aplicación
de los espinores a la relatividad especial y general, complementando aśı un
marco teórico robusto y riguroso.

Con estas referencias y el enfoque metodológico permitirá realizar cálcu-
los expĺıcitos y comparaciones cuantitativas del comportamiento del campo
electromagnético visto desde distintos observadores inerciales. Aśı, se lo-
grará no solo mostrar el uso de los espinores como herramienta teórica,
sino que también explorar su potencial pedagógico para la enseñanza de la
TER y el electromagnetismo en niveles de pregrado.
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Objetivos

General

Analizar los aportes conceptuales y geométricos que ofrece el formalismo
espinorial, para el estudio de las transformaciones de Lorentz en el marco
de la TER, destacando su potencial como herramienta alternativa para el
estudio de la f́ısica moderna.

Espećıficos

1. Desarrollar un breve repaso sobre la TER desde la problemática ge-
nerada en el siglo XIX alrededor de éter y el campo electromagnético.

2. Presentar un desarrollo de conceptos (teoŕıa de grupos, álgebra de
Clifford, topoloǵıa) y un breve análisis histórico acerca del surgimiento
del espinor a partir de los trabajos de Élie Cartan.

3. Implementar el concepto de espinor para el análisis de las transfor-
maciones de Lorentz, comparando su formulación con el tratamiento
tradicional.

4. Aplicar el concepto de espinor para el caso del campo electromagnético
en la TER, estableciendo su equivalencia con la notación tensorial y
analizando sus ventajas.



Caṕıtulo 1

Nociones de Relatividad Especial

1.1. Crisis de la F́ısica a Finales del Siglo XIX

El siglo XIX es una etapa muy interesante y diversa para la huma-
nidad, ya que en dicho siglo se consolidan las ciencias, en particular se
dominan, hasta cierto punto, los efectos eléctricos y magnéticos para luego
formar una de las principales áreas de la f́ısica, el electromagnetismo, y
todo esto de la mano de los grandes f́ısicos como Hans Christian Ørsted
(1777-1851), Michael Faraday (1791-1867), James Clerk Maxwell (1831-
1879), entre otros. En esta gran etapa, Maxwell da a conocer sus celebres
ecuaciones (1.7, 1.8, 1.9 y 1.10) que describen las propiedades de los campos
eléctricos y magnéticos, además, estas permitieron formalizar a la óptica
en dicho marco.

No todo era color de rosa en esta época, ya que la f́ısica llegaŕıa a una en-
crucijada en varios de sus modelos, por ejemplo las ecuaciones de Maxwell
aun no lo eran todo, quedaban interrogantes respecto a como interaccio-
naba el campo electromagnético con los cuerpos cargados y además en
movimiento, en otras palabras no exist́ıa una “electrodinámica de los cuer-
pos en movimiento”. Por otra parte, el problema de la radiación de cuerpo
negro, la estructura de la materia, entre muchos, eran problemas que aún
poséıan desperfectos. Los modelos creados para entender el funcionamiento
de la luz también llegaŕıan a ser cuestionados, y más en esta época, ya que
los fenómenos ópticos eran los que mayoritariamente recib́ıan atención. Los
primeros modelos acerca de la estructura de la luz datan del siglo XVII,
en dos textos de nombres Micrographia de 1665 escrito por Robert Hoo-
ke (1635-1703) (Hooke, 1665) y Traité de la lumiére de 1690 escrito por
Christiaan Huygens (1629-1695) (Huygens, 1690). Si bien el texto de Hoo-
ke trata sobre bioloǵıa, la luz en ambos textos se entend́ıa como una onda
propagándose sobre un medio, modelo ondulatorio. A ráız del estudio de

1
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las ondas se sabia que estas necesitan de un medio para poder propagarse,
y que la velocidad depende de las propiedades del medio, por ejemplo las
ondas de sonido requieren del aire para poder propagarse, un cambio en la
presión del aire o en la temperatura de este modificaran la velocidad del
sonido. Con esto en mente se esperaba que la luz estuviera soportada de un
medio para poder propagarse, a este medio se le llamo éter, y deb́ıa tener
ciertas propiedades, como por ejemplo, tener una gran rigidez para que las
ondas electromagnéticas pudieran moverse por él a grandes velocidades,
además, este no debeŕıa tener fuerzas de rozamiento con los planetas ya
que el movimiento de estos depende únicamente de la ley de gravitación
universal (J. M. S. Ron, 1983).

Otra alternativa a la estructura de la luz era la teoŕıa corpuscular, en
la cual la luz estaŕıa formada por pequeños corpúsculos. Esta teoŕıa la
desarrollaŕıa Isaac Newton (1643-1727) en su celebre obra Opticks de 1704
(Newton, 1704). Es importante mencionar que, aunque Newton planteaba
un modelo corpuscular de la luz, este no terminaba de comprometerse
finalmente con un modelo en si, además de aceptar la existencia del éter,
no como un medio para la propagación de la luz sino como un medio que
interaccionaba con los corpúsculos para producir fenómenos de refracción.

Figura 1.1: Aberración Estelar (Elaboración Propia).

En este punto de la historia, con dos teoŕıas contrarias enfrentándose
por explicar un mismo fenómeno, se hace urgente llegar a un experimento
que permitiera por fin seleccionar una. Es para 1728 que James Bradley
(1693-1762) descubre la aberración estelar, fenómeno que consiste en la
diferencia de la posición aparente de una estrella y su posición real, debida
a la combinación de la velocidad del observador v y la velocidad de la luz
c, entendiendo la velocidad de la luz finita. La figura 1.1 nos muestra una
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representación gráfica del fenómeno. Bradley explico este fenómeno con
la teoŕıa corpuscular, asumiendo que dichos corpúsculos no son afectados
por la atracción gravitatoria de la tierra, dando a esta cierto privilegio por
encima de la teoŕıa ondulatoria, y además con los principios de la mecánica
newtoniana.

Figura 1.2: Suma de Vectorial (Elaboración Propia).

Para explicarlo supongamos que la tierra se encuentra en reposo y que
una estrella ubicada en el punto E como se muestra en la figura 1.2, se
mueve con velocidad −v (donde v = 30 km/s es la velocidad de la tierra
alrededor del sol) y c es la velocidad de la luz emitida por la estrella. Por
tanto c′ sera la velocidad de la luz que mide un observador en la tierra, con
esto se tiene que:

c′ = c− v (1.1)

Es de notar que en la ecuación (1.1) la velocidad de la luz depende de la
dirección, y también del observador, si esta o no en movimiento. Aplicando
el Teorema del Seno en el triangulo de la figura 1.2, se tiene que:

sinα =
v

c
sin β (1.2)

como v ≪ c se puede aproximar la ecuación (1.2) a:

tanα =
v

c
(1.3)

Donde v/c a veces es llamada la constante de aberración. Aqúı (ecuación
1.3) se ve precisamente como la velocidad cambia dependiendo del ángulo
de observación.

A pesar del obstáculo que significó la explicación de Bradley para la
teoŕıa ondulatoria, esta no se quedo atrás, ya que para 1802 Thomas Young
(1773-1829) retomaŕıa la teoŕıa en una sección de su Of The Analogy Bet-
ween Light And Sound (Young, 1802) en la que propońıa nuevamente una
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teoŕıa ondulatoria donde el éter tenia un cierto papel; la diferencia en la
velocidad de la luz en los diferentes medios se explicaba a base de la di-
ferencia existente entre las densidades que poséıa el mismo éter en dichos
medios. Los trabajos de Young culminaŕıan en 1807 con la publicación de
su Course Of Lectures On Natural Philosophy (Young, 1807), donde estu-
diaba el famoso experimento de interferencias dadas por la luz al cruzar
una pantalla con dos rendijas.

Como parte de la defensa que Young tenia a favor de la teoŕıa ondu-
latoria, intentaŕıa en 1804 explicar el fenómeno de la aberración estelar.
Considerando la luz como una onda, el hecho que la onda aparezca en la
dirección de c′ parece indicar que el movimiento de la tierra a través del
éter no afecta al mismo medio ni al movimiento, en otras palabras la tierra
no arrastra consigo al éter. En palabras de el mismo Young:

“Al considerar el fenómeno de la aberración de las estrellas estoy
dispuesto a creer que el éter lumińıfero impregna la sustancia de
todos los cuerpos materiales con pequeña o nula resistencia...”

(J. M. S. Ron, 1983)

En este punto se puede ver como la cuestión de si la tierra arrastraba
consigo al éter, constrúıa una problemática no solo para la óptica sino tam-
bién para el electromagnetismo. Si bien hoy en d́ıa se tienen en cuenta los
planteamientos de Young, en esa época fueron de poca relevancia debido
a que la teoŕıa newtoniana poséıa prestigio y renombre. De hecho, algu-
nos cient́ıficos como William Herschel (1738-1822) y Pierre-Simon Laplace
(1749-1827) aun segúıan intentando desarrollar la óptica con la teoŕıa cor-
puscular, particularmente François Arago (1786-1853) es quien llega a la
conclusión de que la aberración de la luz en un medio ópticamente denso
seria diferente según como la luz procedente de una estrella le atraviese en
la misma dirección y sentido que el movimiento de la tierra o en sentido
opuesto. Desde el punto de vista de la teoŕıa corpuscular, la velocidad con
respecto a la tierra de las part́ıculas de luz emitidas por una estrella de-
pende de la dirección del movimiento de la tierra. Con esto, en el caso de la
luz atravesando un prisma, se debeŕıa observar una diferencia en el ángulo
de desviación del orden de v/c. Sin embargo, Arago pondŕıa en 1808-1809
aprueba esta hipótesis llegando a un resultado nulo. A la discusión llegaŕıa
Augustin-Jean Fresnel (1788-1827), a quien Arago le escribiŕıa informándo-
le de sus experimentos y de su imposibilidad para darles explicación alguna
en base a la teoŕıa corpuscular. Fresnel contestaŕıa en una carta publicada
en los Annales de Chimie, donde expońıa lo siguiente:
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1. La teoŕıa corpuscular de la luz no parećıa la más probable, porque
para ser compatible con los resultados experimentales de Arago abŕıa
que suponer (como ya el propio Arago indico):

“... que los cuerpos luminosos trasmiten a las part́ıculas de la
luz un numero infinito de velocidades diferentes, y que estas
part́ıculas únicamente afectan al órgano de la visión cuando
viajan a una de estas velocidades, o al menos entre limites
muy próximos, de manera que un aumento o disminución en
una diezmilésima parte es más que suficiente para evitar su
deteccion”.

(Fresnel, 1819)

2. La teoŕıa ondulatoria de la luz, en la cual los cuerpos materiales atra-
viesan el éter sin arrastrarlo, haŕıa que impajaritablemente la velo-
cidad de la luz fuese diferente si se mide en direcciones diferentes,
pensaba Fresnel. También planteaba que la posibilidad de que cier-
tos cuerpos con ı́ndices de refracción mayor que el del vaćıo (como el
prisma de Arago) arrastraban parcialmente al éter.

Para explicar este fenómeno Fresnel propone que la densidad “eterea”
de cualquier cuerpo es proporcional al cuadrado de su ı́ndice de refracción
(n), y que cuando este se encuentra en movimiento arrastra consigo parte
del eter. Con esto desarrolla el “Coeficiente de Arrastre de Fresnel”.

k = 1− 1

n2

Una consecuencia del coeficiente es que ahora la velocidad ce (velocidad
con respecto al eter), de la luz en un medio en movimiento (un prisma
colocado en la tierra) estaŕıa dada por:

ce =
c

n
+

(
1− 1

n2

)
v

(En el caso que n = 1, se tiene que ce = c como era de esperarse en el
éter vaćıo).

El coeficiente tuvo cavidad en la escena cient́ıfica por un tiempo, ya que
daba cuenta sobre los experimentos realizados por Arago, aunque Fresnel
lo hab́ıa ideado para explicar un solo fenómeno. Esto cambiaŕıa en 1851
cuando Armand Hippolyte Louis Fizeau (1819-1896) descubrió su utilidad
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mediante un experimento. Con esto el coeficiente se convert́ıa en un fac-
tor que toda teoŕıa debeŕıa tener en cuenta. Más adelante seria un hecho
que se convertiŕıa en uno de los principales problemas que Hendrik An-
toon Lorentz (1853-1902) intentaŕıa resolver desde el marco de la teoŕıa
electromagnética.

La historia no terminaŕıa aqúı como es de saberse, si bien el plantea-
miento de Fresnel era interesante, no era el único que exist́ıa. Es de pre-
cisar que Young, Arago y Fresnel créıan que con la teoŕıa ondulatoria no
se pod́ıa explicar el fenómeno de la aberración estelar si se supońıa que
la tierra arrastraba completamente al éter. A esto llegaŕıa George Gabriel
Stokes (1819-1903) a rechazar lo anterior mencionado, en una publicación
de 1845, en la cual supońıa que el éter era arrastrado por la tierra de
la misma manera que las capas de un fluido son arrastradas, debido a la
fricción, cuando un fluido pasa a través de él, por esto Arago obteńıa un
resultado nulo, ya que si el prisma también esta en reposo con respecto al
éter, no se obtendŕıa un efecto diferente. Stokes fue capaz de demostrar, en
condición de irrotacionalidad por parte del éter, los datos experimentales
observados tendŕıan más sentido. Tiempo después Lorentz mostraŕıa los
errores en la teoŕıa de Stokes, sin embargo, para ese entonces la teoŕıa de
Fresnel y Stokes parećıan las mas probables (J. M. S. Ron, 1983).

Como se ha evidenciado hasta ahora, la situación con el éter proporciona
una visión adecuada para entender los experimentos ópticos que llegaŕıa
a realizar Albert Abraham Michelson (1852-1931). La teoŕıa de Fresnel
planteaba que la tierra no arrastraba al éter consigo; existe un arrastre
pero parcial, en otras palabras la tierra se mueve con respecto al éter (que
de alguna manera es el espacio absoluto de Newton), una consecuencia
de esto es que si medimos el tiempo que tarda un rayo de luz en ir entre
dos puntos de la superficie de la tierra, debe ser diferente dependiendo del
movimiento de este, de si es en el sentido del movimiento de la tierra, u
opuesto. En principio Michelson se aventuro a experimentar solo, intento
medir la velocidad de la Tierra con respecto al éter.

Ya Maxwell hab́ıa señalado que las medidas de la velocidad de la luz c
y la velocidad v de la tierra respecto al éter aparece en un segundo orden
(v2/c2), ya que el efecto era considerado muy pequeño para ser medido.
Para esto se calcula el tiempo que demora un pulso de luz para ir y volver
a un espejo. La figura 1.3 nos ejemplifica una fuente de luz con un espejo
a una distancia L. Si se supone que ambos se mueven a una velocidad v
respecto al éter, la mecánica clásica predice que la luz se moverá hacia el
espejo con una velocidad c − v y regresara con velocidad c + v (ambas
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Figura 1.3: Fuente de luz y espejo moviéndose a velocidad v relativa al “éter”
(Elaboración Propia).

respecto al espejo y la fuente). Con ello, el tiempo en el viaje total, ida y
regreso, sera:

t1 =
L

c− v
+

L

c+ v
=

2cL

c2 − v2
=

2L

c

(
1− v2

c2

)−1

Como v es mucho menor que c, se utiliza el desarrollo del binomio de la
forma:

(1 + x)n ≈ 1 + nx+ · · · Para x ≪ 1

Aplicando:

t1 ≈
2L

c

(
1 +

v2

c2
+ · · ·

)
(1.4)

Si se toma v como la velocidad orbital de la tierra al rededor del sol, se
tiene que v = 3× 104 m/s = 10−4c y v2/c2 = 10−8. Con esto la corrección
que tiene en cuenta el movimiento de la tierra es realmente pequeña. En
este punto Michelson se dio cuenta que aunque el efecto es demasiado
pequeño para ser medido directamente, debeŕıa ser posible medir v2/c2

mediante una media diferencial. Michelson crea un interferómetro con el
fin de tomar dicha medida (Tipler, 1986).

Suponga que el interferómetro (Ver figura 1.4) esta orientado de tal
forma que la dirección del haz transmitido por el divisor de haces coincida
con la dirección supuesta de la tierra. Aśı, la ecuación 1.35 da el resultado
clásico para el tiempo t1 del haz transmitido. Como el haz transmitido se
mueve perpendicularmente (respecto a la tierra) a la velocidad de la tierra,
la velocidad de este haz respecto a nuestro planeta (en concordancia con
la mecánica clásica) es la diferencia vectorial u = c − v y su modulo es√
c2 − v2; de modo que el tiempo de ida y vuelta para el haz es de:
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Figura 1.4: Interferómetro de Michelson (Elaboración Propia).

t2 =
2L√
c2 − v2

=
2L

c

(
1− v2

c2

)−1/2

≈ 2L

c

(
1− 1

2

v2

c2
+ · · ·

)
Existiendo aśı una diferencia de tiempos:

∆t = t1 − t2 ≈
2L

c

(
1− v2

c2

)
− 2L

c

(
1− 1

2

v2

c2

)
=

Lv2

c3

Esta diferencia se detecta observando la interferencia de los dos haces de
luz. Debido a la dificultad que representa conseguir que los dos trayectos
sean de igual longitud con la precisión requerida, se observa el diagrama
interferencial entre los dos haces y luego se gira el aparato completo 90º. Por
otra parte la diferencia total de 2∆t es igual a una diferencia de trayectos
2c∆t. Las franjas de interferencias observadas en la primera orientación
deberán desplazarse en un numero de franjas ∆N :

∆N =
2c∆t

λ
=

2L

λ

v2

c2

Donde λ es la longitud de onda de la luz. En un primer intento Michel-
son, en 1881, L vaĺıa aproximadamente 1, 2 m y λ era de 590 nm. Para el
valor de v2/c2 = 10−8 se esperaba que el ∆N fuese 0, 04 franjas. Aunque
los errores debido a la experimentación eran del mismo orden de magnitud,
al no observar ningún desplazamiento Michelson señalo que la tierra no se
mov́ıa respecto al éter. Para 1887, Michelson repitió el experimento con
Morley, en el famoso interferómetro de Michelson-Morley, donde se utili-
zo un sistema mejorado, que permitiera girar el aparato sin introducir un
desplazamiento de franjas debido a deformaciones mecánicas y aumento
la longitud del trayecto efectivo L hasta 11 m aproximadamente mediante
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una serie de reflexiones múltiples. Con esto se esperaba que el ∆N fuese
alrededor de 0, 04 franjas, aproximadamente de 20 a 40 veces el valor mı́ni-
mo posible de observar. Nuevamente, no se observo ningún desplazamiento
(Tipler, 1986). Estos experimentos generaron una crisis en la f́ısica clásica,
crisis de la que solo pudieron salir en primer lugar H. Lorentz, H. Poincaré
y A. Einstein. Es de notar que los experimentos de Michelson solo analiza-
ban una cuestión óptica, de la cual surgió una forma de entender la teoŕıa
de arrastre de Fresnel. De igual manera que el éter se adentro en la teoŕıa
electromagnética de Maxwell, un éter que nació en y para la óptica.

Como ya mencionamos anteriormente, para esta época aun no se hab́ıa
desarrollado una electrodinámica, no solo estaba en crisis la óptica, sino que
también los fenómenos electromagnéticos, no hab́ıan acuerdos generales ni
siquiera cuales eran los principios teóricos. Por ende era de esperarse que
existieran diferentes teoŕıas, a modo de ejemplo, en Alemania uno de los
páıses que donde más se mov́ıa el tema, hab́ıan varias teoŕıas desarrolladas,
entre ellas las más respetadas eran la electrodinámica de Wilhelm Eduard
Weber (1804-1891) de 1846 y la electrodinámica de Franz Ernst Neumann
(1798-1895) de 1845. Si bien ambas tuvieron un gran desarrollo la que mas
sonó fue la de Weber, ya que estaba inmersa en la tradición newtoniana,
con fuerzas de acción a distancia, y basada en dos hipótesis:

1. La corriente eléctrica consiste en dos fluidos de part́ıculas eléctricas
moviéndose en sentidos opuestos.

2. La fuerza entre dos part́ıculas es central, instantánea y de acción a
distancia, viniendo dada por:

F =
e1e2
r2

[
1− 1

2c2

(
dr

dt

)2

+
r

c2
d2r

dt2

]
(1.5)

(J. M. S. Ron, 1983)

donde e1 y e2 son las cargas de las part́ıculas, r es la distancia que las
separa y dr/dt es la velocidad respecto al éter (absoluto), lo que muestra
que aun no hay relatividad, ya que la aceleración es absoluta. Es de notar
como Weber en la ecuación 1.5 esta generalizando la Ley de Coulumb,
siendo dependiente no solo de la distancia que les separa sino también
del movimiento relativo que pueden tener las cargas con respecto al éter
(marco absoluto). Los cŕıticos de esta, apelaban a como esta dependencia
del movimiento afectaba al principio de conservación de la enerǵıa. Pero
fue en 1861 que Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) usando
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la electrodinámica de Weber creo la suya, modificándola de tal manera
que la enerǵıa de dos electrones E situados en coordenadas (x1, y1, z1) y
(x2, y2, z2), es:

E = −e1e2
2rc2

[(
∂x1
∂t

− ∂x2
∂t

)2

+

(
∂y1
∂t

− ∂y2
∂t

)2

+

(
∂z1
∂t

− ∂z2
∂t

)2
]

(1.6)

Un aspecto importante a mencionar de la formulación de Riemann
(ecuación 1.6), es que de alguna manera privilegiaba las contribuciones
de Maxwell al postular una velocidad finita para la propagación de las
acciones eléctricas, además de estar planteada en términos de enerǵıas po-
tenciales.

Es importante mencionar las contribuciones de Hermann Ludwig Fer-
dinand Von Helmholtz (1821-1894) a la electrodinámica, a la par de lo
que Maxwell estaba creando, a lo que de cierto modo el mismo Helmholtz
ayudo a formar desde su perspectiva newtoniana. No solo ayudo a com-
partir la electrodinámica de Maxwell, sino que también ayudo a eliminar
la posición privilegiada que poséıa la teoŕıa de Weber, con el argumento
de que los fenómenos eléctricos y magnéticos no pod́ıan propagarse en el
espacio infinito con velocidad infinita. A la par de presentar argumentos
Helmholtz publico en 1870 un articulo en el que comparaba las diferentes
teoŕıas, con el fin clasificar y sistematizar, labor que solo pudo contribuir
con el apoyo a la teoŕıa de Maxwell. Finalmente Helmholtz dio su ultimo
aporte cuando encomendó a su disćıpulo Heinrich Rudolf Hertz (1857-1894)
realizar los experimentos que lo llevaŕıan al descubrimiento de la radiación
electromagnética (J. M. S. Ron, 1983).

James Clerk Maxwell (1831-1879) se perpetuaŕıa en la historia de la
f́ısica con sus ecuaciones (1.7, 1.8, 1.9 y 1.10), publicadas en A Treatise On
Electricity And Magnetism (Maxwell, 1873) donde hizo realidad en 1864
la posibilidad de tener una teoŕıa unificada de los fenómenos eléctricos
y magnéticos, claro esta, basado en el trabajo experimental de Michael
Faraday (1791-1867). Con estas cambiaŕıa el estado de toda la investigación
teórica de los fenómenos electromagnéticos.

∇⃗ · E⃗ =
ρ

ε0
(1.7)

∇⃗ · B⃗ = 0 (1.8)

∇⃗ × E⃗ = −∂B⃗

∂t
(1.9)
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∇⃗ × B⃗ = µ0J⃗ + µ0ε0
∂E⃗

∂t
(1.10)

Empezando por la Ley de Gauss (1.7); la cual establece la divergencia
del campo eléctrico ∇⃗·E⃗ es proporcional a la densidad de carga eléctrica ρ,
en otras palabras nos explica la relación entre el flujo del campo eléctrico
E⃗ a través de una superficie cerrada con la carga neta encerrada por dicha
superficie. Es importante resaltar como divergen las lineas de E⃗, ya que es-
tas lo hacen desde una carga positiva hacia una carga negativa. En segundo
lugar esta la Ley de Gauss Para El Campo Magnético (1.8); indica
que la divergencia del campo magnético ∇⃗ · B⃗ es nula, dicho de otra forma
las ĺıneas de los campos magnéticos B⃗ deben ser cerradas, lo que tiene
como consecuencia la inexistencia de los monopolos magnéticos. En tercer
lugar esta la Ley De Faraday-Lenz (1.9); habla sobre como el rotacional
del campo eléctrico ∇⃗ × E⃗ es la derivada parcial del campo magnético B⃗
con respecto al tiempo t. En otras palabras plantea como la variación de
un campo magnético B⃗ en el tiempo t induce un campo eléctrico E⃗. Final-
mente la Ley De Ampère Generalizada (1.10); esta plantea que sobre
un conductor (un alambre) por el cual circula una densidad de corriente
J⃗ , esta provocara la aparición de un campo magnético B⃗ rotacional alre-
dedor del alambre, de tal manera que B⃗ y J⃗ van en la misma dirección. Es
importante resaltar que inicialmente Maxwell planteo 20 ecuaciones, fue
Oliver Heaviside (1850-1925) quien agrupo las ecuaciones y las formulo en
la notación vectorial actual (Tipler, 1986).

En la nueva teoŕıa propuesta por Maxwell el éter aun tenia un papel, lle-
naba todo el espacio y tenia un lugar tanto en los fenómenos ópticos como
en los electromagnéticos. Además, un dato sobresaliente es que la nueva
teoŕıa tráıa consigo algo que de cierto modo, ya las electrodinámicas ante-
riores tráıan entrevisto; la luz no es más que un fenómeno electromagnético.
Con esto, la óptica se convertiŕıa en electrodinámica.

Con estas nuevas ecuaciones (1.7, 1.8, 1.9 y 1.10), que describ́ıan, como
se ha evidenciado, la variación del campo electromagnético (de alguna ma-
nera el éter con propiedades electromagnéticas), pero en si, no describ́ıan
como tal la electrodinámica de cuerpos en movimiento. La teoŕıa de Max-
well lo que hacia era tratar a la materia como si fuera una mera modifi-
cación del éter, lo que lleva a pensar que la materia y el éter se mueven
al unisono, lo que en si ya propone una contradicción con la propuesta de
Fresnel. En resumen, aun hacia falta una electrodinámica para los cuerpos
en movimiento y deducir los resultados de Fresnel.

La historia estaŕıa a medias si se pasa por alto los aportes de Hendrik
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Antoon Lorentz (1853-1928) (ver figura 1.5) a la f́ısica, ya que su contri-
bución es grande y laboriosa. Lorentz empezaŕıa con la enorme tarea de
unificar la estructura de la f́ısica, basado en los trabajos de Maxwell y
Fresnel, a quienes tubo la oportunidad de estudiar en holanda, donde estu-
diaŕıa su licenciatura. Todo empieza con su tesis doctoral de 1875 titulada
Sobre la Reflexión y Refracción de la Luz, donde discute la teoŕıa de la luz
de Fresnel para luego analizar la teoŕıa de la luz en el marco de la elec-
trodinámica de Maxwell. En este punto ya Lorentz tenia en mente la idea
“atómica” de la electricidad, con el electrón como unidad fundamental,
basado claro esta en las ideas de Weber y Clausius.

Figura 1.5: Hendrik Antoon Lorentz (OpenAI, 2025c).

En 1869 Lorentz publica “De l’influence du Mouvement De La Terre
Sur Les Phenomenes Lumineux” (Lorentz, 1892a), en el cual se empiezan
a tocar los temas que lo llevaŕıan más adelante a lo que hoy se conoce como
las transformaciones de Lorentz. En este articulo se analizaba hasta que
punto el éter influye en el movimiento de los cuerpos que lo atraviesan,
en śıntesis, analizar el coeficiente de arrastre parcial de Fresnel, donde el
objetivo era negar el arrastre en absoluto. Lorentz supońıa que el éter era
el mismo dentro y fuera de la materia, con el argumento de que el cambio
en la velocidad de la luz en un medio activamente óptico y en movimiento,
se debe a la interacción de las moléculas con el éter. Lorentz entend́ıa la
interacción de las ondas de luz con el éter de tal manera que los iones de
la materia oscilaran creando ondas más pequeñas que al interferir con ellas
mismas y con la radiación incidente se véıan modificadas, haciendo que de
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alguna manera la velocidad pareciera depender de la frecuencia de la luz,
lo que causaŕıa el fenómeno de la dispersión.

En 1892 Lorentz publica “La théorie Électromagnétique de Maxwell et
Son Application Aux Ccorps Mouvants” (Lorentz, 1892b), donde trabaja
los problemas ópticos llevándolos a otro nivel, abriendo camino a un área
de investigación llamada la electrodinámica de los cuerpos en movimiento,
área que terminaŕıa con la llegada de la teoŕıa especial de la relatividad
años más tarde. En este articulo nuevamente Lorentz reitera que el éter
no se ve afectado por la materia, no participa en el movimiento de esta, y
además que no posee propiedades f́ısicas. Para diferenciar materia y éter
Lorentz usaba la siguiente definición:

“Llamaré materia a todo aquello que pueda ser asiento de corrien-
tes eléctricas y de movimientos electromagnéticos. El nombre éter
se aplicará a todo lo que no es materia ponderomotriz1 ”

(J. M. S. Ron, 1983)

Lo que Lorentz buscaba respecto a los fenómenos dinámicos, en palabras
de el nuevamente, era:

“...reducirlos a uno solo, el más simple de todos, y que no es otro
que el movimiento de cuerpos eléctricos. Se verá que sin exami-
nar a fondo la relación [existente] entre materia ponderomotriz
y éter, se puede establecer un sistema de ecuaciones que describe
adecuadamente sucesos en un sistema de tales part́ıculas... Todos
los cuerpos ponderomotrices contienen una multitud de pequeñas
cargas, positivas y negativas, y los fenómenos eléctricos son pro-
ducidos por el desplazamiento de esas part́ıculas. De acuerdo con
esta concepción, una carga eléctrica está constituida por un exceso
de part́ıculas que tienen un signo definido, una corriente eléctrica
es una verdadera corriente de estos corpúsculos y en un aislan-
te ponderomotriz existe un “desplazamiento eléctrico” cuando las
part́ıculas eléctricas incluidas son desplazadas de su posición de
equilibrio”.

(J. M. S. Ron, 1983)

Es de notar que ahora las fuerzas que surǵıan de la interacción entre
dos part́ıculas era solo el resultado entre ambas, no necesitaban de un

1Ponderomotriz: que tiende a producir movimiento de un cuerpo.
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medio para su propagación, solo requeŕıan de una velocidad, posición y
aceleración. Lorentz trataba de unir la electricidad con las ecuaciones de
Maxwell, en este sentido las part́ıculas interaccionaban con el éter creando
perturbaciones que afectaran a otras part́ıculas. Retomando las palabras
de Lorentz:

“Las fórmulas... que expresamos nos proporcionan por una parte
la fuerza que el éter ejerce sobre una de estas part́ıculas. Si esta
fuerza depende del movimiento de las otras part́ıculas, es porque
este movimiento ha modificado el estado del éter; asimismo, el
valor de la fuerza en un cierto instante, no está determinado por
las velocidades y aceleraciones que estos pequeños cuerpos tienen
en aquel instante; en realidad se origina en movimientos que han
tenido lugar antes.”

(J. M. S. Ron, 1983)

Aqúı, se refeŕıa a lo que hoy en d́ıa se conoce como fuerza de Lorentz:

F⃗ = ρ

(
E⃗ +

v⃗

c⃗
× B⃗

)
(1.11)

donde ρ es la densidad de carga eléctrica y v⃗ su velocidad con respecto
al éter, E⃗ el campo eléctrico y B⃗ el campo magnético. La fuerza de Lorentz
(ecuación 1.11) es complementaria con las ecuaciones de Maxwell (ecuacio-
nes 1.7, 1.8, 1.9 y 1.10). Para Lorentz estas ecuaciones eran inseparables del
éter, validas únicamente en un marco de referencia en reposo con respecto
al éter. En este punto, las ecuaciones de Maxwell si bien representaron un
avance importante para la electrodinámica, aun no significaban la teoŕıa
ultima.

Con todos estos elementos básicos, Lorentz se pone en la tarea de encon-
trar el campo debido a una densidad de carga en movimiento con respecto
al éter. Para llevar a cabo esto, deb́ıa encontrar una ecuación de onda que
relacionara los marcos de referencia. A partir de las ecuaciones de Maxwell
se tiene la ecuación de onda:

∇2E⃗ =
1

c2
∂2E⃗

∂t2
(1.12)

Esto suponiendo que la onda se mueve a lo largo del eje x, en el marco
de referencia Σ como se muestra en la figura 1.6.

De igual manera en un marco en movimiento Σ′.
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Figura 1.6: Onda en Σ Con respecto al éter (Elaboración Propia).

Figura 1.7: Onda en Σ′ (Elaboración Propia).

Una vez planteada la situación, Lorentz aplicó lo que el denominaba
como uno de los pilares de la f́ısica, las transformaciones de Galileo, bajo
las cuales se regia la mecánica newtoniana.

1.1.1. Principio de Galileo - Transformaciones de Galileo

Antes de seguir con el desarrollo de Lorentz es importante precisar que
son las transformaciones de Galileo. En principio, es de recordar que un
sistema de referencia inercial es aquel que, desde su punto de observación
satisface la primera ley de Newton, es decir, todo cuerpo que este exento
de fuerzas externas permanecerá en su mismo estado, ya sea de reposo o
velocidad constante.

El principio de relatividad Galileana propone que las leyes de la mecáni-
ca clásica son idénticas en todos los sistemas de referencia inerciales. Esto
supone la propagación instantánea de cualquier señal en mecánica clásica
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o newtoniana. Dicha mecánica es invariante ante las transformaciones de
Galileo siempre y cuando la masa del sistema permanezca constante. Para
este caso, dos o mas observadores están de acuerdo respecto a la simulta-
neidad de los sucesos siempre y cuando todos midan el mismo tiempo, lo
que significa que sus relojes están sincronizados.

Las leyes para transformar la posición y el tiempo entre marcos de re-
ferencia inercial se denominan transformaciones de Galileo. Estas abarcan
las traslaciones del origen de tiempos y traslaciones espaciales a velocidad
constante; supongamos dos marcos de referencia, donde Σ′ se mueve a velo-
cidad v respecto a Σ, aqúı ocurre un evento en el punto P con coordenadas
P (x, y, z) en Σ y coordenadas P (x′, y′, z′) en Σ′ como se muestra en la
figura 1.8.

Figura 1.8: Marcos de Referencia Σ′ y Σ (Elaboración Propia).

De esta forma las transformaciones de Galileo en un tiempo t = t′ = 0
(en el origen del movimiento), quedan expresadas:

Σ → Σ′ Σ′ → Σ

x′ = x− vt → x = x′ + vt′ (1.13)

y′ = y → y = y′

z′ = z → z = z′

Continuando con el desarrollo de Lorentz, se plantean las ecuaciones de
onda para cada marco de referencia:

Para Σ:
∂2E⃗

∂x2
=

1

c2
∂2E⃗

∂t2
(1.14)
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Para Σ′:
∂2E⃗

∂x′2
=

1

c2
∂2E⃗

∂t′2
(1.15)

Aplicando2 1.14 y 1.15 a 1.13, se tiene para el caso de Σ′:

∂2E⃗

∂x′2
+

2

v

∂2E⃗

∂t′∂x′ =

(
1

c2
− 1

v2

)
∂2E⃗

∂t′2
(1.16)

Como se evidencia en la ecuación (1.16), la onda depende de la veloci-
dad v del marco, además no se parece a una ecuación de onda normal. Con
esto Lorentz descubre que las ecuaciones de Maxwell no transforman bajo
las transformaciones de Galileo, dicho de otra manera las ecuaciones de
Maxwell no son covariantes bajo estas transformaciones (Landáu, 1975).
Una vez llegado a esta situación, Lorentz se ve obligado a crear unas trans-
formaciones que le permitan llegar a una ecuación de onda “estandar”.
Es importante señalar que para Lorentz, esto significaba un tratamiento
matemático y nada más, que no tenia un significado f́ısico.

Finalmente Lorentz descubre las transformaciones que permiten encon-
trar el campo debido a una densidad de carga en movimiento con respecto
al éter. Es importante tener esto en cuenta, ya que Lorentz intentaba re-
solver un problema en particular de la electrodinámica, donde aun subsiste
el éter como parte fundamental y, aun no se cambia el paradigma ni del
espacio ni del tiempo, es más, en la parte final del articulo “The Relati-
ve Motion of the Earth and the Ether” de 1892 Lorentz (Lorentz, 1892c)
dedujo teóricamente el coeficiente de arrastre de Fresnel. Como mencione
anteriormente Lorentz no encontraba significado f́ısico a las transformacio-
nes, y a d́ıa de hoy sabemos que en el análisis de estas radica la clave para
llegar a la teoŕıa especial de la relatividad. Con las nuevas transformacio-
nes no se invalidaron las transformaciones de Galileo, solo que estas serán
validas en el marco de la teoŕıa clásica de la mecánica, osea con velocidades
muy inferiores a la velocidad de la luz, o para ser mas exactos en el orden
de v/c. Adherido a esto Lorentz llego a plantear una explicación en torno
a la contracción de las longitudes en la dirección del movimiento, como
respuesta a la interacción de las moléculas con el éter, idea que tampoco
era del todo suya, ya que George Francis Fitzgerald (1851-1901) ya hab́ıa
hablado del tema, eso si, sin ninguna ecuación.

Para concluir esta parte, es de resaltar como ya mencione anteriormente
el trabajo de Jules Henri Poincaré (1854-1912), a quien poco se menciona,
y quien según algunos autores es el verdadero creador de la teoŕıa especial

2Ver Anexo A
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Figura 1.9: Jules Henri Poincaré (OpenAI, 2025d).

de la relatividad, ya que llego a esta mediante un tratamiento netamente
topológico, donde las transformaciones de Lorentz forman un grupo. En
algunos de sus libros como “El Valor de la Ciencia” de 1905 ya pońıa en
cuestión la simultaneidad de los eventos, pero al igual que Lorentz solo
intentaba solucionar cuestiones alrededor de la electrodinámica, tanto aśı
que el entendimiento de Poincaré alrededor de la masa era de naturaleza
electromagnética. En el libro “Ciencia y Metodo” de 1908 Poincaré desa-
rrolla el principio de relatividad de manera inductiva, pero es aqúı, donde
en contra parte, quienes no le dan la autoŕıa se cuestionan la importan-
cia que Poincaré daba al principio de relatividad, ya que en estos detalles
radica la teoŕıa especial de la relatividad. En resumen, la teoŕıa especial
de la relatividad no fue creada solo por Einstein, sino que más bien fue
un desarrollo en conjunto en el que Lorentz y Poincaré también fueron
participes.

1.2. Postulados de la Teoŕıa Especial de la Relativi-

dad

La teoŕıa de la relatividad especial puede deducirse a partir de dos pos-
tulados, propuestos por Albert Einstein (1879-1955) en un art́ıculo que
lleva como nombre “sobre la electrodinámica de los cuerpos en movimien-
to” que publicó un 30 de junio de 1905, cuando tenia tan solo 26 años.
Estos dos postulados, enunciados de modo sencillo precisan:

1. Postulado: Principio de Relatividad. “Las leyes de la f́ısica son las



1.2. POSTULADOS DE LA TEORÍA ESPECIAL DE LA RELATIVIDAD 19

mismas en todo sistema de referencia inercial.”

(Tipler, 1986)

El primer postulado no se plantea por primera vez en el art́ıculo de
Einstein, ya que fue formulado por G. Galilei para la mecánica clásica
alrededor de 1600, Einstein lo amplio para la f́ısica en general. Este
dice que, una vez que las leyes de la f́ısica se han definido en un sistema
de referencia inercial, son aplicables a cualquier otro sistema, dicho de
otra manera tanto la forma matemática de las leyes de la f́ısica como
el valor de las constantes son las mismas independiente del marco de
referencia que se use. También plantea que si estamos en un marco
de referencia inercial y no tenemos información externa, no podemos
saber por medio de ningún experimento si estamos en movimiento
constante o en reposo.

Figura 1.10: Albert Einstein (OpenAI, 2025b).

2. Postulado: Invarianza de c. “La velocidad de la luz en el vaćıo es
igual para todos los observadores y tiene el valor de c, independiente-
mente del estado de movimiento de la fuente.”

(Tipler, 1986)

El segundo postulado plantea que la velocidad de la luz es una cons-
tante (siempre tiene el mismo valor 299792, 458 km/s) que no depende
de la fuente ni del movimiento relativo que esta posea. Este resultado
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tiene implicaciones experimentales y teóricas las cuales tardaron en
llegar a tener el valor que tienen hoy en d́ıa. Experimentalmente con
los experimento ya mencionados de Michelson y Morley, y teóricamen-
te por los desarrollos de Maxwell de sus ecuaciones donde propońıa
que la luz era una onda electromagnética que poséıa una velocidad
constante.

1.2.1. Sincronización de Relojes y Simultaneidad

Uno de los conceptos más importantes en f́ısica es el evento, el cual tiene
como especificación un lugar donde ocurre y un momento en el que sucede.
Un evento puede ser la emisión de una part́ıcula o de un destello de luz, la
absorción de una part́ıcula, una colisión, etc.

Figura 1.11: Maya de Relojes (Elaboración Propia).

A ráız del segundo postulado, el cual nos dice que la velocidad de la luz
es finita, nos deja como consecuencia que el tiempo en los diferentes puntos
del espacio no pueden ser los mismos, ya que para informar un tiempo de
un punto A a otro punto B, la información viajara a la velocidad de la
luz. Suponga una maya cuadriculada en la cual en cada intersección esta
ubicado un reloj, como se muestra en la figura 1.11.

Ahora, para sincronizar los relojes de un punto A y un punto B (que
marquen el mismo tiempo tA = 0 y tB = 0) estos deben tener en cuenta la
distancia que los separa d y la velocidad con la que la luz se mueve en el
espacio c, como se muestra en la figura 1.12. Con esto en mente, para que
el reloj en B marque la misma hora que en A deberá tener en cuenta el
tiempo que tarda la señal en llegar del punto A (tAB), de tal manera que:

tB = tA + tAB (1.17)
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Figura 1.12: Sincronización (Elaboración Propia).

Como la luz recorre la distancia d a una velocidad c, el tiempo tAB queda
expresado:

tAB =
d

c
(1.18)

Reemplazando 1.18 en 1.17:

tB = tA +
d

c
(1.19)

De esta manera el reloj en B marcara la misma hora que en A. El tiempo
en este marco de referencia Σ se denomina tiempo local o propio. Los
relojes sincronizados en el marco de referencia Σ no estarán sincronizados
en ningún otro sistema que se mueva con respecto Σ.

Figura 1.13: Simultaneidad (Elaboración Propia).

Por otra parte, el segundo postulado también deja como conclusión que
los eventos no pueden ser simultáneos, ya que dependen de la velocidad
finita a la que se propaga la luz. Suponga ahora un tren (Σ′) que se mueve
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con velocidad v ≈ c con respecto a una estación (Σ) como se muestra en
la figura 1.13. En los extremos del tren A′ y C ′ cae un rayo, de tal manera
que deja marcas en la estación en los puntos A y C.

Figura 1.14: Propagación de la onda primer momento (Elaboración Propia).

Figura 1.15: Propagación de la onda segundo momento (Elaboración Propia).

En el medio del tren se ubica una observador B′, de igual manera en
la estación, en medio de los puntos A y C se ubica un observador B.
Analizando lo que observa B tenemos que la onda de luz tiene que recorrer
la misma distancia de A hacia B que de C hacia B, por lo que este vera
que los rayos ocurrieron al mismo tiempo, osea que son simultáneos para
B como se muestra en la figura 1.15. En contra parte, B′ no podŕıa decir lo
mismo, ya que al moverse a una velocidad v ≈ c el rayo que cae en A′ nunca
le llega, a diferencia del rayo en C ′ que si le llega, como se muestra en la
figura 1.15. Con esta situación tenemos que la simultaneidad es relativa al
observador, a diferencia de como se pensaba en la mecánica clásica, donde
la simultaneidad es absoluta (Tipler, 1986).
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1.3. Transformaciones de Lorentz

Como se expuso anteriormente la relatividad de la simultaneidad es una
consecuencia del segundo postulado. De igual manera una consecuencia
de del primer postulado son las transformaciones de Lorentz, ya que estas
nos relacionan la equivalencia entre dos observadores inerciales, osea, como
relacionan mediciones el uno con el otro. En mecánica clásica se relacionan
estas medidas con las transformaciones de Galileo (cuando v ≪ c), como
vimos anteriormente estas no satisfacen la electrodinámica pero no solo eso,
tampoco satisfacen ciertos casos de la mecánica (cuando v ≈ c), que es caso
que estamos analizando, por lo que se requieren unas transformaciones que
si permitan relacionar los observadores (Janssen, 2005).

Nuevamente retomemos el caso de la figura 1.8, donde tenemos un marco
Σ en reposo y Σ′ en movimiento con velocidad v respecto a Σ a lo largo
del eje x y x′. En el punto P ocurre un evento con coordenadas (x, y, z)
en Σ y (x′, y′, z′) en Σ′. Debido a que la el movimiento es en el eje x y x′

(longitudinal) solo tendremos en cuenta la transformación sobre estas (x, t)
y (x′, t′). Como el movimiento es horizontal la transformación en principio
debe ser lineal:

x′ = Ax+Bt ; t′ = Cx+Dt (1.20)

Donde los coeficientes A,B,C y D son funciones de v y c. Como el
origen del sistema Σ esta en reposo respecto a este sistema, satisface por
tanto la condición x = 0, de tal manera que 1.20 queda:

x′ = Bt ; t′ = Dt (1.21)

Derivando 1.21 respecto a t′ tenemos:

−v =
B

D
(1.22)

Es negativo ya que es la velocidad con la que Σ′ ve alejarse a Σ. De igual
manera el origen de Σ′ esta en reposo respecto a si mismo, x′ = 0, asi:

Ax+Bt = 0 (1.23)

Derivando 1.23 respecto a t:

Av +B = 0 (1.24)

Comparando 1.22 y 1.24 se nota que A = D y que B = −vA. De esta
manera se tiene que 1.20 queda:
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x′ = A(x− vt) ; t′ = A

(
C

A
+ t

)
(1.25)

Para determinar A y C suponga el caso cuando t = t′ = 0 (cuando los
oŕıgenes de ambos marcos de referencia satisfacen que x = x′ = 0) se emite
una señal de luz desde el origen que se expande como una esfera.

x2 + y2 + z2 = r2 (1.26)

El radio r de la señal de luz esférica sera ct. Asi:

x2 + y2 + z2 = (ct)2 (1.27)

Para el marco Σ′ la señal también se expande en forma de esfera a
velocidad c, como lo menciona el segundo postulado. Por lo que también
tendra la misma forma.

x′2 + y′2 + z′2 = (ct′)2 (1.28)

Organizando 1.27 y 1.28:

x′2 + y′2 + z′2 − (ct′)2 = 0 (1.29)

x2 + y2 + z2 − (ct)2 = 0 (1.30)

Igualando 1.29 y 1.30:

x2 + y2 + z2 − (ct)2 = x′2 + y′2 + z′2 − (ct′)2 (1.31)

Dado que y = y′ y z = z′:

x2 − (ct)2 = x′2 − (ct′)2

Multiplicando por (−1):

(ct)2 − x2 = (ct′)2 − x′2 (1.32)

Sustituyendo 1.32 en 1.25, encontramos el valor de los coeficientes.

A =
1√

1− v2/c2
; C =

x− vt√
1− v2/c2

Con esto llegamos a que las ecuaciones 1.20 quedan:

t′ =
t+ (v/c2)x√
1− (v2/c2)

; x′ =
x− vt√

1− (v2/c2)
; y′ = y ; z′ = z (1.33)
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Las ecuaciones 1.33 son las transformaciones de Lorentz, las mismas que
ya mencionamos anteriormente para el problema de la electrodinámica. Es
importante mencionar nuevamente que las transformaciones de Lorentz no
invalidan las transformaciones de Galileo, ya que las de Galileo son validas
cuando v ≪ c (por ello la mecánica clásica es valida para casos cotidianos)
y las de Lorentz cuando v ≈ c, el caso de los fotones y en algunos casos
las part́ıculas subatómicas. Estas transformaciones se pueden simplificar
renombrando γ = 1/(1 − (v/c)2), llamado el factor de Lorentz, quedando
aśı:

t′ = γ(t+ (v2/c2)x) ; x′ = γ(x− vt) ; y′ = y ; z′ = z (1.34)

También es común nombrar β = v/c, que hace referencia a la velocidad
relativa respecto a la luz (Janssen, 2005).

1.3.1. Consecuencias de las Transformaciones de Lorentz

Ahora, analizando el tiempo de un evento que sucede en un marco de
referencia Σ en reposo y un marco de referencia Σ′ en movimiento con
respecto al primero.

Figura 1.16: Trayectorias (Elaboración Propia).

Suponga un tren en el cual una pelota rebota entre dos paredes como
se muestra en la figura 1.16, a la izquierda se ve la trayectoria que hace
la pelota desde el marco de referencia Σ′ (en movimiento), y a la izquier-
da la trayectoria que hace la pelota vista desde el marco Σ (en reposo).
Analizando la situación en Σ′, se tiene que el evento ocurre en el mismo
punto del “espacio” (perteneciente a Σ′) debido a que según este no hay
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movimiento en el eje x′, por tanto x′1 = x′2, y el tiempo que tarda estará
dado por:

∆t′ = t′2 − t′1 (1.35)

Para el caso de Σ el punto de partida de la pelota (x1) es diferente al
punto de llegada (x2), de tal manera que el tiempo (∆t = t2− t1) que dura
la pelota en hacer el recorrido queda expresado según las transformaciones
de Lorentz:

t1 =
t′1 + (v/c2)x′1√
1− (v2/c2)

; t2 =
t′2 + (v/c2)x′2√
1− (v2/c2)

∆t =
t′2 + (v/c2)x′2√
1− (v2/c2)

− t′1 + (v/c2)x′1√
1− (v2/c2)

∆t =
1√

1− (v2/c2)

[
t′2 + (v/c2)x′2 − t′1 − (v/c2)x′1

]
como x′1 = x′2, tenemos:

∆t =
1√

1− (v2/c2)
[t′2 − t′1] (1.36)

Remplazando 1.35 en 1.36:

∆t =
∆t′√

1− (v2/c2)
(1.37)

Se evidencia que ∆t′ < ∆t, osea que cada observador tiene su propio
tiempo en el espacio, a este hecho se le llama dilatación temporal. Es de
resaltar que el tiempo, bajo este análisis, pierde su condición de absoluto,
lo que también lleva atrae la conclusión de que este no existe. Todo esto
para el caso de cuando v ≈ c. Al tiempo ∆t′ se le denomina tiempo propio,
y al tiempo ∆t tiempo impropio (Tipler, 1986).

Conviene destacar que, en este contexto, no solo el tiempo resulta al-
terado, sino que las longitudes también se ven afectadas, lo cual tiene im-
plicaciones fundamentales en la comprensión del fenómeno. Finalmente se
medirá el anden que se muestra en la figura 1.16. Según Σ′ la distancia
medida desde de este es ∆x′ = x′2 − x′1, de tal manera que:

x′1 =
x1 − vt1√
1− (v2/c2)

; x′2 =
x2 − vt2√
1− (v2/c2)
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∆x′ =
x2 − vt2√
1− (v2/c2)

− x1 − vt1√
1− (v2/c2)

∆x′ =
1√

1− (v2/c2)
[x2 − vt2 − x1 + vt1]

Como las medidas se toman al mismo tiempo (t1 = t2):

∆x′ =
1√

1− (v2/c2)
[x2 − x1]

Como x2 − x1 es la medida del anden ∆x desde el marco Σ, por tanto:

∆x′ =
∆x√

1− (v2/c2)
(1.38)

De igual manera que con el tiempo, los observadores miden longitudes
diferentes, ya que en la ecuación 1.38 ∆x′ > ∆x. A este efecto se le denomi-
na contracción de longitud o de Lorentz. A la longitud ∆x′ se le denomina
longitud propia (L0) y a ∆x longitud impropia (L) (Tipler, 1986), aśı:

L = L0

√
1− (v2/c2) (1.39)
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Caṕıtulo 2

Elementos de Topoloǵıa y Espinores

En este capitulo están los fundamentos matemáticos que construyen un
marco formal y riguroso para el análisis espinorial de las transformaciones
de Lorentz. El desarrollo de estos conceptos no es al arbitrario; el for-
malismo espinorial requiere de estructuras del álgebra lineal, la teoŕıa de
grupos, la topoloǵıa y el álgebra de Clifford, sin las cuales su análisis no
seria posible, ademas de evitar captar la riqueza geométrica que aportan
los espinores al estudio de la relatividad especial.

Presentar estos elementos desde un enfoque visual y accesible permite
no solo hacer un análisis matemático preciso, sino también enriquecer el
tratamiento pedagógico del tema. Por esta razón, en este caṕıtulo se in-
cluirán ejemplos concretos y representaciones geométricas que ayudarán a
visualizar las estructuras involucradas. Aśı, el lector no especializado en
matemáticas avanzadas podrá seguir el desarrollo posterior.

2.1. Trasformaciones Lineales

Las transformaciones lineales son funciones, con su respectivo dominio y
codominio, los cuales en este caso particular son espacios vectoriales. Dicho
de otra manera las transformaciones lineales cogen un vector que vive en
un espacio y mediante un medio de transporte (función) lleva dicho vector
a otro espacio, conservando ciertas propiedades1 esenciales.

Con el espacio vectorial V y W se tiene una regla que transforma vec-
tores de V a vectores en W .

T (v) = Av = w (2.1)

T (v) es la función que transforma el vector v de R3 mediante la matriz
A de 3× 3 en w.

1Ver Anexo B

29
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Figura 2.1: Transformación Lineal (Elaboración Propia).

Pero no todas las transformaciones que lleven vectores de un espacio
V a W son transformaciones lineales, ya que deben cumplir las siguientes
condiciones:

T : V → W es una transformación lineal si:

T (u+ v) = T (u) + T (v) ∀ u, v ∈ V (2.2)

T (k · v) = k · T (v) ∀ v ∈ V, ∀ k ∈ R (2.3)

La ecuación 2.2 habla sobre dos vectores u y v que viven en un espacio
V pueden ser transportados a W como la suma de u + v en la transfor-
mación o como la suma de las transformaciones de cada vector. Por otro
lado la ecuación 2.3 plantea que si un vector es alargado k veces es lo
mismo que alargar toda la transformación k veces (recuerde que k es un
escalar) (Grossman, 1996). En la figura (2.2) se ejemplifica como se ven
estas condiciones necesarias.

Figura 2.2: Condiciones de una Transformación Lineal (Elaboración Propia).
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2.1.1. Rotaciones y Traslaciones

Las rotaciones y traslaciones son ejemplos de transformaciones lineales.

La traslación simplemente desplaza los puntos en una dirección sin cam-
biar su orientación, forma o tamaño. En otras palabras una traslación
mueve puntos u objetos cierta distancia en cierta dirección, sin alterar
en absoluto alguna propiedad f́ısica del objeto.

Figura 2.3: Traslación (Elaboración Propia).

Las traslaciones pueden representarse con matrices, para el caso de una
traslación en 3 dimensiones (R3) su matriz asociada es de la forma:

Ttraslación =


1 0 0 tx
0 1 0 ty
0 0 1 tz
0 0 0 1

 (2.4)

donde tx y ty son las cantidades de desplazamiento en las direcciones
x e y. Es una matriz 4 × 4 ya que se usan coordenadas homogéneas2. La
multiplicación de esta matriz por un vector P (donde se encuentra el punto
u objeto) en coordenadas homogéneas da el resultado final de la traslación
(Grossman, 1996).

T (P ) =


1 0 0 tx
0 1 0 ty
0 0 1 tz
0 0 0 1



Px

Py

Pz

1

 =


Px + tx
Py + ty
Pz + tz

1


A modo de ejemplo considere un cubo en el espacio tridimensional con

un vértice en el punto P (4, 5, 9) y los otros vértices definidos en relación
a este punto. Se quiere trasladar el cubo 4 unidades en la dirección del
eje x, 2 unidades en la dirección del eje y y 5 unidades en la dirección

2Coordenadas alternativas para trabajar en el espacio eucĺıdeo.
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del eje z. De tal manera que la traslación queda definida por la matriz
T = (tx, ty, tz, 1) = (4, 2, 5, 1). Aśı:

T (P ) =


1 0 0 4
0 1 0 2
0 0 1 5
0 0 0 1



4
5
9
1

 =


8
7
14
1


Se ha trasladado el cubo con vértice en el punto P (4, 5, 9) al punto

P (8, 7, 14).

Por otra parte, como ya se mencionó, la rotación también es un ejemplo
de transformación lineal. Una rotación es un movimiento dado en un espa-
cio definido que conserva al menos un punto en su posición inicial (Figura
2.4) y sus dimensiones.

Figura 2.4: Rotación (Elaboración Propia).

Las rotaciones, al igual que las traslaciones, también se pueden repre-
sentar mediante matrices, en el caso de una rotación en 2 dimensiones
(R2):

Rrotación =

[
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

]
(2.5)

Es una matriz 2× 2, donde θ es el ángulo de rotación. Una rotación en
3 dimensiones (R3) al rededor del eje z:

Rz-rotación =

cos(θ) − sin(θ) 0
sin(θ) cos(θ) 0
0 0 1

 (2.6)

Es una matriz 3 × 3. Recuerde que bajo rotaciones en (R3) los vecto-
res preservan la norma y el producto punto, lo que la hace una matriz
ortogonal y además con determinante +1. Si se quiere rotar un vector v,
multiplicamos esta matriz R por v:
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R(θ) =

cos(θ) − sin(θ) 0
sin(θ) cos(θ) 0
0 0 1

vxvy
vz

 =

vx cos(θ)− vy sin(θ)
vx sin(θ) + vy cos(θ)

vz

 (2.7)

Para ejemplificar, suponga el vector v = (3, 2, 4), el cual se quiere rotar
45◦ = π/4. Para ello aplique la matriz de rotación:

R(π/4) =

cos(π/4) − sin(π/4) 0
sin(π/4) cos(π/4) 0

0 0 1

32
4

 =

3 cos(π/4)− 2 sin(π/4)
3 sin(π/4) + 2 cos(π/4)

4



R(π/4) =


√
2/2

5
√
2/2
4


Como se evidencia, el vector v = (3, 2, 4) fue rotado a v = (

√
2/2, 5

√
2/2, 4).

En 1908 Hermann Minkowsky introduce una interpretación geométrica
de las transformaciones de Lorentz Λ (1.34) como rotaciones hiperbólicas
espacio-temporales, coordenadas 4-dimensionales (3 coordenadas espacia-
les y 1 temporal, (R3,1)). Esto, en la conferencia del 21 de septiembre
de 1908 titulada “Raum und Zei” (espacio y tiempo) ante la Sociedad de
Cient́ıficos Naturales Alemanes y Médicos en Colonia, Alemania (Minkows-
ki, 1990).

Aśı como una rotación cambia la orientación espacial de un objeto sin
alterar sus dimensiones, una transformación de Lorentz cambia las coorde-
nadas espacio-temporales sin alterar la “distancia” en el espacio-tiempo,
conocida como el intervalo de espacio-tiempo, que se mantiene invariante.
Las transformaciones de Lorentz pueden representarse de manera matricial.

xi = Λx′i (2.8)


x0
x1
x2
x3

 =


βγ 0 0 γ
γ 0 0 βγ

0 1 0 0
0 0 1 0



x′0
x′1
x′2
x′3


donde x1 = x, x2 = y, x3 = z y x0 = ct. Como ya se evidenció γ es el

factor de Lorentz y β es la velocidad relativa. Si se analiza solamente los
ejes x y t, se tiene:
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[
x0
x1

]
=

[
βγ γ
γ βγ

] [
x′0
x′1

]
(2.9)

y además de ello, gracias a Minkowski se sabe que γ = cosh(θ) y βγ =
sinh(θ), donde θ esta relacionado con la velocidad del marco en movimiento,
la matriz (2.9) queda:[

x0
x1

]
=

[
sinh(θ) cosh(θ)
cosh(θ) − sinh(θ)

] [
x′0
x′1

]
(2.10)

Si se comparan las ecuaciones (2.5, 2.6 y 2.10) se evidencia algo de si-
militud entre las matrices, por lo que se tiene el primer indicio de que las
transformaciones de Lorentz son rotaciones. Para demostrarlo, se definen
unas transformaciones, pero primero se harán explicitas las transformacio-
nes en x1 y x0:

x0 = x′1 sinh(θ) + x′0 cosh(θ) (2.11)

x1 = x′1 cosh(θ)− x′0 sinh(θ) (2.12)

Ahora, sea la transformación:

x0 → ct Tiempo Luz

x0 → ict Tiempo Luz Imaginario

Multiplicamos x0 y x′0 por la unidad imaginaria i en las ecuaciones 2.12
y 2.11:

x0i = x′1 sinh(θ) + x′0i cosh(θ)

x1 = x′1 cosh(θ) + x′0i sinh(θ)

De las identidades trigonométricas hiperbólicas se tiene que: i sinh(θ) =
sin(iϕ) y cosh(θ) = cos(iϕ), aplicando esto queda:

x0i = x′1 sinh(θ) + x′0i cosh(θ) (2.13)

x1 = x′1 cos(iϕ) + x′0 sin(iϕ)

Multiplicando la ecuación 2.13 completa por i, para finalmente tener:

x0 = −x′1 sin(iϕ) + x′0 cos(iϕ)

x1 = x′1 cos(iϕ) + x′0 sin(iϕ)

Reorganizando términos:
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x0 = x′0 cos(iϕ) + x′1 sin(iϕ)

x1 = x′0 sin(iϕ) + x′1 cos(iϕ)

En el formalismo matricial:[
x0
x1

]
=

[
sin(iϕ) cos(iϕ)
cos(iϕ) − sin(iϕ)

] [
x′0
x′1

]
(2.14)

Comparando la ecuación 2.14 con la ecuación 2.5 y 2.6 se evidencia
que son iguales, por lo que se puede decir oficialmente que las transfor-
maciones de Lorentz son rotaciones en el espacio-tiempo de Minkowski
(4-dimensional) (Tatum, 2021). En pocas palabras la transformaciones de
Lorentz son rotaciones con un ángulo imaginario.

2.2. Definición de Grupo

La teoŕıa de grupos es un área de estudio fundamental en las matemáti-
cas, ya que estudia las estructuras algebraicas denominadas grupos. Se
desarrolló en un proceso extenso que tomo más de dos siglos a manos de
varios matemáticos quienes investigaban problemas en la teoŕıa de núme-
ros, la geometŕıa, la teoŕıa de ecuaciones, etc. El surgimiento del estudio de
la teoŕıa de grupos esta altamente relacionado con la resolución de ecua-
ciones algebraicas, puntualmente, a las ecuaciones polinómicas de grado
mayor a cuatro. Cerca del siglo XVIII, aun era un enorme problema de-
terminar métodos generales para solucionar ecuaciones de quinto grado y
superior.

Un primer desarrollo pudo darse a manos de Joseph-Louis Lagrange
(1736-1813), quien, en su obra de 1771, Réflexions sur la résolution algébri-
que des équations (Lagrange, 1771), introdujo lo que ahora se conoce como
teoŕıa de permutaciones en su intento de estudiar las soluciones de las
ecuaciones algebraicas. Lagrange descubrió que las ráıces de las ecuacio-
nes polinómicas pod́ıan ser permutadas y que ciertas propiedades de estas
permutaciones estaban relacionadas con la posibilidad de resolver la ecua-
ción por radicales (Gray, 2018). Aunque Lagrange no desarrolló una teoŕıa
formal de grupos, su trabajo sentó las bases para los desarrollos posteriores.

A principios del siglo XIX, el matemático italiano Paolo Ruffini (1765-
1822) fue el primero en abordar directamente el problema de la insolubili-
dad de las ecuaciones de quinto grado. En 1799, Ruffini publicó un trabajo
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en el que argumentaba que las ecuaciones de quinto grado no pod́ıan re-
solverse por radicales, a menos que ciertas permutaciones de las ráıces tu-
vieran una estructura particular. Aunque su prueba no fue completamente
rigurosa, fue un paso importante hacia la comprensión de la estructura de
las soluciones de las ecuaciones polinómicas en términos de permutaciones.

El desarrollo definitivo de la teoŕıa de grupos como un área autónoma
de las matemáticas se debe al genio de Évariste Galois (1811-1832). En
1832, con tan solo 20 años, presentó una teoŕıa que explicaba por qué no
se pod́ıan resolver por radicales las ecuaciones polinómicas de grado ma-
yor a cuatro. Introdujo el concepto de lo que hoy se conoce como grupo
de Galois, una estructura algebraica que describe cómo las ráıces de una
ecuación polinómica pueden permutarse entre śı sin cambiar la estructura
algebraica de la ecuación (Tignol, 2001). Galois demostró que la posibili-
dad de resolver una ecuación por radicales depend́ıa de la estructura del
grupo de Galois asociado a la ecuación. Si este grupo teńıa una estructura
particular “soluble”, entonces la ecuación pod́ıa resolverse por radicales; si
no, la ecuación no era soluble de esa forma. Aunque su trabajo no fue com-
pletamente reconocido durante su vida, fue fundamental para el desarrollo
posterior de la teoŕıa de grupos.

Después de Galois, la teoŕıa de grupos continuó desarrollándose, en par-
te gracias al trabajo de Augustin-Louis Cauchy (1789-1857). Fue uno de
los primeros en sistematizar el estudio de las permutaciones y los grupos.
Publicó varios trabajos en los que estudió las propiedades de los grupos de
permutaciones, introdujo el concepto de conjugación en grupos, y probó
teoremas fundamentales sobre la estructura de los grupos, como el teore-
ma de Cauchy, que establece condiciones bajo las cuales un grupo tiene un
subgrupo de un orden particular.

El matemático francés Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922)
fue otro de los pioneros en la teoŕıa de grupos, y su trabajo consolidó y
amplió las ideas de Galois y Cauchy. En su “Monumental Obra Traité des
Substitutions et des Équations Algébriques” de 1870 (Jordan, 1870), Jordan
sistematizó la teoŕıa de los grupos de permutaciones y aplicó estas ideas a
la teoŕıa de las ecuaciones algebraicas. La “forma de Jordan”, un concepto
que hoy es fundamental en álgebra lineal, también lleva su nombre, aunque
está relacionada más con matrices que con grupos.

Paralelamente al desarrollo de la teoŕıa de grupos en el contexto del
álgebra, los grupos también comenzaron a jugar un papel fundamental
en geometŕıa, gracias al trabajo de Felix Klein (1849-1925) y su Erlan-
ger Programm (1872), que propuso estudiar la geometŕıa como el estudio
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de las propiedades de los objetos que son invariantes bajo un grupo de
transformaciones. Este enfoque geométrico tuvo una gran influencia en el
desarrollo posterior de la teoŕıa de grupos, particularmente en el contexto
de la geometŕıa diferencial y la teoŕıa de Lie.

Un grupo (G,⊛) es un conjunto G no vaćıo en el cual esta definida una
operación binaria interna ⊛. En otras palabra un grupo es una colección
de objetos y una operación que permita relacionar dicha colección. Para
que G y ⊛ formen un grupo, se deben cumplir los siguientes axiomas:

1. Clausura o Cerradura: ⊛ es una operación interna, es decir, toma
dos elementos de G y devuelve otro elemento de G. Formalmente ⊛ :
G → G.

2. Asociatividad: Dado 3 elementos {a, b, c} ∈ G con una operación ⊛
cualquiera, se debe cumplir que (a⊛ b)⊛ c = a⊛ (b⊛ c).

3. Elemento Neutro: En G debe existir un elemento (único) neutro e,
de tal manera que dado {a, b} ∈ G : a · e = a ; e · a = a.

4. Elemento Inverso: En G debe existir un elemento inverso a−1, de
tal manera que dado {a, b} ∈ G : a · a−1 = e ; a−1 · a = e.

Para ilustrar el concepto de grupo, considere un cuadrado y las posibles
simetŕıas que preservan su forma. Estas simetŕıas incluyen las rotaciones
del cuadrado, que forman un grupo conocido como el grupo de rotación
de un cuadrado, o grupo diédrico D4 (grupo de simetŕıa de un poĺıgono
regular).

Figura 2.5: Rotación Cuadrado (Elaboración Propia).

Un cuadrado puede rotarse en torno a su centro (Ver figura 2.5) para los
valores de θ igual a 0◦, 90◦, 180◦ y 270◦. Estos son los cuatro elementos del
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conjunto G de rotaciones del cuadrado que mantienen su forma. Si se nom-
bra: r0 = 0◦, r1 = 90◦, r2 = 180◦ y r3 = 270◦ se puede definir una operación
de composición (⊛), que en este caso es simplemente “hacer una rotación
después de otra”. Esta operación es cerrada, porque cualquier composición
de dos rotaciones todav́ıa es una rotación del cuadrado. También es aso-
ciativa, tiene un elemento identidad (r0), y cada rotación tiene un inverso:
por ejemplo, la rotación de r1 tiene como inversa a la rotación r3 ya que:

90◦ + 270◦ = 360◦ ≡ 0◦

Esta estructura de las rotaciones es un grupo finito, ya que tiene un
número finito de elementos (cuatro rotaciones) y satisface como ya se evi-
denció, las cuatro propiedades necesarias para ser un grupo.

Con la definición, surgen diferentes tipos de grupos, particularmente es
de interés los grupos discretos y continuos, pero para ello se usarán algunas
definiciones.

Topoloǵıa: Se define a la topoloǵıa como el estudio de las propiedades
de los espacios que son invariantes bajo transformaciones continuas, como
lo puede ser el estiramiento, la deformación, la contracción o torsión pero
no cambios como una rasgadura. En otras palabras, la topoloǵıa es ma-
temática cualitativa, que estudia las caracteŕısticas de los objetos que se
mantiene constantes al sufrir cambios en su forma o tamaño. El ejemplo
más conocido en topoloǵıa es el de la tasa y el toro (anillo o donut). Estos
objetos pueden considerarse como equivalentes debido a que uno es una
deformación continua de el otro (Ver figura 2.6), sin romperse o generar
aberturas adicionales. Ambos tienen una propiedad topológica en común,
ambos tienen un solo agujero. A simple vista esta equivalencia no parece
evidente en términos tradicionales de la geometŕıa que se conoce pero es
fundamental en topoloǵıa para analizar las deformaciones continuas y aśı
poder considerar ciertos objetos como equivalentes (Munkres, 2000).

Figura 2.6: Tasa transformándose en un donut (Elaboración Propia).

Formalmente: Sea G un conjunto no vaćıo. Una colección τ de subcon-
juntos de G se dice que es una topoloǵıa sobre G si:
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I. G y el conjunto vaćıo ∅, pertenecen a τ .

II. La unión de cualquier número (finito o infinito) de conjuntos en τ
pertenece a τ .

III. La intersección de dos conjuntos cualesquiera de τ pertenece a τ .

Por ejemplo, considere el conjunto G = {a, b, c}. Una topoloǵıa sobre G
podŕıa definirse como: {{∅}, {a}, {a, b}, {a, b, c}}.

La topoloǵıa se basa en la noción de “Espacio Topológico” un conjun-
to de puntos que poseen una estructura denominada “Topoloǵıa” la cual
especifica los subconjuntos “abiertos”. Los espacios topologicos se definen
mediante axiomas que a su vez permiten analizar y estudiar conceptos de
convergencia, la compacidad y la continuidad. El par (G, τ) se le denomina
Espacio Topológico.

A modo de ejemplo considere las siguientes topoloǵıas:

Topoloǵıa Discreta: La topoloǵıa discreta de un conjunto G es la
topoloǵıa dada por el conjunto potencia P (x) = 2x de G. Esto significa
que cada subconjunto de de G es abierto.

Tome G = {a, b, c}. Su topoloǵıa discreta (T ) estará determinada de la
siguiente manera:

T = {∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}{a, b, c}}

Donde cada subconjunto, como {a, b} o {a, c} es abierto. Esto la con-
vierte a la topoloǵıa discreta en la más “fina”, ya que garantiza la máxima
la cantidad de conjuntos abiertos permitidos.

Topoloǵıa Indiscreta: La topoloǵıa indiscreta de un conjunto G no
vació, esta dada por T = {∅, G}, en otras palabras solo se consideran
abiertos el conjunto vació ∅ y el conjunto mismo G.

Considere un conjunto G = {a, b, c}, por ende la topoloǵıa (T ) sobre
este sera: T = {∅, a, b, c}

Sobre un conjunto G la cantidad de topoloǵıas se encuentra entre la
discreta y la indiscreta (Munkres, 2000).

Grupo Topológico: Es una terna (G, τ,⊛) que cumple los siguientes
axiomas:

I. (G, τ) es un espacio topológico.

II. (G,⊛) forman un grupo (no siempre abeliano).

III. La función G×G → G es continua.
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IV. La función G → G es continua.

Grupo Discreto
Los grupos discretos son una clase de grupos que se distinguen por tener

una estructura topológica en la que cada punto forma un conjunto abierto,
lo que significa que los elementos del grupo están “separados” entre śı en
términos topológicos.

En términos generales, un grupo G es un conjunto dotado de una ope-
ración binaria (generalmente denotada como multiplicación o suma) que
satisface las cuatro propiedades básicas de un grupo, además de tener una
estructura topológica donde cada subconjunto de un solo elemento es un
conjunto abierto. Esto implica que la topoloǵıa en G es la topoloǵıa discre-
ta, en la que todos los subconjuntos de G son abiertos. Como consecuencia,
no hay acumulación entre los elementos; es decir, cualquier sucesión que
converge en G debe ser constante a partir de algún término en adelante.

Uno de los ejemplos más básicos de un grupo discreto es el conjunto de
los números enteros Z bajo la operación de suma.

1. Operación de grupo: La operación en Z es la suma de enteros, donde
para cualesquiera dos enteros m,n ∈ Z la operación está dada por
m+ n.

2. Elemento neutro: El elemento neutro en Z es el número 0, ya que para
cualquier n ∈ Z, n+ 0 = n

3. Elemento inverso: El inverso de un número n ∈ Z es −n dado que
n+ (−n) = 0.

4. Topoloǵıa: Si Z se dota de la topoloǵıa discreta, entonces cada con-
junto que contiene un solo número entero {n} es abierto.

En este contexto, Z es un grupo discreto, ya que cualquier función que
defina la operación de suma en Z es continua, y no hay puntos “cercanos”
en términos topológicos. En la figura (2.7) se muestra un punto (p, q) y se
evidencia como no hay puntos “cercanos” a el en sus proximidades.

Grupo Continuo
Los grupos continuos, también conocidos como grupos de Lie, son una

clase de grupos que también son variedades topológicas3. Estos grupos
combinan las propiedades algebraicas de un grupo con las propiedades
geométricas y topológicas de una variedad, lo que los convierte en una
herramienta fundamental en muchas áreas de la matemática y la f́ısica.

3Ver sección 2.5
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Figura 2.7: NO hay puntos “cercanos” (Elaboración Propia).

Formalmente, un grupo continuo es un grupo G que es también una
variedad topológica, y para el cual las operaciones de grupo (multiplicación
y la operación inversa) son funciones continuas. Esto significa que:

I. La multiplicación µ: G × G → G, dada por µ(g, h) = gh es continua
con respecto a la topoloǵıa de G

II. La inversión ı: G → G, dada por ı(g) = g−1, es continua.

Aqúı, una variedad topológica es un espacio que localmente se pare-
ce al espacio euclidiano Rn (es decir, para cada punto del grupo, existe
un entorno que es homeomorfo4 a Rn para algún n). La continuidad de
las operaciones garantiza que las estructuras algebraicas y topológicas del
grupo se integren de manera coherente (Munkres, 2000).

2.3. Grupo de Rotaciones SO(3)

Este grupo es un clásico ejemplo de grupos continuos, además de ser de
gran interés para el estudio del grupo de Lorentz. Se define el grupo SO(3)
(Special Orthogonal Group) como un grupo continuo y ortogonal de las
rotaciones tridimensionales. Este grupo está compuesto por el conjunto
de matrices 3 × 3 ortogonales5 con determinante igual a 1. F́ısicamente,
SO(3) representa todas las rotaciones que se pueden dar en el espacio tri-
dimensional. Además, es un grupo triparamétrico, lo que significa que toda
rotación puede ser representada por un vector (α1, α2, α3) en R3 paralelo

4Es una función continua y biyectiva entre dos espacios topológicos, cuya inversa también es continua;
en términos sencillos, es una transformación que conserva la estructura topológica, es decir, la “forma”
esencial del espacio.

5Una matriz es ortogonal si posee inversa y esta es igual a su traspuesta.
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al eje de rotación y con una magnitud igual al ángulo de rotación, siguien-
do la regla de la mano derecha. La estructura del grupo esta dada por la
composición de giros, osea que estas son transformaciones lineales ya que
siento estrictos el grupo SO(3) es un subgrupo del grupo lineal general
(del que se tomará más adelante), el cual esta conformado por todas las
transformaciones lineales invertibles (Gilmore, 2013). Este grupo cumple:

1. Operación de grupo: En SO(3) la operación de grupo es la composición
de rotaciones. Cada elemento del grupo puede representarse como una
matriz 3 × 3 ortogonal con determinante igual a 1. Si A,B ∈ SO(3),
su producto es simplemente la multiplicación matricial AB.

2. Elemento neutro: El elemento neutro es la matriz identidad I, que
corresponde a la rotación nula (es decir, no hacer ninguna rotación).

3. Elemento inverso: El inverso de una rotación es su rotación opuesta,
que también está en SO(3).

4. Topoloǵıa: La topoloǵıa en SO(3) es heredada de la topoloǵıa estándar
en el espacio de matrices 3×3. Espećıficamente, SO(3) es una variedad
topológica tridimensional compacta sin borde6.

Las matrices en SO(3) son un subconjunto de las matrices que pueden
representar transformaciones lineales. Espećıficamente, SO(3) representa
las transformaciones lineales que son rotaciones puras en el espacio tridi-
mensional, es decir, preservan la longitud de los vectores y el ángulo entre
ellos, manteniendo aśı la estructura geométrica del espacio. Pero también,
el grupo SO(3) esta relacionado con las transformaciones af́ın, las cuales
son transformaciones lineales más un vector b en R3 el cual representa una
traslación.

T (v) = Av + b = w

Cuando A es una matriz en SO(3), la transformación af́ın T (v) = Av+b
describe una rotación seguida de una traslación. Esta es una transforma-
ción ŕıgida o isometŕıca en SO(3), lo que significa que la distancia entre
puntos se preserva. Las transformaciones ŕıgidas son un subconjunto de las
transformaciones afines en las cuales la parte lineal es una rotación.

6Una variedad topológica sin borde es aquella en la que cada punto tiene un entorno que se parece
localmente al espacio euclidiano completo, sin “orillas” ni “ĺımites”.
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2.4. Grupo de Lorentz SO(1, 3) y Otros

Son el conjunto de todas las transformaciones lineales que preservan la
métrica de Minkowski7 en el espacio-tiempo de cuatro dimensiones defini-
do por la métrica de la ecuación 2.15. Este grupo incluye transformaciones
como rotaciones espaciales y cambios en el sistema de referencia que pre-
servan la velocidad de la luz y la estructura del espacio-tiempo en la rela-
tividad especial. Estas transformaciones pueden ser clasificadas en propias
o impropias y ortocronas (SO+(1, 3)) o no-ortocronas , dependiendo de
si preservan o invierten la orientación temporal y espacial (Jillana, 2024).
Matemáticamente, una transformación Λ pertenece a SO(1, 3) si satisface:

ΛTηΛ = η

donde Λ es una matriz 4× 4, ΛT es la transpuesta de Λ y η la métrica
de Minkowski anteriormente mencionada. Esta métrica define la estructu-
ra del espacio-tiempo, con una coordenada temporal y tres coordenadas
espaciales.

El grupo SO(1, 3) puede descomponerse en varios subgrupos importan-
tes. Entre los más destacados se encuentran:

Rotaciones Espaciales SO(3): Detalladas anteriormente, son un
subgrupo que describe las rotaciones en las tres dimensiones espacia-
les. Estas transformaciones preservan la distancia en el espacio tridi-
mensional.

Boosts de Lorentz: Transformaciones que describen cómo las coor-
denadas espaciales y temporales se mezclan cuando se pasa de un
sistema de referencia inercial a otro que se mueve a una velocidad
constante con respecto al primero.

Reflexiones Temporales y Espaciales: Aunque SO(1, 3) describe
solo las transformaciones que preservan la orientación del espacio-
tiempo (determinante igual a 1), el grupo completo O(1, 3) también
incluye reflexiones temporales y espaciales, grupo de Poincaré el cual
sera precisado aqúı.

Es importante resaltar que este grupo es un subgrupo del grupo general
lineal , que se verá más adelante.

7A diferencia de SO(3), que representa rotaciones en el espacio eucĺıdeo tridimensional, el grupo
SO(1, 3) conserva la métrica de Minkowski.
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Grupo de Poincaré P

El grupo de Poincaré o grupo innomogéneo (P), extiende el grupo de Lo-
rentz al incluir también las traslaciones en el espacio y el tiempo. Además
de las transformaciones de Lorentz, el grupo de Poincaré también abarca
las simetŕıas de traslación que preservan la estructura del espacio-tiempo
de Minkowski. Esto lo convierte en el grupo de simetŕıa completo de la re-
latividad especial, abarcando todas las posibles transformaciones que dejan
inalteradas las leyes de la f́ısica en este marco. Matemáticamente se expresa
como el el producto semidirecto8 (⋊) del grupo de Lorentz SO(1, 3) más
el grupo de traslaciones R1,3.

P = R1,3 ⋊ SO(1, 3)

La variedad espacio-tiemporal de Minkowski es el escenario geométrico
donde operan los grupos de Lorentz y Poincaré. El grupo de Lorentz des-
cribe las simetŕıas locales que preservan la estructura interna de la métrica
de Minkowski, mientras que el grupo de Poincaré generaliza esto a un gru-
po de simetŕıas más amplio que incluye también las traslaciones (Jillana,
2024). Juntos, estos grupos definen las simetŕıas fundamentales del espacio-
tiempo en la relatividad especial, lo que permite la formulación de las leyes
f́ısicas de manera coherente en cualquier marco de referencia inercial, lo
cual se planteará más adelante en el formalismo espinorial.

Grupo General Lineal GL(n, F )

El grupo general lineal, denotado como GL(n, F ), es el grupo de todas
las matrices invertibles de n × n sobre un campo F (que puede ser los
números reales, complejos, etc.). Las matrices en este grupo representan
transformaciones lineales que preservan la estructura vectorial del espacio.
Formalmente se define como:

GL(n, F ) = {A ∈ M(n, F )|det(A) ̸= 0}

donde M(n, F ) es el conjunto de todas las matrices n× n con entradas
en F . Además de esto el grupo GL(n, F ) cumple con las condiciones de
grupo (Cerradura, Identidad e Inverso mencionadas anteriormente en la
definición de grupo) más la condición de un grupo no abeliano, la No
Conmutatividad: es decir, AB ̸= BA en la mayoria de los casos.

8Grupo que extiende otro dos grupos bajo ciertas proposiciones adicionales.
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El grupo GL(n, F ) tiene una estructura rica que puede ser analizada a
través de sus subgrupos y representaciones. Por ejemplo, el grupo especial
lineal SL(n, F ) es un subgrupo de GL(n, F ) que consiste en matrices con
determinante 1:

SL(n, F ) = {A ∈ GL(n, F )|det(A) = 1}

Las matrices en GL(n, F ) representan transformaciones lineales que
pueden ser aplicadas a vectores en un espacio vectorial de dimensión n
además se utilizan para describir cambios de coordenadas y estructuras
de variedades diferenciables. Por ejemplo, si consideramos una variedad
diferenciable, las transformaciones de cambio de coordenadas pueden ser
descritas utilizando matrices del grupo GL(n). Esto permite estudiar las
propiedades de las variedades mediante herramientas algebraicas, como el
cálculo de la topoloǵıa y la geometŕıa diferencial.

El Grupo Ortogonal O(n, F )

El grupo ortogonal O(n, F ) juega un papel crucial en la preservación de
la geometŕıa del espacio a través de transformaciones lineales que mantie-
nen el producto interno de los vectores. se define formalmente como:

O(n, F ) = {A ∈ GL(n, F )|ATA = In}

donde AT es la matriz transpuesta de A e In es la matriz identidad de
n × n. Esto significa que las matrices en O(n, F ) son aquellas que, al ser
multiplicadas por su transpuesta, producen la matriz identidad. El grupo
ortogonal se relaciona directamente con la geometŕıa de espacios euclidia-
nos. Las matrices ortogonales representan rotaciones y reflexiones en el
espacio, lo que significa que preservan distancias y ángulos. Esto es funda-
mental en aplicaciones que requieren conservar la estructura geométrica.

Grupos de Lie Completos

Los grupos de Lie son estructuras matemáticas fundamentales que com-
binan las propiedades de los grupos algebraicos con las variedades diferen-
ciables. Un grupo de Lie es un grupo que también tiene la estructura de una
variedad diferenciable. Esta combinación permite utilizar las herramientas
del cálculo diferencial para estudiar propiedades de los grupos, lo cual es
especialmente útil en f́ısica teórica, geometŕıa y análisis.



46 CAPÍTULO 2. ELEMENTOS DE TOPOLOGÍA Y ESPINORES

Formalmente, un grupo de Lie G es un conjunto con una operación de
grupo (multiplicación) que es suave, es decir, que las operaciones de multi-
plicación y de inversión son funciones diferenciables cuando se consideran
como funciones entre variedades. Los grupos de Lie pueden ser finitos o infi-
nitos, y se clasifican según sus dimensiones y otras propiedades topológicas
y algebraicas. Algunos ejemplos de ellos son: el GL(n,R), el SL(n,R) y del
que se tomará más adelante el SO(n).

Los grupos de Lie completos son una subclase particular de grupos de
Lie que tienen propiedades adicionales relacionadas con la completitud de
sus espacios de Lie, lo que permite un tratamiento más robusto de ciertas
operaciones y resultados matemáticos. En términos generales, un grupo de
Lie se dice que es completo si para cada campo vectorial invariante a la
derecha en G, el flujo global de ese campo existe para todos los tiempos.
Esta condición garantiza que ciertas soluciones a ecuaciones diferenciales
(asociadas a campos vectoriales en el grupo de Lie) puedan extenderse
indefinidamente en el tiempo (Gilmore, 2013).

Por ejemplo, considere el grupo SO(3) que describe las rotaciones en el
espacio tridimensional. Este grupo es completo, lo que significa que cual-
quier rotación puede realizarse de manera continua sin restricciones de
tiempo. Esto es esencial en la f́ısica para modelar sistemas dinámicos que
evolucionan continuamente en el tiempo.

Propiedades de los Grupos de Lie Completos

Los grupos de Lie completos tienen varias propiedades interesantes que
los hacen útiles tanto en teoŕıa como en aplicaciones prácticas:

1. Conectividad y Completitud: Todos los grupos de Lie conexos y
compactos son completos. Esto es importante porque muchos grupos
de simetŕıa en f́ısica (como SO(n) o SU(n)) son compactos y, por lo
tanto, completos.

2. Exponencial de Lie: La función exponencial en un grupo de Lie
completo mapea toda el álgebra de Lie (el espacio tangente en la
identidad) en el grupo de Lie, y lo hace de manera global. Esto permite
una relación directa entre el álgebra de Lie y el grupo de Lie mismo,
facilitando el estudio de la estructura del grupo.

3. Relación con las Geodésicas9: En geometŕıa, la completitud de
9Trayectoria más corta entre dos puntos en una superficie o espacio curvo, análoga a una ĺınea recta

en el espacio plano.
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un grupo de Lie está relacionada con la completitud geodésica de
la métrica de Killing en el grupo. Esto significa que las geodésicas,
pueden extenderse indefinidamente sin dejar el grupo.

Grupo O(n)

El grupo O(n) (Ortogonal Group) es un ejemplo de un grupo de Lie,
que contiene todas las matrices ortogonales n×n que preservan el producto
escalar en un espacio vectorial n-dimensional. Una matriz A pertenece a
O(n) si cumple la condición:

ATA = I

donde AT es la matriz transpuesta de A, e I es la matriz identidad de
dimensión n. Las matrices ortogonales tienen la propiedad de que preservan
las longitudes de los vectores y los ángulos entre ellos, lo que significa que
describen transformaciones como rotaciones y reflexiones en un espacio
euclidiano. En la relatividad especial, el análogo del grupo O(n) es el grupo
de Lorentz, que se denota como O(3, 1) o SO(3, 1).

Grupo SO(n)

El grupo SO(n) (Special Orthogonal Group) es otro ejemplo de grupos
de Lie completos. Presenta una estructura matemática fundamental que
describe las rotaciones en un espacio de n dimensiones. En el contexto de
la f́ısica, y más espećıficamente en la teoŕıa de la relatividad especial, SO(n)
juega un papel crucial al permitir la descripción precisa de las simetŕıas
y las transformaciones que preservan ciertas propiedades geométricas y
f́ısicas, como lo son los ya mencionados grupos SO(3) y SO(1, 3), anterior-
mente mencionado.

En definición, el grupo SO(n) es el grupo de todas las matrices ortogo-
nales n × n con determinante +1 Estas matrices describen rotaciones en
un espacio euclidiano de n dimensiones. Formalmente:

Una matriz A pertenece a SO(n) si A es ortogonal, es decir, si ATA =
I, donde AT es la matriz transpuesta de A e I es la matriz identidad.

Además, el determinante de A debe ser +1

Este grupo es un subgrupo del grupo ortogonal general O(n). Mientras
O(n) incluye reflexiones y rotaciones, SO(n) solo incluye rotaciones que
preservan la orientación.
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El grupo SO(n) tiene varias propiedades importantes que lo hacen re-
levante tanto en matemáticas como en f́ısica:

1. Conectividad: SO(n) es un grupo conexo para cualquier n ≥ 2. Esto
significa que cualquier rotación en SO(n) puede transformarse en otra
rotación mediante un camino continuo dentro del grupo.

2. Dimensionalidad: El grupo SO(n) tiene dimensión
n(n+ 1)

2
. Por

ejemplo, SO(2) tiene dimensión 1 (ya que solo hay un ángulo de ro-
tación en dos dimensiones), mientras que SO(3) tiene dimensión 3, lo
que corresponde a las tres coordenadas angulares (ejes de rotación) en
el espacio tridimensional.

3. Álgebra de Lie: Asociada al grupo SO(n) está su álgebra de Lie,
denotada por so(n), que consiste en todas las matrices antisimétricas
n×n. El álgebra de Lie proporciona una descripción local del grupo y
es esencial para estudiar sus propiedades infinitesimales y su relación
con ecuaciones diferenciales.

Álgebra de Lie

La estructura algebraica que describe las propiedades infinitesimales de
un grupo de Lie se conoce como álgebra de Lie. Un grupo de Lie muestra
simetŕıas continuas a gran escala, mientras que el álgebra de Lie muestra
simetŕıas a nivel infinitesimal. Esto explica cómo las transformaciones se
comportan cerca de la identidad del grupo.

Un álgebra de Lie g es un espacio vectorial sobre un campo (usualmente
los números reales o complejos) dotado de un producto bilineal llamado
conmutador o corchete de Lie, denotado como [X, Y ], que satisface las
siguientes propiedades:

1. Bilinealidad: [aX + bY, Z] = a[X,Z] + b[Y, Z] para a, b en el campo
subyacente.

2. Antisimetŕıa: [X, Y ] = −[Y,X] para todos X, Y ∈ g.

3. Identidad de Jacobi:[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0 para
todos X, Y, Z ∈ g.

Los elementos del álgebra de Lie se pueden pensar como generadores
de las transformaciones infinitesimales del grupo de Lie asociado (Gilmore,
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2013). Si un grupo de Lie tiene una matriz de representación G dependiente
de un parámetro continuo, el álgebra de Lie se obtiene derivando G con
respecto a ese parámetro en la identidad:

X =
dG(θ)

dθ

∣∣∣∣∣
θ=0

Donde X es un elemento del álgebra de Lie y θ es el parámetro.

Álgebra de Lie del Grupo SO(1, 3)

El grupo SO(1, 3) es un grupo de Lie, lo que significa que sus elemen-
tos pueden ser parametrizados de manera continua y se puede definir una
estructura algebraica subyacente conocida como álgebra de Lie. El álgebra
de Lie asociada a SO(1, 3) está generada por seis generadores, tres corres-
pondientes a rotaciones (Ji) en el espacio tridimensional en el plano (xy,
yz y zx) y tres a boosts de Lorentz (Ki) que son transformaciones que
mezclan el tiempo y el espacio en una dirección espećıfica. Estas relaciones
de conmutación entre los generadores son:

[Ji, Jj] = iϵijkJk

[Ji, Kj] = iϵijkKk

[Ki, Kj] = −iϵijkJk

donde i es la unidad imaginaria, ϵijk es el śımbolo de Levi-Civita e i, j, k
son indices especiales (Arfken y cols., 2011). Para ejemplificar considere los
generadores de rotación J1 y de boost K1:

J1 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −i
0 0 i 0

 , K1 =


0 i 0 0
i 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


Aqúı, J1 corresponde a una rotación alrededor del eje x en el plano yz,

y K1 corresponde a un boost en la dirección x.

Las relaciones de conmutación entre los generadores son fundamentales
en el álgebra de Lie. Estas relaciones definen la estructura algebraica del
álgebra de Lie de SO(1, 3). Para los generadores Ji y Ki, las relaciones de
conmutación pueden interpretarse como sigue:
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Conmutación de Rotaciones: En otras palabras lo que esta rela-
ción [Ji, Jj] = iϵijkJk muestra es que la composición de dos rotaciones
infinitesimales es totalmente equivalente a una tercera rotación infini-
tesimal. Esto es coherente con la intuición clásica de que las rotaciones
en diferentes planos pueden combinarse en una rotación.

Conmutación entre Rotaciones y Boosts: La relación [Ji, Kj] =
iϵijkKk dice cómo las rotaciones afectan a los boosts. Una rotación
seguida de un boost en una dirección diferente es equivalente a un
boost en una dirección nueva.

Conmutación de Boosts: La relación [Ki, Kj] = −iϵijkJk implica
que la composición de dos boosts en diferentes direcciones es equi-
valente a una rotación. Esto refleja cómo las velocidades relativas y
los cambios en la dirección del movimiento pueden generar efectos de
rotación en relatividad especial.

Las transformaciones de Lorentz, que forman el grupo SO(1, 3), pueden
expresarse como exponentes de los generadores de su álgebra de Lie. Para
una pequeña transformación parametrizada por un valor pequeño ϵ, la
transformación puede escribirse como:

Λ(ϵ) = eϵX

donde X es un generador del álgebra de Lie (ya sea un Ji o un Ki ).
Para pequeñas ϵ, esta expresión se puede aproximar como:

Λ(ϵ) ≈ I + ϵX

Esta expresión describe cómo se aplican las transformaciones de Lo-
rentz de manera infinitesimal, lo que es útil para estudiar perturbaciones
pequeñas en sistemas f́ısicos.

2.5. Variedad Espacio-Tiempo (Minkowski)

Con la interpretación geométrica del espacio y tiempo de Minkowsky en
1908, llega también una nueva visión matemática del espacio-tiempo como
una variedad, un tipo especial de espacio topológico que, de manera local,
se asemeja al espacio euclidiano. Esto significa que, aunque la estructura
global de una variedad puede ser compleja y curvada, localmente no lo es
(Misner y cols., 1973). Formalmente una variedad topológica de dimensión
n es un espacio topológicoM que debe satisfacer las siguientes propiedades:
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1. Localmente Euclidiana: Para cada punto p ∈ M , existe un entorno
U ⊂ M tal que U es homeomorfo a un subconjunto abierto de Rn.
Esto significa que, cerca de cualquier punto, la variedad se comporta
como el espacio euclidiano Rn.

2. Numerabilidad:M satisface la segunda condición de numerabilidad,
lo que significa que tiene una base numerable para su topoloǵıa. Esto es
importante para garantizar que el espacio no sea “demasiado grande”
en términos de la estructura topológica.

3. Hausdorff: M es un espacio Hausdorff, lo que significa que para cual-
quier par de puntos distintos en M , existen entornos disjuntos alre-
dedor de cada punto. Esto asegura que los puntos sean separables en
términos topológicos.

Un buen ejemplo podŕıan ser los grupos de Lie, espećıficamente podŕıamos
citar el Rn, o de nuevo el grupo SO(3), los cuales son un tipo especial de
grupo que a su vez es una variedad diferenciable, lo que significa que la
estructura del grupo y la estructura de la variedad están intŕınsecamente
ligadas. En un grupo de Lie, las operaciones de grupo (multiplicación y
tomar el inverso) son funciones suaves, es decir, son diferenciables.

Una variedad espacio-temporal de Minkowski es una variedad cuadri-
mensional que combina las tres dimensiones espaciales con una dimensión
temporal en un solo marco unificado. En este espacio-tiempo, los eventos se
describen mediante coordenadas que indican tanto su posición en el espacio
como su ubicación en temporal. Sus caracteŕısticas son:

1. Dimensionalidad: La variedad de Minkowski es de cuatro dimen-
siones, con tres dimensiones espaciales (usualmente denotadas como
x, y, z) y una dimensión temporal (denotada como t).

2. Métrica: La clave del espacio-tiempo de Minkowski es su métrica,
representada por el elemento de linea (ds2), que difiere de la métrica
euclidiana en que el tiempo tiene un signo diferente. La métrica de
Minkowski se escribe como:

ds2 = −c2dt2 + dx2 + dy2 + dz2 (2.15)

donde ds es el intervalo espacio-temporal, c es la velocidad de la luz,
dt es el diferencial de tiempo, y dx, dy, dz son los diferenciales de
las coordenadas espaciales. Alternativamente, se puede expresar en el
formalismo tensorial como:
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ds2 = ηµνdx
µdxν (2.16)

donde ηµν es la métrica de Minkowski, que tiene la forma diag(−1, 1, 1, 1)
en coordenadas cartesianas.

3. Causalidad: En este espacio-tiempo, las relaciones causales entre
eventos (es decir, qué eventos pueden influir en otros) están deter-
minadas por el cono de luz, una estructura geométrica que separa los
eventos accesibles o influenciables entre śı a la velocidad de la luz de
aquellos que no lo son.

2.6. Breve Recuento Histórico Sobre Los Espinores

El espinor esta relacionado con un concepto de la mecánica cuántica,
particularmente en una propiedad f́ısica de las part́ıculas elementales lla-
mada el esṕın. Esta propiedad es similar al momento angular intŕınseco,
pero no puede ser visualizada de manera clásica, ya que es una propie-
dad cuántica. Una forma interesante de imaginar el esṕın, la da Stephen
Hawking (1942-2018): piense en las part́ıculas como si fueran peonzas o
trompos girando sobre un eje bien definido (es importante precisar que es-
to es un ejemplo pedagógico y que NO representa fielmente la realidad de
las part́ıculas, ya que estas NO poseen un eje bien definido).

Lo que el esṕın de una part́ıcula representa, es como se ve la part́ıcula
desde distintas direcciones. Si una part́ıcula posee esṕın 0, esto lo podŕıamos
imaginar como un punto, ya que se ve igual desde cualquier dirección. Aho-
ra imagine una part́ıcula con esṕın 1, esta podŕıa asemejarse a una flecha,
ya que parece diferente desde distintas direcciones, y solo si se gira 360°
parecerá la misma. Una part́ıcula de esṕın 2 se puede asimilar como una
flecha con dos cabezas, la cual necesitaŕıa media vuelta, osea 180°, para
verse igual, como se evidencia en la figura 2.8. Hasta el momento se ve
simple el asunto, pero lo cierto es que existen part́ıculas para las cuales no
es suficiente una vuelta (360°), estas requieren de dos vueltas completas
para que se vean iguales. Estas part́ıculas poseen esṕın de 1/2 (Hawking,
1988). Como se evidencia el esṕın es una propiedad que relaciona las ro-
taciones, tema que es de interés para estudiar en relatividad especial. El
primer experimento en el cual se mostró el esṕın se da en el siglo XX, por
los f́ısicos Otto Stern (1888-1969) y Walther Gerlach (1889-1979), con su
famoso experimento de Stern-Gerlach en 1922, donde se somet́ıa un haz
de átomos de plata (colimados) a un campo magnético generado por un
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Figura 2.8: Rotaciones de Flechas (Elaboración Propia).

imán, con el fin de determinar la componente del momento magnético en
la dirección del gradiente del campo. Dicho experimento fue replicado y
corroborado en 1927 por Phips y Taylor con átomos de hidrógeno en su
estado base (Spinel, 2009). Es importante precisar que el esṕın es una pro-
piedad f́ısica de las part́ıculas y el espinor es un elemento matemático que
surge en conjunto con el concepto f́ısico.

Los espinores surgen en 1913 de la mano de Élie Cartan (1869-1951), y
fueron nombrados por Paul Ehrenfest (1880-1933) en sus trabajos sobre el
esṕın (Tomonaga, 1998). Cartan investigaba las representaciones lineales
de grupos simples y como estas proporcionan una representación lineal del
grupo de rotaciones (GL(n, F )) en un espacio n dimensional (Élie Cartan,
1984). En su libro publicado de manera póstuma, titulado “Theory Of
Spinors” de 1984 desarrolla un “tratado” en el cual pretende explicar a
detalle que es un espinor de manera geométrica, ya que según el, la poca
bibliograf́ıa del momento no era tan precisa y clara al tratar el concepto,
más bien eran demasiado formales y poco intuitivas.

Las primeras aplicaciones se dieron en f́ısica de part́ıculas, primero con
el trabajo de 1927 de Wolfgang Pauli (1900-1958) en sus matrices de esṕın
y luego con la ecuación de Dirac en 1928 (esta es una ecuación de onda
relativista que describe las amplitudes de probabilidad para un electrón
solo), en la cual surgen los espinores de Dirac o biespinores, los cuales
estan relacionados con el grupo de Lorentz (SO(1, 3)). Dicha ecuación re-
quirió con el tiempo diversas reformulaciones por diversos autores, en las
cuales surgieron más y diferentes definiciones del espinor. Por mencionar
algunos están los espinores de Van Der Wearden (1903-1996) desarrollados
en 1929, y los de Hermann Weyl (1885-1955). Es desde 1928 a 1933 que
f́ısicos como Vlad́ımir Aleksándrovich Fock (1898-1974), el ya mencionado
Hermann Weyl y Erwin Schrödinger (1887-7961) descubrieron que la ecua-
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ción de onda para el electrón de Dirac se pod́ıa formular en términos de la
relatividad general (Castillo, 1986).

2.7. Definición de Espinor Por Élie Cartan

Figura 2.9: Élie Joseph Cartan (OpenAI, 2025e).

En esta subsección se trabajará el texto ya mencionado de Élie Cartan
titulado “Theory Of Spinors” de 1984, para definir el espinor y analizar
algunas temáticas.

Planteado un espacio tridimensional E3 con un sistema de coordenadas
ortogonales, donde se da un vector isotrópico10 (x1, x2, x3) con longitud
igual a cero.

x21 + x22 + x23 = 0 (2.17)

Es de resaltar que la ecuación (2.17) es una forma cuadrática11, y que
según el álgebra lineal, estas se pueden trabajar como formas bilieales. De
la misma forma, esta se puede reescribir como la suma de una forma bilineal
simétrica más una forma bilineal antisimétrica. Ademas, se sabe que con
el método de Lagrange con el cual se puede reducir una forma cuadrática
a una suma de cuadrados o como se le conoce comúnmente “completar el
cuadrado”, se encuentran las componentes ξ0 y ξ1 del vector isotrópico.

10Un vector isotrópico es aquel de normal igual a cero. Esto implica que es un vector complejo.
11Forma cuadrática o forma bilineal simétrica: Aplicación que asigna a cada elemento de x de un espacio

vectorial, un elemento del cuerpo sobre el que está construido el espacio vectorial. Un ejemplo de ello
pueden ser los elementos de ĺınea (ds).
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x1 = ξ20 − ξ21

x2 = i(ξ20 + ξ21)

x3 = −2ξ0ξ1

Hallando ξ0 y ξ1, se tiene que:

ξ0 = ±
√

x1 − ix2
2

(2.18)

ξ1 = ±
√

−x1 − ix2
2

(2.19)

Es importante notar que NO es posible dar una elección precisa en los
signos para un vector isotrópico, lo que hará que la solución vaŕıe conti-
nuamente con el vector. A modo de ejemplo considere una rotación de ξ0
alrededor de 0x3 sobre el eje x3 mediante un ángulo α. Teniendo en cuenta
que x1 − ix2 habla de la orientación del vector, se multiplica por e−iα y
por continuidad ξ0 se multiplicado por e−iα/2. Note que para el caso de
α = 2π = 360◦, el vector isotrópico habrá de volver a su posición inicial,
pero como ξ0 es multiplicado por e−i2π/2 = e−iπ que por identidad de Euler
e−iπ = −1 su valor tiene signo opuesto al inicial. Haciendo un breve análisis
entre vectores y espinores, se puede decir que en comparación a los vecto-
res, los espinores al ser rotados una vuelta (2π) presentan un signo opuesto
al inicial. Estas ecuaciones (2.18 y 2.19) serian las componentes que forman
a los espinores, y con todo ello se puede decir que de alguna forma los es-
pinores son vectores isotrópicos con una “dirección” o “polarización”, que
en el caso de un ángulo de 2π el vector isotrópico queda “polarizado” (Élie
Cartan, 1984). Ahora surge una pregunta ¿Cuantas vueltas debe dar el
espinor para que vuelva a su posición inicial con su “polarización” inicial?
Pues tome el caso de dos vueltas enteras, osea 4π. Reemplazando en el
angulo se tiene que e−i4π/2 = e−2iπ, que seria e−2iπ = 1, como se evidencia,
en efecto, el espinor apunta en la misma “polarización” que al principio,
en otras palabras el espinor necesita dos vueltas enteras par poder quedar
igual que al principio, una visualización didáctica de visualizar esta idea se
ve en la cinta de Möbius como se evidencia en la figura 2.10.

Por otra parte, es interesante ver como los espinores pueden ser compa-
rados, no solo con los vectores, sino también con los tensores.
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Figura 2.10: Cinta de Möbius (Elaboración Propia).

2.7.1. Espinor y Tensor Euclidiano

Para poder generar una comparación se debe primero definir lo que Car-
tan en su texto llama Tensor Euclidiano, para aśı poder analizar la frase
“un espinor es un tensor euclidiano”. Dado un tensor asociado a un grupo
de rotaciones G, definido por una representación lineal, con componentes
(u1, u2, u3, ..., ur), donde r es el numero de componentes que constituyen el
objeto, se produce un efecto que hace que las componentes (u1, u2, u3, ..., ur)
coincidan con el objeto (u′1, u

′
2, u

′
3, ..., u

′
r), cuyas componentes u′i se deducen

de ui por la transformación dada (rotación o reflexión). Se pueden restrin-
gir la familia de objetos (u) bajo ciertas condiciones algebraicas para que
las componentes del la representación lineal tengan una interpretación con-
creta.

I. Las componentes de (u1, u2, u3, ..., ur) de la familia de objetos restrin-
gidas no satisfacen ninguna relación lineal con coeficientes constantes.

II. Las relaciones algebraicas que determinan la familia restringida deben
permanecer invariantes bajo transformaciones de la representación li-
neal.

(Élie Cartan, 1984)

A esta familia de objetos se le denomina Tensor Euclidiano, asocia-
da a un punto cero. Dos tensores euclidianos serán equivalentes si ambos
vienen de una misma representación lineal del grupo de rotaciones. Re-
cuerde que las componentes de un tensor transforman linealmente bajo
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las transformaciones ortogonales (osea rotaciones y reflexiones) del espacio
euclidiano. Ahora bien, considere una rotación o reversión tridimensional
definida bajo la regla de transformación:

x′1 = αx1 + βx2 + γx3

x′2 = α′x1 + β′x2 + γ′x3

x′3 = α′′x1 + β′′x2 + γ′′x3

Donde α, β, γ, α′, β′, γ′, α′′, β′′, γ′′ son los cosenos directores12 de cada
una de las tres direcciones ortogonales, garantizando que se preserve la
distancia y los ángulos. Luego, se tienen un espinor (ξ0, ξ1) que guarda
la información del vector isotrópico (x1, x2, x3) y su espinor asociado a la
transformación inversa (ξ′0, ξ

′
1), el cual esta relacionado mediante ecuaciones

cuadráticas:

ξ′20 =
1

2
[(α− iα′)x1 + (β − iβ′)x2 + (γ − iγ′)x3] (2.20)

Esta expresión se puede reescribir13 como una combinación cuadrática
de ξ0, ξ1:

ξ′20 =
1

2
(α− iα′ + iβ + β′)ξ20 − (γ − iγ′)ξ0ξ1 +

1

2
(−α− iα′ + iβ + β′)ξ21

Con este cuadrado perfecto puede notar que ξ′0, ξ
′
1 son combinaciones

lineales de ξ0, ξ1.

Analice el caso de una rotación en el plano xy, con un angulo de rotación
θ alrededor del eje z (ver figura 2.11), para lo que se tiene los cosenos
directores: 

α = cos θ, β = − sin θ, γ = 0

α′ = sin θ, β′ = − cos θ, γ′ = 0

α′′ = 0, β′′ = 0, γ′′ = 1

Reemplazando estos valores en la ecuación del espinor (2.20):

ξ′20 =
1

2
[(cos θ − i sin θ)x1 + (− sin θ + i cos θ)x2]

12Los cosenos directores son los coeficientes que representan proyecciones de sistemas coordenados
ortogonales.

13Para ello se usa el discriminaste (b2 − 4ac) y aśı se obtiene un cuadrado perfecto, haciendo que se
cumpla la condición de isotroṕıa.
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Figura 2.11: Rotación alrededor de z (Elaboración Propia).

ξ′20 =
1

2
e−iθ(x1 + ix2) ⇒ ξ′0 = e−iθ/2ξ0 (2.21)

Analizando un poco la ecuación (2.21) es de resaltar que ξ′0, ξ
′
1 transfor-

man como una matriz de de rotación compleja de espinores. Este ejemplo
ayuda a asimilar un poco mejor el śımil de los espinores con los tensores ya
que en este caso se puede evidenciar la naturaleza tensorial de los espinores
bajo transformaciones euclidianas.

Ahora, analice las matrices asociadas para las direcciones isotrópicas del
vector asociado al espinor (ξ):{

ξ0x3 + ξ1(x1 − ix2) = 0

ξ0(x1 + ix2)− ξ1x3 = 0

Revisando a detalle los coeficientes de la matriz, es de notar que estos
pueden ser importantes. Expresando la base en la que se encuentran las
direcciones isotrópicas asociadas con el espinor (ξ):[

x3 x1 − ix2
x1 + ix2 −x3

] [
ξ0
ξ1

]
= 0
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([
0 1
1 0

]
x1 +

[
0 −i
i 0

]
x2 +

[
1 0
0 −1

]
x3

)[
ξ0
ξ1

]
= 0 (2.22)

Aqúı es donde se evidencia la importancia de estas bases, ya que co-
mo se evidencia son las matrices de Pauli14 (σi) con sus respectivas bases
asociadas e1, e2 y e3.

σ1 =

[
0 1
1 0

]
, σ2 =

[
0 −i
i 0

]
, σ3 =

[
1 0
0 −1

]
Donde σ1 = σx, σ2 = σy y σ3 = σz.De tal manera que:

(σ1x1 + σ2x2 + σ3x3)

[
ξ0
ξ1

]
= 0

Por otra parte, hallando el determinante15 de la matriz de coeficientes,
se tiene:

det

[
x3 x1 − ix2

x1 + ix2 −x3

]
= x21 + x22 + x23 = 0

Nuevamente estamos rectificando la naturaleza de vector isotrópico.

Ya se ha definido los espinores en términos de un vector isotrópico y su
relación con los tensores euclidianos, ahora para poder apreciar mejor las
propiedades de los espinores se debe desarrollar su álgebra, pero para ello
se debe conocer primero el álgebra de Clifford.

2.8. Álgebra de Clifford

Para entender mucho mejor de que va esta álgebra, primero se desa-
rrollara su nacimiento. Para el año de 1806 el matemático Jean-Robert
Argand (1768-1822) estudiaba formas geométricas de representar números
complejos, para lo que asignaba el numero complejo (a + bi) con el par
(a, b) en el plano cartesiano. Esto lo llevo a relacionar la multiplicación de
números complejos con rotaciones16 en el plano R2, aśı se tenia una forma
algebraica de representar rotaciones en R2 (Moraga, 2019). De esto surge
una pregunta ¿Se puede encontrar una forma algebraica para representar

14Las matrices de Pauli son representaciones matriciales de las componentes del operador de esṕın (Ŝi)
para part́ıculas con esṕın 1/2, como lo puede ser el electrón (Spinel,2009).

15Esto mediante el álgebra de endomorfismo. Dado un espacio vectorial V sobre el cual se tiene un
campo K, el conjunto de todas la transformaciones lineales de V se les llama álgebra de endomorfismo
de V .

16Las rotaciones se pueden expresar como el conjunto de números complejos de norma 1.
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rotaciones en R3? A dicho problema se le hallo solución en 1844 bajo los
trabajos de William Rowan Hamilton (1805-1865), donde implemento un
espacio vectorial parecido al de los complejos, con dimensión 3 sobre R,
solo que aqúı, es imposible crear un producto cerrado, por lo que tuvo que
pensar en un espacio vectorial de dimensión 4 sobre R, que define el álgebra
de los cuaterniones17. Con esta álgebra ya es posible expresar rotaciones
en R3 mediante cuaterniones, para los cuales el producto entre ellos esta
definido por:

ab = ⟨a, b⟩+ a× b (2.23)

Donde ⟨a, b⟩ es el producto punto o escalar en R3 y a× b es el producto
cruz en R3. Esta definición posee algunos limites ya que como se sabe el
producto cruz esta definido solo para R3, pero para R4 no es útil, debido a
que aqúı existen infinitas formas de obtener un vector perpendicular entre
dos vectores, ademas el producto cruz no es asociativo.

Figura 2.12: Producto Cuña (Elaboración Propia).

El mismo año en el que Hamilton descubrió los cuaterniones, Hermman
Grassman (1809-1877) introduce el producto exterior (bivector) o produc-
to “cuña”18 (∧) para obtener algunas propiedades de los planos sin hacer
uso del concepto de perpendicularidad, como ejemplo práctico, puede dar
cuenta del área19 de un paralelogramo formado por dos vectores (ver fi-
gura 2.12). Este trabajo fue ignorado por un tiempo, hasta que en 1876
William Clifford (1845-1879) combina las ideas de hamilton y Grasssman
para estudiar el movimiento de cuerpos ŕıgidos en espacio de dimensión ar-
bitraria combinando la ecuación 2.23 con el producto cuña, teniendo como
resultado el producto de Clifford o producto geométrico:

17Al igual que los complejos son una extensión de los reales, los cuaterniones también son una extensión
de los reales que añade unidades imaginarias (i, j y k), tales que: i2 = j2 = k2 = ijk = −1

18El producto cuña entre dos vectores es llamado bivector.
19Esta área tiene la particularidad de estar orientada, nótese que en la figura 2.12 se ve en rojo la

orientación del área en contra de las manecillas del reloj.
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ab = ⟨a, b⟩+ a ∧ b (2.24)

Clifford muere joven, impidiendo la difusión de su trabajo. Es para 1880
que Rudolph Lipschitz (1832-1903) usa el álgebra de Clifford para desarro-
llar los conceptos a nivel geométrico de las reflexiones y rotaciones. Por otra
parte recuerde el trabajo ya mencionado de Cartan de 1913 donde también
estudiaba las representaciones del grupo especial ortogonal SO(n) (Ver sec-
ción 2.4), donde se da cuenta que para este grupo existen representaciones
que no se pueden expresar en el formalismo tensorial, por lo que recurre
a los espinores bajo la estructura del álgebra de Clifford que ya mismo se
verá.

El álgebra de Clifford o álgebra geométrica (grupo CL(3, 0)) es una
extensión del álgebra lineal, que como estructura matemática incluye el
producto geométrico (ecuación 2.24), y es capaz de unificar y generalizar
los conceptos de vectores, productos escalares, cruzados y exteriores, codifi-
cando la información métrica (magnitudes) y la orientación en el plano, esto
lo hace de la siguiente manera; Dada una base ortonormal {e1, e2, ..., en}
las reglas a seguir son:

eiej + ejei = 2ηij (2.25)

Donde ηij es la métrica que posee el espacio, ya sea euclidiana o de
Minkowsky. Esta estructura da la posibilidad de unificar las rotaciones
y reflexiones en una sola operación, y sin la necesidad de recurrir a las
matrices. Es de resaltar que el producto geométrico es antisimétrico, osea
que:

ba = ⟨a, b⟩ − a ∧ b (2.26)

De esto se deduce que:

⟨a, b⟩ = 1

2
(ab+ ba) (2.27)

y

a ∧ b =
1

2
(ab− ba) (2.28)

Con ello, quedan definidos el producto punto o interno (⟨a, b⟩) y el ex-
terno en términos del producto geométrico (Doran y Lasenby, 2003). Con
esto queda definida el álgebra de Clifford.
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2.9. Álgebra de Espinores

En principio recuerde las matrices Pauli, ya que estas son la forma ma-
tricial de los generadores del álgebra de Clifford, dicho de una manera más
técnica son el cubrimiento universal del grupo ortogonal del espacio. Como
es de interés para este trabajo analizar rotaciones, es de resaltar que las
matrices de Pauli cumplen una relación de anticonmutatividad, vinculadas
al álgebra de Clifrord:

σiσj + σjσi = 2δijI y σ1σ2σ3 = iI

Recuerde que estas matrices están relacionadas con los espinores, por
tanto los espinores son elementos del álgebra de Clifford, que de cierto modo
están codificando las relaciones de anticonmutación de los vectores base.
Con ello, se puede representar el grupo de rotaciones SO(n) con matrices
sobre espinores (como el caso anterior donde expresamos las direcciones
isotropicas de un vector, ecuación 2.22), generalizando las matrices de Pauli
para casos de dimensión superior (Élie Cartan, 1984).

2.9.1. Rotaciones

Los espinores aparecen en el álgebra de Clifford naturalmente pare re-
presentar rotaciones, mediante rotors (R) sin usar matrices de 4 × 4, que
actúan sobre vectores (a) mediante transformaciones de tipo:

a′ = RaR̃

Esto permite hacer rotaciones en cual quier la dimensión que se desee y
con cualquier métrica. Los espinores en este caso, mediante multiplicaciones
están generando transformaciones del espacio vectorial.

Para el caso de las rotaciones en relatividad especial, estos rotores se
pueden expresar como el producto de dos reflexiones20. Si consideramos
una rotación S con su par de reflexiones A y B osea S = AB, los espinores
transforman ξ′ = Sξ. Una rotación de angulo θ alrededor de n̂ (siendo
L el vector unitario) se expresa según los parámetros de Euler-Olinde-
Rodrigues:

S = cos
θ

2
± in̂ sin

θ

2
20Sección 10 de Cartan, 1984.
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Para el caso de AB es + y para BA es −. Este también muestra que
para el caso de una rotación de una vuelta θ = 2π se tiene signo opuesto,
como vimos anteriormente.

2.9.2. Reflexiones

Ahora revise el caso de las reflexiones dadas en un hiperplano21 que
pasa por el origen, de normal unitaria a que actúa sobre un espinor ξ de
tal modo que:

ξ′ = Aξ

Donde A es la matriz asociada a a. A modo de ejemplo tome a = e3, aśı
A = σ3 asociada al eje z, lo que da como consecuencia que: ξ′0 = ξ0 y que
ξ′1 = −ξ1.

2.9.3. Producto Entre Espinores

Según el trabajo de Cartan, el producto (ξαξ
′
β) de dos espinores ξα y

ξ′β no es una multiplicación directa, sino mas bien una operación que des-
cifra la estructura geométrica, dando como resultado un tensor de orden
superior. Estos generan cuatro componentes (ξ0ξ

′
0, ξ0ξ

′
1, ξ1ξ

′
0, ξ1ξ

′
1) las cua-

les no son independientes bajo transformaciones del grupo de rotaciones
(Castillo, 1992). Debido a ello, se descompone el producto en dos partes,
simétrica (vector) y antisimétrica (trivector).

Simétrica (Vector): Para es caso hay tres componentes (ξ0ξ
′
0, ξ0ξ

′
1+

ξ1ξ
′
0, ξ1ξ

′
1) que transforman como un vector bajo rotaciones. Por ejem-

plo, si ξ = ξ′ estas se convierten en el vector isotrópico (ecuaciones
2.7, 2.7 y 2.7).

Antisimétrica (Trivector): Aqúı se tiene una componente (ξ0ξ
′
1 −

ξ1ξ
′
0) que corresponde a un tensor de rango 3 antisimétrico que es

invariante ante rotaciones, pero para el caso de una reflexión cambia
de signo.

Para garantizar la invarianza, Cartan introduce la matriz C:

C =

[
0 1
−1 0

]
21Plano que divide el espacio tridimensional en dos partes.
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Cuyas propiedades (2.29) generan un vector asociado al par de espinores.

CT = −C y C2 = −I (2.29)

Por otra parte, cuando se tienen dos espinores conjugados (ξ̄) en un
espacio real, euclidiano, este se encontrara definido por iCξ. De tal manera
que el producto ξ̄T ξ da lugar a un escalar invariante (ξ0ξ̄0 + ξ1ξ̄1) y a un
bivector invariante (tensor antisimétrico de orden 2).

Para generalizar el producto espinorial a n−dimensional, se hace uso del
álgebra de Clifford. Los espinores son parte de un espacio de dimensión 2ν,
por lo que su producto se descompone de las componentes a p−vectores
antisimétricos de rango 2:

ξ ⊗ ξ′ =
n∑

p=0

Ap

Donde Ap es un tensor irreductible bajo el grupo Spin(n)22.

Grupo SL(2,C)

Este grupo es importante para relacionar los espinores con las transfor-
maciones de Lorentz. El grupo especial lineal complejo de 2 dimensiones,
son todas las matrices de 2×2 con entradas complejas y determinante igual
a 1.

SL(2,C) =
{
A ∈ C2×2| detA = 1

}
Este es un grupo de Lie complejo de 6 dimensiones reales. También es

un doble recubrimiento23 del grupo de Lorentz SO(1, 3). Los espinores son
parte de este grupo, y con esto se crea la matriz que ayudará a representar
las transformaciones de Lorentz.

En resumen el espinor es un objeto matemático de dos componentes
imaginarias (C2) que esta ı́ntimamente relacionado con vectores isotrópi-
cos mediante sus componentes y también guarda relación con los tensores,
ademas de incorporar las matrices de Pauĺı. Es importante mencionar que
los espinores transforman bajo el grupo de Lorentz restringido24 SO+(1, 3),
el cual es una proyección SL(2,C) → SO+(1, 3), osea un homomorfismo25,

22Grupo Espinorial: Es un doble cubrimiento del grupo SO(n).
23Esto quiere decir que para cada transformación de Lorentz hay dos matrices asociadas del grupo

SL(2,C).
24Propias y ortócronas.
25Función que preserva las operaciones de dichos objetos.
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lo que explica por qué es necesaria una rotación de 4π para regresar un
espinor a su estado inicial recuperando su simetŕıa, ademas, ambos grupos
tienen una topoloǵıa suave, osea indiscreta, con lo que forma estructuras
continuas (grupos de Lie y variedades continuas). Por otro lado, los espino-
res forman un fibrado26 sobre el grupo SL(2,C) en la cual su variedad esta
ligada localmente a la de Minkowski, la cual es un invariante topológico.

26Es una función continua suryectiva de un espacio topológico E a otro espacio topológico B.
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Caṕıtulo 3

Transformaciones de Lorentz en el
Formalismo Espinorial

Ahora, se propondrán las transformaciones de Lorentz (ecuación 1.34)
en el formalismo espinorial1. Para ello se usará la matriz de sṕın L y la
matriz X que trae consigo codificada las coordenadas espacio-temporales2

(t, x, y, z), esta es similar a la matriz 2.22 solo que incluyendo ya la coor-
denada temporal. Una transformación de Lorentz se puede representar:

X ′ → X

X ′ = LXL∗ (3.1)

En este caso, L es una generalización de la matriz de rotación (finita
o infinitesimal) perteneciente al grupo SL(2,C), ademas es importante
recordar que en el caṕıtulo 2 se demostró como las transformaciones de
Lorentz se pueden representar como una rotación con angulo complejo
(ecuación 2.14). Por tanto, la matriz X queda definida:

X =

[
t+ z x− iy
x+ iy t− z

]

X = t+ (x · σi) (3.2)

Una transformación de Lorentz esta definida por el hecho de que el
elemento de linea o métrica (ecuación 2.15) permanezca invariante, para
que esto sea aśı, debe cumplirse que:

detX = detX ′

1Esto gracias a las formas irreducibles, ver anlexo C.
2En unidades naturales c = 1.
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Para que esto se cumpla, el determinante de L debe ser igual a 1 (Misner
y cols., 1973). Con lo que se tiene:

detX = t2 − x2 − y2 − z2

3.1. Matriz de Sṕın L

Ahora definiendo la matriz L, a partir de boost3 (dα) y rotaciones infi-
nitesimales (dθ) alrededor de un eje (n̂) descritas por la matriz de sṕın:

L = 1−
(
i

2

)
(σxdθyz+σydθzx+σzdθxy)+

(
1

2

)
(σxdαyz+σydαzx+σzdαxy)

Los términos relacionados con la rotación se agrupan en dθ(σi · n̂) y los
relacionados con los boost quedan en (σ · dα), aśı:

L = 1−
(
i
dθ

2

)
(σi · n̂) +

(
σi ·

dα

2

)
(3.3)

Reemplazando 3.3 en 3.1:

X ′ =

[
1−

(
i
dθ

2

)
(σi · n̂) +

(
σi ·

dα

2

)]
X

[
1 +

(
i
dθ

2

)
(σi · n̂) +

(
σi ·

dα

2

)]
Incluyendo las matrices X que representa las coordenadas de un marco,

y X ′ las del otro.

X ′ =

[
1−

(
i
dθ

2

)
(σi · n̂) +

(
σi ·

dα

2

)]
[t+ (x · σi)] ...

...

[
1 +

(
i
dθ

2

)
(σi · n̂) +

(
σi ·

dα

2

)]
Aplicando el producto entre matrices de sṕın4, se puede reducir el lado

derecho de la ecuación ya que se puede despreciar algunos términos de
segundo orden por ser infinitesimales:

X = t+ (x · σi) + t(x · dα) + dθ(n̂× x) · σi + (x · dα)

Reemplazando la matriz X:

3Impulsos
4(σ ·A)(σ ·B) = (a · b) + iσ · (a× b)
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t′ + (x′ · σi) = t+ (x · σi) + t(x · dα) + dθ(n̂× x) · σi + (x · dα)

Comparando los coeficientes de 1 y de las matrices de Pauli (σi), y
despejando se tiene que:

t′ = t+ (x · dα) (3.4)

x′ = x+ tdα + dθ(n̂× x) (3.5)

Estas ecuaciones coinciden con una trasformación infinitesimal de Lo-
rentz, un boost dα y una rotación dα. Es interesante mencionar que estos
boots son transformaciones hiperbólicas que pertenecen al grupo SL(2,C)
(Penrose y Rindler, 1984). Ahora, para obtener transformaciones finitas,
se debe hacer que el dθ y dθ vaŕıen con relación a un parámetro τ :

ω = n̂
dθ

dτ
, λ =

dα

dτ
Esta composición de transformaciones conlleva a poner la transforma-

ción en términos de una exponencial de la forma:

L = exp

[
1

2
(α− θn̂) · σi

]
Donde α = λτ codifica la información sobre la rapidez del boost y

ωτ = n̂θ la información sobre la rotación. Analice el caso de un boost puro
en la dirección n̂λ, osea sin rotación (θ = 0), la exponencial se convierte en
series de Taylor:

L = cosh
(α
2

)
+ (n̂λ · σi) sinh

(α
2

)
Nuevamente reemplazando esto en la ecuación de las transformaciones

de Lorentz (3.1):

X ′ =
[
cosh

(α
2

)
+ (n̂λ · σi) sinh

(α
2

)]
[t′ + (x′ · σi)]

[
cosh

(α
2

)
+ (n̂λ · σi) sinh

(α
2

)]
Haciendo uso de las siguientes identidades trigonométricas y de las pro-

piedades de las matrices de Pauli:

cosh2
α

2
+ sinh2

α

2
= cosh (α)

2 sinh
(α
2

)
cosh

(α
2

)
= sinh (α)
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Se tiene:

t′ = t coshα + sinhα(nλ · x) (3.6)

x′ = [n̂λt(sinh (α)) + n̂ cosh (α)(n̂λ · x)]︸ ︷︷ ︸
Transformación sobre la misma linea

+ [x− n̂λ(x · n̂λ)]︸ ︷︷ ︸
Perpendicular a x

(3.7)

El parámetro α (rapidez) esta relacionado con β = v/c mediante:

β = tanh (α), cosh (α) =
1√

1− β2
, sinh (α) =

β√
1− β2

(3.8)

(Misner y cols., 1973)

Si se desea realizar dos transformaciones de Lorentz arbitrarias, esta
sera el resultado de operar:

LResultante = L(α2)L(α1) (3.9)

Ahora, para hacer explicita la relación de las transformaciones de Lo-
rentz con los espinores5 , se pondrán algunas ecuaciones en términos espi-
noriales como lo hicimos en la definición.

X ′︸︷︷︸
ξ′i

= L︸︷︷︸
Λ

X︸︷︷︸
ξi

L∗︸︷︷︸
Λ∗

Es de precisar que la matriz X y X ′ es un espinor representado en una
matriz de 2 × 2, y que la matriz L corresponde a una transformación de
Lorentz (Λ) por tanto la ecuación 3.1 quedaŕıa:

ξ′i = ΛξiΛ
∗ (3.10)

Nótese que ξ′i tiene como sub indice i, el cual representa las coordenadas,
siendo i = 0 la temporal e i = 1, i = 2 e i = 3 las coordenadas espaciales
o también i = 0 = t, i = 1 = x, i = 2 = y y i = 3 = z. De tal manera que
las ecuaciones 3.6 y 3.7 quedan:

ξ′0 = ξ0 coshα + sinhα(n̂λ · ξ1) (3.11)

5En el formalismo espinorial, cualquier vector del espacio de Minkowski xµ puede representarse me-
diante una matriz hermı́tica ξ = xµσµ, donde σµ son las matrices de Pauli (µ = 0, 1, 2, 3). Bajo una
transformación de Lorentz representada por Λ ∈ SL(2,C), dicha matriz se transforma como ξ′ = ΛξΛ̄,
lo que garantiza que ξ′ siga siendo hermı́tica y represente correctamente el vector transformado x′µ.
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ξ′1 = [n̂λξ0(sinh (α)) + n̂ cosh (α)(nλ · ξ1)] (3.12)

Es importante precisar que aunque el espinor representa un rotación,
aqúı en las transformaciones de Lorentz no hay una rotación f́ısica si no
geométrica, ya que lo que esta pasando f́ısicamente, es que estamos anali-
zando la medida desde un observador en reposo (Σ) y de igual manera la
medida de un observador en movimiento (Σ′).

Figura 3.1: Modelo de A. Einstein (1905) (Elaboración Propia).

Con el fin de analizar con mayor claridad estos conceptos, se tomará
como punto de partida la propuesta de Einstein en 1905 (figura 3.1), donde
las transformaciones de Lorentz eran lineales, traslaciones de los marcos en
referencia, con un dominio en R3. Aqúı se manejan vectores que permiten
realizar las transformaciones preservando la norma, etc.

Por otro lado, en 1908 Minkowsky introduce las coordenadas espacio-
temporales (figura 3.2), donde las transformaciones se convierten en ro-
taciones hiperbólicas con angulo imaginario, bajo el dominio R3,1. Este
espacio se encuentra relacionado con una variedad, que localmente es un
espacio euclidiano, 4-dimensional, donde se representan los eventos como
un punto en este espacio, permitiéndonos estudiar mejor las relaciones cau-
sales.

Finalmente, en 1913 Cartan elaboro una propuesta alternativa6 para el
estudio de las transformaciones de Lorentz (figura 3.3), precisando mejor
los espinores, elementos geométricos de 2×2 pertenecientes a C2 los cuales
hacen parte del álgebra geométrica de Clifford, que dieron más relevancia
a las rotaciones en la teoŕıa especial de la relatividad.

6Ver anexo D
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Figura 3.2: Modelo de H. Minkowsky (1908) (Elaboración Propia).

Figura 3.3: Modelo de E. Cartan (1913) (Elaboración Propia).

El formalismo espinorial aplicado a las transformaciones de Lorentz no
es puramente matemático, sino que revela la estructura del espacio-tiempo,
reinterpreta las transformaciones en el contexto de las rotaciones en un
espacio complejo. A través del estudio de la matriz espinorial de Lorentz,
se ha evidenciado cómo los espinores permiten entender de forma más
refinada y profunda los fenómenos asociados a los cambios de marco de
referencia inercial.

Para finalizar este capitulo, es de mencionar que en muchos cursos de
relatividad especial este enfoque no es presentado. Por ello, esta propues-
ta alternativa cobra relevancia tanto por su poder teórico como por su
potencial didáctico. Adoptar una visión espinorial no solo permite enrique-
cer el formalismo tradicional, sino que también posibilita nuevas formas
de estudiar conceptos fundamentales de la relatividad especial de manera
geométrica y visual.



Caṕıtulo 4

Aplicación de los Espinores al
Campo Electromagnético

En el presente capitulo se estudiará el campo electromagnético, cotidia-
namente representado mediante un tensor antisimétrico y de orden 2, pero
que también puede ser expresado en el formalismo espinorial. Este cam-
bio de notación no solo da una reformulación algebraicamente elegante,
sino que también presenta una ventaja procedimental a la hora de realizar
cálculos con el campo electromagnético en relatividad especial.

4.1. Tensor y Espinor de Campo Electromagnético

Figura 4.1: Campo Electromagnético (Elaboración Propia).

En teoŕıa clásica del electromagnetismo se trabaja al campo eléctrico
E⃗ y campo magnético B⃗ como entidades separadas, sin embargo en la
teoŕıa especial de la relatividad, estos campos son unidos en un solo objeto
geométrico: el tensor de campo electromagnético, ó también llamado el ten-
sor de Faraday, el cual es covariante (invariante bajo transformaciones de
Lorentz). Este surge a ráız de estudiar el movimiento de cargas expuestas
a un campo, donde se aplican las ecuaciones de Maxwell (1.7, 1.8, 1.9 y
1.10) y el principio de mı́nima acción (Landau y Lifshitz, 1971) o a partir
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de la cuadrifuerza de Lorentz (Fisicalandia, 2021)1. El tensor de campo
electromagnético (F µν) esta definido de la siguiente manera:

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ

Donde Aµ es un cuadrivector que guarda información del potencial:

Aµ =

(
ϕ

c
, A⃗

)
Siendo ϕ el potencial eléctrico escalar y A⃗ el potencial vector magnético.

Haciendo explicitas las 6 componentes de F µν (3 de E⃗ y 3 de B⃗), un
tensor antisimétrico2 bajo la convencion de signos del espacio-tiempo de
Minkowsky con metrica ηµν = diag(−1,+1,+1,+1):

F µν =


0 −Ex −Ey −Ez

Ex 0 −Bz By

Ey Bz 0 −Bx

Ez −By Bx 0

 (4.1)

Este tensor (F µν) f́ısicamente tiene sus ventajas, ya que hace que las
ecuaciones de Maxwell sean invariantes bajo transformaciones de Lorentz,
las reduce a solo dos (Ley de Gauss (E⃗) y Ampère-Maxwell y Ley de
Gauss (B⃗) y de Faraday) y unifica electricidad y magnetismo como la
manifestación de un solo campo.

∂µF
µν = F µνµ0J

ν (Ley de Gauss (E⃗) y Ampère-Maxwell)

F̃ µν =
1

2
ϵµναβFαβ (Ley de Gauss (B⃗) y de Faraday)

Donde Jν = (ρ, J⃗) es la 4-corriente eléctrica y ϵµναβ es el śımbolo de
Levi-Civita totalmente antisimétrico. De igual manera, este tensor se puede
representar en el formalismo espinorial3 del grupo SL(2,C):

ξij =
1

2

[
(Eµ + iBµ)σ

µ
ij

]
(4.2)

Donde µ = x, y, z. Este es un espinor simétrico de rango 2, lo que
implica que ξij = ξji. F́ısicamente esta simetŕıa aparece cuando se estudian
campos sin masa, como es el caso del campo electromagnético que estamos
analizando (Penrose y Rindler, 1984). Analice el caso de un campo eléctrico

1Ver anexo E
2En unidades naturales c = 1.
3Esto a partir del tensor de campo electromagnético, ver anexo F
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E⃗ = (E0, 0, 0) y un campo magnético B⃗ = (0, 0, 0), cuyo espinor asociado
es:

ξij =
E0

2

[
1 0
0 −1

]
(4.3)

Es importante notar que, al lado derecho de la ecuación (4.3) se tiene
la matriz de Pauli σz

ij. Suponiendo que la rotación (dθ) es de 0, 1 rad, con
dirección n = (0, 0, 1) y para el boots (dα) este se encontrara en el dirección
(0, 1, 0), con lo que se tiene una transformación de Lorentz (ver ecuación
3.3):

Λ = 1 +
i

2
((0, 1)σz − i(0, 1)σy)

Recuerde que la transformación de Lorentz se da mediante la ecuación
(3.10):

ξ′ij = (1 + ϵ)ξij(1 + ϵ)∗

Donde ϵ es:

ϵ =
i

2
((0, 1)σz − i(0, 1)σy)

Expandiendo4, se tiene:

ξ′ij = ξij + ϵξij + ξijϵ
∗

Sustituyendo ϵ:

ξ′ij = ξij +
i

2
((0, 1)σz − i(0, 1)σy) ξij − ξij

i

2
((0, 1)σz + i(0, 1)σy)

Sustituyendo ξij:

ξ′ij =
E0

2
σz +

iE0

4
((0, 1) [σz, σz]− i(0, 1) [σz, σy]) ...

...− iE0

4
((0, 1) [σz, σz] + i(0, 1) [σz, σy])

Aplicando propiedad distributiva y los conmutadores:

[σz, σz] = 0 ; [σz, σy] = 2iσx
4Con series de Taylor.
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Se tiene:

ξ′ij =
E0

2
σz +

E0

4
(0, 1)2iσx +

E0

4
(0, 1)2iσx

Reordenando:

ξ′ij =
E0

2
σz +

2

4
(0, 1)iE0σx +

2

4
(0, 1)iE0σx

ξ′ij =
E0

2
σz + (0, 05)iE0σx + (0, 05)iE0σx

Simplificando:

ξ′ij =
E0

2
σz + (0, 1)iE0σx

Reorganizando y reemplazando 0, 1 = 1/10:

ξ′ij =
iE0

10
σx +

E0

2
σz

Este nuevo espinor (ξ′ij) corresponde a un campo:

E⃗ ′ = ([1/10]E0, 0, [1/2]E0) y B⃗′ = ([1/10]E0, 0, 0) (4.4)

Analizando la situación inicial, se parte de un campo E⃗ = (E0, 0, 0) y
B⃗ = (0, 0, 0) desde un marco de referencia en reposo (observador en reposo
Σ), al cual se le aplico una transformación de Lorentz, para que un marco
en movimiento (observador en movimiento Σ′) calculara este campo desde
su marco, quedando E⃗ ′ = ([1/10]E0, 0, [1/2]E0) e introduciendo un campo
B⃗′ = ([1/10]E0, 0, 0) que en principio no exist́ıa y fue producido por σx a
causa de los campos en rotación y los boots (se evidencia en la componente
x debido a la presencia de i ). Este ejercicio muestra como el espinor de
cierta forma simplifica las transformaciones de Lorentz en campos electro-
magnéticos, ya que la rotación y el boots modifican tanto la orientación de
los campos como la magnitud de los mismos. Es importante resaltar que
bajo estas transformaciones se preserva la la métrica del espacio.

Para solucionar este mismo ejercicio de manera tensorial, se debe escoger
la transformación de Lorentz (Λ) en el formalismo matricial que vimos en
el capitulo 2 en la ecuación 2.8, donde la transformación esta expresada en
una matriz de 4 × 4 y realizar una doble multiplicación tensorial con F µν

de la siguiente manera:

F ′µν = Λµ
αΛ

ν
βF

αβ
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Esta transformación ayuda a descifrar las componentes de F µν según
la matriz Λ. Este proceso puede sonar en principio no muy extenso, pero
cuando operamos tensores, se debe realizar multiplicaciones de matrices,
en este caso de 4×4, como el tensor F µν es de orden 2 tiene 2 indices, donde
cada uno transforma de manera independiente, osea que para cada uno se
tiene una matriz de Lorentz, proceso que es largo y de mucho cuidado para
no errar en el proceso.

Como se a evidenciado, el espinor desde sus oŕıgenes en las matemáti-
cas puras en 1913 de la mano de Cartan, a ayudado a describir rotaciones,
transformaciones y magnitudes f́ısicas, como es el caso de los trabajos en
mecánica cuántica de Paul Dirac, donde en 1928 formulo su ecuación para
describir part́ıculas de espin 1/2 como el electrón, que requieren de un cam-
po que transforma como un espinor bajo el grupo de Lorentz (SO(1, 3)), y
es aqúı donde el espinor encuentra por primera vez su espacio en la f́ısica
(Dirac, 1928). En los años 1930 y 1940 se siguieron haciendo aplicaciones
en electrodinámica cuántica y luego en cromodinámica cuántica.

Durante los años de 1970 y 1980 David Hestenes realiza estudios del
álgebra geométrica, logrando entender los espinores como elementos del
álgebra asociada a un espacio-tiempo. Esto permitió entender mejor las
rotaciones, boots y campos electromagnéticos (Doran y Lasenby, 2003).

Figura 4.2: (A la Derecha) Wolfgang Rindler y (A la Izquierda) Roger Penrose (OpenAI,
2025a).

El esplendor de los espinores no termino aqúı ya que en los trabajos
de 1984 de Roger Penrose y Wolfgang Rindler, son usados para describir
geometŕıas, y campos sobre espacio-tiempo curvos, ademas de presentar
soluciones exactas a las ecuaciones de Einstein en la teoŕıa general de la
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relatividad, en palabras de ellos:

“... en los problemas modernos de la Cosmoloǵıa y el Modelo
Estándar, existe la necesidad de explicar como en el origen del
universo, y durante el Big Bang, la gravedad junto con las otras
tres fuerzas de la naturaleza (interacción nuclear fuerte, interac-
ción nuclear débil y electromagnetismo), trazaron el destino y la
evolución de toda la materia y la enerǵıa de nuestro universo. O
en otras palabras, habŕıa una explicación teórica del origen del
universo, si se entiende como describir cuánticamente a la grave-
dad. Por esta razón, si se piensa que la teoŕıa de los espino-
res, puede tener un papel importante en el proceso de formular
una versión cuántica de la gravedad, entonces esto seŕıa muy im-
portante a su vez, en la explicación de los procesos que dieron
origen a nuestro universo.”

(Penrose y Rindler, 1984).

En este texto los autores resaltan la importancia de los espinores para
describir la gravedad y con ello crear modelos que lleven a comprender el
mismo universo, su evolución y los más importante, hacia donde va.

Actualmente los espinores siguen siendo cruciales en el desarrollo de
nueva f́ısica, en computacional cuántica, teoŕıas de supersimetŕıa, como
ejemplo, en teoŕıas gauge (en español teoŕıas de “calibre”) los espinores
ayudan describir las interacciones fundamentales entre part́ıculas, y las
simetŕıas que mantienen las leyes f́ısicas invariantes bajo transformaciones
locales. De hecho, el actual modelo estándar de la f́ısica de part́ıculas es
una teoŕıa gauge (Ryder, 1996).



Conclusiones

En el primer capitulo, se cumplió el objetivo de presentar un recorrido
histórico-conceptual sobre la crisis de la f́ısica a finales del siglo XIX,
destacando cómo esta condujo al desarrollo de la TER. La discusión
sobre el éter, la incompatibilidad entre mecánica clásica y electromag-
netismo, y los aportes de Lorentz, Poincaré y Einstein fueron abor-
dados con rigurosidad. Ademas, este recuento histórico, pone en la
mesa algunos nombres de cient́ıficos y matemáticos que pocas veces
son mencionados cuando se estudia la TER, como puede ser el caso
de H. Poincaré, a quien se le intenta hacer justicia, mencionando sus
desarrollos y aportes.

En un segundo momento, se presentaron algunos conceptos acerca de
las diferentes transformaciones, para relacionar las transformaciones
de Lorentz con las rotaciones, punto clave que dio un primer indicio
para relacionarlas con los espinores, lo que permite trabajar marcos
en rotación. Luego se dieron algunas definiciones desde la teoŕıa de
grupos y la topoloǵıa, lo que dio un lenguaje para poder desarrollar
a profundidad los espinores, y hablar de sus cualidades en dicho len-
guaje, como lo son los recubrimientos, y las propiedades de los grupos
SO(1, 3) y SL(2,C). Estos permitieron realizar un análisis global a
través de la clasificación de las representaciones de los mismos grupos,
bajo un numero finito de parámetros, y es gracias a esto que se pueden
evidenciar las simetŕıas del espacio-tiempo. También, se encontró que
los espinores poseen una correspondencia con vectores isotroṕıcos y
tensores euclidianos. Desde una perspectiva de los espacios planos, los
espinores pueden ser representados como una matriz compleja, mos-
trando también que los espinores poseen una naturaleza tensorial bajo
transformaciones euclidianas. Esto muestra que los espinores tienen la
misma capacidad de dar representaciones matemáticas al igual que
vectores y tensores. Toda esta base teórica solida ayudó a introducir
el espinor a partir de los trabajos de Élie Cartan, cumpliendo aśı con
el segundo objetivo de la investigación.
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Estudiando el formalismo espinorial de la mano de Élie Cartan, par-
tiendo de vectores isotrópicos y su correspondencia con tensores eu-
clidianos, se evidencio las grandes posibilidades presentadas por los
espinores para transformar preservando ciertas propiedades como la
norma, además de mostrar impĺıcitamente por su naturaleza, rota-
ciones de la mano de las matrices de Pauli (σi), hecho que interesa
al momento de estudiar las transformaciones de Lorentz, ya que es-
tas geométricamente también representan rotaciones con un angulo
imaginario.

Todo esto, presenta una alternativa para estudiar las transformaciones
como entes geométricos y descubrir nuevas propiedades que planteen
nuevas formas de concebir los mismos conceptos, como evidenciamos
con el formalismo espinorial.

Finalmente, se utilizaron los espinores a manera de ejemplo a través
del campo electromagnético, y se pudo mostrar como los espinores
guardan la misma información que un tensor. Analizando el tensor de
campo electromagnético (F µν), se evidencia que este es 2 veces con-
travariante y antisimétrico, de orden 2, con 6 componentes (3 de E⃗ y
3 de B⃗), representado en matrices de 4×4, mientras que el espinor de
campo electromagnético (ξij) es menos robusto, respecto a la cantidad
de componentes, ya que este es de 2 × 2, con componentes imagina-
rias, simétrico (ξij = ξji), otra ventaja del formalismo espinorial, ya
que matemáticamente es un factor que facilita los cálculos, haciéndo-
los mucho más prácticos, cortos y rápidos al momento de analizar el
campo desde diferentes observadores. Esta representación espinorial
del campo electromagnético da una formulación poderosa, que unifica
y simplifica los conceptos del electromagnetismo clásico con la TER.

Con esta tesis queda evidenciada la importancia de los espinores tanto
en la tradición que tienen en la f́ısica con los trabajos de Penrose, Rind-
ler, Dirac, etc, como en los posibles trabajos que se puedan realizar
a futuro con el formalismo espinorial para trabajar la f́ısica moderna,
donde la relación f́ısica-matemática se hace cada vez más profunda, in-
teresante y con capacidades cada vez más refinadas a la hora de desci-
frar algunos fenómenos. También es importante resaltar como algunos
fenómenos se pueden abordar desde distintos modelos matemáticos
igualmente equivalentes, (tensor de campo electromagnético y el espi-
nor de campo electromagnético que dan cuenta del mismo fenómeno),
lo que muestra el carácter convencional de dichos modelos.
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Society. (Facśımiles y versiones modernas disponibles en repositorios digitales como
Project Gutenberg o la Biblioteca del Congreso)

81

https://multiblog.educacion.navarra.es/lcordonm/files/2011/06/Transformaciones-de-Galileo-y-Lorentz.pdf
https://multiblog.educacion.navarra.es/lcordonm/files/2011/06/Transformaciones-de-Galileo-y-Lorentz.pdf
https://multiblog.educacion.navarra.es/lcordonm/files/2011/06/Transformaciones-de-Galileo-y-Lorentz.pdf
https://fisicalandia.com/fisica-clasica/tensor-de-campo-electromagnetico/
https://fisicalandia.com/fisica-clasica/tensor-de-campo-electromagnetico/


82 REFERENCIAS
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en Gallica y otros archivos digitales.)

Janssen, B. (2005). Breve repaso de la relatividad especial.
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(Traducción de: Quantum Field Theory for Physicists. Ver caṕıtulo 8, p. 380 para la
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Anexos

Anexo A: Ecuación de Onda Bajo Transformaciones

de Galileo

Expresando las derivadas parciales en términos de x′ y t′:

∂E

∂x
=

∂E

∂x′
∂x′

∂x
+

∂E

∂t′
∂t′

∂x
(A.1)

Derivando:

∂x′

∂x
=

d(x− vt)

dx
= 1 (A.2)

∂x

∂t′
=

∂x′

∂t′
+

∂(vt′)

∂t′
= v (A.3)

∂t′

∂x
=

dt

dx
= 0 (A.4)

∂t′

∂x
=

1

v
(A.5)

∂E

∂t
=

∂E

∂t′
;

∂2E

∂t2
=

∂2E

∂t′2
(A.6)

Reemplazando las derivadas en A.1:

∂E

∂x
=

∂E

∂x′
+

1

v

∂E

∂t′
(A.7)

Volviendo a derivar respecto a x:
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∂2E

∂x2
=

∂

∂x

(
∂E

∂x′
+

1

v

∂E

∂t′

)
(A.8)

=

(
∂2E

∂x′2
∂x′

∂x
+

∂2E

∂x′∂t′
∂t′

∂x

)
+

1
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∂x′∂x
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(A.9)

=

(
∂2E

∂x′2
· 1 + ∂2E

∂t′∂x′
· 1
v

)
+

1

v

(
∂2E

∂x′∂x
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)
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=
∂2E

∂x′2
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1

v

∂2E

∂t′∂x′
+
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v

∂2E

∂x′∂t′
+

1
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(A.11)

=
∂2E

∂x′2
+

1

v2
∂2E

∂t′2
+

2

v

∂2E

∂t′∂x′
(A.12)

Como t = t′, tenemos que:

∂E

∂t
=

∂E

∂t′
y

∂2E

∂t2
=

∂2E

∂t′2
(A.13)

Combinado las ecuaciones (1.14), (A.12) y (A.13) obtenemos que,

∂2E

∂x′2
+

1

v2
∂2E

∂t′2
+

2

v

∂2E

∂t′∂x′
=

1

c2
∂2E

∂t′2
(A.14)

Reordenando:

∂2E

∂x′2
+

2

v

∂2E

∂t′∂x′
=

(
1

c2
− 1

v2

)
∂2E

∂t′2
(A.15)
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Anexo B: Propiedades de las Transformaciones Linea-

les

Propiedad 1: La imagen del vector nulo en V es el vector nulo en W .

T (0v) = 0w (A.16)

Propiedad 2: La imagen del vector −v es igual al opuesto de la imagen
de v.

T (−v) = −T (v) (A.17)

Propiedad 3: Consideremos r cantidad de vectores en el espacio vec-
torial V :

v1, v2, v3, ..., vr ∈ V

Donde se propone la combinación lineal:

k1v1 + k2v2 + k3v3 + ...+ krvr

A la cual aplicamos una transformación T que va de V a W , y teniendo
en cuenta las propiedades enunciadas en la definición, se tiene que:

T (k1v1 + k2v2 + ...+ krvr) = k1T (v1) + k2T (v2) + ...+ krT (vr) (A.18)

Como vemos una transformación lineal “transporta” combinaciones li-
neales de V a W , conservando aśı los escalares de la combinación lineal.
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Anexo C: Representaciones Irreducibles

Una representación irreducible se da cuando un espacio vectorial carece
de subespacios invariantes debido a los grupos. Dicho de otra manera es un
homomorfismo, es decir, una forma de asociar a cada elemento del grupo
una transformación lineal en el espacio vectorial.

El grupo de Lorentz SO(1, 3) no es simplemente conexo1, lo cual impide
que todas sus representaciones sean completamente reducibles como el caso
de SO(3). Por esta razón se trabaja frecuentemente con su recubrimiento
universal SL(2,C), que śı es conexo y permite construir representaciones
irreducibles adecuadas para describir part́ıculas con esṕın.

Una representación irreducible del grupo de Lorentz en términos de espi-
nores se clasifica por los pares (j1, j2), donde j1 y j2 tienen que ser números
semienteros, los cuales indican las representaciones del producto de grupos
SU(2)×SU(2), que corresponde al álgebra compleja del grupo de Lorentz
(ver sección 2.4 del capitulo 2). Por ejemplo, la representación (1/2, 0) co-
rresponde a espinores de Weyl izquierdos, mientras que (0,1/2) corresponde
a espinores de Weyl derechos. Por otra parte, la representación (1/2,1/2)
da lugar a vectores de cuatro componentes, es decir, a los cuadrivectores
de Minkowski.

Estas representaciones muestran cómo el uso de espinores permite re-
construir la estructura del espacio-tiempo en relatividad especial desde un
enfoque fundamental y algebraico. Esta clasificación es importante, ya que
permite construir objetos f́ısicos, como campos cuánticos o tensores, a par-
tir de componentes espinoriales (Weinberg, 1995).

1Que no tiene una partición del conjunto en otros dos conjuntos no vaćıos.
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Anexo D: La Propuesta de Élie Cartan

El grupo O(1, 3) es el conjunto de todas las transformaciones lineales de
espacio de Minkowsky (R1,3) que mantiene invariante la forma cuadrática
del intervalo espacio-temporal. El problema de este grupo para poder re-
presentar las transformaciones de Lorenz radica en que este no es conexo,
por tanto, se tiene que recurrir al grupo SO+(1, 3) el cual si es conexo y
con determinante +1, además preserva la orientación temporal. Pero esto
no es todo, ya que esto significa que existen bucles cerrados en el grupo
que no pueden ser deformados continuamente a un punto. Esta propiedad
tiene consecuencias importantes al momento de construir representaciones
lineales del grupo. En f́ısica, esto se traduce en el hecho de que las represen-
taciones espinoriales no pueden construirse directamente sobre SO+(1, 3),
sino que requieren considerar su cubierta doble, un grupo que lo recubre
de manera biuńıvoca (salvo por el signo), y que śı es simplemente conexo.

La propuesta de Élie Cartan en su obra The Theory of Spinors, radica
en la relación que tiene el grupo de Lorentz SO+(1, 3) y SL(2,C), el cual
actúa sobre los espinores. Cartan demostró que SL(2,C) es la cubierta
doble universal del grupo SO+(1, 3):

SO+(1, 3) ∼= SL(2,C)/Z2

donde SO+(1, 3) al ser conexo incluye la identidad como ya mencio-
namos, y SL(2,C) es el doble recubrimiento. En este caso los espinores
transforman:

ξ′ = Sξ (A.19)

donde S es una matriz que pertenece a SL(2,C). Esta acción, no necesa-
riamente permite una transformación en el espacio de Minkowski, sino que
se requiere de una representación sobre el álgebra de Pauli. Cartan apro-
vecho que para cada vector xµ ∈ R1,3 se encuentra asociada una matriz
hermitica de 2× 2 (X):

X = xµσµ =

(
x0 + x3 x1 − ix2

x1 + ix2 x0 − x3

)
(A.20)

Y como se evidencia, esta trae consigo las matrices de Pauli σµ. Aśı,
cuando se da una transformación S se tiene:

X → X ′ = SXS† (A.21)
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Con esta transformacion se preserva el determinante de X que es a su
vez el intervalo de Minkowsky. Con todo esto, se tiene una implementación
espinorial de la transformación de Lorentz sobre el espacio de Minkowski.
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Anexo E: Tensor de Campo Electromagnético

Partiendo de la fuerza de Lorentz:

f = q(E+ v ×B) (A.22)

Analizando esta ecuación (A.22) nos damos cuenta que tenemos una
3-fuerza (f) y 3-velocidad (v), pero, en relatividad especial necesitamos
trabajar en términos de cuadrifuerzas (F), aśı:

F =
dP

dτ
=

d

dτ


E/c
px

py

pz

 (A.23)

Donde P es el cuadrimomento y E la enerǵıa. Es de precisar que usa-
remos E para el campo eléctrico. Derivando las componentes de P, para
obtener los términos de F:

dE

dτ
= γ

f · v
c

= γe
E · v
c

=
γe

c
(Exv

x + Eyv
y + Ezv

z) (A.24)

dpx
dτ

= γ
dpx
dt

= γe (Ex + vyBz −Byv
z)

dpy
dτ

= γ
dpy
dt

= γe (Ey − vxBz +Bxv
z)

dpz
dτ

= γ
dpz
dt

= γe (Ez + vxBy −Bxv
y)

Con esto, podemos reescribir A.23 de la siguiente manera:

F = γe


0 −Ex/c −Ey/c −Ez/c

Ex/c 0 −Bz By

Ey/c Bz 0 −Bx

Ez/c −By Bx 0



c
vx

vy

vz

 (A.25)

Podemos notar que la matriz de 4× 4 corresponde a un tensor de orden
2, el tensor de campo electromagnético F µ

ν . En notacion de Einstein queda:

dP

dτ
= eF µ

ν v
ν (A.26)

Normalmente el tensor de campo electromagnético se presenta en com-
ponentes covariantes (Fµν), lo que se consigue con un poco de gimna-
sia de indices, multiplicando por el tensor métrico en el espacio de Min-
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kowski, aplicando el producto matricial de tensores usando la signatura
diag(−1,+1,+1,+1):

ηµαF
µ
ν =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




0 −Ex/c −Ey/c −Ez/c
Ex/c 0 −Bz By

Ey/c Bz 0 −Bx

Ez/c −By Bx 0

 (A.27)

Fµν =


0 −Ex/c −Ey/c −Ez/c

Ex/c 0 −Bz By

Ey/c Bz 0 −Bx

Ez/c −By Bx 0

 (A.28)

Usando unidades naturales c = 1

Fµν =


0 −Ex −Ey −Ez

Ex 0 −Bz By

Ey Bz 0 −Bx

Ez −By Bx 0

 (A.29)
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Anexo F: Espinor de Campo Electromagnético

La representación en el formalismo espinorial del campo electromagnéti-
co es capaz de representar el tensor F µν como un objeto simétrico de dos
ı́ndices espinoriales (ξij). El tensor electromagnético F µν es antisimétrico
y contiene 6 componentes independientes, y ademas, tiene la capacidad de
guardar el campo eléctrico (E⃗) y magnético (B⃗):

Ei = F 0i Bi = −1

2
εijkFjk

Definiendo el bivector complejo auto-dual:

Fµν = F µν + iF̃ µν

donde el dual de Hodge2 es:

F̃ µν =
1

2
εµνρσFρσ

A partir de esto, se crea un cuatrivector complejo:

Fµ = Eµ + iBµ (A.30)

Con esto se puede construir un objeto del formalismo espinorial, total-
mente simétrico y de dos indices ξij a partir de Fµ y haciendo uso de las
matrices de Pauli extendidas, osea que σµ = (I, σ⃗), actuando sobre ı́ndices
espinoriales:

σµ
ij, µ = 0, 1, 2, 3.

Teniendo aśı:

ξij =
1

2
Fµσµ

ij (A.31)

Como se considera que Eµ = (0, E⃗) y Bµ = (0, B⃗)3 y reemplazando
A.30 en A.31, se obtiene:

ξij =
1

2

[
(Eµ + iBµ)σ

µ
ij

]
(A.32)

Dándonos aśı, el campo electromagnético en el formalismo espinorial
(Garćıa, 2009).

2Es un operador lineal dentro del álgebra exterior, ver sección 2.8 del capitulo 2
3Esta forma permite agrupar los campos en un solo vector complejo.
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