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INTRODUCCION

El teorema espin-estadistica es usado en cursos de fisica estadistica para introducir las
estadisticas cuanticas de Bose-Einstein y Fermi-Dirac, donde usualmente se presenta como si
fuera un postulado establecido por Pauli para diferenciar los tipos de sistemas de particulas
indistinguibles con los cuales se esta trabajando. Sin embargo, la explicacion de este se abarca en
cursos posteriores como en teoria cuantica de campos. Particularmente en esta investigacion se
muestra que las bases del mismo se pueden encontrar en la formulacion de la mecanica cuantica
y, sobre todo, en el formalismo que tiene el espin de fotones y electrones al considerarse en un
sistema de N particulas. Por lo que, estudiar el origen del teorema implica una reevaluacion del
concepto de espin, de tal forma que este pueda ser comprendido desde un curso de mecanica

cuantica.

Esta investigacion se encuentra dividida en cuatro apartados, con el objetivo de generar
un material de estudio para cursos de mecanica cuantica sobre la ensefianza del espin usando el
teorema espin-estadistica desde las caracteristicas de particulas con espines %2 y 1, usando una

metodologia de investigacion documental.

En la primera parte del documento se hace una contextualizacion de la problematica, se
propone la pregunta que orientd la investigacion, se muestran los objetivos planteados por el
autor y se presentan los antecedentes del proyecto. Luego, el primer capitulo se centra en dar una
contextualizacion historica de las bases del teorema resaltando elementos claves que permitieron
la conexion del espin y la descripcion estadistica. Posteriormente en el segundo capitulo se hace
un hincapié en el principio de indistinguibilidad de las particulas, para lo cual se analiza la
formalizacion de las funciones de onda simétricas y antisimétricas planteadas por Dirac y el
espin propuesto por Pauli, para después caracterizar a las matrices de espin 2 y 1 como parte de

los grupos de Lie SU2 y SO3.

Finalmente, en el capitulo 3 se describen a las funciones de onda simétricas y
antisimétricas desde una postura estadistica, culminando con una ruta de trabajo para clases de
mecanica cuantica que tiene en cuenta la solucion del problema de una particula en un pozo de
potencial unidimensional modificado para considerar el teorema espin-estadistica,

posteriormente se dan las conclusiones y la bibliografia.



CONTEXTUALIZACION DE LA PROBLEMATICA

Contexto Problematico

Al examinar la mision y vision del programa de Licenciatura en Fisica de la Universidad
Pedagogica Nacional (UPN), se puede destacar que éste busca el acercamiento de la ciencia y en
especial de la fisica al contexto de las aulas en Colombia, por medio de egresados que puedan
promover un cambio continuo en el sector educativo. Con ello se deja implicito que los
estudiantes de la licenciatura deben estar inmersos en su contexto, es decir, que deben estar al
pendiente de las necesidades de este, como sujetos activos que no dejan de lado la formacion

constante.

Por lo que, se espera que estos estudiantes en su formacion estén contextualizados con su
entorno y desarrollen habilidades para entenderlo. Bajo esta perspectiva, al comprender que el
entorno es regido por la fisica moderna, clases como relatividad especial o mecanica cuéntica
terminan siendo una parte importante para el aprendizaje de los futiros licenciados en fisica.
Entonces estas teorias cobran una mayor importancia en el curriculo universitario de carreras
afines a la ciencia, pues dejan de ser clases preparatorias para estudios subsecuentes, y se toman

como clases necesarias para el profesional en formacion.

Enfocando la situacion al estudio de la mecéanica cuantica, se puede decir que ésta
constituye una base para el entendimiento en investigaciones actuales, como en fisica de altas
energias con estudios de interaccion de particulas, siendo a su vez una clase obligatoria dentro de
la carrera de pregrado de los licenciados en fisica de la UPN. Esta da elementos necesarios para
acercarse a la forma en que funcionan objetos del dia a dia, como, por ejemplo, al tener
conocimiento sobre fendmenos como el efecto fotoeléctrico, se puede dar un acercamiento al
funcionamiento de paneles solares o incluso de teléfonos inteligentes. Por lo tanto, el analizar
codmo se ensefia la mecanica cuantica desde el contexto universitario para la formacion de

licenciados cobra relevancia, al dar bases necesarias para este tipo de investigaciones.

Haciendo una revision de como es la ensefianza de la mecanica cuantica en el contexto
universitario, algunos estudios muestran que el curriculo de ensefianza ha sido el mismo desde

hace 80 afios y no ha cambiado drasticamente en mucho tiempo, por ejemplo, Mario Belloni



sefala lo siguiente en su articulo “Open Source Physics Curricular Material for Quantum

Mechanics”:

La mecanica cudntica es quizas la materia mas ensefada en el plan de estudios de
ciencias fisicas, sin embargo, la forma en que se ensefia no ha cambiado
significativamente desde la década de 1940. [...]. De hecho, los estudios han demostrado
que existe muy poca diferencia entre la comprension conceptual de la mecénica cudntica
de los estudiantes de pregrado y posgrado en la mayoria de los cursos de fisica y quimica.

(Belloni, Wolfgang, & Brown, 2007)

Desde esta perspectiva, la ensefianza de la mecanica cuantica puede estar quedando
rezagada al no abarcar temdticas mas actuales o que denoten una relaciéon mas explicita de la
forma en que puede ser llevada al contexto educativo. Por lo cual, la clase en general se explica
desde la mecénica cuantica primitiva, para luego introducir la notacion de Dirac; a partir de este
formalismo matematico, se introducen los postulados de la mecénica cuantica y siguiendo este
hilo, la forma en la que se ensefia, tiene la intencion de presentar al estudiantado el cambio de
pensamiento desde la fisica clasica hasta la mecanica cuantica. Sin embargo, en el estudio de
Bayram Akarsu titulado “An extensive Study of Teaching / Learning Quantum Mechanics in
College” se presentan algunas problematicas de la ensefianza-aprendizaje de la mecéanica
cudntica en universidades, uno de estos problemas es la forma en que la ensefianza es llevada a
cabo mediante el curriculo antes mencionado; en este estudio se evidencia que los estudiantes
sufren de problemas a nivel matematico, destacando que el enfoque a un nivel conceptual quita
atencion de la parte matematica y esta termina siendo pesada, a tal punto de generar una
confusion en ellos. Como dice uno de los maestros a cargo de ensefiar este curso en la
investigacion: “... los estudiantes captan el contenido del trabajo del curso, pero las pesadas
herramientas matematicas involucradas y las matematicas esenciales se utilizan demasiado y

dificultan el trabajo de los estudiantes.” (Akarsu, 2010)

Por lo tanto, desde lo presentado por Akarsu se evidencia que hay un desfase entre lo
aprendido conceptualmente y los desarrollos matematicos propios de la teoria, y entonces, el
curriculo ademads de ser antiguo también tiene inconvenientes, ya que los estudiantes parecen no
lograr el entendimiento de manera general del curso enfocandose o en las matematicas o en el

analisis conceptual.
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A pesar de este panorama, se encuentra en la literatura algunas alternativas para introducir
los conceptos de la mecénica cuantica en los cursos de pregrado. Tal es el caso del libro
Quantum Mechanics de Mclntyre, D. H; aqui el autor genera un curriculo que parte de la
caracteristica del espin del electrén Y4 y del foton con valor de 1, para denotar la relacion
conceptual y matematica de la mecanica cuantica, pues a través del experimento de Stern-
Gerlach logra evidenciar un cambio conceptual, que lleva al lector al cambio de la mecanica
clasica a la cuantica, con ello introduce la notacién de Dirac y asi llevar la parte matematica y
conceptual de la mano, llegando a la siguiente afirmacion: “La sencillez de los sistemas spin /2 y
spin 1 permite a los alumnos centrarse en estas nuevas caracteristicas, que van en contra de la

mecanica clasica.” (Mclntyre, 2022)

De lo anterior, se muestra que el espin presenta una opcion para abarcar de forma alterna
la mecanica cuantica, dado que en su introduccion muestra un cambio conceptual respecto a la
mecanica clasica, algo esencial para ver la necesidad de una nueva formulacion. A su vez estos
sistemas dan el abordaje matematico necesario para el entendimiento del formalismo propio de la
mecanica cuantica que luego se utiliza en los cursos de fisica estadistica, evidenciando con ello

una relacion entre lo conceptual y el formalismo matematico.

Por supuesto que cambiar el curriculo de mecanica cudntica, respecto a los temas que se
abordan en el aula es un trabajo extenso, sin embargo, a través de la ensefianza del espin se
presenta una alternativa para iniciar dicho cambio, teniendo en cuenta lo sefialado por Mclntyre,
D. H, quien enfatiza que el espin muestra la necesidad del cambio de pensamiento de la fisica
clasica a la fisica cuantica, ademas de usar la formalizacidon propia de la mecanica cudntica para

afianzar su uso en el curso.

Sin embargo, el enfoque desde el curriculo tradicional hace dificil evidenciar las ventajas
de introducir el espin en los cursos como concepto que articule las formulaciones matematicas
con un fendmeno fisico y su interpretacion, como es el caso de libros como “Introduccioén a la
mecanica cudntica” de Luis de la Pefia o las lecturas de Feynman sobre Mecéanica Cuantica en
"Fisica Volumen 3"; en la estructura mostrada en estos documentos (que es disefiada a partir de la
forma de ensefiar dicho curso por los autores) el espin tiene una sola intencion, mostrar una

propiedad intrinseca de las particulas, pero sin evidenciar sus utilidades como el de introducir
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una forma mas clara de entender los fendmenos cuanticos de superposicion o de esclarecer su

matematica afianzando la notacion de Dirac.

Al revisar el contexto local se encuentran textos como el de Yeison Javier Cuesta Beltran
y Carlos Javier Mosquera Suarez, en donde hablan de su experiencia a la hora de ensefiar
mecanica cudntica y dejan implicito que su estructura es regida por este curriculo pues como se
menciona “En buena medida la organizacion temética de los cursos se adecua a partir del orden
propuesto por los libros de texto” (Beltran & Suarez, 2021) en donde el libro utilizado aqui es el
de “Principles of Quantum Mechanics” de Shankar, un libro que tampoco remarca las ventajas
del uso del espin y que se centra en la matematica, resaltando la poca relacion entre el analisis
conceptual y matematico que presenta el curriculo. Por lo que, surge la idea de potenciar su
ensefianza, para asi contribuir con un abordaje alterno del concepto de espin en cursos de
mecanica cudntica, modificando en cierta medida su presentacion y fomentando una ensefianza

alternativa a través del teorema espin- estadistica.

Este teorema es tradicionalmente presentado en cursos de mecénica estadistica a la hora
de entrar en la explicacion de la distribucion de particulas cuanticas y se muestra como una
forma de caracterizar a las particulas y la respectiva estadistica a seguir. Sin embargo, dada la
forma en que fue publicado por el mismo Pauli se asume como un postulado para tener en cuenta
a la hora de trabajar con sistemas de particulas con un espin definido; puntualmente, teniendo en
cuenta que las particulas con espin entero siguen la distribucion de Bose- Einstein y las de espin
semientero siguen la de Fermi-Dirac por medio del principio de exclusion de Pauli. Teniendo en
cuenta que no se profundiza en su explicacion de manera extensa, uno de los propdsitos del
trabajo es brindar a los futuros licenciados herramientas conceptuales que les permita una

alternativa de ensefianza para la comprension del concepto de espin.

Por lo tanto, estudiar las particulas con diferentes espines (Y2, 1) permite hacer un
acercamiento para entender el teorema. Ademas, explicarlo en las clases de mecéanica cuantica
permitiria afianzar aun mas los métodos vistos en el curso, para su apartado conceptual y

formalismo introduciendo temas para su utilizacion posterior en cursos como fisica estadistica.
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Pregunta Orientadora

Teniendo en cuenta lo presentado en el contexto problematico, se plantea un estudio de
tipo disciplinar, donde se aborden las particulas con dos espines distintos (teniendo en cuenta que
estos son parte del modelo estandar de particulas) para tener una nueva forma de presentar el
teorema de espin-estadistica y proponerlo para el curso de mecanica cuantica. Esto con el fin de
formar una alternativa de ensefianza en el curso de la Universidad Pedagogica Nacional, donde
se afiancen temas del curso en su parte formal y conceptual, esperando reducir los vacios
conceptuales y, por tanto, se den bases para un aprendizaje posterior de teorias mas avanzadas.

Por lo cual, se plantea la siguiente pregunta problema:

'Como a partir del estudio de espines 72 y 1 se puede abordar el teorema espin-
é p )4 y p ¥4

estadistica como una alternativa para la ensefianza del espin en cursos de mecanica cuantica?

Objetivos

Objetivo General

Establecer una ruta de trabajo para la ensenanza del espin en cursos de mecanica cuantica

usando el teorema espin-estadistica desde las caracteristicas de particulas con espines 2y 1.

Objetivos Especificos

1. Construir un marco historico que contextualice el surgimiento del teorema espin-
estadistica entre las décadas de 1920 y 1930, para resaltar los elementos que
permitieron la introduccion del espin en la descripcion estadistica.

2. Describir las caracteristicas de los espines 2 y 1 para el abordaje de las estadisticas de
Bose-Einstein y Fermi-Dirac.

3. Mostrar un caso en el cual se evidencie la diferencia en la solucion con interpretacion

estadistica al caracterizar el sistema con espines 2y 1.
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Antecedentes

Teniendo en cuenta la revision inicial de bibliografia, se presentan los antecedentes que
permiten visualizar la contextualizacion de la temadtica, en este caso al rededor del teorema espin-
estadistica, que es parte del objetivo general de la investigacion. Ademads, se muestran
investigaciones que dan una perspectiva en la ensefianza de la mecanica cuantica y del espin. Por

lo tanto, se escogieron los siguientes antecedentes:

1. El articulo “Rotational invariance and the spin-statistics theorem” de Paul O’Hara de la
universidad de Illinois, en el cual se trabaja con la invarianza rotacional en estados cuanticos
como causa del principio de exclusion de Pauli usando notacion de Dirac y con lo cual se llega a
una clasificacion de sistemas cudnticos con estados unidos y no unidos que corresponden a una
estadistica especifica. Desde esta propuesta se plantea una nueva perspectiva del teorema espin-
estadistica. Para la presente investigacion la forma en que el autor realiza el andlisis ayudo a
vislumbrar otra forma de entender la estadistica de Bose-Einstein y Fermi-Dirac, lo cual aporta al
trabajo brindando un nuevo entendimiento de la estadistica, alejado de los libros tradicionales
que hablan de ella y del teorema espin-estadistica, ya que en este documento se retoman las ideas
de principio de exclusion, estadistica de Bose-Einstein y Fermi-Dirac de forma sintética y precisa

para su posterior analisis en relacion con la invarianza rotacional y asi llegar con ello al teorema.

2. El articulo “La ensefianza de conceptos fundamentales de Mecédnica Cuantica a
alumnos de graduacion en Fisica” Glauco Cohen F. Pantoja, Marco Antonio Moreira y Victoria
Elnecave Herscovitz de la Universidad Federal de Rio Grande do Sul de Brasil del afio 2014,
estudia la adquisicion y retencion de conceptos de mecénica cuantica, partiendo de la ensefianza
de temas estructurados desde el curriculo tradicional; abarcando el cambio de pensamiento de
fisica clasica a fisica cuantica, notacion de Dirac y culminando con la ecuacioén de Schrédinger
que llega al concepto probabilistico. Aqui los autores sefialan que particularmente las
concepciones probabilisticas son el problema fundamental a la hora de entender la mecanica
cuantica, ademas de resaltar la importancia del conocimiento previo para su entendimiento. Por
lo cual, este documento aport6 al presente trabajo dando una perspectiva de los problemas

generados a la hora de proponer un curriculo de mecénica cudntica, lo cual ayuda a la
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investigacion al dar un panorama mas claro del curriculo tradicional que hace parte de la

problematica del texto.

3. El estudio “Practica de ensefianza de un profesor universitario de fisica cuantica en
Colombia, diagndstico” de Yeison Javier Cuesta Beltran y Carlos Javier Mosquera Suarez de
2021 de la Universidad Distrital, para el Congreso Internacional Sobre Formacion de Profesores
de Ciencia. En este documento se caracteriza la ensefianza de un maestro de fisica cuantica en
cursos de licenciatura en el pais. Este aporta a la presente investigacion, contextualizandola en el
entorno de las licenciaturas en Colombia, pues el material de investigacion o propuestas en

cursos de mecanica cuantica en la ciudad es muy limitado.
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CAPITULO 1: UN ACERCAMIENTO HISTORICO A LA
PRIMERA INTERPRETACION DEL TEOREMA

El teorema de espin-estadistica se aborda en cursos de fisica estadistica, pues permite
caracterizar la estadistica de un sistema desde las propuestas realizadas en el siglo XX, donde se
manejan conceptos pertenecientes a la mecéanica cuantica. Como se sefiala en el libro de
ensefianza de fisica estadistica “Curso De Fisica Tedrica Volumen 5: Fisica Estadistica” de L. D.

Landau and E. M. Lifshitz:

Si la temperatura de un gas ideal (a una densidad dada) es lo suficientemente baja, la
estadistica de Boltzmann se vuelve inaplicable y se debe idear una estadistica diferente,
en la que los numeros medios de ocupacion de los diversos estados cuanticos de las
particulas no se supongan pequeios. Esta estadistica, sin embargo, difiere segun el tipo
de funciones de onda por las que se describe el gas cuando se considera como un sistema

de N particulas idénticas. (Landau & Lifshitz, 1969)

Entonces desde esta perspectiva, la estadistica propuesta por Boltzmann en el siglo XIX
no es suficiente para la explicacion de los casos abordados en la mecanica cuantica, donde, se
resalta la diferencia en las funciones de onda que describen el sistema y, por tanto, la forma en

que los sistemas se abordan desde la fisica estadistica tendra diferente formalismo.

Aqui el teorema se encarga de distinguir un sistema particular seglin una de las dos
estadisticas que cumplen con este objetivo desde la mecanica cudntica: la estadistica de Bose-
Einstein (1924) y la estadistica de Fermi-Dirac (1926). Para la caracterizacion de estos sistemas

1 Entonces se da por hecho que si el espin de las

se usa como elemento focalizador al “espin
particulas de un sistema de N particulas tiene nimero entero seguiran la estadistica de Bose y,

por otro lado, si el sistema tiene numero de espin semientero, este seguira la estadistica de Fermi.

1 Si bien el espin se define desde la interpretacién de Pauli como una propiedad
intrinseca del electron: “Si se intenta tratar las fuerzas y momentos causados por el momento
del propio electrén” (Pauli W. E., 1927, pag. 602) se puede definir como: una caracteristica
intrinseca al campo asociado a cada tipo de particula “El espin es intrinseco o inherente, es
decir, es una caracteristica fija del campo ondulatorio que no depende de las circunstancias
ambientales” (Ohanian, 1986, pag. 504)
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Sin embargo, la demostracion de este teorema se deja de lado para ser presentado como
un postulado y se establece que para entender su desarrollo se involucran conceptos mas
avanzados que la fisica estadistica, como lo menciona Feynman en “The Feynman Lectures on

Physics: Mecéanica Cuantica’:

Esto conduce a una pregunta interesante: ;Por qué las particulas con espin
semientero son fermiones cuyas amplitudes se suman con signo menos, mientras que las
particulas con espin entero son bosones cuyas amplitudes se suman con el signo positivo?
Pedimos disculpas por no poder darles una explicacion elemental. Pauli ha dado una
explicacion partiendo de argumentos complicados de la teoria cuantica de campos y de la
relatividad. Ha demostrado que necesariamente las dos deben ir juntas, pero no hemos
podido encontrar un modo de reproducir sus argumentos a un nivel elemental (Feynman,

Leighton, & Sands, 1971, pag. 71).

Teniendo en cuenta el panorama que se presenta desde los libros de texto, en el presente
capitulo se resaltan los elementos que llevaron a la conexidn entre la estadistica y el espin, desde
el surgimiento de los andlisis en mecénica cuantica de la estadistica y, por tanto, brindard un
marco histérico que permita acercar la idea de espin en la estadistica sin en uso de la teoria
cuantica de campos. Es de resaltar que el proposito del trabajo no es un analisis histérico
profundo respecto al surgimiento de las estadisticas cudnticas, sino dar un breve contexto al
lector sobre la terminologia que se usara en los siguientes capitulos y vislumbrar las relaciones

que permiten hablar en estas dos estadisticas respecto al espin.

1.1 Boltzmann y la Primera Interpretacion de la Fisica Estadistica

Inicialmente desde la perspectiva historica antes de 1925 (previo a la formalizacion de la
mecanica cudntica), el espin y la estadistica fueron temas que no tenian relacion. Para
comprender un poco de esto hay que entender que el desarrollo de la fisica estadistica nace en el
siglo XIX, un tiempo donde teorias como el electromagnetismo de Maxwell cobran vida y junto
a ¢l la teoria termodindmica propuesta por Boltzmann (responsable de traer los métodos
estadisticos a la fisica). Ahora bien, aunque estas teorias se construian para interpretar fenémenos
fisicos, desde el pensamiento de la época, su objetivo era ser descritas desde la mecanica

newtoniana como lo menciona (Jaynes, 1967) “El dogma oficial en ese momento (siglo XIX) era
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que todos los hechos de la fisica debian explicarse en términos de la mecanica newtoniana;

particularmente el de las particulas que interactiian a través de fuerzas centrales.” (Jaynes, 1967)

En el caso particular de la termodinamica se dio pie a un analisis estadistico, a partir de
los trabajos del fisico Ludwig Boltzmann, quien en 1868 hace la primera referencia a un analisis
estadistico en la teoria termodinamica, especificamente lo realiza en su articulo “Estudios sobre
el equilibrio de energia cinética entre puntos materiales en movimiento”. Aqui Boltzmann discute
sobre los principios mecanicos presentes en los teoremas del calor mecanico, y donde a partir de
ello, establece un teorema para la probabilidad de posiciones y velocidades de los puntos de un

material (Boltzmann, 1868).

De este articulo de Boltzmann se pueden resaltar dos aspectos importantes: en primera
instancia se encuentra el concepto de “puntos”, puesto que aqui usa esta palabra para caracterizar
a los diferentes elementos individuales constituyentes del sistema; es decir, Boltzmann al hablar
de “puntos” hace referencia a moléculas o particulas y por lo tanto, evidencia que para hablar de
estadistica desde la termodinamica en sistemas macroscopicos, es necesario el uso de elementos
individuales microscOpicos con caracteristicas de posicion y momento, los cuales, en conjunto
den cuenta de caracteristicas macroscopicas como la temperatura. Puntualmente este aspecto
Boltzmann lo describe en las conclusiones mediante el abordaje de equilibrio de energia

cinética, lo cual establece como:

Sin embargo, esta prueba también llena un vacio dejado en la solucion de todos los demas
problemas; muestra no sélo que el equilibrio de energia cinética tiene lugar para esta
distribucion de velocidades, sino también que lo mismo no es posible de ninguna otra

manera. (Boltzmann, 1868, pag. 96)

Con esta conclusion Boltzmann establece que el equilibrio energético es equivalente a la
media de las distribuciones de velocidades de los “puntos” del material, lo cual era un concepto
que no se habia trabajado previamente en termodindmica, y algo a remarcar, es que con ello
Boltzmann describe a la termodindmica en términos de particulas (elementos de importancia para
la mecanica cudntica) y excluye cualquier otra explicacion, pues es por este analisis colectivo

que se puede llegar a explicar el fendmeno macroscdpico.
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El segundo aspecto importante del articulo de Boltzmann, se encuentra el uso de métodos
estadisticos, puesto que, si bien la estadistica en esta €poca ya tenia un desarrollo previo a la
teoria termodindmica, el uso de ésta dentro de la fisica no era algo comun. Sin embargo, para el
desarrollo de su trabajo, Boltzmann logra vincular definiciones estadisticas para hablar de los
analogos mecanicos con la termodinamica, como menciona Hajime Inaba en su texto “El
desarrollo de la teoria de colectividad: Una nueva mirada a la historia de la mecanica estadistica”
donde se hace un recorrido histdrico partiendo de los trabajos de Boltzmann para el desarrollo de

la definicion de colectividad estadistica:

En particular, confiando sobre argumentos combinatorios y la definicién de probabilidad
en términos de tiempo de permanencia, (Boltzmann) demostro el teorema de que la
energia cinética promedio de todos los puntos materiales de un sistema, debe ser el

mismo cuando la energia cinética total permanece constante. (Inaba, 2015, pag. 3)

Es decir que, para que en un sistema termodinamico se encuentre el equilibrio de energia
que menciona Boltzmann, es necesario el analisis desde el movimiento cinético de los “puntos”
de forma microscdpica y, por tanto, solo se puede derivar esta explicacion a partir de la

distribucion estadistica de velocidades de estos “puntos”.

A partir de la formulacion de Boltzmann, los métodos estadisticos empiezan a ser
considerados en termodindmica, pero realmente se consolidan hasta 1876, cuando Harry William
Watson publica su libro “Un tratado sobre la teoria cinética de Gases”, donde ilustra algunos
propuestos fisicos con el método estadistico. Posteriormente Maxwell en 1877 hace una revision
y critica de este documento, llegando a la idea de usar estos métodos para una generalizacion
mas certera del teorema propuesto por Boltzmann. Puntualmente Maxwell lo menciona de la

siguiente forma:

La aplicacion de este método a sistemas que constan de un gran numero de cuerpos esté
fuera de discusion. Por tanto, hacemos uso de otro método que podemos llamar el método
estadistico, debido a su analogia con los métodos empleados para tratar con las

fluctuaciones de una gran poblacion. (Maxwell, 1877)

En esta afirmacion es evidente que los métodos usados previamente a la propuesta de

Boltzmann son insuficientes para el abordaje de sistemas termodindmicos tratados desde un
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analisis microscopico y, por tanto, Maxwell establece un punto de partida para empezar a
desarrollar una propuesta de analisis con base en los métodos estadisticos, con la intension de
llegar a lo descrito por Boltzmann en 1868. Es asi como Maxwell establece las bases de la fisica
estadistica, partiendo de la definicion de colectividad estadistica? y del uso de estados para
referirse a los distintos casos en que los sistemas estan teniendo en cuenta las condiciones
particulares de los mismos. Finalmente, Maxwell describe la forma en que una funcién de
distribucion, que tiene en cuenta a todos los elementos del sistema, puede caracterizar al sistema

de forma macroscopica tal como afirma Inaba al hablar del trabajo de Maxwell:

Una vez que una funcion que representa la distribucion se vuelve constante, permanecera
inalterada en cualquier momento posterior. En el estado estacionario, la energia cinética
promedio es la misma para diferentes partes del sistema. Esto representa la condicion de

igualdad de temperatura de las dos partes del sistema. (Inaba, 2015, pag. 7)

Es decir, que al tener en cuenta la distribucion estadistica de estos “puntos” se explica el
equilibrio térmico de un sistema, una idea que resuena con la de Boltzmann de 1868 pues

Maxwell complementa lo realizado por €l.

A partir de estos trabajos, Boltzmann en 1881 publica una critica a la propuesta de
Maxwell, resaltando los aspectos mas importantes de este en relacion con los contrastes que
encontrd con su articulo de 1868, con lo cual, Boltzmann llega a una forma de adaptar su
definicidon de ensamble estadistico, uno en el que toma en cuenta la interaccion entre los
elementos microscopicos y las condiciones externas del sistema, algo que marcd sus trabajos
subsecuentes en el periodo de 1880; época donde estos también fueron impulsados con los
desarrollos del fisico Hermann Hemholtz, quien mostr6 una relacion analoga entre el
comportamiento mecanico de sistemas monociclicos y los sistemas termodinamicos, lo cual

motivé a Boltzmann en sus investigaciones durante esta década (Inaba, 2015, pag. 10).

Un aspecto importante respecto a la aceptacion de las teorias de Boltzmann y Maxwell se

encuentra en la academia, donde, posterior a la década de 1890, el fisico Josiah Willard Gibbs en

2 La colectividad o ensamble estadisticos desde esta perspectiva es una propuesta en
la cual un sistema macroscépico estara compuesto de copias virtuales del mismo con
caracteristicas similares al sistema, donde estas representaran los estados posibles del
sistema. Es decir, se maneja un sistema de n coordenadas y, por tanto, n momento, tal que,
para ser constante se plantea que: dq, ...dq,dp, ...dp, = dq'; ...dq',dp', ...dp",
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sus clases presenta el desarrollo de la teoria termodinamica partiendo de los articulos de
Boltzmann, Maxwell y Hemholtz. Este abordaje en las aulas muestra la eficacia y aceptacion de
la formulacién de la termodindmica a partir de la estadistica, ademas, porque a partir de las notas
clases de los cursos de Gibbs, en 1902 se publica en un libro titulado “Principios Elementales”
en el cual se formaliza a la fisica estadistica y este documento se convierte en una base para el

estudio de la teoria.

A partir de este breve recorrido por la formalizacion de la termodindmica desde el
abordaje estadistico, se puede decir que en el inicio la fisica y la estadistica eran estudios
individuales los cuales, debido a la propuesta de Boltzmann, se vinculan en el estudio de
sistemas termodindmicos por medio de un analisis mecéanico de sistemas microscopicos, que
permitieran dar cuenta de las caracteristicas macroscopicas. Después con autores como Maxwell,
Helmholtz y Gibbs, esta teoria se consolida en la fisica estadistica propiamente. Se resalta que
para hablar de ella hay que tener en cuenta dos caracteristicas: la primera es la colectividad, pues
para hacer dicha descripcion estadistica hay que descomponer un sistema macroscopico en
copias virtuales del mismo, algo que Boltzmann llama “puntos” (y que después seran llamados
particulas), un aspecto importante que cambia la forma en que se concibe el analisis de un
sistema con muchos cuerpos y que sera retomado en las posteriores formalizaciones, y la
segunda dado que este comportamiento individual debe responder a fendémenos macroscopicos,
como es el caso de la energia total del sistema, los llamados “puntos” y el promedio estadistico

de la energia cinética de éstos responden a la energia promedio del sistema.

1.2 La Estadistica de Bose (1924)

Siguiendo con la idea planteada en la seccidn anterior, la mecénica estadistica nace con el
objetivo de describir la teoria termodinamica en términos de la mecanica newtoniana, lo cual trae
consigo el uso de métodos estadisticos a la fisica. Por lo cual, el andlisis de sistemas
macroscopicos a partir de sus elementos microscopicos (moléculas o particulas) es lo que se le

puede definir como estadistica para lo que concierne al presente trabajo.

Por lo tanto, al seguir la linea de tiempo, se puede destacar que la mecanica estadistica
encuentra una nueva formulacion a partir de las teorias fisicas que emergen a comienzos del siglo

XX, puntualmente desde la mecanica cuantica. Para visualizar como la mecanica cuéntica juega
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un papel crucial en el desarrollo de una nueva forma de estadistica, hay que sefialar que a
comienzos del siglo nace una nueva forma de entender a la radiacion en la solucion planteada por
Max Planck en sus estudios realizados con el cuerpo negro. Aqui se plantea que el
comportamiento del cuerpo negro era descrito a partir de la cuantizacion de la energia. Posterior
a ello en 1905 Einstein en su articulo llamado “Sobre un punto de vista heuristico concerniente a
la produccion y transformacion de la luz” argumenta la idea de la cuantizacion de energia y

plantea una nueva forma de comprender a la radiacion:

Segun la suposicion que se propone hacer, la propagacioén de un haz de luz desde un
punto no se distribuye continuamente en espacios mas y mas crecientes, sino que el
mismo consiste en un niumero finito de cuantos de energia localizados en puntos del
espacio, los cudles se mueven sin partirse y s6lo pueden ser absorbidos o emitidos como

un todo. (Einstein, 1905)

Con lo anterior surge la idea de analizar a la radiacion como un todo a partir de sus
elementos constituyentes, es decir, cuantos de luz, por lo que, es de aqui donde se establece
posteriormente el planteamiento estadistico, algo que es realizado por el fisico Satyendra Nath
Bose en el afio de 1924. Bose en su articulo “La ley de Planck y la hipétesis cuantica de la luz”
realiza un analisis estadistico a la radiacion teniendo en cuenta la distribucion de cuantos, con lo
cual, llega a la misma solucion planteada por Max Planck para el problema del cuerpo negro y

que es retomada por Einstein para su articulo de 1905.

Aqui hay que resaltar que desde 1924 se empieza a hablar del término de particulas como
constituyentes primordiales y de fotones como particulas de radiacion y, por tanto, Bose utiliza
este término en su articulo, sin embargo, no se menciona el comportamiento corpuscular-
ondulatorio los fotones como uno solo y, por tanto, la discusioén de particula como onda o
corpusculo se deja de lado. Por lo que, se asume que Bose en su primer acercamiento a la
estadistica toma a los fotones como cuantos de energia, que son descritos de forma ondulatoria,
tal como afirma George Sudarshan en una nota sobre la relacion de Bose y el nacimiento de la
teoria cuantica: “Debemos concluir que los fotones pueden ser particulas, pero no se comportan
como se espera ingenuamente que se comporten las particulas. Habria que hacer una revision del

concepto de particula.” (Sudarshan, 1994)
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Ahora hay que destacar que en su articulo Bose para determinar la distribucion de
cuantos, se guia del método combinacional de Boltzmann para asi encontrar las diferentes
distribuciones de acuerdo con el numero de ocupacion de estos (ecuacion 1). Con lo cual, se trae
la idea de constituyentes indistinguibles, y, por tanto, nace la idea de un analisis con una
distribucion con particulas indistinguibles, asi como se afirma en el texto de Paula Mallol
Travesset donde analiza el origen de la estadistica de Bose-Einstein: “El hecho de repartir los
cuantos en las diferentes células sin especificar qué cuanto va a cada celda y solo enfocarse en
cuantos cuantos van a cada celda hace posible deducir la indistinguibilidad asignada.”

(Travesset, 2018, pag. 2)

P(w) =11 &) (1)

Po()!p1 (W) (W)L...

En la ecuacion 1 se da el numero de distribuciones posibles en el sistema de la forma P =

[1, P(v) donde este es dado por el numero total de celdas de acuerdo con la frecuencia A(v) =

8mVv? ., . . ,
( 3 ), que nace de la relacion entre el espacio de fase y el rango de frecuencia, la cual esta
sobre las distribuciones con su nimero de ocupacion, donde p,, (v) es el numero de celdas
conteniendo a los » fotones, es decir, que no se distingue que foton va en cada celda

especificamente.

Posteriormente Einstein en su articulo titulado “Teoria cuantica del gas ideal
monoatomico” realiza un andlisis similar al de Bose, pero en vez de trabajar con fotones trabaja
con moléculas de masa m, lo cual da la introduccién un término conocido como pardmetro de
degeneramiento, con el cual se demuestra que la estadistica propuesta para los fotones tiene un
limite el cual es la estadistica clésica (la propuesta por Boltzmann y Maxwell): “Este hecho
permitio a Einstein concebir la teoria clasica de los gases ideales como un caso limite de la nueva

teoria cuantica.” (Travesset, 2018, pag. 3)

Por lo tanto, se puede mencionar que la estadistica propuesta por Bose se construye a
partir de responder a la teoria de la mecéanica cuantica, dando una descripcion alterna a la
radiacion de cuerpo negro propuesta por Planck, esto se logra gracias a concebir a la luz como
una composicion de elementos llamados cuantos de energia o también llamados fotones. Algo

que Planck no esclarece en su propuesta, pero que dota a la luz y en general a cualquier tipo de
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radiacion con caracteristicas susceptibles de abordar desde la mecénica estadistica. Un aspecto
importante que se resalta de la descripcion de Bose, es la forma en que se trabaja con el sistema
microscopico, recordando que para Boltzmann este andlisis se logra a partir de los “puntos”, aqui
se trabaja con los “cuantos” de luz. Por lo tanto, se puede interpretar que en la estadistica de
Bose estas particulas dejan de ser virtuales y se establecen como un elemento con identidad

desde la mecanica cuantica.

Sin embargo, en la descripcion que hace Bose de los cuantos no se define a los mismos vy,
por tanto, no es claro desde aqui si el foton se puede considerar como particula. Aun asi, se les
atribuye una caracteristica de indistinguibilidad entre ellos como se ve en la ecuacion 1, ademas
de proponerse como un caso limite de la estadistica propuesta por Boltzmann y Maxwell gracias

a los desarrollos de Einstein.

1.3 La Estadistica de Fermi (1926)

Antes de hablar de la propuesta estadistica posterior a la de Bose, hay que destacar que
para esta época las particulas que se consideraban como particulas esencialmente, eran el
electron y el proton, algo que como se dijo en el inciso anterior dejaba la incognita de considerar

a los fotones como una particula, ademas de explicar su comportamiento.

Teniendo en cuenta el desarrollo de la teoria atomica, el fisico Ernest Pauli en enero de

3 en el articulo titulado

1925 propone, en un estudio del 4&tomo, el famoso principio de exclusion
“Sobre la conexion entre la terminacion de los grupos de electrones en el &tomo y la estructura
compleja de los espectros”. Este principio termina siendo importante por dos motivos: El
primero es su relacion con el comportamiento de los electrones, dado que Fermi se basa en este
principio para realizar su propuesta estadistica y que dista de la propuesta de Bose pues aqui los
nimeros de ocupacion juegan un papel importante; Y el segundo es por su relacion con el espin,
pues Pauli se hace referencia a esta propiedad antes de ser evidenciada experimentalmente

tiempo después.

3 El principio de exclusion como se daba en el capitulo anterior explica que un electrén no puede
ocupar los mismos niimeros cuanticos que otro electron, por lo tanto, dos electrones deben tener numeros
cuanticos distintos entre si. Por lo tanto, el intercambio de dos electrones debe ser distinto del intercambio
de dos bosones pues estos ultimos tienen la caracteristica de ocupar los mismos numeros cuanticos.
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Entonces Pauli comienza este articulo recapitulando las relaciones encontradas por sus

investigaciones del efecto Zeeman, donde se menciona al espin del electron:

Por la presente se sugiere, este u otro confrontarse con el hecho de que la estructura de
doblete de los espectros alcalinos, asi como el efecto Zeeman andémalo, son causados por
una ambigiiedad de las propiedades teoricas cuanticas del electron luminoso que no se

puede describir clasicamente. (Pauli W. , 1925)

De esto se puede decir que el espin del electron para Pauli es la causa de la estructura de
doblete los espectros alcalinos®. Y es con esta premisa y analizando los desarrollos de la teoria

atomica que llega a proponer su principio:

Nunca puede haber dos 0 mas electrones equivalentes en el &tomo para los que los
valores de todos los numeros cuanticos n, kq, k5, m; (0, lo que es lo mismo, n, k{, my,
m,) coincidan en campos fuertes. Si un electron estd presente en el atomo para el cual
estos numeros cuanticos (en el campo externo) tienen valores especificos, entonces este

estado estd "ocupado" (Pauli W. , 1925).

Es decir, que el electron ya tiene una condicion de distribucion y es con esto que Fermi en
marzo de 1926 teniendo en cuenta el teorema de Nernst desarrolla una propuesta en su articulo
“Para la cuantificacion del gas monoatomico ideal” para la distribucion de moléculas en un gas,

que, desde las suposiciones ya establecidas, termina siendo una distribucion de electrones:

Si la ley del calor de Nernst también debe seguir siendo valida para el gas ideal, se debe
suponer que las leyes de los gases ideales a bajas temperaturas se desvian de las clésicas.
[...]. Para todas las teorias de degeneracion se estan convirtiendo en suposiciones mas o
menos arbitrarias sobre el comportamiento estadistico de las moléculas, o en base a su
cuantificacion. En el presente trabajo solo utiliza la suposicion hecha por primera vez por

Pauli y basada en numerosos hechos espectroscopicos [...] (Fermi, 1926)

4 El doblete de espectros alcalinos hace referencia al par de lineas de espectro en los materiales

alcalinos que antes se consideraban como muchas lineas desde el estudio de espectroscopia de 1925:
Desde que los espectrometros fueron lo suficientemente sensibles y se les doté de un alto poder de
resolucion, los espectroscopistas se dieron cuenta de que muchas de las lineas espectrales no eran
sino dos, tres 0 mas lineas muy juntas. A estos grupos se les denomin6 multipletes. (CRUZ-
GARRITZ, CHAMIZO, & GARRITZ, 1991, pag. 306)
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Aqui se puede resaltar como se dijo anteriormente que Fermi se guia de la propuesta de
Nernst para desarrollar una teoria estadistica para la distribucion de electrones teniendo en
cuenta los desarrollos de Pauli y sobre todo al espin del electron que esta presente de manera

implicita en los estudios espectroscopicos como se mencionaba anteriormente.

También cabe resaltar que el trabajo de Fermi dista del propuesto por Bose y Einstein por
su desarrollo estadistico, pues si bien Bose toma de inspiracion los trabajos de Boltzmann, Fermi
trata de alejarse de la forma en que se establece la propuesta estadistica de Boltzmann, aunque
termina llegando a ideas estadisticas, como se afirma en su trabajo: “El propoésito del presente
trabajo es desarrollar un método para cuantificar el gas ideal, que en nuestra opinidn es posible
independiente de suposiciones arbitrarias sobre el comportamiento estadistico de moléculas de

gas” (Fermi, 1926).

Por lo que, se puede destacar que la importancia de su propuesta radica en su realizacion
independiente de las teorias estadisticas ya existentes y, sin embargo, termina dando cuenta de un
analisis estadistico, asi como se afirma en el texto “Elementos indistinguibles en los origenes de
la cuantica estadistica. El caso de las estadisticas de Fermi-Dirac”, en este documento se hace
una reconstruccion historica de la estadistica de Fermi-Dirac y se afirma que: “Asi, Fermi
establece explicitamente la falta de independencia estadistica en su enfoque, al tiempo que lo
diferencia del postulado por Einstein” (Enric Pérez, 2022, pag. 3), donde al hablar del postulado
de Einstein hace referencia a los estudios desarrollados partiendo de la estadistica de Bose, que

se recuerda esta usando los métodos estadisticos de Boltzmann.

Ademas, se pueden encontrar aspectos fundamentales en la concepcion de particula, pues
si bien Fermi idea su propuesta basada en moléculas como puntos materiales al igual de
Boltzmann, al usar la energia cuantizada y el principio de exclusion introduce conceptos de la
teoria cuantica, sin embargo, al igual que Bose no se adentra a la concepcion de una distribucion
con particulas tomadas con un comportamiento dual onda-particula. Pero al igual que Bose,
Fermi llega a la idea de particulas idénticas unas de otras, trayendo otra vez la indistinguibilidad
entre particulas en un analisis estadistico: “No hace falta decir que el la indistinguibilidad de los
elementos tiene, en este contexto, el mismo significado que en la estadistica clésica.” (Enric

Pérez, 2022, pag. 3)
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Por lo que, teniendo en cuenta la energia del sistema dada por una energia cuantizada y
con la limitante del teorema de Nernst, se llega una configuracion de elementos dependientes de
los diferentes niveles de energia y se tiene en cuenta el principio de exclusion para las particulas

(ver ecuacion 2), como lo presenta el mismo Fermi:

En el sentido explicado anteriormente, es el nimero de arreglos de moléculas N en los
sitios Q de energia dada por E = hv. Por lo tanto, encontramos la expresion para P
(probabilidad del sistema) donde se obtiene los valores mas probables de los N buscando

el maximo de P con las restricciones... (Fermi, 1926)
Qs!
=l
s Ns! (Qs - Ns)

Finalmente, si bien la estadistica de Fermi nace sin tener en cuenta los métodos
estadisticos de Boltzmann, la condicion propia de los electrones dada por el principio de
exclusion de Pauli dio como resultado una descripcion estadistica, algo que sorprendio incluso al
mismo Fermi. Teniendo en cuenta estos resultados, se puede hablar de una condicion estadistica
dada por las particulas mismas cuando se trabajan desde la descripcion de la mecanica cuantica y
sobre todo se resalta que esta descripcion cuantica contempla al espin del electron, aunque en
este punto no se menciona de forma explicita. Ademas, es notable como en la estadistica de
Fermi se emplea la misma condicion de indistinguibilidad mencionada por Boltzmann y Bose,
denotando a esta como una caracteristica fundamental en la descripcion estadistica

independientemente del tipo de particulas con las que se esté trabajando.

1.4 El Espin en las Teorias de Particulas

Como se pudo evidenciar en los apartados anteriores el desarrollo de la estadistica poco
tuvo que ver con el espin de las particulas, aunque si bien se menciona a este en el desarrollo de
la propuesta de Fermi, se toma como un numero cuantico tedrico pero que no es referente para
distinguir con este las propuestas de Fermi y Bose. Asi que antes de hablar del teorema que
finalmente los relaciona, se hablara del espin mismo y de coémo este fue influenciado por las

teorias referentes al comportamiento y descripcion de las particulas.
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Retomando desde el inciso anterior, el espin del electron fue teorizado para responder al
efecto Zeeman, por lo que, en principio fue considerado como el cuarto nimero cuantico, uno
que solo respondia al electron dada la propuesta del modelo atomico. Sin embargo, es el fisico
Ralph de Laer Kronig quien apunta la idea del espin como resultado de un electrén girando,
como se resalta en el texto “El espin del electron y su historia” de Eugene D. Commins, en este
documento se hace una pequena contextualizacion del nacimiento de la idea de espin: “Su
imagen mental del electron era la de una diminuta esfera cldsica giratoria, y su interpretacion del
cuarto niimero cuantico de Pauli fue que el eje de espin podria sefialar solo dos direcciones

(opuestas)” (Commins, 2012, pag. 135)

A pesar de esto Kronig abandona su idea al ser criticado por Bohr y Pauli sobre su
interpretacion del electron desde la vision clasica, donde esta tenia incoherencias con la
relatividad especial de Einstein, ademés de proponer al espin como un grado de libertad del
sistema. Y es en noviembre de 1925 que Samuel Abraham Goudsmit y George Eugene
Uhlenbeck llegan a una idea similar que Kronig pero que oficialmente da a conocer la idea del

espin del electron:

Por lo tanto, para estar de acuerdo con los hechos, se deben hacer las siguientes
exigencias a este modelo: a) La relacion entre el momento magnético del electron y el
momento mecanico debe ser el doble para la autorrotacion que para el movimiento
orbital. b) Las diferentes orientaciones de R al plano orbital (o K) del electrén deben
poder profundizar en la explicacion del doblete de la relatividad, quizas en conexion con
una regla de promedio de HEISENBERG-WENTZELSH. (Uhlenbeck & Goudsmit,
1925)

Sin embargo, al igual que con Kronig, Pauli rechazo esta idea. Adjunto a esto la teoria
cuantica si bien tenia desarrollos no se consideraba atin como parte de una rama formal de la
fisica, y realmente la cuantica tenia aun muchas dificultades para reconciliar las propuestas
teoricas, la interpretacion de estas y las evidencias experimentales. Pero es en julio de ese mismo
afio que Heisenberg propone en su articulo “Sobre la reinterpretacion tedrica cuantica de las
relaciones cinematicas y mecénicas” el abordaje matricial para la teoria cudntica, dando un

formalismo a la teoria sefialando que: “Si un método para determinar datos tedrico-cuanticos a
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través de relaciones entre cantidades observables, como el que aqui se propone, ya podria

considerarse satisfactorio desde un punto de vista fundamental...” (Heisenberg, 1925)

Hasta este punto se puede mencionar entonces que la teoria con el espin y el desarrollo de
la mecanica cudntica como teoria formal, se dieron en la misma época, pero fueron llevadas por
aparte. Como se mostro, primero se hizo una formalizacion de la teoria para después a partir de
este proponer uno que involucrase al espin. Y es al afio siguiente cuando nace el formalismo
equivalente al de Heisenberg, la mecéanica cuantica ondulatoria. Es entonces que el fisico Erwin
Schrédinger propone trabajar el formalismo cuantico, partiendo de funciones de onda: “WW es la
funcién de accidn, es decir h la integral temporal de la funcion de Lagrange T — V a lo largo de
un camino del sistema en funcion de la posicion final y el tiempo.” (Schrédinger, 1926) Por lo
que, Schrodinger se basa en el principio de minima accion para realizar su descripcion

ondulatoria.

Cabe resaltar que, en un principio, esta funcion se propone a partir del formalismo de la
mecanica de Hamilton y, por lo tanto, Schrodinger consive a las particulas como ondas tal cual,
pero esta interpretacion es cambiada por Born a una probabilistica, como se menciona en el texto

de Shan Gao donde se investiga sobre el significado de la funcién de onda:

Schrodinger originalmente consider6 la funcion de onda como una descripcion de la onda
fisica real. Pero este punto de vista encontro serias objeciones y pronto fue reemplazado
por la interpretacion de probabilidad de Born (Born 1926), que se convierte en la

interpretacion estandar de la funcion de onda en la actualidad. (Gao, 2011, pag. 4125)

Por lo que, desde este formalismo las particulas que tienen un comportamiento
corpuscular-ondulatorio se describen a partir de funciones de onda dependientes de los grados de
libertad del sistema. Con lo cual, se puede hacer una relacion con el espin, pues desde el
planteamiento de Kronig se hace referencia a que el espin es un grado de libertad del sistema. Y
es a partir de esto que, al afo siguiente en 1927 Pauli a través del formalismo de la mecanica
cudntica de Schrodinger, realiza un formalismo para el espin del electron como lo menciona en el
articulo publicado en ese afno: “Se muestra como formular la mecénica cuéntica del electron

magnético segun el método de funciones propias de Schrodinger” (Pauli W. E., 1927).
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Es de resaltar que en este mismo articulo es donde se proponen las matrices de Pauli. Sin
embargo, se puede destacar que, hasta este punto al hablar del espin, significaba hablar
solamente una propiedad de las particulas, es decir, del electrén y proton. Y no es hasta que Dirac
en ese mismo afo en su articulo “La Teoria Cuantica de la Emision y Absorcion de Radiacion” es
que formaliza al foton como particula, atribuyendo de forma implicita también la propiedad de

espin:

También se demostrara que el hamiltoniano que describe la interaccion del atomo y las
ondas electromagnéticas puede hacerse idéntico al hamiltoniano para el problema de la
interaccion del &tomo con un conjunto de particulas que se mueven con la velocidad de la
luz y que satisfacen el criterio de la estadistica de Bose-Einstein, mediante una adecuada

eleccion de la energia de interaccion de las particulas. (Dirac P. , 1927)

Con lo anterior, ademas se puede evidenciar de forma implicita una primera
caracterizacion de los fotones mediante la estadistica de Bose - Einstein dado que se les puede
atribuir la propiedad de espin. Si se amplia el panorama y se compara lo que Dirac propone para
la luz, la propiedad del espin, que inicialmente solo se propone para el tratamiento de los
electrones mediante la estadistica de Fermi, ahora se establece también para el foton, pero con
una categoria diferente a la de los electrones y en consecuencia deben caracterizarse mediante la

estadistica de Bose.

Con este articulo ademads se propone una primera distincion entre electrones y fotones a

partir de sus funciones de onda:

La onda, cuya intensidad debe interpretarse en la primera de estas dos formas, aparece en
la teoria s6lo cuando se trata de un conjunto de particulas asociadas que satisfacen las
estadisticas de Einstein-Bose. Por lo tanto, no existe tal onda asociada con los electrones.

(Dirac P. , 1927)

Algo a remarcar de este articulo es que Dirac usa para los fotones el formalismo del uso
de funciones simétricas para diferenciarse de los electrones. Algo similar ya habia propuesto en
1926 en su articulo “Sobre la teoria de la mecanica cuantica” donde formaliza a los electrones a

partir de funciones antisimétricas y propone el uso de funciones simétricas en otros casos:
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Hay dos formas de elegir el conjunto de y,,, para satisfacer las condiciones. Podemos
tomar a,,, = b;,n, 10 que hace que cada y,,, sea una funcion simétrica de los dos
electrones, de modo que el lado izquierdo de (AYmn = Y Wmims A/ mn ) S€8
simétrico y solo se requieran funciones propias simétricas para su expansion, o podemos
tomar a,,, = —bmn, que hace que sea antisimétrico, de modo que el lado izquierdo de

(AYmn = Y Yo A’ ! mn) €8 antisimétrico y solo se requeriran funciones propias

antisimétricas para su desarrollo. (Dirac & Fowler, 1926)

Desde lo anterior entonces se intuye que hay dos tipos de funciones: simétricas y
antisimétricas, algo que desde su articulo de 1927 evidencia en la forma de diferenciar la

estadistica de Bose y la estadistica de Fermi desde el formalismo de la mecénica cuantica

ondulatoria mediante su funcién de onda. Ademads, se debe aclarar que Dirac parte del principio

de exclusion para ello y, por tanto, este es el que dara cuenta de estas funciones de onda, por lo
que, si el principio relaciona al espin, entonces este es una caracteristica importante para la

estadistica, evidenciando que el teorema espin estadistica no parte de un postulado, sino que

surge del analisis de las funciones de onda que caracterizan el tipo de particulas:

Una funcion propia antisimétrica se desvanece de manera idéntica cuando dos de los
electrones estdn en la misma oOrbita. Esto significa que en la soluciéon del problema con
funciones propias antisimétricas no puede haber estados estacionarios con dos o mas
electrones en la misma oOrbita, que es solo el principio de exclusion de Pauli. (Dirac &

Fowler, 1926)

Por lo anterior, se puede seguir infiriendo que el principio de Pauli dictamina la funcion

de onda y, por tanto, la estadistica a seguir, pero sobre todo al relacionarla con los trabajos de

Fermi también al espin y su valor especifico que lo vincula para la descripcion del electron.

Ahora al examinar su articulo de 1927 y trabajar a los fotones como funciones simétricas,

se puede distinguir una diferencia en su descripcion alrededor del principio de exclusion el cual

solo aplica para funciones antisimétricas, algo que se comprueba posteriormente cuando el valor

del espin se encuentra de valor entero diferente al del electron que es semientero, como se

menciona en el texto de Commins:
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Ademas, a modo de demostracion de que estas ideas son bastante generales, Ohanian uso
una forma simétrica del tensor de energia-momento para un campo de Maxwell
polarizado circularmente para derivar expresiones separadas para los momentos
angulares orbital y de espin de ese campo, y asi llegd a una imagen intuitiva del espin del

foton. (Commins, 2012, pag. 154)

Hay un punto clave sobre este articulo, debido a que da la apertura para el desarrollo de la
teoria cuantica de campos, la teoria subsecuente a la mecanica cudntica, donde ahora las
particulas como el electron o el fotdon no solo se pueden representar como funciones de onda,
sino, que se pueden interpretar como perturbaciones de diferentes campos y, por tanto, la
representacion de estas pasa de realizarse en términos de funciones de onda a ser descritas en
términos de ecuaciones de campos. Ademas, se deben tener en cuenta las correcciones
relativistas, algo que no estaba presente en el desarrollo de la teoria. En este abordaje, el espin
fue totalmente influenciado en su descripcion para las teorias de representacion de particulas
propuesta, pues el espin se toma desde valores enteros o semienteros y entonces para el foton se
empieza a usar la notacidn tensorial como se muestra en la ecuacion 3. A propdsito de esta

representacion Fierz dice lo siguiente:

Queremos considerar campos de ondas clasicos libres de fuerza, que pueden ser
asignados por medio de la cuantizacion de campo relativista segun Jordan y Pauli,
particulas con masa m y espin ff. f debe ser un entero positivo. Un campo de ondas de
este tipo puede describirse en el caso libre de fuerzas mediante un tensor mundial

simétrico, generalmente complejo, A;, ; de rango f (indices f), ... (Fierz, 1939)

4

62
— A = k?A; (3)
xz ik..1l ik..l
i=1 !
Por otro lado, dada la propuesta de Dirac de formalizar al espin del electron en una
ecuacion de onda (en su ecuacion homonima), dejé como resultado que para la representacion de
espines semienteros como el electron se usara la notacion espinorial, expresada en la ecuacion 4.

El analisis que le da Fierz a esta ecuacidn se presenta como: “Los campos a los que las particulas

, . 13 .
con un espin medio numerado f (f = 3305 ) pueden ser asignados pueden, por supuesto, no

N |

ser representados por tensores, sino por espinores ("medio-tensores")” (Fierz, 1939).
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4

02 z
Zmp = ka5, (4)

=1

~

Sin embargo, hasta este punto se dejard solamente sefialado el tratamiento desde la teoria
cuantica de campos, ya que no se abordara en el presente trabajo al no hacer parte explicita de

los propésitos planteados.®

Por lo tanto, se puede evidenciar que el espin y la estadistica fueron objetos de estudios
llevados por su propio camino hasta que el formalismo de la mecanica cuantica y en concreto
Pauli denoto al espin como una propiedad de las particulas con una concepcion propia dentro de
la rama de la cuantica. Y donde si bien al principio el foton no fue considerado como particula,
es en 1927 cuando es considerado como una por Dirac. Y es este mismo quien vincula de forma
implicita a ambos, pues aqui el espin se muestra como numero cuantico y, por tanto, juega un rol
importante en el principio de exclusion, donde esté a su vez dictamina la forma de funcion de

onda que rige qué estadistica seguir si la de Bose o Fermi.

1.5 Formalizacion del Teorema Espin-Estadistica

Ahora bien, como se ha mostrado en el capitulo la relacion entre el espin y la estadistica
desde un comienzo fueron llevados por caminos distintos, hasta 1926 cuando Dirac en su
formalismo cudntico ondulatorio propone las ideas de funciones simétricas y antisimétricas para
la distincion de particulas. Sin embargo, ante la nueva teoria de campos, este formalismo quedo
de forma implicita, por lo que, en 1939 finalmente se presenta el teorema que relaciona de forma
explicita al espin y la descripcion estadistica. En su articulo “Sobre la teoria relativista de
particulas libres de fuerza con cualquier espin” el fisico Markus Fierz llega a esta demostracion
en su estudio de la teoria de campos relativista con espines arbitrarios, como lo menciona en su
texto: “Ocurre que dando el espin y la masa de la particula ya estd claramente definido el campo

correspondiente; ademas, la estadistica de la particula esté fijada por el espin” (Fierz, 1939)

% Para entender el tratamiento espinorial revisar el articulo “A Canonical Field Theory with
Spinors” de Jack Heller y Peter G. Bergmann del afio 1951 (HELLER & BERGMANN, 1951) donde se
trabaja con ecuaciones de teorias de campo bajo un tratamiento espinorial o revisar el capitulo 10 titulado
“espinors” del libro “Quantum Field Theory and the Standard Model” de Matthew D. Schwartz del afio
2014 donde se trabaja el formalismo de la teoria cuantica de campos desde los espinores (Schwartz, 2014).
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Aunque no es el proposito del trabajo de Fierz, en este texto se abunda en un analisis en
conjunto de la representacion matematica y conceptual de la teoria cuantica de campos en
relacion con ecuaciones de campo tensoriales y la ecuacion de Dirac, con lo que se llega al
teorema como se menciona en su texto: “Desde la perspectiva anterior, la supuesta relacion entre

el espin y la estadistica parece demostrarse matematicamente de una manera sencilla.” (Fierz,

1939, pag. 21)

Sin embargo, es hasta el afio siguiente en 1940 que Pauli formalmente se encarga de
demostrar este teorema en un escrito propio para ello, uno que inicialmente es presentado para
una conferencia que, al ser cancelada, se decido publicar como texto, este articulo es llamado
“La conexion entre el espin y las estadisticas”. Donde cabe resaltar que el articulo, si bien se
centra en relacionar estos temas de estudio, es una demostracion donde se vincula la teoria
cuantica de campos con la relatividad y que, sin embargo, retoma ideas de la formalizacion de la

mecanica cudntica ondulatoria como lo son operadores de construccion y destruccion.

Es entonces que para entender un poco como se desarrolla esta prueba, en primer lugar, se
tienen en cuenta que las funciones de onda para espines enteros conmutan y espines semienteros
anticonmutan. Consecuente a esto se propone un campo de espin 0 libre de interacciones, por lo
tanto, se aplican reglas de conmutacion. En segundo lugar, se aplica la invarianza Lorenz para
que estas reglas se cumplan, es decir, se introduce la conexion con la relatividad. Finalmente, al
repetir esto con reglas de anticonmutacion se sigue manteniendo la prueba. Con lo cual, se
comprueba que a través del cambio de conmutadores y anticonmutadores, es decir, espines
enteros por semienteros, la conexion con la relatividad especial se mantiene y en especial que el
campo al describir particulas diferentes da cuenta de una conexion entre este tipo de particulas

(su estadistica) con su nimero de espin.

Finalmente, se puede mencionar la distincion que tuvo la fisica estadistica del espin. La
fisica estadistica nace con Boltzmann como una forma de describir la termodinamica en términos
de la mecanica de Newton, con autores como Maxwell que complementaron esta teoria,
culminando con su formalizacién gracias a Gibbs. Por otro lado, con el desarrollo de la mecanica
cuantica se dieron pie a dos formalismos de la estadistica de acuerdo con los dos tipos de
particulas: el foton y el electron. A pesar de nacer de distintos autores y contextos, estas

estadisticas comparten una caracteristica en comin y que se puede destacar como fundamental,
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la indistinguibilidad, pues con ella es que se logra obtener en ambos casos los resultados
estadisticos. Esta caracteristica cobra mayor relevancia cuando el principio de exclusion se basa
en ello para generar como propone Dirac en 1927, la descripcion de las dos estadisticas partiendo
de dos funciones de onda diferentes. Con lo cual, se puede definir a la misma como el objeto

focal para el teorema espin-estadistica.

En este punto se aclara, que el abordaje que se realizé en el capitulo de los documentos
que de manera historica dieron pie a la construccion de las estadisticas y el teorema espin-
estadistica, tiene como proposito mostrar la linea de investigaciones relacionadas, y que a pesar
de en algunas ocasiones no estan conectadas directamente, comparten elementos para la
descripcion de los sistemas estadisticos. Fundamentalmente se encuentra que las diferencias en
las estadisticas cuanticas se establecen de acuerdo con el tipo de particula de manera natural
mediante el espin, no solo tomando a éste como una imposicion para el uso de una u otra

estadistica, lo cual se aclarara de forma analitica en el siguiente capitulo.
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CAPITULO 2: EL ESPIN DE NUMERO 12Y 1

Habiendo descrito brevemente de manera histdrica la relacion que tuvo el considerar de
manera conjunta el espin y la estadistica, ahora se puede hablar de una descripcion matematica
de ello, la cual se manejara bajo el formalismo de la mecanica cuantica ondulatoria pues es con
este formalismo que los trabajos de 1920 hacen el desarrollo del espin y dan la explicacion de
sistemas de particulas. Para ello entonces se adentrara en el formalismo para los espines /2 y 1

(que son los nimeros de espin que aparecen en el modelo estandar de particulas).

2.1 Particulas Indistinguibles

Para el analisis propuesto en términos de la mecanica cuantica ondulatoria, en primer
lugar, se hablara del concepto de particulas indistinguibles y con ello se hara una primera
conexion con la estadistica dado su uso desde la estadistica de Bose y Fermi, ademas de

presentar la notacion que se usard a lo largo del presente documento.

Inicialmente, hablar de estadistica implica hablar de ciertos constituyentes microscopicos
que dan cuenta de efectos macroscopicos, como lo hizo Boltzmann al estudiar de forma
mecanica las copias virtuales del sistema macroscopico (lo que denomina “puntos”) y dar cuenta
de la energia de un sistema. Y si bien, a estos elementos se les dio la etiqueta de particulas, no se
trabajard una definicion puntual de ellas, por lo que, para lo que concierne al presente trabajo al
referirse a una particula desde la mecénica cuantica, solo se tomara en cuenta su descripcion

matematica desde las funciones de onda.

Ahora bien, al representar a un conjunto de particulas, la idea de indistinguibilidad
termina siendo un factor importante en la estadistica, pues esta es la idea que tienen en comun los
trabajos de Bose y Fermi. Por tanto, para comprender esta idea hay que tener en cuenta dos
perspectivas, la primera desde un aspecto experimental y la segunda desde el apartado
conceptual; desde la primera, se puede presentar el escenario donde no hay una forma de
etiquetar a las diferentes particulas de un sistema, es entonces que, si se presenta un escenario
donde, al igual que Boltzmann, se quiere analizar un material que est4 constituido por diferentes

particulas, no hay forma de distinguir a cada una de estas en un tiempo especifico o a lo largo de
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un intervalo de tiempo, como se menciona en el texto “Etiquetas de particulas y teoria de
particulas indistinguibles en mecanica cuantica” (Redhead & Teller, 1992), escrito que discute

sobre la distinguibilidad de las particulas en el &mbito de la fisica estadistica, ellos sefialan que:

Las particulas del mismo tipo, con las mismas propiedades intrinsecas, se denominan
Indistinguibles. Esto se debe a que, experimentalmente, no se puede distinguir entre
particulas indistinguibles. Por ejemplo, si tenemos electrones e; y e, uno con espin-z
hacia arriba y otro con espin-z hacia abajo, no existe una forma experimental de saber
cual es el que tiene espin hacia arriba y cudl es el que tiene espin hacia abajo. (Redhead &

Teller, 1992, pag. 204)

Lo cual nos indica que efectivamente al estudiar sistemas de particulas en los cuales
fisicamente no es posible realizar una distincion entre los elementos que lo constituyen, tal como
lo sefialan, en el apartado experimental es necesario hablar de una indistinguibilidad. Esta
reflexion lleva a la segunda perspectiva, pues al hacer una representacion matematica de un
sistema con mas de dos particulas, para cualquier observador no habra forma de distinguir una

particula de otra.

Desde esta perspectiva, se puede hablar del estado de una particula representado como
una funcion que depende de sus grados de libertad ¥ (x, y, z), es decir que depende de un vector
posicion 7, esto si queremos hablar de la funcion en términos del espacio de fase, por lo cual se

puede representar como (7).

Ahora, para un sistema de particulas indistinguibles se asume un nimero arbitrario de
estas, de tal forma que haya un sistema de N particulas indistinguibles. En esta situacion se
tendra como representacion del sistema a la funcion Y (7, 7, 75, ..., Ty ), la cual en mecanica
cudntica es el estado del sistema, también llamada funcion de onda, que da cuenta de la amplitud
de probabilidad de todo el sistema en términos de la posicion de cada una de las particulas. Aqui,
para entender la indistinguibilidad hay que comprender de manera general, que la funcion de
onda dara cuenta de una misma probabilidad, ya sea que cada 7’y se intercambie, o que una u otra

tengan las mismas caracteristicas, de modo que:

|1’[)(?1,?2,?3, ...,?—n)lz = |1’[)(?2,?1,?3, ...,Fn)lz (5)
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En este caso, en la ecuacion 5 se establece que al cambiar las posiciones de las particulas
1 y 2, la magnitud de la funcién de onda permanece invariante, por lo que, se puede entender que
en un sistema donde una de las particulas es intercambiada por otra, no afectara la descripcion
del sistema de manera global por un observador; como afirma Aram Harrow en sus lecturas de la

clase de fisica cuantica, con respecto a la notacion de las particulas indistinguibles:

{(7, 1), (7, D2), .., (P, Py)} (Podemos prohibir que dos particulas tengan posiciones y
momentos exactamente idénticos, o podemos permitir que {. . .} denote un conjunto
multiple, es decir, un conjunto con la posibilidad de elementos repetidos.) Esta notacion
pretende expresar que las particulas no tienen identidades individuales, y que no hay
existencia fisica o diferencia matematica entre lo que llamamos particula 1, particula 2,

etc. (Harrow, 2016, pag. 2)

Esto es lo mismo que encuentra Bose y Fermi en sus andlisis de la estadistica pues, al dar
cuenta de efectos macroscopicos, exhiben que las caracteristicas particulares de cada elemento
por si mismo no son relevantes dentro de los analisis para el sistema en general.

<8nV172)
c3

Po(WIp1(M)p, (W)L

se puede afirmar

Particularmente al retomar la ecuacion 1, P(v) =[]

que Bose parte de examinar el espacio de fase de cada cuanto de energia con una frecuencia v
dada, en un volumen especifico V' y con ello logra llegar al nimero de celdas correspondientes a

un intervalo de frecuencia A, representado como:

8V v?
A(v) = < >(6)

c3

Sin embargo, al pasar a calcular a la probabilidad termodinamica, es decir, las formas en
las que los N cuantos se reparten en dichas celdas (punto donde aplica el método empleado por
Boltzmann), las distribuciones posibles toman en cuenta solo el nimero de cuantos y no a cada

cuanto de forma particular, de tal forma, que es indistinguible tomar uno u otro.

De manera similar se encuentra la definicion de Fermi, quien en 1926 retoma la idea de
elementos con caracteristicas similares (indistinguibles) de su articulo de 1924 titulado

“Consideracion sobre la cuantizacion de los sistemas que contienen elementos ideales”. En dicho
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articulo se utiliza al modelo atémico de Sommerfeld e identifica que para un analisis con 4&tomos

deben considerarse elementos idénticos entre si:

En este trabajo pretendo mostrar como hay razones que nos llevan a creer que el fallo se
debe mas bien a la insuficiencia de las condiciones de Sommerfeld y a las orbitas
estaticas de aquellos sistemas que, independientemente de que se admita o no la
separacion de variables, contienen algunas condiciones idénticas (en el caso del a&tomo de
helio, por ejemplo, los dos electrones son indistinguibles entre si). Que en algunos casos
sea necesario modificar las leyes cuanticas debido a que el sistema a cuantificar esta

formado por elementos idénticos, parece muy plausible... (Fermi, 1924, pag. 146)

Con lo anterior se puede resaltar que Fermi, para su estadistica, se basa en que los
electrones son indistinguibles entre si, por lo tanto, se puede decir que la consecuencia de que sus
desarrollos den en términos de una descripcion estadistica puede ser atribuida a esta
caracteristica de indistinguibilidad la cual, por lo tanto, se puede relacionar con el principio de

exclusion que en principio era al que se le atribuia dicha consecuencia.

Por lo tanto, como se puede mencionar la indistinguiblidad ya es tomada como una
caracteristica importante para ambos autores (Bose y Fermi), dado que la utilizan en sus
respectivos desarrollos, bajo el formalismo de la mecénica cudntica. Tal como se mencionaba en
la estadistica de fermi, esta caracteristica de indistinguibilidad, al ser atribuida al principio de

exclusion, puede llevar a una relacion entre la indistinguibilidad y el principio de Pauli.

2.2 La Indistinguibilidad y el Principio de Exclusion de Pauli

Teniendo en cuenta lo mencionado anteriormente, para encontrar una relacion entre la
indistinguibilidad y el principio exclusion hay que retomar la ecuacion 5, pues en ella se
encuentra dicha caracteristica, sin embargo, al trabajarla de forma tal que la probabilidad sea la
misma en las dos partes de la igualdad entonces se puede reescribir la ecuacion de forma que

queden dos opciones para cumplir esta condicion:

lp(Flif)Z'??n ""711) = ilp(FZ'FI'?S' ---'?n) (7)

Ahora recordando el capitulo anterior, en 1926 Dirac propone la existencia de dos tipos

de funciones (una para cada estadistica) una simétrica y una antisimétrica, las cuales varian
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dependiendo del signo encontrado desde el principio de exclusion. Por lo tanto, bajo esta
suposicion la ecuacion 7 representa el mismo principio de exclusion propuesto por Pauli, al dar

dos resultados de funciones de onda dependiendo de respectivo signo.

Por lo tanto, aqui se cumple con que la probabilidad bajo el cuadrado integrable de la
funcion que representa el estado del sistema es equivalente al intercambio de dos grados de
libertad del sistema. Esto se aplica para el caso del sistema de dos particulas, o lo que es lo
mismo intercambiar dos particulas en el sistema, donde dicho intercambio implica cambiar dos
grados de libertad del sistema, con lo cual se encuentra que la funcion de onda puede cambiar de

forma a obteniendo como resultado una simétrica o antisimétrica, con tal de cumplir esto mismo.

Ahora desde las clases de mecanica cuantica se explica este cambio de signo como
consecuencia del principio de exclusion de Pauli, sin embargo, su explicacion se asume a través
de aplicar el operador de paridad a la funcién de onda del sistema, es decir, que la permutacion
de un grado de libertad es representada a través de un operador llamado “operador de paridad” el
cual afecta al sistema cambiando su signo. Sin embargo, como se afirma desde las notas de clase
fisica-quimica de La Escuela Politécnica Federal de Zurich (Physical Chemistry V, 2013), si bien
la permutacion se puede explicar por la condicion de paridad del sistema, su significado respecto
a la estadistica no es una consecuencia de este operador, es decir, el signo resultante: “Nota al
margen: la necesidad de que la funcion de onda del sistema sea una funcién propia del operador

de paridad no tiene nada que ver con el principio de Pauli.” (Physical Chemistry V, 2013, pag. 1).

Por lo tanto, hay otra razon para el cambio de dicho signo y para entenderlo se puede
remontar a la explicacion de Dirac en su articulo de 1926; alli se propone que un electron dentro
de un 4tomo no puede tener los mismos niimeros cuanticos® que otro electrén, por lo tanto, y al
considerar a estos nimeros como grados de libertad del sistema hace que su indistinguibilidad se

vea alterada:

“Se plantea la cuestion de si los dos estados (mn) y (nm), que son fisicamente

indistinguibles, ya que solo se diferencian por el intercambio de los dos electrones, deben

® Los nimeros cuanticos son nimeros que representan la ubicacion y energia de los electrones
dentro del atomo. Existen cuatro nimeros cuanticos: n, [, m;, m; donde el numero my es el nimero de
espin, n el numero que da cuenta del orbital y es el numero cuantico principal, [ el numero cuantico
secundario o azimutal y m; es el numero cudntico magnético. (Hernandez, 2018)
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contarse como dos estados diferentes o como un solo estado.” (Dirac & Fowler, 1926,

pag. 667)

Aqui Dirac plantea el caso donde dos electrones en dos niveles de energia diferentes n'y
m diferentes a los nimeros cudnticos principal y magnético, por lo que, para evitar confusiones
se cambiaran a dos niveles de energia arbitrarios ¢ y d y se hablaran de un nivel de energia
después del intercambio como ¢ 'y d’. Entonces se propone la situacion en la cual una funcion de
onda para ambas particulas (la particula c en el nivel ¢ y la particula d en el nivel d) debe seguir

la forma:

lpcd = lpc(-xll V1,21, t)ll’d(xz' V2,22, t) (8)

Donde se propone la indistinguibilidad bajo el intercambio de posicion de 2 particulas
como Y (x1, Y1, Z1, O (X2, Y2, Z2, 1) = Y (xq, y1, 21, P (X2, Y2, 25, ), es decir, que se debe
cumplir con el cambio a cualquier nivel de energia, por lo que, la particula 1. puede permanecer
en su posicion que se llamara ¢’ o puede cambiar al otro nivel que se llamara d’ y lo mismo para
la segunda particula 4 que puede permanecer en su posicion d’ o cambiar a la posicion ¢', de
forma que se mantenga un cambio de la forma cd — ¢'d’ y cd — d'c’. Para mantener una sola
funcién de onda lo que se hace es rescribir la funcion del sistema en términos de una
combinacion lineal de esos dos posibles estados en los que pueden estar las dos particulas, tal

que:

lpcd = acdwc(xlf V1,21, t)lpd (XZI V2,23, t) + bcdlpd(xll V1,41, t)lpc(xZ' Y2, 23, t) (9)

Aqui las constantes a y b contienen informacion sobre la indistinguibilidad entre los

diferentes cambios, como menciona en el texto de Dirac:

... dos funciones propias independientes deben dar lugar a dos filas y columnas en las
matrices (identificadas por la combinacion de funciones con las constantes a y b que
representan el cambio de signo u observable que produce dicho cambio). Si vamos a
tener solo una fila y una columna en las matrices correspondientes a (cd) y (dc),
debemos encontrar un conjunto de funciones propias cd de la forma (como se ve en la
ecuacion 9) donde a.4 y b4 son constantes, cuyo conjunto debe contener so6lo una
funcién .4 correspondiente tanto al cambio de (cd) como al de (dc). (Dirac & Fowler,

1926, pag. 668)
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Por lo que, para rescribir la funcion de onda en términos de una sola constante (ver
ecuacion 10) donde v, 4, representa la funcion de onda al cambiar ya sea cd - ¢'d’ o cd - d'c’
y A.14' cq €S 1a constante que contiene ambas posibilidades, se debe tener en cuenta que o bien

acq = b.q 0 por otro lado que a.q = —b.4:

APeq = z Yerar At cqa (10)
crdr
Para ambos casos se tienen dos resultados distintos y es que si a4 = b4 la funcion .4
., . y, . 7 . . , ;.
da cuenta de una funcién de onda 1,4, simétrica’ pues esta no tiene ningun limite que no sea

impuesto por el sistema o contexto mismo®

, sin embargo, por otro lado, como se ve en la
ecuacion 11 la funcion de onda bajo la condicion de que a.; = —b.4 da cuenta que esta debe ser
0 y para solucionarlo esta debe adquirir una forma diferente, puntualmente una forma

antisimétrica;:

Vea = beala (1, ¥1, 21, P (X2, Y2, 22, ) — Y, Y1, 21, P (X2, Y2, 72, £)] = 0 (11)

Pero es de resaltar que el desarrollo de Dirac no presenta una conceptualizacion fisica,
pues su analisis se basa en el algebra requerida para respetar el formalismo establecido, por lo
que, se necesita de un desarrollo mas conceptual. Por lo tanto, se adentrara en el analisis del

formalismo del espin algo con lo cual se espera llegar a los resultados propuestos por Dirac.

2.3 El Espin y la Simetria Rotacional

2.3.1 El formalismo del espin 72

Para entender como el espin juega un papel fundamental dentro de la indistinguibilidad vy,

por tanto, dentro del principio de exclusion hay que entender el formalismo del espin. Por lo que,

! ¢mn = b‘mn [lpm(xlﬂ yll Zy, t)lpn(le Y2: Z, t) + l/)n(xli )’1' Zy, t)lpm(xZ! }’2: Z, t)] La funCién de
onda de esta forma no es antisimétrica pues su resaltado no se anula.

8 Hay que tener claro que aqui al formular que la funcién de onda ,,,,, # 0 se debe
tener en cuenta Dirac se refiere a la forma de esta, es decir, que debe ser representada a
través de una matriz fila o columna, por lo tanto, ,,,,, = 0 se refiere no a su interpretacién
por indistinguibilidad, tal que: ¥, — ¥pm = 0 dando Y, = Y que tiene la forma de una
funcién simétrica, sino, que Y, — Ynm = 0 hace que Y, no sea ni una matriz fila o
columna, es decir, que tiene la forma de una funcién antisimétrica por consecuencia de tener
una forma distinta para respetar la igualdad.
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desde el articulo de Pauli de 1927 se parte de la idea de un electron rotando bajo su eje como
proponian Goudsmit y Uhlenbeck, sin embargo, aqui se le da un tratamiento bajo la

formalizacion de la mecanica cuantica, tal que, se propone una funcion de onda estacionaria para
. 1 1 .,
representar el caso donde los valores propios sean s, = 3 hys,=— 3 h (por la rotacidon con

respecto de un eje en este caso del eje z) como se esperaba desde el efecto Zeeman® (mismo
estudio del cual Pauli menciona al espin por primera vez) y por lo tanto, esta funcién depende de

los grados de libertad del sistema, es decir, de sus coordenadas espaciales y de su rotacion ¢:

f (g, 9)|2daydgydgsde = 1(12)

Sin embargo, al tener dos valores esperados Pauli rescribe la funcion de onda de ¥ (q, @)
en términos de dos funciones, Y, (q, 9) y Y5 (g, ®), cada una para cada valor esperado de la

rotacion:

1
lpa(Q;(P) =Sz = Eh

1
ll’ﬁ(qxﬁﬂ) =Sz = _Eh
Por lo tanto, desde la condicion de cuadrado integrable o normalizacion se obtiene:
2
[ (el + [vs[*) dardazdasde =1(13)

Y la misma en términos de la relacion de ortogonalidad:

f (Yauer + Wpu¥p,)dq1dq,dqsde = 0 parar # u (14)

Sin embargo, para tener en cuenta a S, S, y S, Pauli propone una solucion, un ansatz

donde estos operadores satisficieran propiedades de conmutacion, tal que, propone una serie de

ecuaciones de transformacion lineal de la forma como se ve en la ecuacion 15: “Esto sugiere que

% Este efecto es importante no solo porque da cuenta de los valores propios del espin del electron,
sino, porque también abre la posibilidad para espines semienteros de diferentes valores como 3/2 'y 5/2, es
decir, abre la posibilidad a los espines semienteros.
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hagamos el ansatz para los operadores de espin Sy, §, §, que satisfacen las relaciones que son

transformaciones lineales de Y, y g~ (Pauli W. E., 1927, pag. 608)

§x(lpa) = l/)ﬁ, §x(¢/§) = Y,
§y(lpa) = _ilpﬁ" §y(¢/§) =i, ¢ (15)
§z(¢a) =Yg, §z(¢/§) = _lpﬁ

Llegando con estas definiciones a la estructura de las matrices de Pauli que son las

encargadas de caracterizar al espin del electron:

om0 Din=C el %) 0o

1
§i = EhO’i (17)

Aqui se rescata que, si bien Pauli realiza el desarrollo partiendo de la mecénica cuantica
ondulatoria, se puede llegar a las mismas matrices y resultados partiendo de la mecanica cuantica
matricial (que es el desarrollo que se trabaja en cursos iniciales de mecanica cuantica), por lo
tanto, se pueden evidenciar dos aspectos importantes; el primero, que Pauli impone un analisis
conceptual sobre sus resultados pues el ansatz correspondiente responde, ademas de a unas
transformaciones lineales, a una idea y esta es que el espin debe ser una rotacion. Estos
resultados son una prueba de ello, si el espin aqui tiene una descripcidn rotacional es por la
concepcion que permea al mismo autor para ello; sin embargo, como segundo aspecto importante
se tiene que al trabajar con el formalismo matricial, que responde a reglas de ortogonalidad, se
encuentran los mismos resultados, permitiendo con ello llegar a que si bien el espin no rota
(porque desde este formalismo no se concibe como ello) si exhibe una descripcion rotacional,
porque a eso apuntan estas matrices. Por lo que, en esta descripcion matricial para el espin en z

se establecen dos kets de estado propios del operador de espin que se representan como™?:

14 =gh4+) - 14 = (3)

(18)
8,1-) = —2hl=) = 1) = (9)

10 Se puede revisar la deduccion de las matrices de Pauli para el electron bajo este formalismo de
la notacion de Dirac desde el capitulo 3 titulado “Theory of Angular Momentum” del libro “Modern
Quantum Mechanics” de J.J. Sakurai (Sakurai, 1994, pag. 177).
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Al establecer como se encuentran los operadores de espin en y y en x a partir de los
estados propios de z, se encuentra la misma representacion de los operadores de espin descritos

en la ecuacion 17

Y a partir de ello se pueden plantear los elementos conocidos como espinores que al ser
generalizados para ser de orden 7 resultan ser los mismos objetos mencionados en el articulo de
Fierz de 1939 y que se toman como los elementos encargados de describir a los campos de espin
semientero. Cabe aclarar que esta no sera la notacion del trabajo y queda solo aclaratoria pues el
espin del electron dentro de la ecuacion de Schrodinger estd vinculado a estos elementos. Por lo

que, partiendo de aqui para los electrones de espin %2 se pueden definir como:

_ ___(+|V>__)_C+
) =106+ =( D7) =x- 2= () a9)

En esta ecuacion se puede denotar a un estado y en su descripcion en términos de la
identidad de producto exterior donde el mismo puede ser escrito como una composicion de
vectores fila positivos y negativos y esto es lo que se conoce como un espinor de dos

componentes (Sakurai, 1994, pag. 164).

Con ello se pueden destacar dos aspectos importantes del espin: la primera es que, si bien
el espin 2 no describe una rotacion del electron, su formalizacidon se encuentra asociada con la
representacion de una. Esto se debe a que nace desde esta idea, pues Pauli concibe una rotacion
desde el formalismo de la mecénica cudntica como se ve en la funcion de onda descrita para el
sistema, sin embargo, desde la descripcion de la mecéanica cuantica matricial, sin partir de la idea
de una rotacion se llega a la misma representacion y como se vio las relaciones de
transformacion lineal de Pauli y de ortogonalidad desde la representacion matricial concluyen lo
mismo, por lo tanto, se puede plantear que el espin Y2 se describe por medio de una
representacion rotacional. Finalmente, en segundo lugar, que el espin 'z sera definido por las
matrices de Pauli, es decir, que estos elementos son de importancia para el espin pues sin ellas no

hay una descripcion de este.

Por lo mismo, es que es necesario comprender esta descripcion rotacional, pues el espin
del electrén, gracias a ello adquiere una simetria rotacional, por lo que, el espin del foton (que se

define de la misma forma con matrices de Pauli) también tiene una simetria rotacional y por lo
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tanto, es esta caracteristica la que define al espin y por conclusion, a la indistinguibilidad de
particulas, es decir, es la responsable del cambio de establecer funciones simétricas o
antisimétricas dadas por el principio de exclusion. Para complementar esta idea se estudiaran las
propias matrices de Pauli para ambas particulas y asi comprender su relacion con el principio de

exclusion.

2.3.2 Simetria rotacional grupo SU2

Como se dijo anteriormente el proposito de este inciso es identificar qué caracteristicas
tienen las matrices de Pauli, por lo tanto, al revisar la teoria de grupos se pueden destacar a las
matrices como elementos de un grupo especifico conocido como grupo de Lie!!. Para ello hay
que recordar que la teoria de grupos estudia a los conjuntos de elementos con respecto de una
operacion dada, por lo tanto, los grupos de Lie son aquellos cuyos elementos son matrices (G),
las cuales a su vez pueden caracterizar diferentes grupos de Lie dependiendo del tamafio y tipo
de matrices involucradas como elementos del grupo, y como caracteristica del grupo se define
bajo la operacion binaria el producto () entre matrices, por tanto se representa a los grupos de

Lie como: (G,").

Al revisar las matrices de Pauli que caracterizan al espin '4, se encuentra que son matrices
complejas 2 X 2, por lo que, el grupo de Lie que describe estas caracteristicas es el grupo SU2
(matrices de determinante 1, unitarias y en un espacio 2 X 2) (Miguela, 2021). Al caracterizar

este grupo se definen los objetos en el espacio vectorial complejo de 2 dimensiones, tal que:

¢ ={x= (i;);xl,xz e ¢} (20

Ahora como se dijo previamente, el espin tiene asociado una caracteristica de rotacion y
lo que se quiere mostrar es como se pueden deducir las matrices de Pauli para los sistemas de
espin Y2 a partir de una rotacidn, por esto se mostrara que responden a las caracteristicas propias
de este tipo de transformacion. Para una matriz de rotacion se presenta el invariante bajo la

rotacion por medio del producto escalar el cual debe tener la forma x - x, dado que, al aplicar una

11 Un grupo de Lie es un conjunto de forma algebraica, que tiene su uso en la fisica por su uso
desde la interpretacion de simetrias que son parametrizadas por variables reales y que ademas tiene una
interpretacion geométrica como un espacio topologico. (Hall, 2013, pag. 333)
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rotacion por medio de una transformacion, el invariante debe ser la magnitud del vector

representada por el producto escalar.

Por ello es por lo que surgen los elementos de transformacion u de tal forma que (ux) -
ux = x - x, es decir, se debe establecer un conjunto de matrices asociadas a la transformacion
por rotacion del grupo SU2 que mantengan invariante a la magnitud de los vectores del espacio;
en este caso los vectores representaran los estados del sistema desde la interpretacion de la

mecanica cuantica matricial, con ello se identifica que estos elementos al pertenecer al grupo

SU2 cumplen que utu = I12. ahora al establecer en una transformacion especifica u(8) donde 6
es un parametro propio de la rotacion, se propone que la transformacion como una rotacion
tendria la forma de u(8) = e, por lo tanto, C es una matriz que va a depender de las

caracteristicas del grupo.

Para ello hay que pensar en una rotacion infinitesimal u(d@), tal que dlei)mo u(de) =1

(Miguela, 2021, pag. 14), por lo tanto, se define esta rotacién como:
u(dd) = (I +d6A) (21)

Es decir que toda rotacion infinitesimal se puede considerar como la matriz identidad mas

una transformacion infinitesimal, donde se establece que esta matriz 4 cumple con que AT =

—A 13, sin embargo, en mecanica cuantica se debe cumplir la condicion que las matrices sean
hermiticas para que den cuenta de observables del sistema, por lo mismo, se puede describir esta

matriz 4 en términos de una matriz hermitica, de tal forma que:
A =ap (22)

Donde a es un escalar y § es una matriz hermitica, de esta forma se puede destacar que se

cumple esta condicion cuando A = iff1* y por tanto la rotacion infinitesimal queda como

12 Por definicién del producto escalar (ux) - ux = (ux)tux, por tanto, (ux)tux =
utxtux = xtx, es decir, que utu = I, donde I es la matriz identidad.

13 Para cumplir que con que u'u = I entonces (I + d0A)T(I + d9A) = I donde I> =1 y
d#? = 0 por lo que, I + d6A + dOAt = I y, por tanto: AT = —A

14 Para cumplir que A" = —A4 entonces (aB)? = —ap —» a*B" = —ap —» a* = —a donde
a” es el compuesto conjugando, de tal forma que para que se cumpla la igualdad a = x + iy
donde x y y pertenecen a los nimeros reales, por lo que, x — iy = —x — iy y, por tanto, para
que x = —x entonces x = 0 dejando que a = i.
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u(df) = (I + id6p), al generalizar para un u(6) esta queda en términos de esta matriz

hermitica f:
u(0) = e'%f (23)

Con esta generalizacion se pueden ir aclarando mas de las caracteristicas del grupo,

donde se encuentra que que el determinante de esta matriz se expresa como®:

detu(9) = e®778 (24)

Por la condicién de que los valores de la traza para una matriz hermitica son reales, se

establece la magnitud de este determinante de la forma:
|detu(6)| = 1(25)

Sin embargo, para que no solamente sea la magnitud, sino, que el determinante sea tal

cual 1, se da con que la traza de la matriz § es igual a 0 (Javier Garcia, 2017), de tal forma que:
TrB = 0(26)

Esta condicion define al llamado grupo especial, dado que el determinante de las matrices
es igual 1 y cumple con la condicion uTu = I. Entonces este es el conjunto de matrices unitarias,

complejas y 2 X 2 descritas como (Miguela, 2021):
SU2 ={u/detu=1; utfu=1}(26)

Ahora bien, por sus caracteristicas se va a mostrar que este grupo se acopla a las matrices
y representacion de Pauli, identificando el conjunto de matrices [, dado que las matrices de
transformacion u dependen de ellas. De esta forma, se propone una matriz 2 X 2 con
componentes complejas donde cumpla con la condicion de ser hermitica ST = £ la cual se puede

construir de la siguiente forma:

. e . A0
15 Como B es una matriz hermitica tiene valores propios de la forma ( 01 1 ) por lo
2

(A 0 .
0 i6A .
tanto en la base de f§ entonces ug = e (0 ’12) = (e 0 ! i(e)/lz) por lo que su determinante es
e

detu, =e *2 es decir, que se puede rescribir como detu, = e®"#_ Donde 4, y 1, son
numeros reales.

Ty
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_(a b\ _(a"* c*
En este caso, a y d son numeros reales que cumplen la condicion de latraza Trf =0y

b* = c para que sea hermitica, dado que son nimeros complejos. De esta forma se construye la

matriz £ de la siguiente forma (Rubio, 2020, pag. 22):

p=(c 4 C:aid) (28)

Al factorizar los valores de a, ¢ y d para rescribir la matriz en términos de una suma, se

obtienen las matrices de Pauli:

a c—idy _ (0 1 0 —i 1 0
(eria Za)=eG o)*dl; o)*aly 23) @
Y, por lo tanto, para este grupo la matriz f§ se puede expresar como:
p = coy + do, + ao, (30)

Volviendo a la matriz de transformacion, para el caso de una rotacion en el espacio de dos

dimensiones, esta queda determinada a partir de las matrices de Pauli de la siguiente forma:
u(9) = ei@(cax+day+aaz) (31)

Adicionalmente con este resultado se puede establecer un vector unitario de la forma:

c d a ~
r’i=\/c2+d2+a2( i j k) (32)

L J
Ve +d? +a? V2 +d?+ a2 Ve2 +d? +a?

Aqui la matriz de rotacion que se estableci6 solo depende de las matrices de Pauli donde

0= (ax, Ty, O'Z), de la siguiente forma:
u(0) = €977 (33)

Aqui se llega a un resultado interesante para analizar desde la perspectiva del trabajo, ya
que las matrices de Pauli para el caso de la rotacién dadas las condiciones descritas se establecen
como los generadores de la rotacion, y por tanto la conexion que se queria establecer queda

demostrada bajo el desarrollo presentado.
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De lo anterior se puede destacar que bajo la caracterizacion de las matrices de Pauli se
puede llegar a una representacion de estas bajo la teoria de grupos de Lie. Entonces al
contemplar que las matrices de Pauli son matrices 2 X 2, complejas, con determinante 1 y
unitarias se pueden asignar al grupo SU2, el cual para ser descrito hace uso de un generador de
rotaciones que, por condiciones de las mismas caracteristicas del grupo, culminan con la
aparicion de las matrices de Pauli, pero usadas para representar al generador de las rotaciones.
Por lo tanto, se puede destacar que, si bien Pauli considera al espin como una rotaciéon y permea
a su descripcion de ella, tanto bajo el formalismo matricial de la mecanica cuéntica, como la de
la misma teoria de grupos de Lie se cumple con esta descripcion del espin, por lo que, si bien el

espin, no es una rotacion debe estar relacionado con ellas.

2.3.3 El foton y el espin 1

Como se discuti6 en el capitulo anterior, el foton como particula fue descrito hasta 1927
por Dirac y no es hasta tiempo después cuando se trae la idea de que el foton tiene valor de espin
1, por lo que, hasta ese periodo el espin del foton tenia solo un valor entero necesariamente para
ser descrito desde una funcion simétrica. Sin embargo, para comprender la relacion que puede

tener el espin Y2 y 1, hay que entender por qué el espin del foton tiene dicho valor.

En primer lugar, hay que destacar que, en el caso de un electron en un dtomo, hablar del
espin es hablar de las condiciones magnéticas del sistema, por lo tanto, si se describe a un
electron en un orbital del a&tomo, hay que considerar adicionalmente su momento orbital, de tal

forma que se habla de un momento angular total de la forma:
J=L+S5(34)

Donde L es el operador de momento angular orbital y S es el operador de espin o
momento angular intrinseco (aqui hay que pensar en el electron girando sobre su eje, pero esta
rotacion no corresponde con una rotacion en el espacio de tres dimensiones que usualmente se

trabaja en fisica).

Desde esta descripcion, se puede iniciar el andlisis para el caso de un fotdn, pues a pesar

de ser diferente al caso del electron que orbita un nucleo, desde la descripcion clasica se puede
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considerar como una onda electromagnética que al interactuar con particulas asociadas conserva
momento lineal, de tal forma que también puede conservar un momento angular. De esta forma
desde la electrodinamica clésica, el momento angular total ya tenia una descripcion

matematica'®:
]=eofr><[ExB] dV (35)

Donde ] es el momento angular total, €, es la permitividad del espacio vacio, r es un
vector radial, E es el campo eléctrico y B el campo magnético, siendo toda la expresion
integrada bajo un volumen. Al describir en términos del potencial vectorial <A esta ecuacion, se

puede rescribir de la forma’:
]=60fZEirxVﬂidV+eofExu‘ldV (36)
i

Por lo que, se presenta que el momento de espin para el foton se puede escribir de la

siguiente forma:
SzeofExAdV (37)

Aqui se aclara que, para llegar a esta definicion, se tomo en cuenta el desarrollo realizado
por Andrews & Babiker en su trabajo titulado “The angular momentum of the light” donde

establecen que:

La analogia con el operador del momento angular en la teoria cuantica sugiere la
asociacion de la primera parte con el momento angular orbital (en la ecuacion 36). La
segunda parte, sin embargo, depende claramente de la naturaleza vectorial del campo y,
por tanto, de su polarizacion, lo que hace que sea natural asociarlo con el espin. (Andrews

& Babiker, 2013, pag. 7)

16 Teniendo en cuenta que / = r X g donde g = €,(E X B) y representa la densidad de momento
lineal y, por lo tanto, si se expresa en un espacio de tres dimensiones se obtiene la ecuacion 35.

17 Teniendo en cuentaa E = —Ay B =V X A entonces | = €, [ dV [E;(r X V)A; + E X A —
Vi(E;r X A)] = €, [[Ei(r x VA; + E X A] — €, [(r X A)E - ds
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Ahora, retomando esta definicion de espin para una onda monocromatica se propone un
campo monocromatico, para lo cual se usa la notacion compleja. De esta forma, la ecuacion 36

cambia de forma®8, alrededor de este cambio Allen, Padgett, & Babiker mensionan que:

Estas densidades (refiriéndose a las densidades de momento lineal y angular total)
pueden integrarse en todo el espacio para dar el momento lineal total y el momento
angular asociados con el campo. Para campos monocromaticos utilizamos la notacién
compleja (Allen, Padgett, & Babiker, 1999)

]—ZiijEl (rxV)EldV+2iij X EdV (37)
l

De tal forma que ahora el espin se puede describir como:
€o
S=_—fE*><EdV (38)
2iw

Con lo que se puede identificar que, al menos desde la fisica clésica, el espin ya hacia
parte de la descripcion de los fotones siendo tratados como ondas electromagnéticas, pero las

consecuencias de esta descripcion son presentadas por Allen, Padgett, & Babiker como:

Sin embargo, es posible separar el campo electromagnético J en dos partes de calibre
invariante que pueden denominarse espin y orbital. Este término orbital es similar al
momento angular externo, ya que se define en relacion con un punto o eje de referencia.
El término de espin se denomina parte intrinseca, ya que es independiente de la eleccion

de esta referencia. (Allen, Padgett, & Babiker, 1999)

De acuerdo con ello es que se puede hacer una aproximacion inicial al valor del espin del
foton ya que, como se dijo en el capitulo anterior, su demostracidon matematica hace parte de la
cuantizacion del campo electromagnético. Entonces se hara uso de la aproximacion paraxial®® y

se utilizara el termino de helicidad 9 que se define desde el ejemplo de la polarizaciéon como la

18 Aqui se e campo eléctrico y magnético cambian a E = %(E‘e_i‘*’t + Erelt)y B =

1 ~ i -~ .
L (Be iwt + B*elwt)
2
19 . . . . 10U a* | 8*
Para esta aproximacion se usa la ecuacion de onda paraxial i =— ezt 72 U desde esta
z
aproximacion “se puede tener una onda electromagnética plana polarizada cuyo vector eléctrico depende de

la posicion transversal.” (Allen, Padgett, & Babiker, 1999)

1
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componente de espin en direccion de la propagacion. Esta se describird de la misma manera que
espin, de tal forma que tomada como operador sus valores propios seran los mismos del espin, es

decir, 1.

Una de las caracteristicas de esta aproximacion es que la funcion esta en términos de
coordenadas cilindricas u(r, @, z) y con lo cual, teniendo en cuenta la densidad de momento

lineal que desde esta aproximacion tiene la forma de:

eowl|ul?
g=—7"— (39
r
Teniendo en cuenta que la definicion del momento angular total da como resultado que

], = €owl|u|? y, ademas con energia w = €,w?|u|? da como resultado la siguiente relacion:

2 _ L (40
w w

Que al tener en cuenta la helicidad que se presenta para una polarizacion circular da como

resultado:

J, 1 r 1 0lul®> 1+9
z — = 41
w o w 2w |ul? or (41)

Esta ecuacion es importante pues si desde la ecuacion 40 se implica que hay un momento

. , wl A cy . . ,
angular orbital por rayo o foton dado = 5, entonces con esta expresion implica ademas que

w(+9) _ (1+9)A
ok 2

cada foton tiene un momento angular orbital y espin cuyo valor va a ser dado

dependiendo de la direccion de la polarizacion circular si es a la derecha o a la izquierda:

“C . .7 ,
uando se integra sobre el haz, se encuentra que la relacion entre el momento angular de espin

y la energia depende solo de 9, que para luz polarizada circularmente hacia la izquierda y hacia

la derecha es +1” (Allen, Padgett, & Babiker, 1999).

Desde lo anterior se puede destacar que el espin visto desde la electrodindmica cléasica
también se puede describir como una propiedad intrinseca, pues al analizarse la onda
monocromatica desde la polarizacion queda en la misma tener un comportamiento particular con
respecto del campo magnético, sin embargo, al contrario del espin del electron, aqui con la

helicidad ¥ se hace evidente que el espin esta relacionado con la rotacion, pero al hablar desde
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una descripcion con ecuaciones de Maxwell complejas, se habla de una rotacion en el espacio de
los complejos. Por lo tanto, en los primeros acercamientos con el espin 2 y 1 estos son tomados

como rotaciones en el espacio complejo, por otro lado, al determinar que el espin del electron no
puede ser una rotacién formal, pero si estd vinculado a una, entonces al espin 1 estar descrito por

matrices de Pauli, este también tendra una relacion con las rotaciones asi no represente una.

2.3.4 El formalismo de matrices de Pauli aplicadas en el espin 1

Entonces partiendo del hecho que el espin del foton tiene valor méas y menos uno, al igual
que en el caso del electron se puede encontrar una descripcion del operador de espin para este.
Por lo tanto, teniendo en cuenta la ecuacién 17 que como se dijo es la encargada de caracterizar
al espin del electron se hard un andlisis equivalente pero ahora con el fotén. De acuerdo con ello

el operador seria descrito de la siguiente forma:
$. = ho; (42)

Donde o; representa las matrices de Pauli que para este caso no se encuentran de la
misma forma que para el caso del electrén. Por lo que, aunque el presente trabajo se encarga de
hacer un analisis desde la mecanica cudntica ondulatoria para encontrar dichas matrices se hara
uso de la mecénica cuantica matricial pues es con ella que se puede acercar de forma practica a

estas matrices.

Es entonces que como primera caracteristica esta el considerar las reglas de conmutacioén

del operador de espin del electron dadas en términos de las matrices de Pauli de la forma:

Estas son las reglas de conmutacion para los operadores de espin /2, y que deben
cumplirse desde la representacion mediante las matrices de Pauli, en donde ¢;, es €l simbolo de
Levi-Civita que indica un orden en la permutacion ya sea par € impar, por lo tanto, el foton debe
seguir estas reglas para encontrar sus matrices y de manera consecuente las matrices deben

seguir esto para llegar a las matrices del foton.
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Ahora, tomando una base arbitraria dentro del conjunto formulado en el espacio de
Hilbert de la forma H = CVY - N x N, donde se toma para N dimensiones, en primera instancia

se generalizard para una de las componentes del espin y su vector cuadrado:
§,lm) = Am|m) - §2|m) = hc|m) (44)

De lo cual se obtiene una estructura para el operador de espin que, desde la
representacion matricial, parte de un valor maximo M hasta un valor minimo m, y tiene la forma

de:

(Mlsz[M) - (M]s,|m)
=( S )<45>

(mls,IM) - (mls,Im)

De manera tal que también conociendo la forma de §%es una matriz identidad de la forma

1 0 0
8% = hc <O 1 0), entonces, se obtiene una generalizacion para las matrices de Pauli de
0 0 1

cualquier valor de espin. De ello se obtienen dos resultados importantes, el primero relacionado a
la capacidad del nimero de espin que puede obtener una particula, pues si bien desde el efecto
Zeeman se conocen valores de nimeros semienteros, estos numeros tienen un limite fisico que

esta dado por:
N =2s+1 (46)

Esta es la expresion de las dimensiones para las matrices, es decir, que, si bien las
matrices se pueden obtener de un nimero infinito para el espin, son las dimensiones fisicas las
que limitan el nimero de espin. Por lo que, de acuerdo con ella para un espin de valor 1 se
necesita un campo de accion de 3 dimensiones mientras que para un espin de %2 se necesita un
campo de accidon de 2 dimensiones, por lo tanto, una de las diferencias claras de acuerdo con el

valor del espin es que este actia en dimensiones diferentes para cada particula con valor distinto.

Por otro lado, se obtienen las siguientes expresiones que definen los operadores de espin
para su valor en x y y (el z se obtiene de acuerdo con la ecuacion 44 pues este valor de espin es el

que se usa para el desarrollo de x y y):

h
(m1|5x|m2) = E(\/S(s + 1) - m22 + m26m1,m2—1 + \/S(S + 1) - m22 - m26m1,m2+1) (47)
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hi
(mulsyIms) = = (VsCs + D) = my? + 30, m, 1 = VS + D = my7 = M8, my01) (48)

s,|m) = aim|m) (49)

De acuerdo con estas expresiones y siguiendo la idea planteada anteriormente, la simetria
rotacional generada tiene que plantearse para matrices de dimensiones mayores, dado su campo

de accion, por tanto, para encontrar los operadores de espin desde las matrices de Pauli para el

V2i
(0% )
2i V2i

espin 1 quedan de la siguiente forma como matrices 3 X 3:

o5 0]
1 0 O

ve Ve lis, =n| ¥4t _Yet | (50
0 0 -1 2 0 7| 2 2
V2 VZi
0 7 0 0 5 0

De acuerdo con lo anterior se puede expresar la importancia de la descripcion del espin
del electrén, pues es con ella que se hace la generalizacion para matrices de Pauli de cualquier
valor, por lo que, se deja implicito que las matrices tanto del espin 1 como la de espin ' tienen
las mismas caracteristicas bajo el formalismo de la mecanica cudntica, como sus reglas de
conmutacion (algo que se explicard en el siguiente inciso). Y finalmente, se puede resaltar que
existe una diferencia notable entre el espin /2y 1 y es la dimension de accidon pues ademas de ser
matrices con diferentes dimensiones estas necesitan un espacio diferente, siendo para los
electrones un espacio de dos dimensiones y para los fotones un espacio de tres dimensiones, por

lo que, su comportamiento ya dista entre ellos.

2.3.5 Simetria rotacional grupo SO3

Abhora al igual que se hizo con el grupo SU2 y las matrices de espin % se hard el
comparativo de estas matrices 3x3 con un grupo especifico, para este caso se haré el analisis con
las matrices del grupo de Lie SO3 (matrices especiales ortogonales y de 3 dimensiones
matriciales) esto a razon de la composicion de las caracteristicas que exhiben las matrices

encontradas (ecuacion 50).
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Entonces, este grupo consta como ya se menciond de matrices que cumplen con la
condicion de hacer la operacion de multiplicacion entre ellas (G,). También el ser especiales
cumplen con que su determinante sea 1, det G = 1, y al ser ortogonales cumplen con la
condicion de que GGT = I. Para entender, estas caracteristicas se comprenderan de forma
inductiva (de la misma forma en la que se analiz6 el valor de espin 1), por lo que, se presentara
desde una rotacion en un plano, pues esto es lo que representa el espin para el foton desde la

polarizacion, es decir, una rotacion ya sea por helicidad positiva o negativa.

Por lo tanto, al comprender una rotacion en dos dimensiones la matriz de rotacion
correspondiente queda determinada partiendo de la siguiente transformacion de coordenadas

(Rubio, 2020, pag. 17):
x cosa —sinay (x
()= ) () 52
y sina cosa y
La ecuacion se encuentra en un cambio de coordenadas normales a unas primadas, pues
se quiere pasar de un sistema de coordenadas a otro y este cambio se ve dado un parametro a
también llamado angulo de rotacidn, en donde se ve involucrada una transformacion de cambio

de coordenada a coordenada, dictado por una matriz 2 X 2, que cumple las caracteristicas de ser

ortogonal, pues su misma inversa es su transpuesta de la forma 6™ = G7 y su determinante es 1:
det G =cos? a + sin? a (53)
De esta manera se puede denotar a este grupo de la siguiente forma:
S02 = {G,y2/detG = 1; GGT =1} (54)

Cabe aclarar que es de este grupo y de esta matriz en particular que nace el elemento
u(6) = e, pues este representa las rotaciones o trasformaciones generadas por rotacion, por lo

que, desde un punto de vista matematico este grupo se explica primero que el grupo SU2.

Volviendo al grupo SO3, se establece una relacion analoga con las rotaciones en dos
dimensiones en la ecuacion 55. Notese que la forma de las matrices del grupo h presentadas
aqui, se da dependiendo del eje en el cual se estd viendo la rotacion, por ejemplo, si se tiene una

rotacion del plano x, y el eje de rotacion quedara descrito por el eje z y por tanto se le da la
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unidad y asi con las demas rotaciones. Aunque para encontrar cada una se sigue con las reglas de

transformacion para las tres dimensiones como se hizo en la transformacion 52.
1 0 0 cosa 0 sina cosa —sina 0
h,=10 cosa —-sina|;h,= 0 1 0 ;h, =|sina cosa 0] (55)
0 sina cosa —sina 0 cosa 0 0 1

Sin embargo, las matrices atin no estan generalizadas o son las representantes del grupo, y
por lo tanto se hace necesario revisar, al igual que en el grupo SU2, el generador de rotaciones
u(6) = e para el grupo SO2 y luego pasar al SO3. Entonces, de forma equivalente a la

ecuacion 21, se establece una rotacion o transformacion de la forma:
u(@) =1+ doy (56)

Aqui el cambio se da de acuerdo con las caracteristicas del grupo pues la matriz de

transformacion y debe respetar que uu’ = I de forma que:
(I+doy)TU +doy) =1(57)
Con lo cual se puede concluir que?’:
y+v" =0(58)

Y se puede postular una matriz con la forma exhibida en 59, que respete dicha

conclusidn, esta generard una rotacioén de acuerdo con un angulo 6 :

r=(2 ;) 69

De esta manera el generador de las rotaciones para el grupo SO2 queda de la forma:

u(@ = ?Ci o) (60)

20 Aqui (I + doy)"(1+ doy) =1 - (I + doy")(I + dby) se reparten identificando que la
multiplicacién por la identidad es el mismo objeto I + d8y ™ + d@y + (d8yT)? = I y donde (dOyT)? se
puede despreciar por su orden y, por tanto, y + T = 0.



58

Extendiendo este andlisis para el grupo SO3, ahora se hace el mismo analisis al descrito
para la ecuacion 55, aqui se establecen los generadores de la rotacion en 3 dimensiones,

quedando de la siguiente forma?! (Javier Garcia, 2017):

0 0 0 0 0 1 0 1 0
d,={0 0 1);dy=({0 0 0);d,=|-1 0 0] (61)
0 -1 0 -1 0 0 0 0 0

Por lo tanto, se puede definir:
S03 = {d3y3/detd = 1; dd” =1} (62)

Sin embargo, hasta este punto para el grupo solo se han tomado niimeros reales y como se
ha identificado durante todo el capitulo, una caracteristica del espin es su descripcion en
términos de numeros complejos, como se evidencio en el articulo de Pauli para el espin del
electron en su descripcion de la matriz y que estd en términos de imaginarios o en la condicion
para el foton al trabajar con las ecuaciones de Maxwell con valores complejos, por lo que, se
puede concluir, a partir de lo dicho, que el espin ademas tiene una condicion de trabajar en un
espacio complejo. Por lo tanto, para expandir este grupo se hara uso de las propiedades de la
conmutacion (que en mecédnica cudntica encuentra su utilidad al identificar dos observables que
puedan ser medidos sin incluir algn principio de incertidumbre), de la forma que al conmutar

los elementos de este grupo:

[dy,d3] = —d3 < [dy,dq] = d3 (63)
[dy,d3] = d; < [d3,dq] = —d,
[d, d3] = —d, & [d3,d3] = d,
De esta manera al dejar esta conmutacion igual pero equivalente en términos de

complejos se generan nuevos elementos de la forma [dq, dy]| = —i(—i)d3 = —iJ3 > J3 =

(—i)d3 y, por tanto:

2L Notese que esta forma respeta la forma en la que se dan las matrices enumeradas en 55, sin
embargo, se pueden encontrar por su cambio de coordenadas, es decir, para su componente d,. se tiene un

X=X 1 0 O 0o 0 O x
sistema de ecuaciones de la formay =Y+ &z ->d, =0 1 0])+e|l0 0 1 (y) donde € es el
zZ=z—¢&y 0 0 1 0 -1 0 z
parametro que indica que tanta rotacion se hace.



59

J1=—idy; ], = —idy; J3 = —id3(64)

Y ahora estos elementos de acuerdo con las expresiones encontradas forman las

siguientes matrices (Garcia, Miller, & Esteves, pag. 2):

00 0 0 0 —i 0 —i 0
J.=[0 o —i);5y=(0 0 0];7,=(i 0o 0] (65
0 i 0 i 0 0 0 0 0

Las cuales siguen las siguientes reglas de conmutacion:

Vi ]l = ieijidx

66
%151 =0 (66)

Por tanto, estos elementos son equivalentes al grupo SO3, por lo que, el generador de

rotaciones se puede definir como:
u(0) = e (67)

Para estas expresiones se hace una comparativa con las encontradas en la ecuacion 43, ya
que son las mismas reglas de conmutacion, por lo tanto, partiendo de estos elementos se llega a
las matrices de Pauli para el espin del foton y con ello concluye que los elementos y
caracteristicas del grupo SO3 son fundamentales para encontrar las matrices de Pauli del foton
pues es por su propiedades de ortogonalidad, se pueden encontrar las reglas de conmutacion
necesarias para hacer un analisis desde el algebra de Lie que lleve a la construccion de la
expresiones que construyan a las matrices del espin 1, como se menciona en el texto “El grupo
de Poincar¢ y sus representaciones unitarias: Las representaciones de espin continuo” de Carles
Manuel Martorell Argemi: “Las representaciones irreducibles del algebra SO(3) estan
caracterizadas por un autovalor de momento angular J” (Argemi, 2020),con lo cual, se menciona
que los elementos que caracterizan a este grupo SO3 los identifica un elemento (valor de espin)

que también caracteriza la descripcion del mismo desde las matrices de Pauli.

2.4 La Indistinguibilidad Desde la Simetria Rotacional del Espin

A lo largo de este capitulo se ha reincidido en una caracteristica y es que la esencia del
principio de exclusion reside en la indistinguibilidad, reside en el identificar que cuando se

encuentra un sistema de N particulas idénticas no hay alguna forma de diferenciar a una de otra,
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sin embargo, el mismo tiene la capacidad de diferenciar entre los tipos de particulas, entonces el
principio responde de forma diferente a cuando se habla de particulas Bosonicas o Fermionicas,
es decir, fotones o electrones. Por lo tanto, reconociendo que estos tienen diferente espin, se
puede intuir que este es la caracteristica que distingue este comportamiento del principio, por lo
que, de ser asi se puede construir significado alterno para el mismo y de manera consecuente

también al espin.

Iniciando con el principio de exclusion, este se define a partir de los numeros cudnticos,
pero desde su representacion para sistemas de N particulas, estos ya no se pueden tomar como
factores determinantes para su diferenciacion como una totalidad y en su distribucion general,
pues aqui el unico nimero determinante es el espin, este es el responsable de dar cuenta de la
distribucion del sistema, dado que dependera de si su valor es 1 o . Para ello se tiene que

plantear la ecuacion como se hacia desde la ecuacion 7:

lp(FlﬂFZﬂ F3; ---,Fn) = ilp(Fz, ?1,?3, '"'Fn)

Aqui el origen del cambio de signo ya no es atribuido al operador de paridad en el
sistema, o al algebra atribuido a las posibilidades de tipo de funciones que puede tomar como
planteaba Dirac, pues en ambos casos el signo es sobre impuesto a condiciones que son
consecuencia de dicho cambio, por lo tanto, para ambos casos el mismo cambio de signo es
producido por las funciones que son alteradas por dicho cambio. Por lo que, desde el anélisis con
los grupos de Lie se puede ver que esto es causado por el espin de valor 1 o %. Tal que,
reconociendo que el espin representado mediante matrices, del grupo SU2 para electrones con
valor de espin 'z y del grupo SO3 para fotones con valor de espin 1, entonces se produce un

efecto matematico.

Del grupo SU2 al grupo SO3se presentard un homomorfismo de la forma SU2 - S03, lo
cual significa que habra una funcion f, tal que, cumple con la condicion de que pueda pasar de
un grupo a otro. Es decir, que se mapea de un grupo a otro, para lo cual se propone el siguiente
ejemplo donde desde los generadores de la rotacion se proponga una rotacion de 2w alrededor

del eje z:

S03 - u(2n) = e?™Wz = |

. 68
SU2 - u(2n) = e?™z = —] (68)
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Con lo cual, se puede evidenciar que para el espin de valor 1, una rotacion completa se da
en un giro de 2m 0 360°. Sin embargo, para el espin de valor 2, un giro se completa en 4, es
decir, que una rotacion para el espin '% representa dos rotaciones para el espin 1. De esta manera
desde el espin 1, al hacer una rotacioén en 27 para el espin Y2 , solo se hace media vuelta, por lo
que, para el espin % solo pueden existir dos valores para la rotacion: 1 (cuando se hace una
vuelta completa) y -1 (se hace media vuelta), como se propone en el principio de exclusion de

Pauli, como menciona Carles Argemi:

Por tanto, para la representacion j = 1 (y para cualquier representacion entera) una
rotacion 21 opera como una rotacion total en el espacio de representaciones; mientras
que, por otro lado, paraj = 1/2 (y también para toda representacion semientera) opera
cambiando la orientacion (como rotacion en angulo 7). La identidad se consigue con una

rotacion de angulo 4x. (Argemi, 2020)

Por lo anterior, entonces se puede interpretar que el sistema en si mismo trata de
mantenerse indistinguible y examina al espin del sistema comparandolo de manera implicita,
haciéndolo rotar y en dado caso de no completar la identidad con una vuelta recae un tipo de
particula especifica, ademas de tener en cuenta el campo de accion de la misma simetria
rotacional examinada en la ecuacion 46, N = 2s + 1, donde la misma al ocupar un espacio de

accion mayor también decidiria el comportamiento del sistema.

Finalmente, para cerrar el analisis descrito en este capitulo, en primera instancia se puede
definir al principio de exclusion como un principio dependiente del espin para diferenciar a los
tipos de particulas, en donde se puede interpretar que el mismo sistema intenta mantenerse
indistinguible incluso para el tipo de particula. Esto se evidencia en su mapeo de grupo a grupo
en el homomorfismo presente, dada la condicion de rotacidn, es decir, que se hace un mismo
analisis para ambos espines, pero es por su condicion matricial que recae en dos valores
distintos: al hacer un mapeo y rotar una vuelta completa o se completa en su totalidad denotando
que se habla del foton de valor de espin 1 o se completa solo la mitad de la misma exhibiendo el
comportamiento de electron con valor de espin %. Por otro lado, se puede inducir que también el
mismo sistema examina los campos de accion dados por el espin, que dependiendo de si es de

nimero 1 necesita 3 dimensiones de accion o si es de nimero Y2 se requiere 2 dimensiones de
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accion y dependiendo del valor de dimensiones, se inclina por una forma de funcion diferente a

la otra. De esta manera se propone rescribir la ecuacion 7 antes mencionada de la forma:

I'b(?l,?z,F:g, ...,Fn) - 61981/)(1732’1731' ?3, ...,Fn) (69)

Donde se presenta la misma indistinguibilidad presentada por Pauli y Dirac pero que es
totalmente dependiente del valor de espin del sistema de particulas pues el valor de § depende
del tipo de espin si es 1 o 2y donde el pardmetro 6 indica la rotacion (que para el caso en que se
trabaja de indistinguibilidad es de 2m), por lo que, dependiendo de si se habla de un espin de
valor 1, que necesita de una matriz del grupo SO3, dard como resultado 1, pero que si es de valor
de espin 2, al pertenecer sus matrices al grupo SU2 dara como resultado un -1 y un 1, que como
se mencionaba anteriormente la rotacion al ser dada en 2, para este grupo se dara solo media

vuelta y por lo tanto, necesita de otra media vuelta para ser completado.

Y por otro lado, se puede decir que, si bien se puede definir al espin como una propiedad
intrinseca de las particulas, este no es una rotacion como lo pensaba Pauli, sino, una condicion de
indistinguibilidad rotacional presente en cada tipo de particula, pues es descrito por medio de una
simetria rotacional demostrado desde su estructura matematica, las matrices, que siguen reglas
como las presentadas por ser unitarias, ortogonales o de determinante igual a 1, y que para ambos
casos del espin del foton y el electron son partes fundamentales para el generador de rotaciones

dentro de los grupos SO3 y SU2 respectivamente.
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CAPITULO 3: LAS DISTRIBUCIONES DE PARTICULAS Y
LAS FUNCIONES SIMETRICAS Y ANTISIMETRICAS

Si bien en el capitulo anterior se discuti6 el analisis con respecto a la propiedad del espin,
el teorema espin-estadistica relaciona también a la estadistica, por tanto, antes de llegar a un
analisis completo se necesita comprender como se puede representar a las distribuciones
estadisticas dentro del marco de la mecénica cuantica. Para ello, es de resaltar que se hablara solo
de dos distribuciones especificas la de Bose-Einstein y Fermi-Dirac, desde aqui se omite a la
estadistica propuesta por Boltzmann dado que la misma esta realizada sin contemplar las
propiedades de la mecénica cuantica. Por lo tanto, se iniciara partiendo del mismo principio de
exclusion interpretado en el capitulo anterior para ir llevando un hilo consecuente que guie a un
analisis final que serd dado con la solucion de un ejercicio de mecanica cuantica ondulatoria que

puede ser llevado a clases introductorias de mecanica cuantica.

Desde lo visto en el capitulo anterior el espin por su descripcion matricial determina la
forma de indistinguibilidad del sistema, por lo que, para adentrarse en la descripcion de las
consecuencias del cambio de signo en el principio de exclusion se tiene que comprender que para
el intercambio de fotones (desde un apartado mas interpretativo) no generara algin cambio en el
sistema, primero viéndolo por la simetria de rotacion del espin, que por ser parte del grupo SO3
no genera algiin cambio en el comportamiento del mismo, a causa de su analisis al rotar una
vuelta completa, y segundo, viéndolo que por causa de su comportamiento estadistico desde la
estadistica de Bose, estos no tienen restricciones sobre su posicion especifica que se hacia
referencia con las celdas especificas o volumenes especificos con una frecuencia determinada.
Diferente a la estadistica de Fermi donde los electrones no pueden compartir sus mismos
nimeros cuanticos, es decir, que su numero de espin debe cambiar y es el responsable de

cambiar su forma de funcidon de onda con respecto de los fotones.

Con ello se quiere denotar, que el cambio o permutacion entre particulas para un
ensamble de N particulas va a ser diferente para los fotones y electrones, y esta se puede dar de
forma par o impar, definido a partir de un operador P; j que intercambia particulas i y j y es el
llamado operador de paridad. Es entonces que para este caso se considera un hamiltoniano del

sistema (ya sea para fotones o electrones) de la forma:
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_ h?
= —%z Vz + Z Vext (Ti) + V(r]_, ---rrN) (70)
i i

Su importancia radica en las reglas de conmutacion que tiene con respecto del operador

—~

P;;, con el cual, se debe conservar la simetria de indistinguibilidad y, por lo tanto, al aplicar un

ijr
intercambio este hamiltoniano debe seguir siendo el mismo (Pefia, 1991, pag. 569). Por lo tanto,
la permutacion al ser aplicada sobre una eigenfuncion (que respete la simetria al igual que el
hamiltoniano) tendra el eigenvalor de la forma 4;; = +1. De esta manera, se puede entender
porque, en primera instancia este era el responsable de atribuir el comportamiento, es decir el
cambio de signo, al principio de exclusion, sin embargo, al ser considerado para la paridad de un
sistema, este operador solo dictamina la forma de las funciones de onda, mas no su

comportamiento, pues como se dijo en el capitulo anterior, es atribuido al espin, por lo que, si la

permutacion es par entonces ap, = 1 se hablara de funciones de onda simétrica y de ser impar

ap, = (—1)"Px una antisimétrica, y la forma de ellas es respectivamente (Pefia, 1991, pag. 572):

PSym = cz Pp(xy, %y, . Xy)
Py

(71)
llJAnt = CZ(_l)rPkﬁklp(xlr-XZI ""xN)
Py

En estas ecuaciones se representan la forma de las funciones de las posibles
combinaciones de las N particulas del sistema, donde P, representa las permutaciones, c es la
constante de normalizacion del sistema y el (—1)"Px se encarga de denotar a la funcion
antisimétrica con el comportamiento antes establecido que tiene valores 4;; = —104;; =1
dependiendo del tipo de permutacion, por lo cual, es el que representa a los electrones de espin Y2
que por su condicion del grupo SU2 dan cuenta de una semirotacion en la rotacion del sistema en

2.
3.1 Las Funciones Simétricas en la Descripcion del Foton
Teniendo en cuenta el capitulo 1 se puede destacar que Bose al proponer su estadistica

describe al sistema de N fotones para casos particulares, como lo es un gas de fotones, por lo

que, si la mecanica cuantica da cuenta de la descripcion de particulas entonces estos mismos
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deben ser descritos bajo este formalismo también, por lo que, al analizar a los fotones bajo esta
teoria se puede destacar dos cosas de su comportamiento: la primera siendo su reaccion bajo la
indistinguibilidad que se ve reflejado en la forma de sus funciones de onda y la segunda desde su
comportamiento viendo al sistema de N fotones como “cuantos” de energia de como se propone
en un inicio con Bose y Einstein. Por lo que, en primer lugar, teniendo en cuenta lo presentado en
el inciso anterior se puede particularizar que, para una funcion de onda simétrica como la

mostrada en la ecuacion 71, su constante de normalizacion puede obtener la siguiente forma:

N{! NI N3l o0
%Z Prip1 ()2 (x2) . Y (xn) (72)

lpSym —
Donde las particulas denotadas con la forma 1); se encuentran en el estado i

correspondientemente, de tal manera que la suma de ),;y; = N, es decir, se tenga un sistema de
|
N particulas, por lo que, el numero total de términos en la funcién es dado por ﬁ
1:N2:N3:...
(Landau & Lifshits, 1967, pag. 277). Pero también es de resaltar que, aqui siguiendo el principio
de exclusion, al tener en cuenta que los estados de cada particula van a ser u ocupados (1) o no
ocupados (0) entonces las N;=1 (Pena, 1991, pag. 601). De forma que la funcion simétrica

adquiere la forma de:
1 =
P = W; Py ()2 (x2) - Py (xy) (73)

Cabe resaltar que desde la estadistica de Bose como se exponia anteriormente desde su
base propone que no hay restriccion en los niveles de ocupacion de los fotones, por lo que, al
menos desde esta formulacion, las funciones de onda no deben tener ninguna restriccion y por lo
mismo, esta debe estar compuesta desde una forma lineal, y no hay ninguna consideracion
posterior para trabajar con este tipo de funcion de onda (dependiendo del contexto del que se

trabaje).

Por otro lado, en segundo lugar, teniendo en cuenta esta distribucion, que no tiene en
cuenta los nimeros de ocupacion, sino, su frecuencia recordando que se trabaja con “cuantos” al
menos desde la postulacion de Bose, entonces se manejaran cuantos de energia E = hv, por lo

que, de querer analizar a una funcion de onda que tenga en cuenta a los fotones, entonces se
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puede hacer una relacion teniendo en cuenta a la ecuacidon de Broglie, puesto que esta relaciona a
los “cuantos” con longitud de onda A con su momento p, de tal forma que se puede encontrar su
funcion de onda en términos de su momento gracias al espacio de fase, tal que se encuentra una

funcion de la forma:

f Pp,0d%p = 1 (74)

Y dada su relacion con la ecuacion de Broglie??, su forma desde la ecuacion de

Schrédinger es como:

0 - -
ih=-B(p,0) = clpl F(@,0) (75)

En la ecuacion se presenta la evaluacion de la funcion de onda que se toma desde un caso
donde no hay potenciales y se puede interpretar como particulas libres, donde se toma la
magnitud del momento para hablar de una magnitud escalar dada su relacion con la energia y de
que su sentido vectorial es dado por la misma funcion. Ahora bien, esta tiene su solucion de la

forma (Rio, 1991, pag. 360):

- - _clpl
Pt = hp,to)e™ T (76)
Y teniendo en cuenta que se puede pasar del espacio de fase, es decir, desde su

descripcion en términos de momento a posicion con la transformada de Fourier entonces:

d’p  px
W0 = [ e T hw.0 77)
(2m)zh2
Con lo que, se puede analizar que al igual que se propone en la estadistica de Bose, que

tomando a la funcion de onda Y (x, t) como “cuantos” estos pueden ser localizados bajo una

region denotada por la ecuacion de Broglie 2, = pi donde 2, y po son la longitud de onda y
0

momento medios, por lo que, su ubicacion va a estar determinada por una relacion con su

frecuencia v determinada.

22 Recordando que la ecuacion de Broglie es 1 = oY la longitud de onda en términos de frecuencia

es)l=§entonces§=g—>§p=h—>cp=hv,por10que,cp=E
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De acuerdo con ello, relacionando a esto con la estadistica de Bose se puede decir, que
haciendo la comparativa entre la descripcion estadistica y la cudntica entonces, cuando se
menciona que los “cuantos” van a estar distribuidos de acuerdo a su nimero de ubicacion, se
quiere decir que la funcioén de onda al ser simétrica tendra en cuenta una solucion lineal que no
dependera de condiciones de su forma para determinar su distribucion explicando que los
“cuantos” puedan tener los mismos numeros cuanticos. Ademas, que al decir que estas
distribuciones dependen de la frecuencia v donde no se distingue que foton va en cada celda
especificamente, se habla que la ecuacion de Schrodinger al tener en cuenta a la energia dada por
la cuantizacidn de la energia, entonces tendra explicita una relacion de distribucion dictada por
ella y que se puede relacionar a la frecuencia por medio de la ecuacion de Broglie, donde por la
misma forma de la funcion de onda esta al no tener en cuenta nimeros de ocupacién solo sera

definida bajo un rango especifico que es dado por su misma frecuencia.

3.2 Las Funciones Antisimétricas en la Descripcion de Electron

Abhora al analizar a los electrones como se propone desde la estadistica de Fermi, se tiene
que recordar que estos cumplen con tener una condicion con sus numeros de ocupacion, por lo
que, este no debe ser el mismo para dos electrones, es decir, que dos electrones no pueden tener
los mismos niimeros cuanticos, pero al resaltar el capitulo anterior, si bien su indistinguibilidad
es dada por espin, la respuesta de la funcion de onda es adquirir esa caracteristica de paridad
impar, por lo tanto, en primer lugar al igual que en el caso del foton la constante de
normalizacion debe tener en cuenta los nimeros de ocupacion N; pueden ser ocupados o no, es

decir, 1 0 0, por lo que, N; = 1y por tanto, la constante serd la misma:
Pt = N ()PP ey % e ) (78)
YA

Sin embargo, por la paridad impar la funcién de onda al contrario de la del fotén que no
tiene restriccion alguna con respecto de su forma, si tendrd una y es que por el factor de paridad
ap, = (—1)"Pk esta funcion tendra soluciones tanto positivas como negativas, por lo que, la
funcion dependiendo de su permutacion tendra un cambio de signo, hara que esta tenga una

forma distinta, de la forma:
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Vi (x1) bj (x1) . Vi (1)
YAt = L Pi(x)  Pi(x2) o Yr(x2) (79)
VNI : ' :
Vi) Piley) 0 Prlen)
La forma de la funcién estd determinada por un elemento llamado determinante de Slater
que es presentado en el trabajo por John Clarke Slater de 1929 para su articulo “The theory of
complex spectra” (Slater, 1929) donde representa a la funcion de onda como un determinante,

que, al intercambiar algin estado en dicha matriz, se necesita necesariamente de un cambio de

signo, lo cual respeta la idea de funcién antisimétrica que se presenta aqui y sobre todo que al

~ . .y 1
estar acompanada por una constante de normalizacioén ¢ = N Entonces en el caso de anularse el

determinando bajo la condicion de cuadrado integrable esta constante sera la que normalizara el

sistema.

Para este caso teniendo en cuenta la estadistica de Fermi y relacionado con la primera
introduccion del principio de exclusion, es a causa de la distribucion de electrones por su
estadistica que se genera la distribucion de electrones en el atomo representado en la
configuracion electronica, por lo que, desde esta forma de funcién de onda se llega a la misma
configuracion. Donde por el determinante de Slater y la condicion de minimizacion por los
orbitales 6ptimos para los nimeros cuanticos de espin, se llega a esta configuracion expuesta en

términos de multiplicadores de Lagrange:

f¥ = &% (80)

3.3 Sobre el Espin en Estadistica: Caso desde las Clases de Mecanica
Cuantica

Retomando la problematica de la investigacion sobre la ensefianza de la mecanica
cuantica, se puede sefialar que la ensefianza de la misma depende de los maestros y de los
contextos en donde es ensefiada, sin embargo, si el curriculo es el que trae problemas a los
estudiantes como se muestra en el texto de Akarsu (Akarsu, 2010) entonces, si bien la
investigacion no tiene como proposito modificarlo por completo, lo que se establece es una
forma de potenciar al mismo usando al espin y el teorema espin-estadistica para ello. Por lo

tanto, se plantea una ruta de trabajo de tal forma, que un maestro de mecénica cuéntica de la
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UPN pueda usarla como base para afianzar los problemas presentados a razon del curriculo de

acuerdo con las dinamicas que el mismo proponga para dicho curso.

Es entonces que esta ruta se puede dividir en tres partes: la primera una introduccion al
espin desde un apartado histérico, la segunda una interpretacion a las matrices de Pauli bajo el
generador de rotaciones de acuerdo con los grupos de Lie SU2 y SO3 y finalmente una discusion
mediante la solucion del ejercicio clésico de una particula en una caja de potencial
unidimensional, pero con una modificacion y es proponerlo para un sistema de 2 particulas

indistinguibles que en un caso se trabajen como electrones y en otro como fotones.

La razon de la estructura propuesta, que esta dividida en tres partes, se basa en lo descrito
el articulo de Maria Mercedes Ayala titulado “Los andlisis historico-criticos y la
recontextualizacion de saberes cientificos. Construyendo un nuevo espacio de posibilidades” del
afio 2006, pues aqui se hace una critica sobre la formacion de docentes en fisica desde un
apartado netamente “disciplinar”, una perspectiva comparable con lo que ocurre con el curriculo
tradicional en mecanica cuantica, dada la forma de llevar a cabo la ensenanza del curso a través
de analisis conceptuales basados en la matematica o solamente matematicos, por tanto la inicial
construccion historica y el desarrollo posterior que se encuentra con relacion a la investigacion

realizada se considera una propuesta viable para potenciar el curriculo.

3.3.1 Material para clases de M.C: la historia del espin y sus caracteristicas
desde los grupos de Lie

En primera instancia retomando los textos usados en la ensefianza de la mecénica
cuantica como el “Introduccion a la mecanica cuantica” de Luis de la Pefia, las lecturas de
Feynman sobre Mecanica Cuéntica en "Fisica Volumen 3" o el “Principles of Quantum
Mechanics” de Shankar, se puede destacar que el tratamiento del espin se da de forma netamente
matematica, y no se incide en su historia o en su formalismo bajo la mecénica cuantica
ondulatoria, por lo tanto, este se maneja para caracterizar a la notacion de Dirac y proponer otra

propiedad cuantica. Sin embargo, como menciona Ayala:

... la historia se ha planteado como un recurso para el trabajo del maestro de ciencias, en
cuyo uso debe ser formado, y a la que se puede acudir con diferentes propositos y, por

ende, examinar desde diferentes planos: desde el plano de la motivacion y de la
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caracterizacion de la “naturaleza” del conocimiento cientifico; pasando por el plano del
rescate de argumentos para mostrar la ciencia como una actividad donde juega la razon;
al plano de estrategia didactica, en la medida en que el establecimiento de paralelos entre
el desarrollo cientifico y el desarrollo del conocimiento individual permite derivar
elementos para el disefo de actividades en el aula, tendientes ya sea a posibilitar la
implementacion del enfoque constructivista o a facilitar la comprension y uso de un

concepto, de una ley o de una teoria. (Ayala M. M., 2006)

Por lo que, el comprender sobre la historia de las ciencias puede ayudar desde los
diferentes planos mencionados por Ayala, donde se puede destacar el plano de estrategia
didactica, pues de esta manera el maestro en formacion tendra mas herramientas para
comprender el fendmeno y si lo que se quiere es potenciar el aprendizaje del espin, se necesita de
un analisis histdrico. Al tener en cuenta esto, el espin puede ser revisado bajo esta perspectiva,
destacando su historia, como lo que se establece en el inciso 1.4 de la presente investigacion
titulado “El Espin en las Teorias de Particulas”, aqui se menciona cémo este nace como efecto
cuantico relacionado al efecto Zeeman, en donde el espin inicialmente se define como un efecto
magnético, para luego pasar a ser un numero cudntico en el principio de exclusion.
Posteriormente se resalta como en su proceso de ser definido como propiedad intrinseca,
involucra también el desarrollo del formalismo de la mecanica cuantica dando como resultado su
definicion por medio de las matrices de Pauli, vistas en los cursos dictados por el curriculo

tradicional bajo el formalismo de la notacioén de Dirac.

Aqui hay que resaltar que se requiere el uso de elementos de la investigacion como el
analisis del desarrollo de Pauli, descrito en el inciso 2.3.1 titulado “El formalismo del espin }%”
pues aqui bajo la formulacion ondulatoria se llega a un ansatz que respeta una simetria rotacional
y que es corroborado bajo el formalismo de la notacion de Dirac, donde el estudiantado puede
identificar mas de la concepcion del espin como una propiedad intrinseca de una particula y que
la misma tiene una relacion con una simetria rotacional. Ademas, de que es importante destacar
que, en el apartado histdrico, el espin fue considerado para particulas, por lo que, el fotén
también tiene esta propiedad y, por lo tanto, hay que mencionar el desarrollo de la consideracion

del foton y electron como particulas (introduciendo la nocion de estadistica).
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En segundo lugar, esta el analizar o generar un interés por parte del estudiantado a que
complemente sus saberes, por lo tanto, partiendo del analisis historico se plantean dos
situaciones problema para que los estudiantes puedan comprender mas del espin y el curso; es
para ello que se usan los desarrollos de la investigacion sobre el teorema espin-estadistica. Para
continuar con la aplicacion en los cursos, se propone usar como base “la implementacion del
enfoque constructivista” (Ayala M. M., 2006) mencionada por Ayala en el plano de la estrategia
didéactica, por lo que, retomando el texto de Gil Pérez titulado “Contribucion de la historia y de la
filosofia de las ciencias al desarrollo de un modelo de ensefianza/aprendizaje como
investigacion” de 1993 se retoma el papel de la historia de la ciencia para la ensefianza de la
misma, se puede destacar que esta propuesta se da bajo un enfoque constructivista como

menciona Ayala:

La idea central del modelo de aprendizaje de las ciencias como investigacion que
proponemos consiste, como acabamos de ver, en el tratamiento de situaciones
problematicas abiertas de interés, a través de las cuales los alumnos puedan participar en

la construccion de los conocimientos (Pérez, 1993, pag. 204)

Por lo que, desde este enfoque se plantean situaciones problema que parten del analisis
historico para que el estudiantado pueda comprender mejor los temas vistos del curso. Algo para
destacar del articulo antes mencionado es que en este se plantea un cambio de curriculo de los

programas de ciencias, para que estos tomen en cuenta una postura constructivista.

Es entonces que, como segunda parte para la ruta de trabajo, queda en el maestro guiar
una actividad para que los estudiantes puedan caracterizar a las matrices de Pauli bajo los
criterios del grupo de Lie SU2 donde se relacione al generador de rotaciones, pues como se vio
en el segundo capitulo el generador de rotaciones del grupo es el que contiene a las matrices de
Pauli, ademas de seguir denotando la relacion de estas con la simetria rotacional. También, este
enfoque permite continuar expandiendo la idea del espin como propiedad de particulas, hablando
de las matrices de espin para fotones, donde de manera similar, se puedan caracterizar a estas
matrices desde el grupo SO3, todo esto desde lo descrito en el inciso 2.3 titulado “El Espin y la
Simetria Rotacional”. Es de destacar que, si bien se muestra una ruta de trabajo, se deja a criterio

del maestro generar el tipo de actividad para llegar a lo planteado en la presente investigacion.
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3.3.2 Material para clases de M.C: la indistinguibilidad y el teorema espin-
estadistica

Finalmente, se propone realizar una discusion dirigida por el maestro y realizada por los
estudiantes divida en dos partes: la primera centrada en la indistinguibilidad y la segunda desde
el teorema espin-estadistica. Para la primera discusion, se plantea mostrar el concepto de
indistinguibilidad como se discute en los incisos 2.1 y 2.2 titulados “Particulas Indistinguibles” y
“La Indistinguibilidad y el Principio de Exclusion de Pauli” relacionandolos con la conclusion

S03 - u(2w) = e?™z = |

SU2 - u(2n) = ei2m0s = | pues aqui dada las

del capitulo dos desde la ecuacion 68:

caracteristicas del grupo SO3 y SU2 se genera un cambio de signo que afecta a la condicion de
indistinguibilidad, por lo que, se espera que con ello el estudiantado pueda comprender de forma
conceptual al espin como se da en el inciso 2.4 titulado “La Indistinguibilidad Desde la Simetria
Rotacional del Espin” donde ahora se puede hablar del espin como una caracteristica de

indistinguiblidad rotacional del sistema.

Adicionalmente, queda abierta la discusion para comprender qué implicaciones tiene el
cambio de signo producido por el espin y es aqui donde entra en la idea de funciones simétricas y
antisimétricas. Para ello, se plantea utilizar un ejercicio tradicional para esta clase, el de una
particula en un pozo de potencial en una dimension, donde hay que recordar que el problema se

plantea de la siguiente manera:

Considere a una particula de masa m, con energia E dentro de un pozo o caja de
potencial en una dimension con una arista de una longitud d, donde se debe cumplir con
que el potencial IV depende de condiciones de frontera, tal que:

0,Si esta dentro de la longitud; 0

<
o, Si no esta dentro de la longitud; x <

<
X

VOO:{ id

x
d;
y la idea es encontrar los niveles de energia y la funcion de onda del sistema.
La solucion del problema considera usar la ecuacion estacionaria de Schrédinger y su
intencion es evidenciar la cuantizacion de la energia, sin embargo, bajo la perspectiva de esta

investigacion, se considera para entender el comportamiento distintivo de las particulas de

espines diferentes. Entonces, se propone que partiendo de la indistinguibilidad en la ecuacion 69
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PP, Ty Tay e ) = €907, 7, 75, ..., Ty), se llegue a entender las consecuencias del cambio
de espin en un sistema de particulas, de tal forma que se llegue a la expresion del principio de
exclusion de la forma Y (7, 7, 75, ..., ) = TP (7, 74, 75, ..., Ty) donde la consecuencia de ello se

explica por medio de funciones simétricas y antisimétricas.

Aqui hay que retomar la interpretacion de Dirac de 1926 donde planteaba una estructura
de ecuaciones de la forma: ¥ = ay;, + by, donde a y b eran constantes que variaban al ser de
la forma b = a y b = —a dependiendo de si era una funcién de simétrica o antisimétrica. Desde
lo mencionado en este capitulo, se adquiere otra interpretacion y es la condicion antes de
simetrizacion?® que se explica de la siguiente forma: la funcién del sistema 1 al contemplar una
indistinguibilidad en los sistemas de particulas donde dos estados son iguales, es decir,

Y(P, 10, s,y ey Ty) = W(T, Ty, T3, ..., Ty), dard como resultado un sistema representado como una

combinacion lineal de los dos estados, pues aqui, las funciones de onda se solapan de la forma:

Y(x) = Y1) (x2) + P (x)P1(xz) (81)

Cabe mencionar que la funcidén de onda presentada se puede utilizar para un sistema de
pocas particulas, ademas que la misma teniendo en cuenta la simetrizacion, representara el
mismo ensamble, pues para ambos casos no abra alguna condicion que restringa el
comportamiento de la funcion de onda (sin tener en cuenta las propias condiciones que pueda
tener el sistema), es decir, que para ambos casos el intercambio de x; y x, no alterara el
comportamiento de la misma, siendo la funcion de todo el sistema una combinacién lineal de

ambas.

Por otro lado, para cuando se tiene la condicion que Y (7,7, 7, o.v, 1) =

(7, 7y, T3, ..., ), S tiene que de forma similar:

Y(x) = Py (x)P(xz) — P (x) Py (xz) = 0(82)

28 La condicién de simetrizacion es la trabajada en las ecuaciones: (73) ¥SY™ =
1 = 1 P
WZP;{ Py (x5 (%) .y (xn) y (78) A7 = \/ﬁZPk(_l)rPkPklp(xbxz: ..., Xy) donde esta es la
descrita al tomar las funciones de onda permutadas con constante de normalizacion (que toma en cuenta

numero de ocupacion), es decir, la condicidén de simetrizacion es la que tiene en cuenta la estadistica del
sistema. (Rio, 1991, pag. 356)
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En esta ecuacion se debe tener en cuenta que para ser trabajada se propone el
determinante de Slater, pues, si ante el intercambio propuesto para los x4, x, en las funciones de
onda se obtienen funciones de onda iguales, la funcion de onda del sistema no existe y si son
diferentes si existe, entonces, se puede decir que el determinante se encarga de normalizar y dar

cuenta de la existencia de la funcion de onda del sistema.

Por lo que, volviendo al caso de la particula en el pozo, al haber hecho la
indistinguibilidad entre mas de una particula, denotando que el cambio de signo es producido en
dicha igualdad por el espin, se generara una consecuencia y es que la funcion de onda debe
cambiar en su comportamiento, debe ser diferente. Para ello se usara el caso del pozo de
potencial unidimensional pero expuesto para dos particulas idénticas de dos tipos: electrones y
fotones. Aqui hay que remarcar que al trabajar con un sistema de solo dos particulas se usara la
interpretacion de Dirac y no se ahondara en la formalizacion de simetrizacion pues esta es
expuesta para un caso de mas particulas, sin embargo, como se hablo anteriormente, la misma

interpretacion de Dirac guia al andlisis estadistico expuesto con esta simetrizacion.
Por lo que, partiendo del enunciado:

Considere a dos particulas con energia E dentro de un pozo o caja de potencial en
una dimension de longitud d, donde se debe cumplir con que el potencial V depende de
condiciones de frontera, tal que:

d
d

0,Si esta dentro de la longitud; 0 < x

<
o, Sino dentro de la longitud; x < d; x =

V(x) = {

Entonces, encuentre la constante de normalizacion considerando que las dos particulas
son fotones y discuta sobre la normalizacion cuando las dos particulas son electrones.
Para ello hay que considerar la solucion para una particula dentro del pozo:

X

Y = B sen (nxT) (83)

Aqui d es la longitud del pozo, n, es el nivel de energia donde estd ubicada la particula y

se debe considerar que para llegar a dicho resultado se normaliza la funcién de onda

. L 2
considerando que sen (nm) = 0 donde la constante de normalizacion es B = \/;.
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Para el caso de los fotones se debe considerar desde la indistinguibilidad para particulas
con espin 1 (bosones) dado por: Y (7, 7y, 75, ..., Ty) = Y(Ty, 7, 75, ..., Ty), por lo que, la funcion de
onda bajo la condicion antes de sinterizacion es:

Yror = By sen (%) C, sen (%) + B, sen (%) C, sen (@) (84)

Por lo que, considerando B;C, = D pues son constantes entonces:

Yror =D [sen (@) sen (@) + sen (%) sen (%)] (85)

Ahora hay que remarcar que en la ecuacion 85 se expone una condicion donde sin
importar los intercambios de n,, y ny, o de x; y x, la funcidon de onda existira y no abra alguna
restriccion en la misma que pueda hacer que se anule. Por lo tanto, para encontrar la constante de
normalizacion se usa la condicion de cuadrado integrable de forma que®*:

D? fd[sen (@) sen (%) + sen (%) sen (%)rdxldxz =1(86)
0

Aqui ocurren dos cosas, la primera es que al considerar que las particulas al no tener
restriccion en su forma y estar definidas bajo el dominio de x, entonces se puede plantear un
escenario donde x; = x, = x, pues se puede determinar que el intercambio en su
indistinguibilidad estard dado por su ubicacion de acuerdo al nivel de energia n,;, al igual, que
sucedia con el caso de Dirac al explicar las funciones simétricas y antisimétricas, donde proponia
un intercambio en sus niveles de energia ¢ y d2°. Y segundo, que la forma en que se resuelven las
integrales es la misma que en el caso de una sola particula, por lo que, obtienen una solucion de

la forma:

4D? Ed] Ed] —1(87)

24 Donde se tiene en cuenta que W, = Y1 (x)P,(x2) ¥y ¥a1 = Y1 (), (x,) v, por lo tanto, se
puede solucionar separacion de variables

2> Aqui la funcion de onda cambia su forma a Yz, = D [ZSen (nx;l> sen (nxznx)] y, por tanto,

d X d X,
al normalizar 4D* [fo sen® (n ;ﬂx) dx; fo sen’ (n ZM) dxz] =1
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Porlo que, D = % de forma que la funcion de onda para dos fotones dentro del pozo seria

de la forma:

nxlnx) (nxznx
——) sen

Wror =% |25en (=5 —2=)| ®@8)

De esta manera se puede ver que bajo un mismo nivel de energia n,, se obtiene la grafica

Aqui, se puede ver que la probabilidad de encontrar a los fotones es mas baja en
comparacion con una sola particula, teniendo a los fotones en un mismo nivel de energia, pues al
encontrarlos en la misma posicidén es menor que encontrar a una sola particula en una posicion
especifica. Sin embargo, para ambos casos convergen en el centro. Y algo que se debe remarcar,

es que la funcidn de onda existe para este caso en el que nyy = n,, = 1.

Grifica 1: Funcion de onda s, en funcion de la posicion bajo cuadrado
integrable paran, =1

Nota: En el grafico se ve de color negro a la funcion solucion para una particula dentro
de la caja a una distancia d = 1 y a un nivel de energia n,; = 1y en color rojo a la
funcion de onda de los fotones dentro de la caja a una distancia d = 1 y a un nivel de
energia ny =1y n,, = 1.

Ahora al tener diferentes niveles de energia, por ejemplo, unn,; = 1 yunn,, = 2, es

decir, aumentar el nivel de energia para uno de los fotones se obtiene la grafica 2:
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Grafica 2: Funcion de onda ¥, en funcion de la posicion bajo cuadrado integrable
paran, =1yn,; =1, n,, =2

AV

Nota: En el grafico se ve de color negro a la funcion solucion para una particula dentro
de la caja a una distancia d = 1 y a un nivel de energia n,; = 1y en color rojo a la
funcién de onda de los fotones dentro de la caja a una distancia d = 1 y a un nivel de
energia n, =1y n,, = 2.

De esta manera puede ver que la probabilidad de encontrar a los fotones en dos niveles de
energia distinto sigue siendo mas baja que al considerar una sola en su primer nivel de energia,
sin embargo, ahora que estan en dos niveles energia diferente la forma de la funcion es una
combinacion de las funciones de cada una por separado, es decir, que las ondas se solapan y sin
embargo, dentro de la caja es més probable encontrarlas en dos posiciones igual de probables,

denotando esa indistinguibilidad en el intercambio de un nivel a otro.

Ahora bien, cuando se hace en n,; = 1 y un n,, = 3 se obtiene lo que se presenta en la

Grafica 3.

Grafica 3: Funcion de onda Y, en funcion de la posicion bajo cuadrado integrable

paran, =1yny, =1 ,n, =3
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/A VRV

o 1

Nota: En el grafico se ve de color negro a la funcion solucion para una particula dentro
de la caja a una distancia d = 1 y a un nivel de energia n,; = 1y en color rojo a la
funcién de onda de los fotones dentro de la caja a una distancia d = 1 y a un nivel de
energia ny =1y n,, = 3.

Ahora al establecer un valor de energia n,, = 3, se puede ver como la probabilidad de
encontrar a los fotones en los niveles se distribuye de forma lineal de acuerdo con las
combinaciones posibles en las que se pueden encontrar, es decir, que al aumentar a un tercer
nivel de energia la probabilidad se reparte en tres partes. De forma simétrica, si se aumentan los

niveles de energia en los que se puede encontrar uno de los dos fotones, se aumentaran su

probabilidad de encontrarlo de acuerdo con los niveles de energia se aumente.

Sin embargo, al variar los niveles de energia del primer foton, se encuentra la siguiente

relacion:

Grafica 4: Funcion de onda Y,, en funcién de la posicién bajo cuadrado
integrable paran, =3-ny,;, =3 ,n, =2yn, =4-n,y =4,n,, =2

(@) (b)

Nota: En el grafico a se ve de color negro a la funcion solucion para una particula dentro
de la caja a una distancia d = 1 y a un nivel de energia n,; = 3 y en color rojo a la
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funcion de onda de los fotones dentro de la caja a una distancia d = 1 y a un nivel de
energia n,;=3 y n,, = 2. En el grafico b se ve de color negro a la funcién solucion para
una particula dentro de la caja a una distancia d = 1 y a un nivel de energia n,;, = 4y en
color rojo a la funciéon de onda de los fotones dentro de la caja a una distanciad = 1y a
un nivel de energia n,;=4 y ny, = 2.

Con estas graficas se puede ahora evidenciar un comportamiento totalmente simétrico en
la funcion de onda, pues al variar de forma impar los niveles de energia, es decir, proponer
niveles de energia n,; impares la funcion de onda se disipa en el centro, pues es mas probable
encontrar una combinacion impar que un par, es decir, es menos probable encontrar a los fotones
en el mismo lugar, sin embargo, al variar de forma par los niveles de energia n,; se encontrara
una funcién de onda con probabilidad de ser encontrados, similar a la de encontrar una particula

por si sola.

Finalmente, como ultimo punto de analisis para la discusion que se lleve a cabo para la
clase, se necesita hablar de la normalizacion de la funcion de onda de los electrones, de acuerdo
con ello y a la estructura antes de la sinterizacion, la ecuacion queda como:

Yoo =D [sen (%) sen (@) — sen (@) sen (%)] (89)

Donde es de resaltar que al contrario de con la funcion de los fotones aqui para que la
funcion de onda no sea 0, se es necesario que tanto n,; como n,, y X1 Y X, sean diferentes entre
si y pues de no serlo la funcion de onda se anula, por lo que, se es necesario que para los
electrones no se compartan los mismos ntimeros, por ello, es que el principio de exclusion es
explicado con la misma indistinguibilidad pues al ser aplicada a electrones desde la simetrizacion

de Dirac es natural que los nimeros cuanticos no sean los mismos.

Finalmente, para cerrar este capitulo se puede hablar de como las funciones simétricas y
antisimétricas son la consecuencia de la simetria rotacional del espin dentro de la
indistinguibilidad de un sistema de N particulas, algo que si bien puede explicar el operador de
paridad este no es el responsable de atribuir el cambio de signo a la igualdad que representa la
indistinguibilidad. Ademas, que con la nocidn de estas funciones es que se puede conectar a la
estadistica, trayendo consigo la idea base del teorema espin-estadistica, pues la simetria
rotacional del espin cambia el comportamiento estadistico que puedan tener las particulas. Ahora

al ser llevado al contexto educativo, se puede trabajar mediante el caso del pozo de potencial
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unidimensional donde al tomar la solucién de dicho problema y caracterizarla al caso de fotones
y electrones se puede concluir que para el caso de dos fotones, la funcion de onda resultante sera
una combinacion lineal de dos funciones de onda, donde la misma tendra existencia incluso si
comparten todas las mismas caracteristicas, distinto de la funcién de onda de los electrones que
no permite igualdad en sus elementos, trayendo la idea del principio de exclusion y como este se

explica a su vez con la indistinguibilidad.
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CONCLUSIONES

El abordaje historico presentado en la primera parte del trabajo permitié hacer la distincion
especial entre fisica estadistica y las estadisticas cuanticas, dado que, mientras que la fisica
estadistica se origind con Boltzmann, como un medio para describir la termodinamica en
términos de la mecanica newtoniana, es el espin el que permitird distinguir las estadisticas
cuanticas de acuerdo con el formalismo Bose y Fermi, para fotones y electrones. Alli, si bien
estas descripciones dan cuenta de ideas diferentes planteadas por los autores, comparten un
rasgo comun que puede destacarse como esencial, la indistinguibilidad. Esta caracteristica es
la que permite la conexion con el espin, dado que este es el generador del comportamiento
(cambio de signo) en el principio de exclusidon que consecuentemente, da una descripcion de
dos estadisticas basadas en dos funciones de onda diferentes, como propuso Dirac en 1927.
Es de destacar que, si bien se puede definir al espin como una propiedad intrinseca de las
particulas, este no es una rotacion como lo pensaba Pauli, sino, una condicion de
indistinguibilidad rotacional presente en cada tipo de particula, dado que es descrito por
medio de una simetria rotacional. Particularmente se mostrd que las matrices, que siguen
reglas dentro de los grupos SO3 y SU2 son las que permiten llegar a la interpretacion de las
matrices de Pauli como el generador de las rotaciones y, por tanto, describir las condiciones
propias para los electrones y los fotones. Algo que da razon al cambio de signo en la funcion
de onda que tiene en cuenta el principio de exclusion, pues el sistema genera una rotacion de
21 para cualquier ensamble de particulas indistinguibles, pero dado que el generador de
rotacion es diferente para fotones y para electrones, se obtendran dos resultados diferentes:
dara positivo para el caso de ser espin 1 y dara solucion positiva y negativa para el caso de
ser espin Y.

Si bien se puede explicar el cambio de signo por medio del operador de paridad no es este el
que genera este cambio de signo, sino, el espin, dado que de este se generan las funciones de
onda simétricas y antisimétricas como proponia Dirac, que son explicadas de mejor forma,
teniendo en cuenta a la descripcion estadistica. Llevado al contexto educativo, trabajando
desde el caso de una particula en pozo de potencial unidimensional, se puede aclarar que la

funcion de onda resultante para fotones serd una combinacion lineal de dos funciones de
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onda, donde la misma tendra existencia incluso si comparten todas las mismas caracteristicas,
distinto de la funcion de onda de los electrones que no permite igualdad en sus elementos,

trayendo la idea del principio de exclusion.
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