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0.1. Descripcion

Este escrito muestra por medio de un estudio epistemoldgico sobre la causalidad en el modelo
Minkowskiano y el de Godel; mas concretamente dentro del espacio tiempo semiriemaniano de
Minkowsky en la teoria de la relatividad especial y el modelo de Gédel como solucién a la ecuaciéon
de campo de Einstein en la teoria de la relatividad general. Se realiza un andlisis de como la
estructura causal se rompe a partir de las propiedades del espacio tiempo y como esta va ligada al

cono de luz.

0.2. Fuentes

Alemafi Berenguer, Pérez Selles, j.f ., Una nueva propuesta didactica para la ensefianza de la rela-

tividad en el bachillerato, Alemaii Berenguer, r.al .y Pérez Selles, j.f .

Bert Janssen, Breve repaso de la relatividad especial, Universidad de Granada, 18071 Granada,
Spain.

G. Dautcourt, The lightcone of Godel-like spacetimes. September 27, 2010

James B. Hartle, General Relativity in the Undergraduate Physics Curriculum, Department of Phy-
sics University of California, Santa Barbara, CA 93106-9530 (Dated: February 3, 2008)

M. Rooman and P. Spindel, Godel metric as a squashed anti-de Sitter geometry, Class. Quant. Grav.
15 (1998) 3241, [arXiv:gr-qc/9804027].

Nemeti, I., Madarasz, J. X., Andreka, H. and Andai, A.Visualizing some ideas about Godel-type

rotating universes. November 18, 2008.

Teaching General Relativity. Robert M., Wald Enrico Fermi Institute and Department of Physics
The University of Chicago, Chicago, IL 60637, USA February 4, 2008.

0.3. Contenidos

Se presenta una problemadtica y justificacion del trabajo, en donde se hace referencia a la impor-
tancia de estudiar conceptos, especialmente el espacio tiempo en la fisica desde un dmbito episte-
moldgico que permita identificar la causalidad y como esta va ligada a la geometria, todo esto de
una manera comparativa y tomando conceptos bdsicos que permitan la comprension de los que se

podrian llamar complejos.



0.4. METODOLOGIA VI
Capitulo I: La Causalidad en la Teoria Especial de la relatividad

La influencia de los estudios de Poincaré y el andlisis de la geometria, generan el rompimiento
de los postulados de Euclides, surgiendo las geometrias curvas relacionadas a coeficientes de cur-
vatura negativos, como en el caso de la geometria hiperbdlica. Esta geometria es retomada por
Minkowsky y por medio de una solucién matemadtica destaca la unificacion del espacio-tiempo a
través de una representacion; mas precisamente, el cono de luz; dicha geometria permite eviden-
ciar de una manera mas grafica el principio de causalidad, como una red que explica a través de

los conos de luz y el formalismo de la geometria.

Capitulo II: Caracterizacion del modelo cosmolégico de Godel.

El universo de Godel es una de las soluciones exactas a la ecuacién de campo de Einstein, que
posee varias propiedades que lo llevan a ser un modelo no causal a nivel global. Para poder llegar
a la afirmacidn anterior es necesario describir a fondo cada una de las propiedades o mejor dicho
las caracteristicas que propone el autor para que su métrica satisfaga las ecuaciones de campo de
Einstein; al lograr comprender dichas caracteristicas serd mas facil para el lector comprender la

causalidad en este modelo.

Capitulo III: Andlisis causal del modelo cosmologico de Godel.

Con los fundamentos sobre relatividad especial y las caracteristicas del modelo cosmoldgico de
Godel abordados en los capitulos 1 y 2 respectivamente, se guiard al lector acompaiiado de una
serie de gréficas afines al universo de Gddel para que el mismo comprenda como se viola la cau-
salidad a nivel global y como esta se encuentra muy enlazada al espacio-tiempo, todo esto gracias

al manejo y conceptualizacién de los conos de luz de Minkowski.

0.4. Metodologia

Andlisis de la estructura causal en los espacio tiempo de los modelos de Minkowsky y Godel a

partir de los siguientes ejes:

1. Un criterio comparativo que permita ordenar y relacionar las diferentes variables objeto de
estudio. La comparacién tiene por objeto descubrir las semejanzas, las diferencias y las di-

versas relaciones que pueden establecerse en los dos modelos.
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2. El aprendizaje significativo relacionando la informacion nueva con la que ya posee (Univer-
so de Godel y Relatividad Especial respectivamente), reajustando y reconstruyendo ambas
informaciones en este proceso. Dicho de otro modo, la estructura de los conocimientos pre-
vios condiciona los nuevos conocimientos y experiencias, y éstos, a su vez, modifican y

reestructuran aquellos.

0.5. Conclusiones

El espacio-tiempo de Minkowsky pone en manifiesto la unificacion del espacio-tiempo, siendo
también un instrumento geométrico especialmente adaptado para la explicacion de los fendmenos
relativistas, para nuestro caso, la simultaneidad y la causalidad. Gracias a dicha herramienta que
tiene como representacion geométrica el cono de luz es posible el visualizar dichos fendmenos de
manera mas grafica proporcionando lo que puede ser una mejor comprension de estos fendmenos.
Teniendo como base dicha representacion que nos define el comportamiento causal para cada par-
ticula en el universo esta se puede utilizar también como herramienta para la comprension de este

fenémeno en modelos mas complejos, para nuestro caso, el MRG.

El cono de luz define la causalidad para una particula pero este se ve afectado por el constante
movimiento de rotacién que tiene toda la materia en el MRG, trayendo como consecuencia de
que para un marco de referencia privilegiado la inclinacion de los conos cambie con relacion a la
distancia que lo separe de una particula distante. El anterior efecto de inclinacién conlleva a que
solo exista una causalidad a nivel local pero no global ya que el cono de luz de un viajero se puede
inclinar tanto que lo que significa para el marco de referencia privilegiado un aumento de tiempo
en direccidn positiva no conlleva un aumento de tiempo en la misma direccién para una particula

lejana.

La causalidad global esta estrechamente ligada y depende en su totalidad de que tan lejos esté un
observador de otro, es decir, de la distancia que los separe; Lo anterior trae como gran consecuencia
de que si la distancia entre el observador privilegiado y una particula viajera es menor en magnitud
al radio critico del universo solamente existirdn lineas de mundo de longitud infinitas que nunca se
vuelven a aproximar a ninguno de sus puntos precedentes (lineas de mundo abiertas), pero si dicha
distancia que las separa es igual o mayor en magnitud a la del radio critico del universo dara lugar
a la existencia de lineas de mundo cerradas consiviendo a que una particula se encuentre consigo

misma.

La solucién planteada por Godel a las ECE es una solucién matemdticamente exacta que a su vez

puede ser denominada como irracional, ya que conlleva una serie de comportamientos paraddjicos
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que van ligados a lo ilégico y no comprobable ,ademds de poseer dicho universo unas propiedades
que se pueden describir como exdticas, tales como el tipo de materia y su constante rotacién, una
constante cosmoldgica que evita su expansion y la mas relevante de todas, la existencia de lineas

de mundo cerradas.

A pesar de que el concepto de retrocausalidad es algo que puede ser denominado como ilégico
desde el criterio de la fisica moderna es interesante el aporte de Godel al utilizar una herramienta
tan fuerte en el campo de la TGR como lo son las ECE para desarrollar una solucién a las mismas

que impliquen un universo que viole las leyes de la naturaleza.

Autor del resumen analitico: Miguel Angel Rodriguez Linares.

0.6. Problematica

El modelo Minkowskiano muestra como es la causalidad a partir de un modelo geométrico 1la-
mado cono de luz, dicho modelo representa en ocasiones una herramienta didactica que lleva una
mejor comprension de la Teoria Especial de la Relatividad. En el caso de la Teoria General de la
Relatividad dicho cono de luz también es utilizado para definir la causalidad pero se genera cierto
tipo de abstraccidn gracias a que dicha teoria abarca los marcos de referencia no inerciales. La abs-
traccion de la TGR se debe al alto nivel matemético que posee haciendo complejo su aprendizaje;
esto en consecuencia llevaria al estudiante a un interpretacion erronea de los diferentes modelos
cosmolégicos propuestos a partir de la solucién a la ecuacidon de campo de Einstein entre ellas la
planteada por Kurt Godel. La importancia del trabajo de Godel radica en que es una solucion exac-
ta a las ecuaciones de campo y que su geometria conlleva a una retrocauslidad global, pero dicho
comportamiento no causal puede ser demostrado a partir del comportamiento de los conos de luz,
siendo la modelacién de dicho comportamiento la mejor herramienta para la comprension de la
ya llamada retrocausalidad. A partir de la problematica anteriormente planteada surge la siguiente

pregunta problema:

= ;,Como es el comportamiento causal en el modelo cosmoldgico de Godel y como se puede
relacionar con un modelo que puede llegar a ser menos abstracto para facilitar su compren-

sion?
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0.7. Objetivos

1. General

Identificar los aspectos influyentes a partir de la causalidad en la comprension del modelo de Godel

desde un desarrollo conceptual y gréfico del espacio-tiempo Minkowskiano.

2. Especificos

= Examinar en que difieren la causalidad de los modelos Minkowskiano y Godeliano.
= Analizar el nuevo paradigma sobre la causalidad consecuente en el espacio Godeliano.

= Realizar una caracterizacion formal desde la geometria diferencial del modelo cosmoldgico
de Godel.
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INTRODUCCION

Las ecuaciones del campo de Einstein o ecuaciones de Einstein son esenciales para la descripcion
del mundo fisico segun la TGR (Teoria General de la Relatividad) ya que relacionan la presencia de
materia-energia con la curvatura del espacio-tiempo. Godel dedujo una solucion a dichas ecuacio-
nes en la cual el medio no es isotropico pero si homogeneo, ya que en la misma, la materia descrita
se encontraria sometida a una rotacién respecto a una brijula de referencia inercial; por lo tanto el
universo de Godel no es el universo real donde esta situada nuestra galaxia, es un universo posible
compatible con las leyes de la naturaleza establecidas por Einstein en su ecuacién de campo ade-
mds de ser una solucién exacta a la misma. Este modelo posee muchas implicaciones fisicas, entre
ellas la existencia de una retrocausalidad. Lo anteriror hace referencia a una serie de paradojas que
entrarian en conflicto con el razocinio fisico y comun, asi esta monografia se encarga de el como
se presenta dicha retorcausalidad y esto basado en los modelos mentales planteados en el articulo
“Visualizing some ideas about Godel-type rotating universes” el cual muestra como es el viaje en
el tiempo a partir de una serie de consideraciones tales como el aumento de la velocidad angular o
la direccién en la cual los conos se inclinan; para nuestro caso tomaremos la forma general de este

comportamiento, siendo arbitraria dicha velocidad angular y direccion.

Un modelo mental se podria definir como el conjunto de ideas a plasmar acerca de un evento,
situacion o idealizacion, esto para percibir e interpretar de una manera mas certera una situacion
a explicar, siendo lo anterior una herramienta mas completa para el compender y el entender de
cualquier situacion o fendmeno; para nuestro caso el modelo mental serédn las figuras que muestran
el como se comportan los conos de luz en el MGR (Modelo de Gédel en Rotacion). Las imédgenes o
modelos mentales planteados en esta monografia fueron elaboradas en un programa de distribucién
gratuita llamado “sketchup pro 8” utilizado comumente para elaborar proyectos arquitectonicos,
pero para nuestro caso serd también una excelente herramienta para modelar las diferentes partes
que componen el MGR ; cada imagen serd una sobresaliente ayuda de interpretacion de dicho
modelo, ademas de generard una visualizacién mas clara de lo que es y como se comportan los

conos segun la solucién planteada por Kurt Godel.

Esta monografia se compone de 3 capitulos; el primero muestra la relacién del cono de luz de
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Minkowsky con la causalidad y como este serd una estupenda herramienta para la comprension de
dicho concepto fisico, ademds se mostrara la métrica desde la perspectiva de la TER (Teoria Es-
pecial de la Relatividad) o en otras palabras “Métrica Minkowskiana”; el segundo capitulo expone
las propiedades del MGR y como estas generan ciertas consecuencias, tales como la existencia de
lineas de tiempo como cerradas; también analiza la solucién a la ecuacién de campo y qué con-
secuencias tiene su métrica; el ultimo capitulo muestra como seria un viaje en el tiempo en este

universo y como se violaria la causalidad a nivel global y no local.

La estructura que se le brindo a este trabajo fue para estudiantes que poseen un conocimiento basico
en conceptos relacionados con la TER y la TGR, ademads de una herramienta para el docente que

desee plantear este tema en cursos relacionados con cosmologia o relatividad general.



Capitulo 1

La Causalidad en la Teoria Especial de la

relatividad

El término causalidad muestra en cierta forma la relacion existente entre las causas y efectos de
los diferentes eventos fisicos. En la mecdnica clésica se proponia que los diferentes eventos estan
causados por unos ya anteriores y que esta causalidad puede ser expresable a través de leyes de la
fisica. La anterior afirmacién llegd a un punto altisimo, con lo afirmado por Laplace, explicando
que si se conoce el estado actual del mundo con total precision, en consecuencia, se podria pre-
decir cualquier tipo de evento en el futuro, siendo dicha perspectiva la del determinismo o més
precisamente la del determinismo causal el cual parece correcto respecto a las ecuaciones clésicas.
En relacion con lo anterior se puede concluir con respecto a los postulados de la fisica clasica, en
que las causas preceden al efecto con relacion al tiempo, y que con respecto a la fisica moderna,

se ha ido clarificando a gran escala este concepto. [9]

En este capitulo se describird la causalidad segin el modelo de Minkowski, se expondrdn los
correspondientes aspectos que forman su base geométrica ademds se mostrard de manera ilustrativa
y conceptual la estructura causal de dicho espacio-tiempo. Ademds se expondran someramente

algunos aspectos relevantes para lograr una mejor comprension del capitulo 2.



4 CAPITULO 1. LA CAUSALIDAD EN LA TEORIA ESPECIAL DE LA RELATIVIDAD

1.1. Diagramas espacio-tiempo

En ausencia de materia, el universo es plano!, y por esto la luz se propaga en linea recta. El or-
denamiento de los eventos que ocurren en este espacio pueden ser representados en un diagrama,
espacio tiempo. Dicho diagrama pretende mostrar s6lo dos de las coordenadas espaciales, digamos
x,y , y preferiblemente una de ellas solamente. Asi un objeto fijo en el origen, tiene como repre-
sentacion en el diagrama espacio temporal, una linea, llamada linea de universo, que es todo el eje

del tiempo ct.[3]

ct '
e

Linea de mundo
para un foton

Figura 1.1.1: Diagrama espacio tiempo para un rayo de luz. El eje vertical es la coordenada de
tiempo luzct y el eje horizontal x es la coordenada espacial, la linea diagonal es la linea de mundo
de un fotdn.

En un diagrama espacio-tiempo, la coordenada x de una particula nos indica la posicién espacial
en la cual se encuentra la particula y ct el tiempo luz de la misma, determinando asi un evento o
suceso. Por lo tanto representamos la posicion x en el eje de las abcisas (eje horizontal) y el tiempo
ct en las ordenadas (eje vertical), cada punto del plano x, ct corresponde a un evento. Asi podemos
representar dos eventos distintos vistos por un mismo observador, siendo un par de eventos dis-
tintos que ocurren en el mismo lugar y en tiempos diferentes, dos eventos distintos que ocurren al
mismo tiempo en distintos lugares, o dos eventos distintos que ocurren en tiempos diferentes en

lugares diferentes. [3]

IExisten tres categorias para las posibles geometrias espaciales de curvatura constante, dependiendo del signo de
la curvatura. Si la curvatura es exactamente cero, entonces la geometria local es plana siendo dicha geometria la que
corresponde a una curvatura que describe cualquier punto arbitrario en el universo observable; si es positiva, entonces
la geometria es esférica, y si es negativa entonces la geometria local es hiperbdlica.
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Linea de un

cAt evento luz.

W

Figura 1.1.2: Diagrama de eventos para un fotén que pasa de un medio de propagacién a otro,
donde el primer evento es E1 el cual indica el instante en el que el fotén pasa del vacio a un medio
diferente como el aire y el segundo evento E?2 es la futura posicién de dicho fotén en el ultimo
medio; la linea naranja es la linea de mundo del fotén.

El plano (x,ct) de eventos representa las coordenadas espacio temporales de un fotén que pasa de
un medio a otro. En la TER, la linea del mundo es una linea geodésica que une dos eventos, asi
como la que tenemos en la figura 1.1.2 debido al movimiento de la particula material que viaja
con un movimiento rectilineo en la misma direccion, recorriendo distancias iguales en tiempos
iguales. Si en el instante 71 la coordenada de una particula mévil es x1, entonces las magnitudes x;
y t; determinardn dicho evento al cual llamaremos Ej, asi, x; y #; determinardn E,. Por lo tanto
los eventos para un mismo y tnico observador estdn separados en el espacio por una distancia

/Ax = x, —x1 y en el tiempo por una distancia 2c/At = cty — ct;[6)].

A continuacién tenemos un diagrama en el cual los ejes principales no son perpendiculares”:

Figura 1.1.3: Diagrama espacio-tiempo con ejes no ortogonales en el cual la disminucién en el
angulo ya no recto formado en entre estos dependeria de la velocidad relativa entre 2 marcos de
referencia.

En un diagrama espacio-tiempo tanto el eje horizontal como el eje vertical deben usar el mismo tipo de unidades,
por esto el eje vertical que corresponde al tiempo se multiplica por la constante universal absoluta que es la velocidad
de la luz ¢, ya que con ello ¢t se transforma en una distancia que estd medida en metros.

3No siempre en un diagrama de espacio-tiempo se utilizan ejes ortogonales (perpendiculares, puestos en dngulos
rectos el uno con respecto al otro).
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La forma de leer las coordenadas un punto para este tipo de diagrama de espacio-tiempo es la de
trazar desde el punto lineas paralelas (de la misma manera que en el digrama ortogonal) a los ejes

principales hasta encontrarse con los ejes coordenados.

» I

Figura 1.1.4: Diagrama espacio-tiempo para dos marcos de referencia con velocidad constante
a lo largo del eje x en direccion positiva. Los ejes primados corresponden a un observador en
movimiento relativo con respecto al sistema no primado.

En la figura 1.1.4 las rectas ct’ y x’ pertenecen a un marco de referencia S’ (figura 1.1.4), para este
tipo de diagrama se concluye que entre menor sea la velocidad relativa V, el dngulo o formado
entre los ejes del sistema no primado y el primado disminuir4, por lo tanto estos llegarén a coincidir
cuando la velocidad relativa entre los dos observadores es cero. Ademads tanto en el marco de
referencia del observador §” como en el marco de referencia del observador S la luz sigue teniendo
la misma velocidad, como lo enuncia el segundo postulado de la Teoria Especial de la Relatividad.
Graficamente el rayo de luz que es lanzado en el marco de referencia de S’ también tendra la
misma pendiente de 45 grados en el marco de referencia de S. El graduar las coordenadas (x,?)
del observador S y las coordenadas (x’,¢”) del observador S” de modo tal que podamos resolver
graficamente un problema relativista obteniendo aproximaciones numéricas, es conocido también
como calibracion de los ejes. Esto se lleva a cabo mediante cdlculos numéricos con las ecuaciones

de transformacién de Lorentz* o con el procedimiento geométrico de la hipérbola invariante|[6].

“En el caso de la trigonometria euclidea a partir de un circulo de radio 1 se obtiene la condicién cos?6 + sin’6 = 1,
pero para esta nuevo tipo de geometria no euclidea se obtendria cosh?6 — sinh?6 = 1, siendo su forma grifica una
hipérbola. Esto por que la esfera de un pulso de luz tiene que ser una esfera en todos los sistemas de referencia
inerciales y la geometria que mejor se acomoda a esta exigencia es la hiperbdlica . Ver apéndice 1.
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1.2. Simultaneidad

A continuacion se mostrard a mayores rasgos el asunto de la simultaneidad, desde el punto de vista
de la Teoria Especial de la Relatividad. Segun la teoria de Newton si dos eventos son simultaneos
para un marco de referencia inercial estos también lo serdn para diferentes marcos de referencia
inerciales, en otras palabras la simultaneidad es absoluta. En el caso de la TER el concepto de
simultaneidad difiere ya que lo que es simultaneo para un marco de referencia a partir de sus me-
diciones, no lo seria para un marco de referencia inercial en movimiento con respecto al primero
siendo esta relativa y no absoluta como pensaba Newton, lo anterior gracias al postulado de la
constancia de la velocidad de la luz. Para abodar la idea de simultaneidad segun la TER es nece-
sario el utilizar un experimento mental, dicho experimento muestra como los eventos que para un
observador son simultdneos no lo son para otro observador en otro marcode referencia inercial que
se mueve conrespecto al primero. Supongamos dos naves espaciales que se mueven en direcciones
opuestas y paralela tal y como muestra la figura 1.2.1. En cada una de las naves se se encuentran
dos relojes, uno cerca de la cabina que para el marco de referencia S’ se llamard A y para el marco
de referencia S se llamara C, y otro cerca al modulo de propulsion que para el marco de referencia
S’ se llamard B y para el marco de referencia S se llamara D. Cuando los centros de las naves
coinciden se produce un destello fuera de las naves, en el punto medio de la linea que une los dos

centros.[2]

Figura 1.2.1: Instante en donde es enviada una onda de luz (circunferencia amarilla) desde un
emisor.

Al producirse el destello o sefial de luz se genera una onda luminosa que viajara desde el emisor a

los diferentes puntos del es pacio, para nuestro caso los puntos A, B,C y D. El observador situado
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en el marco de referencia S’ que constanta que el destello fue emitido desde el punto medio de su
nave, deduce, a partir de la suposicién que la velocidad de la sefial es independiente de su estado de
reposo o de movimiento de su marco de referencia inercial, que la sefial llegard simultaneamente
a los relojes situados en la posicién A y B. Si se supone ademds de que la sefial al llegar reinicia
los relojes, entonces S’ cuenta con la garantia tedrica de que sus relojes marchan sincrénicamen-
te.(Figura 1.2.2). Por medio de una argumentacion idéntica el observador situado en el marco de
referencia S deduce que la puesta en marcha de los relojes situado en C y D es simultdnea y que

por lo tanto marchan sincronicamente.[2]

Figura 1.2.2: Instante en donde la sefial luminosa llega primero al reloj D que al reloj C. (Esto
segtin la perspectiva del marco de referencia S').

Ahora bien, jsi los dos sucesos son simultaneos para el observador situado en el marco de refe-
rencia S lo serdn también para el observador situado en un marco de referencia S’ o si los dos
sucesos son simultaneos para el observador situado en el marco de referencia S’ lo seran también
para el observador situado en un marco de referencia S ?. Para responder a esta pregunta debemos
en primer lugar situarnos en la posicién del observador que se encuentra en el marco de referencia
S’; este observador respaldard gracias a sus mediciones que la sefial no llega simultaneamente a los
relojes de S pues segun la figura 1.2.2 mientras viaja la sefial, S se ha desplazado hacia la izquierda
y en consecuencia la sefial habré llegado primero al reloj D que a C. De manera idéntica razona el
observador situado en situado en el marco de referencia S (Figura 1.2.3) ya que de acuerdo con sus

mediciones la sefal llega primero al reloj B que al reloj A.[2]
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Figura 1.2.3: Instante en donde la sefial luminosa llega primero al reloj B que al reloj A. (Esto
segun la perspectiva del marco de referencia S).

Por lo anterior podemos deducir que lo que es simultaneo para un observador, de acuerdo con
las mediciones respecto al sistema de referencia de su marco de referencia inercial, no lo es para
otro observador para quien ese marco de referencia se mueve respecto a su marco inercial. La
simultaneidad de eventos separados, es por consiguiente relativa y no absoluta, solo si acepta el

postula de la TER el cual habla sobre la constancia de la velocidad de la luz c.[2]

1.3. Cono de luz

Un evento se conecta con otro de manera causal si lo que ocurre segundo depende directamente de
lo que ocurra de primero, es decir que las causas deben de preceder siempre a sus efectos; desde
la TER y su postulado en el que la velocidad de la luz ¢ es constante siendo esta el limite de la
velocidad® se obtiene que esta va ligada a observadores inerciales, implicando de que para que un
evento A sea causa de B, es que B sea un evento que pertenece al cono de luz de A, es decir el
tiempo va de la causa al efecto siendo primero la causa y posterior el efecto y por lo tanto el evento
B pertenece al futuro de A y el evento A tiene que ser el pasado de B. El evento A esta conectado
con el evento B por medio de una sefal fisica cuya velocidad debe ser menor igual a la de la luz
siendo el evento B un infinito nimero de posibilidades de eventos que se encuentran dentro del

cono de luz del evento A.[2]

STenemos entonces que: F = C{%’ (donde dp es el diferencial de la cantidad de movimiento y dt el del tiempo).
Sabemos que la cantidad de movimiento relativista presenta la ecuacién: p = ymV y mientras més esta cantidad de
movimiento se acerca al infinito, V se acerca a c. Lo que para un observador inmévil determinaria que la inercia del
cuerpo estaria aumentando indefinidamente.
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Figura 1.3.1: Cono de luz de Minkowski donde el cono inferior y superior son pasado y futuro de
un evento respectivamente; el observador se encuentra en la hipersupericie del presente justo en la
unién de los dos conos; los ejes rojo y negro (x,y) son espaciales y el eje azul ¢t el de tiempo. Si
el espacio se mide en segundos luz y el tiempo es medido en segundos, el vértice del cono formara
un dngulo de 45° con la hipersuperficie porque la luz recorre la distancia de un segundo luz en el
vacio durante un segundo.

Antes de la TER, era posible hablar de un “ahora” universal, podiamos hablar acerca de un “pa-
sado” y “futuro” comun universal, para todos los que habitamos en este Universo, puesto que el
tiempo absoluto marchaba por igual en el mismo, sin retrasarse ni adelantarse en ninguno de sus
confines. A partir del surgimiento de la TER, para cada observador existe un “pasado”, un presente
y un “futuro”, delimitados por el cono de luz (figura 1.3.1). El punto en el que se tocan los dos
conos de luz que corresponden al “pasado” y al “futuro” del observador viene siendo el “ahora”
del observador. Puesto que ningtin objeto puede moverse a una velocidad mayor que la velocidad
de la luz, la dnica forma de poder llegar al “ahora” desde el pasado (suponiendo una linea del
mundo con un movimiento rectilineo) es haciéndolo dentro del cono de luz inferior. Y la tnica
forma de poder llegar a cierto punto del diagrama espacio-tiempo en el “futuro” es, que el punto
esté dentro del cono de luz superior. Las regiones de espacio-tiempo externas al cono de luz en la
figura 1.3.1, son regiones de espacio-tiempo a las que el observador no tiene acceso. Los tnicos
eventos que pueden cambiar el estado de un observador o de un objeto en su posicion actual en el
espacio-tiempo deben estar situados dentro del cono de luz que corresponde a su “pasado”. Y los
unicos eventos que pueden ser influenciados por eventos en los que participe un observador o un
objeto deben estar situados dentro del cono de luz que corresponde a su “futuro”. [2]
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Figura 1.3.2: Diagrama causal donde un observador se ve limitado por la velocidad maxima de la
luz y solo puede interferir en los eventos que se encuentren dentro del cono de luz.

El diagrama causal de la figura 1.3.2 nos muestra diferentes eventos y como estan relacionados
causalmente, se entiende por futuro de un evento A el lugar del espacio-tiempo de todos los eventos
que se conectan o pueden conectar con A por medio de una sefal de cuya velocidad sea menor
(punto B) o igual que la de la luz y que se relacionan con A como efecto a causa, actual o posible.
El pasado a su vez, el el lugar en el espacio-tiempo (punto C) en el que todos los eventos de que
se relacionan como causa actual o posible de A. las lineas diagonales o inclinadas son las lineas
de mundo para los fotones que parten del punto A. Los eventos externos a la regién gris (eventos
E y D) no se pueden conectar al evento A pues esto implica poder desplazarse con una velocidad
mayor a la de la luz, dichos eventos no pueden ser conectarse causalmente con el evento A, en otras
palabras el evento A nunca podré interferir en los eventos A y By por lo tanto se podria decir que
este par de eventos no existen para A.
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Figura 1.3.3: Diagrama de interseccion de los conos de luz A y B y que dicha interseccion muestra
el pasado y futuro comun de los dos observadores.

En el diagrama de la figura 1.3.3, el “ahora” del evento A no puede tener efecto alguno sobre el
“ahora” del evento B porque ello requeriria atravesar la zona blanca que le estd vedada a ambos
eventos gracias a la velocidad limite que es la de la luz. Para poder tener efecto alguno sobre el
“ahora” de B, el “ahora” del evento A deberia ser capaz de poder transmitir informacién al “ahora”
del evento B a una velocidad mayor que la velocidad de la luz, lo cual es imposible. Sin embargo,
ambos conos de luz tienen dos zonas en comun, las zonas en las cuales se traslapan los dos conos
de luz. La zona comin en la cual se traslapan los pasados de ambos, de color verde, es la zona en la
cual ambos eventos pueden intercambiar informacion que sea capaz de cambiar el “ahora” de cada
uno de ellos, es la zona denominada pasado comin. Y la zona comtn en la cual se traslapan los
futuros de ambos, de color verde también, es la zona en la cual ambos eventos podran intercambiar
informacién en su futuro (a menos de que ocurra un cambio en la linea del mundo de uno de
ellos o de ambos), es la zona denominada futuro comun. De cualquier manera, y hablando del
Universo como un todo, si podemos hablar de un “ahora” universal que sin embargo no es un
“ahora” absoluto, porque en la infinitud de las regiones locales de las que estd hecho el Universo

habra variaciones en la marcha del tiempo como las que predice la Teoria de la Relatividad.[2]

En general, el interior de un cono, si este se considera completo en el tiempo, hacia el pasado y el
futuro, queda subdividido en las regiones hacia el futuro y hacia el pasado. Los eventos en ambas
regiones estan separados por un intervalo tipo tiempo del evento que define el vértice del cono.
Todos los eventos que estidn sobre la superficie del cono tienen una separacion con el vértice que
es nula o tipo luz; entre cualquier par de eventos cuyo ds = 0. Naturalmente, hay eventos sobre
el cono del futuro (si el rayo de luz va del vértice del evento), como del pasado (si el rayo de luz
va del vértice del evento). Sobre su superficie y en su interior podemos hablar de las regiones del

pasado y del futuro respecto al evento ubicado en el vértice del cono. Esta division entre pasado y
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futuro, fundamentada en relaciones causales es independiente de cualquier observador (cuya linea
de universo pase por el vértice). Entre los eventos exteriores al cono de luz y el del vértice no
es posible enviar ni rayos de luz ni observadores por lo tanto el intervalo es siempre positivo y su
separacion es de tipo espacio. No hay ninguna conexion fisica posible entre un evento externo y este
evento del vértice, por que necesitariamos algo que viajase mas rapido que la luz. entonces no hay
ninguna relacion de causa y efecto entre ellos. El volumen externo al cono no puede ser dividido en
pasado y futuro. M4s aun, no tiene sentido hablar de pasado o futuro a los eventos externos, ya que
su relacion temporal con el vértice dependera del observador cuya linea del universo pase por el.
Para algunos observadores el evento externo ocurrird antes que el evento en el vértice, para otros
sera posterior, mientras que para un tercer grupo, ellos serdn eventos simultaneos. Por lo tanto, el
espacio-tiempo queda dividido en torno a cada evento, a cada punto del espacio-tiempo, en tres
partes por su cono de luz. La nueva estructura geométrica, a diferencia de la antigua basada en
planos de tiempo constante, se caracteriza por una serie de conos, uno al rededor de cada punto,
estos que representan limitaciones establecidas por la luz, generando una geometria mas completa

para el espacio-tiempo pero mas compleja que la galileana.[6]

1.4. Geometria de Minkowsky

El espacio-tiempo de Minkowski admite un tratamiento pseudo-euclideo y es por ello que:

x = (ct,x,y,z) — x = (ict,x,y,2)

consecuentemente, lo que se pretende desarrollar en la TER por medio de la geometria hiperbélica®

€S

= Tomar explicitamente las entidades geométricas y definir por medio de ellas las entidades de

la naturaleza.
= [ os sistemas de referencia son tratados como clases particulares de sistemas coordenados.

= Los rayos luminosos y las trayectorias de las particulas, como clases de curvas especiales

(lineas de mundo) en el espacio-tiempo.

Desde el punto de vista algebraico el tratamiento de un 4-espacio este es muy similar al tratamiento

de un 3-espacio. Lo tnico que se necesita es una coordenada mas, para nuestro caso, la coordenada

“Para aclarar el por que del uso de la geometria hiperbélica, dirigirse al anexo 1.
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ct, ademds de las coordenadas estdndar x,y,z. La distancia S en un 4-espacio entre los puntos

ct,x,y,zy ct’,x',y',z’ viene dada por una relacién pitagérica:

SP=clt—t)P—(x-xP-(-Y)P-(-7)

Si consideramos que ¢,x,y,z y t',x',y,z’ estdn solo infinitesimalmente desplazados uno del otro,

por lo tanto

dS? = cdt? — dx* — dy* — d7

Para Minkowski el tiempo es un imaginario, en esencia, por que es una manera de ver la dimension
temporal igual que si fuera la espacial, una interpretacion de ello, es el moverse en el tiempo ima-
ginario hacia atras y hacia delante simplemente tal como nos movemos en el espacio de izquierda
hacia derecha. Este tiempo seria perpendicular al tiempo “normal” que acompana a la primera
coordenada expresada en la métrica en donde recae todo el caracter fisico en cuanto el principio
causal y es negativo debido a la geometria no euclidiana (semirimeniana). La longitud de la curva
en este 4-espacio viene dada por la misma férmula que en un 3-espacio. Ahora con respecto a la
geometria del espacio-tiempo de Minkowski serd muy proxima a la anterior, con la diferencia de

la signatura eligiendo una pseudométrica con signatura (++ +—)[17].

di> = i*c?di® + dx* + dy> + dz* donde i = v/ —1

este modo de signatura resulta conveniente si se considera geometria de tipo espacial, ya que dI? es

positiva para desplazamientos de género espacial’. Pero la cantidad dS? con signatura (4+ — ——)

dS? = dt* — dx* — dy* — d7*

proporciona un significado fisico mas profundo, ya que es positiva a lo largo de curvas de tiempo-
como, que son las lineas de universo admisibles para particulas masivas, mostrandonos de que S es
directamente interpretable como el tiempo fisico real medido con un reloj ideal que tiene a dicha

curva como linea del universo. El tensor pseudométrico g8, con forma de indices g, serfa

dS? = gupdx®dx’

"Desplazamientos que no estan ni dentro, ni sobre el cono de luz futuros o pasados.
8



1.4. GEOMETRIA DE MINKOWSKY 15

Figura 1.4.1: En el espacio de Minkowski el d/ proporciona una medida de espacio (distancia)
para los desplazamientos espaciales. Para desplazamientos de tipo temporal (dentro del cono), ds
proporciona una medida temporal (intervalo). Para un desplazamiento nulo (a lo largo del cono)
tanto d! y ds son iguales a cero.

El tensor de curvatura de Riemann del espacio-tiempo de Minkowsky es idénticamente nulo, razén
por la cual se dice que el espacio-tiempo es plano. Asi el resto de tensores y escalares de curvatura
resultan nulos, siendo también nulo el tensor de Einstein que es igual al contenido material. Por tan-
to, el espacio-tiempo de Minkowski representa un universo vacio. Fisicamente el espacio-tiempo
de Minkowski puede emplearse como una aproximacién local del espacio-tiempo en regiones ra-
zonablemente pequefias y en presencia de materia, siempre que esta no llegue a gravitar por si

misma. Este hecho queda recogido en el Principio de equivalencia.[17]

Los conos de luz de Minkowski son destacados en la TER debido a que son la base de represen-
taciones que podemos tener para el entendimiento de la fenomenologia 0 mas concretamente a las
lineas de mundo de la materia. La importancia radica en la f4cil evidencia que genera el cono de luz
que acerca al principio causal, que es el que relaciona causa y efecto de un evento. La descripcion
de un evento o la evolucién de un objeto en el espacio tiempo se conoce como geodésica, entendido
como la distancia o ruta mas corta entre dos puntos de una variedad®. A partir de geodésicas y de
su posicion en los conos de luz, podemos entender el principio causal de la TER como se menciona

en las siguientes subsecciones.[17]

En Geometria y Topologfa, una variedad diferenciable es un tipo especial de variedad topolégica, a la que pode-
mos extender las nociones de cdlculo diferencial que normalmente usamos en R” . En una variedad diferenciable M
podremos definir lo que es una funcién diferenciable f :— M — R, y campos de tensores diferenciables (incluidos
campos de vectores). El estudio del célculo en variedades diferenciables se conoce como geometria diferencial.
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Eventos temporales

(timelike!'?): es el conjunto de todas las geodesiacas o lineas de mundo que se encuentran dentro del
cono de minkowski. tiene una caracteristica especial y es que dichos eventos poseen velocidades

menores a las de la luz. por lo tanto, matemdticamente si el vector tangente es (%, 0,0,0)

dx;dx; dxo
J 2
Pt >0 1.4.1
Ydt dt ( dt ) (141)
un ejemplo claro de este tipo de evento es el que vivimos diariamente, el caminar, el leer, el estar
sentado; el simple hecho de encontrarme en mi ordenador digitando esta monografia, o que le
lector se encuentre leyendo la misma en un avién rumbo a un pais lejano implica un evento como

de tiempo. [3]

Eventos espaciales

(Spacelike)!!: es el conjunto de todas las geodésica o lineas de mundo que se encuentran fuera
del cono de Minkowsky. Tienen una caracteristica especial y es que dichos eventos poseen velo-
cidades mayores a las de la luz (son super luminicos y no poseen conexién causal). Por lo tanto,
Lot . dx; dxp dx3
matemdticamente si el vector tangente es (0, 7', 72, ) 3]
dx,' d)Cj . d)C1 dx2 d)C3

dxidxj dxivp  dxpp  dX3.9
ij T (dt)+(dt) (dt) <0 (1.4.2)

estos tipos de eventos solo son logicos desde la perspectiva geométrica y algebraica que brinda la
métrica Minkowskiana, pero desde los conceptos que aborda la TER nada podria viajar por encima

de c; clasificandose a dichos eventos como acausales.

Eventos luminicos

(Lightlike)'?: es el conjunto de todas las geodésicas o lineas de mundo que se encuentran en la
superficie o vértice del cono de Minkowsky. Los eventos poseen velocidades iguales a las de la

luz. Por lo tanto, matematicamente las geodésicas nulas tendrdn que verificar:

dxy
dt

dxy
dt

de

dxo dx;
dt

- =0 (1.4.3)

(S = | ()P + (572 +(

10Traduce como de tiempo
"Traduce como de espacio
2Traduce como de luz
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Este tipo de eventos solo pertenecen para los rayos de luz o en otras plabras muestra la linea de

mundo de un fotdn, siendo los “Gnicos” que pueden llegar a alcanzar la velocidad c.|[3]

En resumidas cuentas, lo aportado por Minkowski es un modelo para el espacio-
tiempo, un modelo 4-dimensional que posee tres dimensiones espaciales ordinarias y
una dimensién temporal adicional en donde los eventos que son registrados por un
observador (inercial) S al cual se le asignan coordenadas (¢, x,y,z) van limitados por el

segundo postulado de la luz de la TER. [3]

Tiempo propio

En la TER hablar de un tiempo propio es explicar o definir dos eventos que ocurren en una misma
posicién pero en dos tiempos diferentes, todo esto para un marco de referencia local. Para ser mas
explicito abordaré un ejemplo claro; un estudiante se encuentra elaborando una monografia frente
a su ordenador y en un instante 7 la energia eléctrica deja de funcionar y un tiempo #5 posterior
esta vuelve a funcionar, el intervalo de tiempo medido por el estudiante serd su tiempo propio, ya
que el ordenador no cambid de posicion pero se hablan de tiempos de magnitud diferente; por lo
tanto el hablar de un tiempo propio implica de hablar de un cambio temporal pero no de posicion.
Si otro observador posicionado en otro planeta quisiese definir los dos eventos anteriores afirmaria
que los dos eventos(ir y regresar de la energia eléctrica) ocurrieron en posiciones diferentes y que

para poder describir dichos eventos necesita de dos relojes, a esto se le denomina tiempo impropio.

El concepto de tiempo propio es necesario en las teorias de la relatividad de Einstein (TGR vy
TER) para describir efectos tales como la dilatacion del tiempo. La dilatacion del tiempo ha sido
observada y medida en diversos experimentos, y revela que el tiempo que mide un observador en
movimiento uniforme respecto a otro mide un intervalo de tiempo mds pequefio que el que esta
en reposo (aunque la perspectiva del observador en movimiento es que es el otro quien mide un

intervalo mds pequefio, cosa que conduce a la paradoja de los gemelos)|[6].
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Capitulo 2
Describiendo el universo de Godel

La idea que emergi6 hasta la época moderna y de una dificil asimilacién en la historia de la hu-
manidad es la de que nuestro planeta Tierra no ocupa ningun lugar privilegiado en el universo. Es
decir, un observador ubicado en cualquier otro lugar del universo observa esencialmente la misma
distribucién de materia que un observador que se encuentre en el planeta tierra. Lo anterior con-
lleva una dificil verificacion, esto ligado a la imposibilidad de obtener algtn tipo de informacién
en cualquier otro punto del espacio. La anterior idea va en contra de la intuicién pues si lo que
en general observamos es que los diferentes planetas y estrellas giran alrededor nuestro, por lo
tanto aseveramos de que nos encontramos en el centro, pero el principio cosmolégico afirma que
el espacio es homogéneo e isotropico concluyendo de que este no posee lugares especiales siendo
un ejemplo, un centro. Estas son unas de las fuertes ideas que construyen el Modelo Cosmolégico
Estandar!; en este capitulo tomaremos unas de estas ideas para ir comprendiendo mas a fondo las
propiedades del Modelo en Rotaciéon de Godel (MRG), que a pesar de ser homogeneo no posee

isotropia.

2.1. Propiedades del Modelo en Rotacion de Godel.

El estudio de la estructura del cosmos genera hip6tesis estrechamente ligadas a dos aspectos siendo
la consideracion de que el universo es un sistema homogéneo e isotropo a gran escala; las obser-
vaciones nos muestran que la edad del universo es aproximadamente de 13.700 millones de afios
y que su extension es no menor a 93.000 millones de afos luz. El inicio de nuestro universo se

denomina Big Bang y este evento es el instante en que toda la materia y la energia del universo se

'El Modelo Estandar de la cosmologia tiene como nucleo el big-bang y sus bases teéricas son la TGR, el principio
cosmoldgico y de que se modela como un fluido; este modelo se corrobora con unas bases experimental tales como la
ley de Hubble o la radiacién césmica de fondo.

19
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encontraba concentrada en un punto de densidad infinita, siguiendose de una expansién llevandolo
a su condicién actual. Después del Big Bang, el universo comenzé a expandirse para llegar a lo
que conocemos, y contintia haciéndolo. En el MRG su autor deseaba plantear una solucién mds a
la ECE, la cual posee una alto grado de simetria. Pero la afirmacion anterior se concluird a partir
de la propiedades que describe el autor en el articulo dedicado a dicha solucién. Las propiedades

que definen el MRG o el espacio cuatridimensional S, se describirdn a continuacion.

Homogeneidad en el MRG

La homogeneidad del espacio-tiempo indica que todos los puntos del espacio, donde quiera que
se encuentren, son equivalentes para la formulacién de las leyes de la Fisica, por esto se afirma de
que no existen puntos privilegiados donde las leyes formuladas puedan variar o tener un funciona-
miento distinto.

2

S es homogénea, si para cualquier par de puntos P,Q, existe una transformacion de

ese espacio cuatridimensional S en si mismo que lleve P Q. [7]

La afirmacién anterior nos conduce a que este modelo es una solucion estacionaria ademds de
homogénea. Cuando hablamos de un modelo estacionario se hace alusion a un universo eterno e
inmutable, en el cual se asume que la densidad de la materia ha permanecido constante a lo largo
del tiempo presentando el mismo aspecto medio en cualquier época, esto elimina la posibilidad de
algun colapso porque toda la materia se atrae mutuamente, ademds de que no existira ningin lugar

especial para tal colapso.>

Godel propone en su solucién de que de esta propiedad de homogeneidad se deriva directamente
el hecho verificable de que el espacio S admite cuatro tipos de transformaciones paramétricas en
si misma ya que se genera una combinacion de translacion, reflexion, rotacién y transformacién
afin (escalado) ademds de proyectiva. Por lo tanto, las lineas de mundo de la materia llegan en si
mismas haciendolas siempre equidistantes. La transformaciones paramétricas correspondientes al

universo de Godel son:

X0 =xy+b, xo =x} parai#0 (2.1.1)

“Entendemos que las leyes fisicas que formulamos en el contexto de nuestro sistema solar tienen la estructura
misma que si hubieran sido formuladas en el &mbito de un planeta correspondiente a una lejana estrella de la galaxia
de Andrémeda, por ejemplo.

3Para el caso de la historia antes de 1928 y de como se crefa el universo luego que la recesién de las galaxias fuera
descubierta por E.K. Hubble, este tipo de modelo tuvo bastantes seguidores.
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Xo =x,+b, x| =X, parai#2 (2.1.2)
x3=x3+b, x3=x} parai+#3 (2.1.3)
X1 =x]+b, xo=xhe P +b, x3=x5, x0 =¥ 2.1.4
1 =Xx]+Db, xa =x3e " +b, x3=1x3, X0 =X 2.1.4)

Siendo b un numero real arbitrario.

Métrica y Simetria Rotacional

Las matrices g y su inversa en la solucién de Godel:

1 0 el 0 —1 0 -2 0
B B A e
8ik o 0 €x1/2 0 ) 8

0 O 0 -1 0 0 0 —1

Entonces la simetria rotacional, se prueba introduciendo las coordenadas cilindricas r, @, z,¢, donde
Z permanecerd como un factor constante o en otras palabras sera el eje de rotacion. Entonces los x;

seran:

x1 = In[cosh(2r) + cos(@)sinh(2r)] (2.1.5)
Xy = In |/ 2sin(@)sinh(2r) | — x; (2.1.6)
X3=22 (2.1.7)

x0 = V20(ctg(e ) — 1)+ 2t (2.1.8)

lo que nos conduce a la métrica de Godel en coordenadas cilindricas:

ds? = 4a*(di* — dr* — dy? + (sinh*(r) — sinh?(r) )d@® + 2/ 2sinh? (r)d @dt (2.1.9)
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o en coordenadas cartesianas

ds* = a*(dx} — dx] + (e* /2)dx3 — dx3 + 2" dxodx;) (2.1.10)

donde a es una constante asociada a la vorticidad del flujo de materia; vemos que todas estas
coordenadas estan relacionadas a dichas constante y que por esto todo el universo va rotando en
relacion a dicha vorticidad. Esta métrica ademas de mostrarnos la rotacién de dicho universo,
expone como la coordenada tiempo xp se encuentra estrechamente relacionada con la coordena
angular x, y que lleva consecuencia importante y esta es la existencia de lineas de tiempo como
abiertas y cerradas, ademds se ve de que la coordenada angular y radial se expresan de tal manera

que la periocidad de cada punto del universo depende de dichas componentes[7].

La métrica en coordenadas cilindricas nos exhibe la simetria rotacional ya que el tensor metrico
gix no depende de la coordenada ¢. Por lo tanto S posee simetria rotacional; en otras palabras, la
hipersuperficie S tiene simetria de rotaciéon de orden n o la imagen coincide con la figura original
de este modelo, coincidiendo n veces durante un giro completo, y asf se dirfa que para cada punto

P de S existe un grupo de transformaciones paramétricas de S que lleve en si misma P. *

Figura 2.1.1: Una proyeccion tridimensional de la transformacion de coordenadas inducidas en el
espacio-tiempo podria representarse de esta forma.

4Esto conlleva de que el modelo ademds de tener una simetria rotacional, debe de ser un universo completamente
rigido y a que su tamafio no cambie ni tampoco su forma.
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Linea de mundo

La totalidad de los vectores temporales se puede dividir en vectores positivos y
negativos, de tal forma que si y es un vector positivo y —\ uno negativo, entonces

el limite de esos vectores serd de nuevo un vector positivo o negativo.|7]

Lo anterior brinda una gran consistencia a la posibilidad de una direccién positiva del tiempo en la
solucién planteada por el autor y por lo tanto definird la linea de mundo de cualquier particula en el
universo. En el MRG la direccidn que tome la linea de mundo de una particula serd dependiente de
la distancia a la que se encuentre del observador inercial o centro del universo, ya que entre mayor
sea la magnitud de la distancia entre los marcos de referencia , menor serd el dangulo de inclinacién

entre su linea de mundo y la superficie espacial. La siguiente figura muestra dicha situacion.

Figura 2.1.2: Lineas de mundo de observadores estacionarios en diferentes posiciones del MRG las
cuales son sefialadas con circunfenrencias cuyo centro es el origen de coordenadas en un espacio
con el eje z fijo. Las lineas azul, naranja, fucsia, verde y roja representan las lineas de mundo
para los dichos observadores. Esta representacién se hace en un diagarama espacio-tiempo de
coordenadas (7,x,y) en donde el eje ¢ es de color azul, el eje y es verde y el eje x es rojo.

La anterior figura muestra los aumentos de las diferentes lineas de mundo para los observadores
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estacionarios (LM1,LM2,LM3,L.M4) situados espacialmente a diferentes distancias® al marco de
referencia privilegiado u origen de coordenadas el cual su linea de mundo podria ser denomina-
da LMO, y como estas se van inclinando con respecto al observador privilegiado a medida que la
distancia existente entre los mismos aumentan, ademds de un comportamiento de espiral generado
por el constante movimiento de rotacion de la materia. Se puede deducir que la objetividad del
tiempo no es una necesidad conceptual, sino una mera consecuencia contingente de la distribucién
de materia en el universo, por lo tanto, en el universo de Godel los "ahoras" personales son incom-
patibles con algtn acuerdo de ahora comiin; estas implicaciones serdn abordadas en la seccién 3.5
de esta monografia. Por lo tanto no es posible asignar una coordenada de tiempo ¢ a cada punto del
espacio de tal manera que ¢ siempre aumente ya que para distancias que sobrepasen o sean iguales
en magnitud a la existente entre el observador privilegiado (LMO) y el observador 4 (LM4) no ten-
dran un aumento positivo de tiempo desde el punto de vista del observador privilegiado, entonces,
en consecuencia, si uno se mueve en una direccion positiva de tiempo no quiere decir que en otro
observador aumente de forma positiva y en igual magnitud dicha coordenada. Lo anterior crea una

consecuencia relevante en el MRG, la cual es la existencia de lineas de tiempo cerradas[14].

SEstas distancias son sefialadas por una circunferencia ya que esta demarca una velocidad angular de igual magni-
tud para cualquier particula que se encuentre sobre cualquier punto de la misma, en otras palabras, todas las particulas
que esten situdas sobre dicha circunferencia tendran la misma velocidad angula con respecto al observador privilegia-
do y en consecuencia aumentard su velocidad angular con relacidn a la magnitud de la distancia que hay entre esta y
el observador privilegiado.
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Linea de murdo Abierta —-_

e Linea de mundo Cerrada

Radio deal Universo

Figura 2.1.3: Linea de mundo abierta y cerrada siendo la amarilla y negra respectivamente; el punto
P,P',Q,Q donde los puntos Py P’ son las posiciones iniciales y Q con Q' son las posiciones finales
segun un observador privilegiado.

La figura ilustra el comportamiento de las lineas de mundo de un observador estético espacialmente
y un observador que se desplaza hacia los limites del universo, esta propiedad Godel la describe de

la siguiente manera:

Cada linea de mundo de la materia que existen en la solucion, es una linea
abierta de longitud infinita, que nunca se acerca a cualquiera de sus anteriores
puntos de nuevo, pero también existen lineas de tiempo cerradas. En particular, si
P, Q son dos puntos cualesquiera de una linea de mundo de una particula, y P
precede a Q en esta linea, existe una linea de tiempo, como conexion Py Q en la
que Q precede a P, es decir, que tedoricamente es posible en estos mundos el viajar

hacia el pasado.|7]

Lo anterior implica que el futuro de una particula cualquiera en alguna parte del universo, no
necesariamente sera el futuro para otra particula en otra parte del universo, un ejemplo claro seria
el que un observador situado en la Tierra siente que su tiempo transcurre con total normalidad, pero
desde el marco de referencia de un otro individuo que se encuentre en otra galaxia a una velocidad
cercana a la de la luz su futuro representard el pasado para el observador en la tierra, en otras
palabras el futuro de un observador no es necesariamente el futuro para un observador distante en

movimiento.
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Radio del MRG, velocidad de rotacién y otras consideraciones.

Godel en su articulo propone que la velocidad lineal de rotacion v es proporcional a la densidad de
materia p ademas de que la direccion de dicha velocidad es en la que aumenta la componente @;
la magnitud de esta velocidad es menor que la velocidad de la luz ¢ y que aumenta a medida que

aumenta la coordenada r.

La ECE es:

1
Rix — EgikR = 8mkpujuy + Agix (2.1.11)

en que el lado izquierdo describe la geometria del espacio-tiempo y el lado derecho representa la

distribucién de masa y energia.

La constante de curvatura:

R=1/a*> = —8mkp (2.1.12)
La velocidad de rotacién del MGR es:
V= —— (2.1.13)
la constante cosmoldgica para el MGR

1 4nGp V*

_ _ _ 2
—/l——ik— = C—z—l/2a (2.1.14)

y la metrica que satisace a la ECE en coordenadas cilindricas
4a*(dt* — dr* — dy? + (sinh® (r) — sinh®(r))d @* + 2\ 2sinh® (r)d@dt (2.1.15)

De las anteriores secciones y ecuaciones podemos afirmar varias cosas que serdn relevantes para
poder explicar la causalidad en el MRG, dichas airmaciones se encuentran enumeradas a continua-

cion:

1. a es una constante que depende directamente de la velocidad del flujo de materia en el MRG,
siendo dicha constante la vorticidad® del flujo de materia, de hai su relacién con la constante

cosmoldgica y la presiéon del MRG.

%La vorticidad es el campo vectorial definido por el rotacional del campo de movimiento @ = V x v Mecanica de
Fluidos Escrito por Merle C. Potter,David C. Wiggert, tercera edicion, Pag 85
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2. En la solucién de Godel aparece una constante cosmoldgica que es negativa y por lo tanto
habla de una presion positiva. Debido a que este universo se encuentra en constante rotacién
se concluird de que que tiende a la expansion gracias a la aceleracion tangencial, para evitar

esta consecuencia Godel introduce esta constante cosmolégica y asi evitar dicha expansién.’

3. Tanto Godel como Einstein propusieron un modelo en el cual no existe expansion, y que
para evitar dicha expansién introduce la constante cosmoldgica; sabemos que debido a que
este modelo se encuentra en constante rotacion, la aceleracion tangencial producida provo-
carfa una expansion, ademas podemos ver en la ecuacion 2.1.13 de que A es inversamente

proporcional a la vorticidad al cuadrado del flujo de materia.

4. La velocidad angular w de la materia va en direccion al eje fijo o mejor dicho, en la direccién

del eje z.

5. La constante de curvatura R =1/ a* esta relacionada con la velocidad de la materia, la posi-

cion de la particula y con la densidad en el modelo cosmolégico (ecuacién 2.1.12).

6. El MRG es homogéneo debido a las propiedad que se propuso en la primera seccién de este
capitulo, infinito o en otras palabras no tuvo un inicio, esta provisto de curvatura constante
ya que es inversamente proporcional a la constante de la vorticidad de la materia y es estacio-
nario por que no presenta ninguna expansion gracias a la constante cosmoldgica introducida;
en particular, no da cuenta del desplazamiento hacia el rojo del espectro de luz que nos llega

de los objetos mas lejanos.

7. El universo de Godel no es el universo real donde estd situada nuestra galaxia, es un universo
posible compatible con las leyes de la naturaleza establecidas por Einstein en su ecuacion de

campo.

8. El tensor materia-energia de este modelo pu;uy nos indica de que esta es pulvoroza, siendo

una consecuencia de esto el que los observadores se muevan con la materia.

9. Para Einstein en sus ultimos afios de vida condujo la idea gracias a la motivacién de Godel de
que una proposicion es correcta cuando, dentro de un sistema légico, dicha proposicion esta
deducida de acuerdo con las reglas l6gicas aceptadas. Por lo tanto, un sistema tiene contenido
de verdad segin con que grado de certeza y completitud quepa coordinarlo con la totalidad
de la experiencia; Si observamos cualquier cuestion de hecho, por ejemplo el choque de dos
bolas de billar, observamos el movimiento de la primera bola y su impacto (causa) sobre

la segunda, que se pone en movimiento (efecto); en ambos casos, tanto a la causa como al

7El signo en esta solucién es opuesto al del modelo estitico de Einstein.
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efecto les corresponde una impresion, siendo verdaderas dichas ideas. Estamos convencidos
de que si la primera bola impacta con la segunda, ésta se desplazara al suponer una "conexién
necesaria" entre la causa y el efecto: ;Pero hay alguna impresion que le corresponda a esta
idea de "conexidn necesaria"?. Lo tinico que observamos es la sucesion entre el movimiento
de la primera bola y el movimiento de la segunda; de lo Gnico que tenemos impresion es
de la idea de sucesion, pero por ninguna parte aparece una impresion que corresponda a la
idea de "conexidn necesaria", por lo que hemos de concluir que la idea de que existe una

"conexion necesaria" entre la causa y el efecto es una idea falsa [16]. Asi

Una proposicion es correcta cuando obtiene su “verdad” del contenido de verdad

del sistema que pertenece. [16]



Capitulo 3
Analisis causal en el Universo de Godel

En los capitulos anteriores se abordaron algunos de los aspectos mas relevantes de la fisica re-
lativista ademds de la caracteristicas principales del MGR para asi lograr una comprensién mas
profunda acerca de como es el comportamiento causal del modelo cosmoldgico planteado por G-
del. Todas las imdgenes que se presentan en este son una elaboracién del autor de la monografia
y son modelos mentales basados en una modelacion planteada por Stephen Hawking en su libro
“The Large Scale Structure of Space-Time” donde se muestra como es posible el viaje en el tiempo
en el MGR. Dichas imagenes guiardn al lector a una mejor visualizacién de este comportamiento

causal y de como es este a nivel local y global.

ROTACION DEL UNIVERSO

Figura 3.0.1: Diagrama general de un universo en rotacién en donde los conos se inclinan con
repecto al movimiento de rotacion de la materia.

29
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3.1. Rotacion en el universo de Godel.

En el capitulo dos se brind6 una explicacion o soporte a la existencia de lineas abiertas de tiempo y
de lineas cerradas de tiempo! en el MGR, las siguientes series de imagenes representan el como es
dicha rotacién y como estas conllevan a la existencia de las mismas obteniendo como consecuen-
cia el poder "viajar en el tiempo". Dicho comportamiento se verd fuertemente fundamentado en el
comportamiento de los conos de luz y su estrecha relacién con la causalidad, y de como la causa-
lidad puede existir a nivel local pero se puede violar a nivel global. La figura 3.1.1 nos mostrard
como es la inclinacién de los conos de luz en los diferentes puntos del espacio. Para construir este
universo en rotacién vamos a llenar su espacio de diferentes observadores representados con un
cono de luz, dichos observadores se encontraran distribuidos uniformemente por todo el espacio y
ademds de que estos poseen la misma masa, posterior a ubicar a dichos observadores vamos hacer
girar este espacio en torno al eje z, asegurando la supresién de dicha coordenada. De esta manera
el hiper-espacio queda limitado a un espacio tridimencional de coordenadas (z,x,y); esto nos lleva
a pensar que los conos de luz se encontrardn sobre el plano x,y y que dicho plano girard en torno al
origen de coordenadas y ademds supondremos de que esta rotacion es rigida, obligando a que los

conos de luz no se separen entre si.[14]

Figura 3.1.1: Inclinacién de los conos de luz; vemos que el dngulo entre el vértice del cono y la
hipersuperficie disminuye con relacion al aumento de la distancia con el observador privilegiado.

'En la variedad Lorentziana de la geometria diferencial, se llama linea cerrada de tiempo o curva temporal cerrada
(closed timelike curve, o abreviadamente CTC, en inglés) a la linea de universo de una particula material que esta
cerrada en el espacio-tiempo, es decir, que es susceptible de regresar al mismo estado del que partié en el tiempo.
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En la figura 3.1.1 los ejes rojo, verde y naranja son los de x,y y f respectivamente, la linea amarilla
nos muestra el radio r de dicho universo. Evidenciamos de que a medida de que aumenta la distan-
cia de una galaxia del centro del universo, el cono de luz de la galaxia se inclina mds, haciendo que
el dngulo formado entre la visectriz del cono y el plano x,y sea menor en proporcion al aumento

de dicha distancia.

Figura 3.1.2: Radio critico; este radio critico en la figura es el segmento de circunferencia trazada
con mayor grosor. Se asigna como radio critico al valor en el que el vértice del cono forma un
angulo de cero grados con la hipersuperficie del MRG.

Cuando el cono se ha inclinado tanto que el vértice del cono se intersecta con el plano x,y, se
habla de que se ha llegado al radio critico del universo (Figura 3.1.2), para este punto del espacio,
la linea de mundo de un photén sera la circuenferencia denotada por mayor grosor en la figura
3.1.1. Una consecuencia que deberia ser obvia para el lector es que ese rayo de luz permanecerd
infinitamente en esa coordenada de tiempo, o en otras palabras, nunca avanzard o regrasara en el
tiempo; se concluye de que este radio critico seria la barrera de la causalidad a nivel global en el
MRG]14].

3.2. Velocidad angular

La velocidad de rotacion se denota acad como ; la rotacion en el MRG tiene lugar en un marco
de referencia inercial. La velocidad angular @ se elige de manera que la fuerza centrifuga resul-
tante equilibra exactamente la atraccion gravitatoria entre los diferentes observadores. La figura

3.2.1 muestra como tres diferentes observadores m’,m” ,m** realizan una rotacién rigida alrede-
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dor de observador mg. Debido a esta rotacion, notamos que entre mds distanciados de mg, mds se
inclinaran sus conos .

Figura 3.2.1: Rotacién rigida, donde los diferentes observadores m’,m” ,m” barren dngulos iguales
en tiempos iguales, por lo tanto, implica que poseen la misma velocidad angular.

En el universo de Godel el centro del universo lo denota el marco de referencia propio, es decir cada
observador asevera de que es el centro del universo, de aqui la homogeneidad de dicho modelo. La
figura 3.2.2 muestra las diferentes lineas de mundo para varios observadores siendo su distancia al
origen o centro del universo menor a la del radio critico, esta es una foma mas detallada de mostrar

las espirales o geodésicas formadas por estas mismas.

Punto P N
Crigen de cooordenadas, r=0

Figura 3.2.2: Universo de Godel en rotacién; se muestran las geodesicas que toman forman de
espiral siendo esta la trayectoria la menor distancia que toma un viajero de una galaxia apartada al
centro del univero u observador privilegiado.
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Figura 3.2.3: Universo de Godel, con énfasis en los observadores inerciales, donde los observadores
O; rotan alrededor de un observador O posicionado en el origen de coordenadas

Una consecuencia generada por dichas geodésicas es la que los diferentes observadores son equiva-
lentes entre si debido a que los sistemas de coordenadas locales de los mismos no giran, asegurando
una propiedad simétrica de estos. Por lo tanto cada O; (observador 1) puede medir el tiempo necesa-
rio para darle una vuelta a este universo, tal que los diferentes O; escojan un observador cualquiera
como Oy (observador en el origen de coordenadas u observador privilegiado), para luego hacer que
el eje y de estos O; apunte en la direccién de O en un instante de tiempo, posterior a esto mide
el tiempo en que el eje y de O;, vuelve a apuntar en la direccion de Og. Esta seria la mejor for-
ma en que los observadores O; puedan medir la velocidad angular @ del universo. Para garantizar
que esto se tiene que calibrar los vectores #; de los O; tal que en Op vean los elementos verticales
de todo los ¢; son iguales a los de #y . Godel queria que los observadores de su universo fuesen
equivalentes entre si. Hasta el momento son equivalentes desde el punto de vista que cada uno de
ellos piensa que el resto del universo gira alrededor de si mismo. En otras palabras es asi porque
los sistemas de coordenadas locales de los observadores distinguidos (origen de coordenadas) no

giran o mejor dicho no siguen la rotacion del universo. En este punto podemos asegurar que es una
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propiedad simétrica mas de los diferentes observadores y asi la forma de asegurar de que todos
los observadores O; obtienen la mismo valor para la velocidad angular es calibrando los vectores
t; de los O; tal que en O vea en los elementos verticales de todo los #; sean iguales a los de t = 0.
La eleccién de un tiempo local asegura que el marco de coordenadas locales mida una especie de
"tiempo universal"; a este también se lo podria denominar como marco de referencia global (figura
3.2.3,3.2.4)%[14].

— OBSERVADORES
MOWIENDOSE
COM LA MATERIA

-

Figura 3.2.4: Linea de mundo para los diferentes observadores Ogp y O;; la linea de mundo de
los diferentes O; aumenta en magnitud ya que el espacio-tiempo recorrido para estos es mayor
en proporcion a la distancia que los separa al observador Oy pero el tiempo local del universo a
transcurrido en igual magnitud para todos los observadores.

3.3. Inclinacion de los conos de luz.

En este modelo hay dos posibles inclinaciones en los conos de luz y por lo tanto dos posibles
opciones para descubrir el comportamiento de los mismos:

Afirmacion 1. Se pueden inclinar hacia delante los conos de luz (en la direccién @ positiva) de tal

manera que con el aumento de r (radio) también aumentaria la inclinacién de estos.

2Debido a que la imdgenes en el documento son en 2D no deja ver con gran detalle ciertas magnitudes en lo que
respecta a las lineas de mundo, por esto se recomienda utilizar el software para obtener mejor detalle de las mismas.



3.3. INCLINACION DE LOS CONOS DE LUZ. 35

Figura 3.3.1: Inclinacién de los conos de luz hacia delante.[14]

Afirmacion. 2. También se puede inclinar los conos de luz hacia atrés, frente a la direccion ¢ de
tal manera que la diferencia se va y no induce a otros efectos. Esta inclinacién es sélo una opcién
de inclinacién vista desde otro sistema de coordenadas, es decir, mediante la transformacion de

coordenadas @ — —@.

AN

Figura 3.3.2: Inclinacién de los conos de luz hacia atrds. [14]

También se afirma que los conos de luz tienen un rotacién propia por lo tanto se asevera de que los
vectores unitarios correspondientes a las cordenadas espaciales tendran que cambiar de direccién
con un aumento en el tiempo. En la figura 3.3.3 se muestra un observador “privilegiado” de color
naranja en donde la materia girard en torno a el, las componentes x,y son los ejes verde y rojo
repectivamente para un instante inicial; como habiamos dicho anteriormente los vectores unitarios
correspondientes a cada coordenada espacial cambian con relacion al tiempo por lo tanto la curva
identificada con el mismo color de la componente seréd la que me indica como es este cambio; las
lineas de color rojo y verde claros serdn las nuevas direcciones de los ejes coordenados después de

un tiempo.
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Figura 3.3.3: Reresentacion del continuo cambio de la direccion de los vectores unitarios para los
diferentes observadores a diferentes valores de la coordena r con respecto al observador privilegia-
do u origen de coordenadas.

3.4. Elviaje en el tiempo

En la TER y la TGR se permite explicitamente un tipo de dilatacion temporal que ordinariamente
se podria denominar “viaje en el tiempo” y por el cual un observador da cuenta de que el reloj de
otro (un reloj fisicamente idéntico al suyo) estd marcando el tiempo a un ritmo menor que el que
mide su reloj. Sin embargo, este efecto s6lo hace posible el “viaje en el tiempo’ hacia adelante en el
futuro, nunca hacia atrds; sin embargo, de aqui en adelante “viaje en el tiempo”, propiamente dicho,
se referird al recorrido con algiin grado de libertad o en otras palabras hacia el pasado o el futuro[3].
Cualquier teoria que permita el viaje en el tiempo requiere que algunas situaciones relacionadas
con la causalidad (o, en su caso, retrocausalidad) sean resueltas’. Esta seccién plasmara cémo seria
un viaje en el tiempo, ademds de mostrar cual es su relacién con una linea cerrada de tiempo.

3, Qué pasaria si alguien trata de viajar en el tiempo y mata a su propio abuelo?
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Figura 3.4.1: Inicio el viaje en el tiempo o fase 1 del viaje, donde el viajero se dirige al los limites
del MRG.

La figura 3.4.1 muestra la linea de mundo de un viajero (linea amarilla) el cual se dirige hacia los
limites del universo, esta linea representard la primera fase de un viaje en el tiempo ademds de una
seccion de las anteriormente nombradas lineas de tiempo cerradas. Vemos que a medida que el
viajero se aleja del origen de coordenadas u observador privilegiado, la velocidad de este aumenta;
también seria correcto afirmar que el tiempo corre de manera mas lenta a medida que el mismo
se acerca al limite del universo. La dltima afirmacién no implica que el tiempo propio del viajero
también corra mds lento o en otras palabras se dilate; para el viajero su tiempo avanza con total
normalidad, pero si voltearamos a mirar desde la posicion del viajero al observador “privilegiado”,
afirmariamos que el tiempo de este se esta dilatando. En conclusién de esta primera imagen acerca
de como es el viaje en el tiempo en el MRG tenemos:
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= Eleje ¢ es de color azul (vertical), el eje x es rojo y el eje y es de color verde.

» [a linea de color morado indica el radio maximo del universo de Godel.

= Las circunferencias describen que para todo punto de la misma, el cono debe poseer la misma
inclinacion ya que en dichos puntos la velocidad angular se mantiene, ademds de que si
aumenta el radio de la circunferencia también debe aumentar la velocidad angular de la

particula.

= Las circunferencias superpuestas muestran diferentes valores para ¢ ademds de indicar la

posicion espacial anterior y actual de la particula viajera.

= La linea amarilla indica la primera fase del viaje y es la linea de mundo de una particula
viajera la cual empieza a desplazarse desde el centro de las circuferencias de la base (centro

del universo) de la imagen.

= Para cuando la distancia existente entre la particula viajera y el observador privilegiado a
superado el radio critico el cono se ha inclinado lo suficiente como para que la superficie del
cono de luz perteneciente a la particula viajera atraviese la hipersuperficie del presente, esto

se evidencia en la circunferencia superior y en donde termina la linea amarilla.
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Figura 3.4.2: El viajero que se mantiene el limite del universo se desplazard en una direccién
“negativa” para el observador privilegiado, esta ase del viaje se denomina fase 2 del viaje y dicha
linea de mundo es representada por la linea verde en la figura.

La figura 3.4.2 nos muestra el inicio de un aumento de tiempo negativo desde el punto de vista del
observador privilegiado; dicho viaje se encuentra representado por una linea verde. Analizando la
figura 3.4.2 se asevera de que el viajero en esta etapa, ocupa dos lugares en la superficie espacial
en un mismo tiempo. Es decir; el viajero estard en nuestra galaxia y en una muy distante simulta-
neamente; ademds de lo anterior la figura ilustra el viaje temporal en direccién negativa siempre
es a un radio constante que es cercano en magnitud al radio del universo. La imagen de la segunda

fase (figura 3.4.2) del viaje puede describirse de la siguiente manera:
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m [a linea de color morado indica el radio maximo del universo de Godel.

= Las circunferencias describen que para todo punto de la misma, el cono debe poseer la misma
inclinacién ya que en dichos puntos la velocidad angular se mantiene, ademds de que si
aumenta el radio de la circunferencia también debe aumentar la velocidad angular de la

particula.

= Las circunferencias superpuestas muestran diferentes valores para ¢ ademds de indicar la

posicion espacial anterior y actual de la particula viajera.

= La linea amarilla indica la primera fase del viaje y es la linea de mundo de una particula
viajera la cual empieza a desplazarse desde el centro de las circuferencias de la base (centro

del universo) de la imagen.

= La linea verde indica la segunda fase del viaje y es la linea de mundo de la particula viajera
la cual se mantiene durante un tiempo arbitrario a una distancia r del observador privilegiado

siendo ese r mayor al radio critico del universo.

= También se sefiala en la figura que la particula se encuentra en dos posiciones espaciales para

un mismo tiempo ¢, es decir que existe en dos partes del universo al mismo tiempo.
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Figura 3.4.3: La fase tres del viaje en el tiempo inicia en el momento que el viajero decide regresar
al punto espacial donde origind su viaje y esta fase se encuentra descrita por la linea de mundo roja
en la figura.
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LINEA DE MLMNDOD
HACIA LN PASADO
GLOBAL

Figura 3.4.4: Totalidad de las fases del viaje de la particula que regresa en el tiempo y visualizacion
de la linea de mundo cerrada de esta particula.

En esta ultima figura podemos apreciar una representacion general de un viaje a través del tiempo
en el MGR; la linea de mundo de un viajero en el tiempo seria llamada como linea de tiempo

cerrada, siendo esta la union de las siguientes lineas:

Verde (fase 1): el viaje hacia el limite del universo

Amarilla (fase 2): el movimiento del viajero en una direccion negativa de tiempo y a una distancia

constante del observador privilegiado o centro del universo.

Roja (fase 3): la coordenada temporal del origen de dicha linea es simultdnea al momento que el
viajero sale de su galaxia, y la finalizacién de la susodicha es un tiempo anterior al inicio del

viaje pero con una misma coordenada espacial o en otras palabras la llegada a su galaxia.
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En general la figura 3.4.3 muestra:

= El punto P es el futuro del observador privilegiado.
= El punto Q seria el futuro del viajero en el tiempo.

= El observador O se encontard a lo largo de diferentes tiempos en la misma posicién espacial

y la particula viajera serd designada como el marco de referencia O'.
= La linea de color purpura indica el radio maximo del universo de Godel.

= Las circunferencias describen que para todo punto de la misma, el cono debe poseer la misma
inclinacién ya que en dichos puntos la velocidad angular se mantiene, ademas de que si
aumenta el radio de la circunferencia también debe aumentar la velocidad angular de la

particula.

= Las circunferencias superpuestas muestran diferentes valores para ¢ ademds de indicar la

posicion espacial anterior y actual de la particula viajera.

= La linea amarilla indica la primera fase del viaje y es la linea de mundo de una particula
viajera la cual empieza a desplazarse desde el centro de las circuferencias de la base (centro

del universo) de la imagen.

= La linea verde indica la segunda fase del viaje y es la linea de mundo de la particula viajera
la cual se mantiene durante un tiempo arbitrario a una distancia r del observador privilegiado

siendo ese r mayor al radio critico del universo.

= La linea roja indica el desplazamiento de la particula viajera de los limites del universo
a su posicion espacial de partida u origen de coordenadas espaciales, dicha linea empieza
cuando la particula viajera se encuentra en el origen de coordenadas y a su vez en el limite
del universo y culmina en un punto anterior al de cuando la particula viajera se encuentra

consigo misma en un tiempo anterior al de la partida.

= También se sefala en la figura que la particula se encuentra en dos posiciones espaciales para

un mismo tiempo ¢, es decir que existe en dos partes del universo al mismo tiempo.

Para resumir, el viajero llegara a su galaxia antes de que salga de la misma, ademds se encontrard
simultaneamente en dos partes del espacio y esto se dard en un tiempo global que va desde su
llegada al limite del universo hasta el instante que decida disminuir esa distancia tanto que la

misma llegue a ser menor a la del radio critico del MRG.
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3.5. Retrocausalidad

De acuerdo con la TER las particulas materiales al moverse a través del espacio-tiempo se mueven
un sentido positivo de tiempo (hacia el futuro) y hacia un punto u otro del espacio. Un aspecto
inaludible de dicha teoria es que el viajar a velocidades altas (préximas a c¢) ocasiona una dilatacioén
temporal, por la cual el tiempo de un individuo que viaja a esa velocidad aumenta con menor
proporcion. Desde la perspectiva del viajero en el MGR, el tiempo "externo" parece fluir mds
rapidamente, causando que el viajero llegue a un lugar més adelante en el futuro. Sin embargo, este
fenémeno en si mismo, no es lo que suele denominarse como viaje a través del tiempo. El concepto
de viaje en el tiempo ha sido abordado en ciertas ocasiones para examinar las consecuencias de
teorias fisicas como la TER, la TGR y la teoria cudntica; aunque no existe evidencia experimental
del viaje en el tiempo y existen razones tedrico-matemadticas importantes (para nuestro caso la
solucién planteada por Godel) para considerar que no es posible la existencia de cierto tipo de

viaje a través del tiempo.

El hablar de viaje en el tiempo implica la existencia de la retrocausalidad o en otras palabras es
referirnos a los fendmenos capaces de invertir la causalidad, existiendo la posibilidad de que el
efecto preceda a su causa, “puedo planear un viaje mafiana para verme ayer’, lo anterior lleva a
que se aborde un experimento mental debido a su abstraccién relacionada con lo paraddjico gene-
rando en cierta manera la imposibilidad de su existencia; este experimento mental es denominado
“paradoja del abuelo”, consiste en una persona que viaja al pasado y mata a su abuelo antes de que
este conozca a su abuela y puedan concebir a su padre. Por lo que el viajero nunca ha nacido y,
mucho menos, pudo haber viajado en el tiempo para eliminar a su antepasado. Esto implica que
tanto su padre, como €l, en realidad si pueden existir, por lo que podria viajar y matar a su abuelo,
y asi una y otra vez. Esta paradoja suele ser utilizada para negar la posibilidad de los viajes en
el tiempo, pero muchos creen que solo restringe lo que se puede hacer en un viaje al pasado. El
universo de Godel o MRG es una solucién a la ECE en la que existen lineas de mundo cerradas,
las cuales conllevan la existencia de una retrocausalidad, para hablar de una manera mas explicita
de la retrocausalidad en dicho modelo se abordard el viaje en el tiempo en el MRG y explicaremos
que consecuencias retrocausales se obtendran del mismo, la mejor opcidn para elaborar una expli-
cacion concreta es la de dividir en fases este viaje para asi poder relacionar los diferentes tipos de

eventos que pueden ser causales o retrocausales.
La primera fase serd descrita por el viaje hacia el limite del universo:

El viajero se aleja con cierta velocidad de un observador en el origen de coordenadas u observador
privilegiado el cual definird el cambio de la coordenada temporal del universo de manera global

(cono naranja en la figura 3.4.3), a medida que dicho observador aumenta su distancia con el
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observador privilegiado, este ultimo describe que aumenta su velocidad, y por lo tanto recorre
las mismas distancias en un menor tiempo. Este fendmeno se genera por la velocidad que posee
el flujo de materia en el MRG; en el caso del viajero afirmard que su velocidad se ha mantenido
constante durante todo el tiempo que lleva de viaje. Para el instante después de que el viajero supere
el radio critico del universo, el observador privilegiado notard que el viajero habrd desaparecido.
Aqui obtenemos una consecuencia muy importante y es ;que sucede con el principio conservacion
de la energia?; efectivamente, la energia inicial de este universo no serd en magnitud igual a la del

instante que desaparece el viajero.

E()>Ef

La segunda fase comprende la permanencia del viajero en una posiciéon cuya magnitud es mayor
que la del radio critico del MRG:

El viajero se mantendrd con su velocidad constante y la direccién de dicha velocidad siempre
ird en la direccion en la que aumenta la coordenada ¢, el observador privilegiado observa en un
instante de tiempo que existen dos viajeros en este universo, en el caso del observador privilegiado
no se podrd denominar ningin tipo de observaciéon como continuo de tiempo ya que no tiene
sentido l6gico debido que existe un desplazamiento temporal de direccién negativa del viajero; en
el caso del viajero se observard a si mismo en otra parte del universo, afirmando también que se
encuentra en dos partes del universo en un mismo instante de tiempo, a esta estapa la denominaré
como el futuro-pasado del viajero.*Para esta instancia el viajero posee una coordenada temporal de
magnitud positiva desde su punto de vista, pero viéndolo desde la globalidad o el tiempo universal
se hablaria de que su coordenada temporal posee una magnitud negativa. Ademads de la anterior
consideracion se puede afirmar que se cred energia en este universo, justamente cuando uno de los

viajeros aparece en este universo y por lo tanto:

Ef>E()

La tercera fase comprende el regreso del viajero a donde originé espacialmente su viaje, (desplaza-
miento del limite del universo al origen de coordenadas u observador privilegiado) a esta instancia
la denominaré como regreso a casa; aqui el viajero observard que se encuentra acercidndose a si
mismo y que cuando llegue a casa podrd interactuar consigo mismo, para el caso del observador
privilegiado el podra hablar de una disminucién de la velocidad desde el intante que la coordenada

r sea menor en magnitud que la del radio critico del viajero, previo a esta posicion radial no podra

“Denomino esto como futuro-pasado del viajero ya que es el futuro real de este viajero, pero a la vez se encuentra
en el pasado del universo.
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denominar una observacion para un tiempo como cotinuo positivo, siendo lo que observa en un
instante de tiempo dos viajeros, uno en casa y otro en otra posicion radial mayor en magnitud que

la del radio critico.
La cuarta fase comprende la llegada del viajero a casa hasta cuando su paralelo decide irse de viaje:

Durante esta fase se puede afirmar la existencia de tres viajeros, esto ya que los dos viajeros en el
origen de coordenadas observardn uno de sus paralelos en los limites del universo lo cual generaria
un cambio en el valor de la energia total del universo; todo esto previo al viaje. Para el viajero
paralelo cuando se encuentre moviendose en una direccién negativa de tiempo se observara en 4
posiciones del universo, y cuando llegue a casa de nuevo no existiran 4 si no 5 viajeros; por lo
tanto cada viaje en el tiempo porvocard que en la cuarta fase de cada viaje se aumentard el nimero

de viajeros en 2.

Las relaciones correspondientes para el numero de viajeros en cada fase viene dada por la relacion:

= Primera fase: n; siendo n el numero de viajeros en el origen de coordenadas.

= Segunda fase: n+ m; siendo m el numro de viajeros con coordenadas espaciales diferentes a

la de los viajero en el origen de coordenadas

= Tercera y cuarta fase: 2n+m

La existencia de universos paralelos seria una de las mejores maneras de evitar las paradojas; por
ejemplo, al regresar en el tiempo y matar a tu abuelo, lo hards en un universo paralelo en el que
nunca serds concebido. Sin embargo, seguirds existiendo en tu universo original, pero no existirds
en el universo que se origind al matar a tu abuelo. También es posible que el universo no tenga
una linea temporal absoluta que permanece inalterada una vez que los sucesos ocurren; desde un
punto de vista determinista, desde el comienzo del tiempo. En su lugar, cada particula tendria
su propia linea temporal y, por ello, los humanos también la tendrian. Esto puede considerarse
similar a la teoria de la relatividad, excepto que afecta a la historia de una particula en lugar de a
su velocidad. Las fuerzas fisicas afectan a las particulas fisicas. Si todas las particulas fisicas de
un ser humano viajaran atrds en el tiempo, esa persona podria matar a su propio abuelo (ninguna
fuerza fisica se lo impediria). Como resultado no obtendria ninguna causa fisica, porque no hay
fuerzas fisicas que puedan entender lo que ha pasado, y esta nueva linea temporal se desarrollaria
simplemente porque el universo no tiene ningin mecanismo para deshacerla. El yo futuro de esa
persona no necesita nacer para cumplir el destino de volver atrds en el tiempo, porque no hay
lineas temporales «absolutas» que deban cumplirse. Si esa persona fuese capaz de encontrar y
observar las versiones actuales de sus particulas futuras, éstas seguirdn también leyes fisicas y por

tanto no se convertirdn en su yo futuro (porque uno de sus padres no estard alli para crearlo). Esta
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teoria es similar a la teoria de los universos paralelos, excepto que ocurre en un solo universo.
Apartir de la mecénica cudntica se puede partir de que los diferentes estados cudnticos posibles
existen simultineamente y que al examinarlos y colapsar la funcién de onda se lograria escoger en
qué universo quedarse.’ En general, si uno viaja en el tiempo y evita el propio nacimiento no es
necesario de que desapareciese, si no que cabe la posibilidad de seguir existiendo, pero quizas con
alguna diferencia; tal vez uno mismo sea el inico que tiene consciencia de su existencia y todos

los demads jamds se habrian enterado que uno existio.

SEn otras palabras, el Gato de Schrodinger estd vivo en un universo y muerto en otro. Una manera de entender esto
podria ser la teorfa de Albert Einstein de que la energia se convierte en otra cosa, no desaparece.
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Conclusiones

El espacio-tiempo de Minkowsky pone en manifiesto la unificacion del espacio-tiempo, siendo
también un instrumento geométrico especialmente adaptado para la explicacion de los fendmenos
relativistas, para nuestro caso, la simultaneidad y la causalidad. Gracias a dicha herramienta que
tiene como representacion geométrica el cono de luz es posible el visualizar dichos fendmenos de
manera mas grafica proporcionando lo que puede ser una mejor comprension de estos fenémenos.
Teniendo como base dicha representacion que nos define el comportamiento causal para cada par-
ticula en el universo esta se puede utilizar también como herramienta para la comprension de este

fendmeno en modelos mas complejos, para nuestro caso, el MRG.

El cono de luz define la causalidad para una particula pero este se ve afectado por el constante
movimiento de rotacién que tiene toda la materia en el MRG, trayendo como consecuencia de
que para un marco de referencia privilegiado la inclinacion de los conos cambie con relacion a la
distancia que lo separe de una particula distante. El anterior efecto de inclinacién conlleva a que
solo exista una causalidad a nivel local pero no global ya que el cono de luz de un viajero se puede
inclinar tanto que lo que significa para el marco de referencia privilegiado un aumento de tiempo
en direccidn positiva no conlleva un aumento de tiempo en la misma direccidon para una particula

lejana.

La causalidad global esta estrechamente ligada y depende en su totalidad de que tan lejos esté un
observador de otro, es decir, de la distancia que los separe; Lo anterior trae como gran consecuencia
de que si la distancia entre el observador privilegiado y una particula viajera es menor en magnitud
al radio critico del universo solamente existirdn lineas de mundo de longitud infinitas que nunca se
vuelven a aproximar a ninguno de sus puntos precedentes (lineas de mundo abiertas), pero si dicha
distancia que las separa es igual o mayor en magnitud a la del radio critico del universo dara lugar
a la existencia de lineas de mundo cerradas consiviendo a que una particula se encuentre consigo

misma.

La solucion planteada por Godel a las ECE es una solucién mateméaticamente exacta que a su vez
puede ser denominada como irracional, ya que conlleva una serie de comportamientos paradéjicos

que van ligados a lo ilégico y no comprobable ,ademds de poseer dicho universo unas propiedades
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que se pueden describir como exdticas, tales como el tipo de materia y su constante rotacién, una
constante cosmoldgica que evita su expansion y la mas relevante de todas, la existencia de lineas

de mundo cerradas.

A pesar de que el concepto de retrocausalidad es algo que puede ser denominado como ildgico
desde el criterio de la fisica moderna es interesante el aporte de Godel al utilizar una herramienta
tan fuerte en el campo de la TGR como lo son las ECE para desarrollar una solucién a las mismas

que impliquen un universo que viole las leyes de la naturaleza.
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Apéndice

Rotaciones y transformaciones

Si tenemos en una representacion de Minkowski, un sistema de referencia O’ que se mueve con
velocidad v, se representa como un sistema ortogonal desde el sistema de referencia inercial O
donde se sitia el observador, estos dos sistemas se relaciona con la transformacién de Lorentz. El

angulo 0 es tal que se cumple

tanh® =v/c

sinh®
cosh0

. . . 6_,-0 0, ,—06
Por propiedades de las rotaciones el sinh® = <=— y el cosh® = <=%—, entonces tanh =

y por lo tanto

(e~ o)

tanh = ——=
an (e +e79)

Y como sabemos que en el espacio-tiempo de minkowsky se cumple que tanh® = v/c, entonces
sinh@ = v y cosh® = c. Asi, una tansormacién de Lorentz usando los pardmetros de los dngu-
los de Euler puede ser vista como una rotacion en el espacio complejo (x,ict). Esto se traduce al
espacio-tiempo fisico (x,7) simplemente cambiando las funciones trigonométricas por sus respec-

tivas hiperbdlicas.

Las ecuaciones de transformacion de Lorentz que conectan a dos sistemas de referencia S y
S’corresponden a una rotacién a lo largo de un dngulo & en el espacio cuatridimensional y pueden

ser expresadas de la manera siguiente:

x' = xcoshO — ctsinh®,
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ct' = —xsinh0 + ctcoshO

tanh® =v/c

Hir=1n

Figura 3.5.1: En general tenemos que el espacio de Minkowski no es un espacio euclideo sino un
espacio hiperbdlico. Si juntamos todas las lineas hiperbolicas obtendremos una superficie hiperbo-
lica obtendriamos el cono de luz.

Puesto que la transformacion de Lorentz se lleva a cabo aqui tinicamente a lo largo del eje x comun
sobre el cual hay un movimiento relativo a una velocidad v, podemos ignorar las componentes y’ y
7, lo cual equivale a afirmar que la rotacién que se llevard a cabo serd una rotacién limitada a dos

dimensiones dentro del espacio cuatri-dimensional relativista.

X=yx—ypt,y =y, =zct' = yet —((y)/c)x

Siendo la matriz
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Entonces

~

x cosh(a) —sinh(a) x

ct —sinh(ot)  cosh(c) ct

Una breve introduccion a los principios de la TGR

Previo al abordar todo lo que implica el modelo planteado por Godel en 1949 es relevante el
introducir ciertos conceptos claves que dan estructura a la TGR, ya que estos ayudaran al lector a

generar una mejor comprension de dicho modelo ademas de sus propiedades.

Las Ecuaciones de Campo de Einstein (ECE)

Einstein, en la formulacién de la relatividad restringida o especial, describe espacios vacios sin
masas, con una geometria plana tridimensional. Pero en la teoria de la relatividad general incluye
el efecto de la gravedad que generan las masas, cuya distribucion es la determinante en la curvatura

del espacio-tiempo.

La relacién entre la geometria y la distribucion de las masas estd dada por las ecuaciones funda-
mentales de la relatividad general formuladas por Einstein. En esas ecuaciones se especifica como
la distribucién de las masas es la determinante de la curvatura del espacio en cada punto y, a su
vez, como la geometria determina el movimiento de las masas. A su vez, tanto la geometria como
el movimiento de los cuerpos, deben satisfacer una relacién de autoconsistencia a lo largo de todo
el espaciotiempo. Ahora bien, cuando se habla de distribucién de masas, el concepto encierra las
posiciones, magnitudes, distancias y movimientos. Coloquemos como ejemplo una estrella. Es-
tamos hablando de un astro de gran masa, pero que estd contenida en un pequefio volumen. Lo
anterior implica que la estrella genera en su vecindad una geometria distinta para el caso de que
su volumen fuera mayor. Esto implica que la geometria cerca de la estrella puede ser sustancial-
mente distinta en uno u otro caso. Tomemos como ejemplo el Sol. Se trata de una estrella con una
masa de 2210°°Kg. y un radio de 700.000Km. Pero hay estrellas, como las de neutrones, donde
esa misma masa esta contenida en una esfera de 10 Km de radio. O sea, se trata de un astro con
un radio 70.000 veces menor al del Sol y con un volumen también menor. Cerca de una estrella
de neutrones tan densa el espaciotiempo tiene una curvatura enorme. Por su parte, la Tierra, que
tiene una masa de6 x 10?*Kg. y un radio de 6.400Km., ejerce en el espaciotiempo una curvatura
insignificante, casi despreciable. Sin embargo, con el mismo tamafio pero masicamente semejante
al Sol generaria una curvatura importante. Si con su misma masa se disminuyera su radio en forma

significativa, hasta unos pocos centimetros, ocasionaria una gran curvatura en el espacio cercano a
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su superficie, el cual asumiria propiedades muy extrafias. En cuanto al universo, dado su inmensi-
dad, las distancias que se dan en €l son casi inconmensurables; sin embargo, la cantidad de materia
que aloja por unidad de volumen es bajisima cuando se compara con un cuerpo como la Tierra. Si
se observa al universo a grandes escalas astrondmicas, es decir, a millones de afios luz, el espacio
que se distingue es casi plano como una hoja de papel. No obstante, si la observacion es focaliza-
da hacia lugares cercanos se encuentra un aspecto rugoso. Ahora, si se considera la totalidad del
universo, o sea su geometria global, ésta es curva. La fuerza que ejerce una masa ubicada en un
plano cercana a otra, en la teorfa de la mecénica cldsica se expresa por la ley de gravitacion uni-
versal de Newton. Se trata de una fuerza determinada por el producto de las masas de los cuerpos

interactuantes y es inversamente proporcional a la distancia entre ellas:

(3.5.1)

Segun la mecdnica cldsica, la accidn gravitatoria de un cuerpo sobre otro es expresada a través de
la ley de gravitacion universal. Se interpreta como la accién directa que genera una masa sobre
otra. Se trata de una accion que es trasmitida a través del espacio entre las masas que se hallan en
él, la cual decrece en el inverso al cuadrado en funcion de la mayor distancia en que se encuentran
ubicadas una de las otras. Su propagacion entre las masas separadas en el espacio se efectiia a una
velocidad infinita, ya que su efecto se considera que es producido instantdneamente. En realidad,
esto es imposible, ya que la maxima velocidad de propagacion de cualquier sefial es la de la luz c.
Esto supone un gran fallo en la teoria de Newton, ya que no cuenta con ningin medio para consi-
derar la velocidad de las acciones a distancia, lo que se constituye en un problema fundamental de

la mecanica clasica.

Por su parte, la teoria de la relatividad de Einstein otorga una interpretacion alternativa de la accién
de las fuerzas gravitatorias. En efecto, en su formulacion la presencia de una masa curva el espacio
a su alrededor, cuyo efecto de esa curvatura es percibido por los cuerpos que se encuentran a
cierta distancia como una fuerza que los «empuja» en cierta direccién. A su vez, las masas de los
cuerpos distantes del primero también producen curvaturas en sus entornos espaciales, las cuales
lo afectan. Este efecto de mutuas curvaturas, el cual es inducido por las respectivas masas, es
equivalente a decir que gravitatoriamente interactian directamente entre ellas; con la diferencia,
eso si, que el efecto gravitatorio que produce las curvaturas debe propagarse a la velocidad de la
luz. Asi, un cuerpo que se mueve, no influye instantdneamente en las curvaturas lejanas, sino que

lo hace cuando llega alli la influencia de la masa que entré en movimiento [15].

En las ecuaciones de Einstein se expresa lo anterior, entre otras cosas, estableciendo una relacién

entre la curvatura del espaciotiempo en un punto y la distribucién de masa y energia que existe alli.
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La ecuacion de campo de Einstein tiene esta forma:

1 dnG
Ruv - Eg‘u_vR — c_4T”v (3.5.2)

indica que la curvatura del espacio-tiempo en cualquier lugar del universo (término izquierdo de
la ecuacion) debe ser igual a la distribucidn tanto de la materia como de la energia en esa parte del

universo (término derecho de la ecuacion).

Densificando la férmula, que constituye el corazén de la teoria de la relatividad general, en la
cual Einstein dedujo mateméticamente la relacion entre la geometria del espaciotiempo con la

distribucion de masa y energia, puede ser expresada como sigue:

1 8nG

en que el lado izquierdo describe la geometria del espaciotiempo y el lado derecho representa la

distribucién de masa y energia.

Sin embargo, con el objetivo de comprender mejor los términos esenciales de la ecuacién de Eins-
tein, esquematicamente se puede simplificar concurriendo a la suposicion de que cada punto del
espaciotiempo estd constituido por una curvatura variable y una densidad masica, la cual queda

expresada de la siguiente manera:
(Curvatura geométrica espacio-tiempo) = G x (Densidad madsica espaciotiempo),

donde G es la constante de gravitacion de Newton.

Esta ecuacién es de determinaciéon dindmica, lo que incluye el movimiento de particulas libres y
la luz y su desarrollo se efectiia en funcién de la ley de gravedad. La curvatura y la densidad de
masa y energia estdn entre paréntesis porque son entidades matemaéticas de cierta complejidad, ya
que cada una de ellas estin representadas por un conjunto de varios nimeros, que forman el tensor
que ya hemos expresado. Como ya se mostrd que la energia equivale a masa, el tensor de densidad
masica incluye las energias y presiones presentes. O sea, se transfiere a la ecuacion la relacion

entre la masa y la energia segiin la definicién de la relatividad restringida[15].



