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2. Descripcion

En este documento se presenta un reporte del trabajo de grado realizado en el marco de la
Especializacion en Educacion Matematica, el cual surge del interés de las autoras por generar
alternativas que contribuyan al desarrollo de los procesos de conjeturacion y argumentacion
ligados a las nociones del calculo como sucesion, limite, entre otras.

Para ello, se construy6 un applet en GeoGebra que acompafiada de una guia con el fin de ahondar
y poder establecer relaciones entre los procesos de conjeturacion y argumentacién de los
estudiantes y las nociones del calculo, a partir de esto, se realiza una descripcion de los resultados

gue se obtuvieron durante la aplicacion de dichos instrumentos.




3. Fuentes

A continuacion se mencionan las fuentes bibliograficas principales:

Alvarez, 1., Angel, L., Carranza, E., & Soler, M. N. (2014). Actividades Matematicas
Conjeturar y Argumentar. Nimeros, Revista de Didéactica de Las Matematicas, 85(1), 75-90.

Apostol, T. M. (1984). Calculus: Célculo con funciones de una variable, con una introduccion al

algebra lineal. Reverté.

Boero, P., Garuti, R., & Lemut, E. (1999). Approaching theorems in grade VI1II: some mental
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them. Theorems in School. From History, Epistemology and Cognition to Classroom
Practice. The Rotterdam: Sense Publishers, 247-262.

Cafiadas, M. C., Deulofeu, J., Figueiras, L., Reid, D. a., & Yevdokimov, O. (2008). Perspectivas
teoricas en el proceso de elaboracion de conjeturas e implicaciones para la practica: tipos y

pasos. Ensefianza de Las Ciencias, 26(3), 431-444.

Pedemonte, B. (2007). How can the relationship between argumentation and proof be analysed?
Educational Studies in Mathematics, Springer, 66(1), 23-41.

MEN. (1998). Lineamientos curriculares. Matematicas. Bogota : Magisterio.

Santalo, Luis. (1994). Una nueva caracterizacion de la ensefianza y del conocimiento matematico
escolar. Implicaciones sobre el papel del profesor. En el educador en la ensefianza de la

matematica. San José: EUNED.
Spivak, M. (1992). Calculus: Célculo infinitesimal. Espafia: Reverté.

Toulmin, S. (2007). Los usos de la argumentacion (Ediciones ). Espafia: Barcelona.

4. Contenidos

Se presenta la justificacion y los objetivos que se pretenden abarcar durante el desarrollo del

trabajo. Se expone el marco de referencia, el cual se divide en marco didactico y matematico; en




el marco didactico se presentan los referentes tedricos respecto a los procesos de argumentacion y
conjeturacion y las caracteristicas que se abordaran o se tendran en cuenta en el desarrollo de la
descripcion de las evidencias obtenidas; en el marco matematico se plasman las definiciones de
las ideas o nociones del calculo que se buscan desarrollar durante la aplicacion de la actividad. Se
plasma a la metodologia usada, en el cual se evidencia el paso a pasé realizado para cumplir con
los objetivos establecidos inicialmente. Se muestra la descripcion de la guia de aplicacion,
ademas del proceso de construccion de la misma, presentando los propdésitos de cada una de las
fases que componen la actividad. Se presenta la descripcion de los resultados obtenidos, se
presentan algunos de los procesos de conjeturacion y argumentacioén que se evidencian en los
resultados obtenidos frente a cada una de las fases de la actividad propuesta, ademéas de las
nociones de célculo que se consideran estdn presentes en cada uno de estos argumentos. Se
encuentran las conclusiones de la descripcién de la actividad realizada de acuerdo con los

objetivos planteados.

5. Metodologia

Se realizd6 una busqueda de trabajos y publicaciones relacionados con la teoria de la
argumentacion, en particular, documentos que hicieran referencia a la actividad matematica,
procesos de conjeturacion y argumentacion, asi mismo, se indagé acerca de algunas nociones del
calculo que podrian estar involucradas en el desarrollo de una guia que se propone para los
estudiantes. En la segunda etapa, se realizd el proceso de elaboracion y aplicacion de una guia
(con preguntas abiertas), con la cual se pretende describir los procesos de conjeturacion y
argumentacion de algunos estudiantes de noveno del colegio SCALAS, mediante el desarrollo de
la actividad, la cual se denomina “arbol pitagorico”. En la tercera etapa de la ejecucion del
trabajo, se realizd la descripcion los resultados obtenidos, se precisa la forma como se realizo la
aplicacion de la guia, la manera de estructurar la descripcion de la informacién recolectada y su

contraste con los elementos tedricos tratados en el marco de referencia.




6. Conclusiones

A continuacion se presenta un resumen de las conclusiones del trabajo:

Se identifica, en gran medida, un proceso de conjeturacion en las respuestas de los estudiantes y
las preguntas de la guia contribuyen al desarrollo de los diferentes pasos de tal proceso; por
ejemplo, la tabla promueve la observacion y registro de algunos casos particulares

Se evidenciaron diferentes procesos de argumentacion, los cuales se estructuran de acuerdo con el
modelo basico de Toulmin. Los datos, casi siempre fueron los valores registrados en la tabla o los
que se encuentran en el applet de la guia, las conclusiones estan relacionadas con los propdsitos
planteados en la descripcion de la guia, de acuerdo con la fase correspondiente. Las garantias
encontradas también son obtenidas de secuencias, observacion de patrones y verificacion de casos
particulares con la informacidn presentada en el applet, dichas garantias son de tipo hipotético,
debido a que no tiene un sustento tedrico aceptado por una comunidad. En algunos de los
segmentos, se considerd un respaldo para validar las conclusiones, estos se basan en los
conocimientos de los estudiantes, como formulas de é&reas, o expresiones generales para

representar algo.

Durante el desarrollo de la guia, los estudiantes involucran algunas nociones del célculo, como

sucesion, serie, convergencia, limite, procesos infinitos y convergencia.
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INTRODUCCION

En este trabajo se plantea y aplica una situacion relacionada con el estudio de las
sucesiones y de algunas ideas o nociones del célculo que se relacionan con este concepto,
para ello se crea una aplicacion realizada en GeoGebra, la cual se denomina “Arbol
Pitagorico” con la que se pretende indagar sobre los procesos de conjeturacion y

argumentacion de los estudiantes de grado noveno del colegio SCALAS.

El documento consta de seis capitulos, en el primero se presenta la justificacion y
los objetivos que se pretenden abarcar durante el desarrollo del trabajo; en el segundo
capitulo se expone el marco de referencia, el cual se divide en marco didactico y
matematico; en el marco didactico se presentan los referentes tedricos respecto a los
procesos de argumentacion y conjeturacion y las caracteristicas que se abordaran o se
tendrén en cuenta en el desarrollo de la descripcion de las evidencias obtenidas; en el
marco matematico se plasman las definiciones de las ideas o nociones del calculo que se
buscan desarrollar durante la aplicacion de la actividad; el capitulo nimero tres
corresponde a la metodologia, en el cual se evidencia el paso a paso realizado para
cumplir con los objetivos establecidos inicialmente; en el cuarto capitulo se muestra la
descripcion de la guia de aplicacion, ademas del proceso de construccion de la misma,
presentando los propositos de cada una de las fases que componen la actividad; en el
quinto capitulo, correspondiente a la descripcion de los resultados obtenidos, se presentan
algunos de los procesos de conjeturacion y argumentacion que se evidencian en los
resultados obtenidos frente a cada una de las fases de la actividad propuesta, ademas de
las nociones de calculo que se consideran estdn presentes en cada uno de estos
argumentos, para esto se hacen explicitas algunas indicaciones con el fin de que el lector
comprenda mejor el instrumento construido para la sintesis de dichos resultados y por
ultimo en el capitulo seis se encuentran las conclusiones de la descripcion de la actividad

realizada de acuerdo con los objetivos planteados.



1. ASPECTOS GENERALES

1.1. JUSTIFICACION

Al realizar una busqueda de literatura relacionada con los procesos de
argumentacion y prueba en célculo se logra evidenciar que es escasa y no hay autores que
relacionen estos procesos con el calculo, por el contrario, la mayoria de escritos
consultados vinculan dichos procesos con la geometria, por esta razon se pretende
ahondar y aportar algunas generalidades encontradas frente a los procesos de argumentar

y conjeturar en el célculo.

Se considera pertinente abordar una situacion que permita estudiar regularidades
numéricas y geométricas, y las relaciones que hay entre las mismas, conduciendo a la
caracterizacion, no necesariamente explicita, de ciertas nociones del célculo como
sucesion, serie, convergencia y limite, con el propdsito de identificar y describir los
procesos de conjeturacion y argumentacion en los estudiantes de grado noveno del colegio
SCALAS, esto se hace debido a que se evidencia una carencia de garantias y/o respaldos
que validen las afirmaciones que realizan los estudiantes frente una determinada situacion

que se les presente.

Segun (Flores, Valencia, Davila, & Garcia, 2008) el concepto de limite es
concebido como una de las méaximas expresiones del discurso matematico moderno y su
manejo es crucial para la comprension del céalculo y sus aplicaciones, razén por la cual se
construye y aplica una situacion en la que se estudia la nocion de limite a partir de la idea
de convergencia de sucesiones, haciendo un reconocimiento a algunas caracteristicas

fundamentales como infinito, procesos infinitos, aproximacién y tendencia.

Por otro lado (Alvarez, Angel, Carranza, & Soler, 2014) precisan que actividad
matematica se concreta en los procesos de conjeturar y argumentar, donde el proceso de
conjeturar es un mecanismo que permite identificar y plantear, partiendo de ciertas
observaciones, conjeturas a traves de ciertas afirmaciones; ademas que el proceso de

argumentacion “tiene un caracter social y cobra sentido cuando hay la necesidad de



garantizar la validez de alguna afirmacion hecha” (Alvarez et al, 2014); por esta razon se

pretende que la situacién propuesta propicie dicha actividad matemaética en el aula.
1.2. OBJETIVOS
1.2.1. Objetivo general

Describir procesos de conjeturacién y argumentacion de estudiantes de grado
noveno del colegio SCALAS, en el desarrollo de una situacion relacionada con las

sucesiones.
1.2.2. Objetivos especificos

e Reportar algunos elementos tedricos necesarios para fundamentar el trabajo de
grado, principalmente los procesos de conjeturacion y argumentacion.

o Disefiar una guia relacionada con las sucesiones en la que se utilicen recursos
tecnoldgicos, que involucre algunas nociones del calculo, como sucesion, limite,
convergencia, entre otras.

e Aplicar la guia propuesta a los estudiantes de noveno del colegio SCALAS y
organizar la informacion obtenida, para determinar algunos procesos de

conjeturacion y argumentacion.



2. MARCO DE REFERENCIA

2.1. Marco Didactico
2.1.1. Actividad Matematica

Como docentes de matematicas estamos en el deber de trasformar la educacion
matematica vista como la acumulacion de hechos y procedimientos; segin Santald (1994),
debemos enfocarnos en la construccion de herramientas que permitan generar recursos,
estrategias y conocimientos necesarios para que los estudiantes desarrollen habilidades
para explorar, conjeturar y razonar l6gicamente; en definitiva hacer y desarrollar actividad

matematica en el aula de clase.

Existen diferentes posturas acerca de la actividad matematica, Luque, Mora y
Torres (2006), afirman que esta se relaciona con la “ejercitacion de procesos de creacion,
discusién, proposicion de algoritmos, manejo de teorias, formulacion de conjeturas,
formulacién y demostracion de teoremas. Expresion y comunicacion de ideas
matematicas”. Algunas de las caracteristicas de esta afirmacion se pueden verificar al
proponer la tarea al estudiante de observar la secuencia presentada en la Figura 1,
solicitarle inicialmente que dibuje la siguiente figura y cuestionarlo acerca del nimero de
cuadrados en cada una de ellas de acuerdo con la posicion dada. Se pretende que el

estudiante llegue a la expresion general de dicha relacion.

Figura 1. Ejemplo de tarea actividad matematica

El estudiante se encuentra ante una tarea en la cual “ejercita procesos de creacion”
en el momento en que busca estrategias para encontrar la expresion general, debido a que
no se da la forma de como debe llegar a esta; al indagar en el problema, se observa una
regularidad en el nimero de cuadrados de cada figura, por esta razén el estudiante puede

crear una manera de relacionar tal cantidad con la forma de la figura resultante o con el
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numero de cuadrados por fila; puede realizar tablas para registrar los datos, contar,

identificar la cantidad de cuadrados que aumenta de una figura a otra, etc.

En cuanto a la “discusion”, el problema planteado permite discutir acerca de la
solucion del mismo en el momento en que se expresan las ideas y otra persona puede
mencionar algo que contradiga o afirme los planteamientos del estudiante, de tal suerte
que la tarea permite realizar “formulacion de conjeturas”, las cuales surgen de la
exploracién y la forma como la persona abord6 el problema. Una conjetura que se puede
mencionar es que en cada posicién se afiade una fila de cuadrados que tiene uno mas que
la fila anterior y el proceso siguiente conduce a la forma de “comunicar las ideas”, se
puede realizar verbalmente, escribir de manera retérica la conjetura, simbolicamente o

mostrar una tabla.

El problema también permite realizar una justificacion, no necesariamente se
llegaria a una demostracién formal, pero si a una muestra de cémo el estudiante logra
determinar la solucion al problema. Por otro lado, Santal6 (1994), precisa que la actividad
matematica debe desarrollar procesos matematicos como “la resolucion de problemas, la
comunicacion, el razonamiento y la capacidad de establecer conexiones”, de tal forma que
los estudiantes puedan adquirir habilidades en la exploracién, la conjeturacion, el
razonamiento l6gico, la expresion de ideas, la busqueda de generalizaciones, el uso de

informacion cuantitativa espacial, entre otras.

En la tarea mencionada anteriormente se evidencian algunas de estas
caracteristicas, las cuales se relacionan con la postura de los Lineamientos Curriculares de
Matematicas (Ministerio de Educacion Nacional- MEN, 1998), en la que se precisa que la
actividad matematica debe promover otros procesos como la modelacion y la ejercitacion
de procedimientos. Se debe tener en cuenta que en la tarea que se le propone a los
estudiantes, como parte del presente trabajo, se pueden poner en juego gran parte de los

procesos y habilidades mencionadas como parte de la actividad matematica.

Es necesario mencionar que el papel del docente es de gran importancia pero mas

aun, el papel del estudiante, debido a que se considera que el aprendizaje de las



Matematicas es un “proceso constructivo y dinamico, en el cual el sujeto de aprendizaje
es el responsable directo” (Luque, Mora y Torres, 2006), al asumir la construccion de su
propio conocimiento a partir del trabajo activo en procesos de exploracion, analisis,

sintesis, generalizacion y formulacién de los contenidos matematicos.

2.1.2. Conjeturacion

Diversos autores hacen referencia a la teoria de la argumentacion como parte de la
actividad matematica de los estudiantes, en particular, se precisa que esta “se concreta en
procesos tales como los de conjeturar y argumentar” (Alvarez, Angel, Carranza, & Soler,
2014, p. 2), los cuales también pueden contribuir al desarrollo de los procesos
mencionados anteriormente (resolucion y planteamiento de problemas, el razonamiento,
la comunicacion, la modelacion y la elaboracion, comparacién y ejercitacion de
procedimientos (MEN, 1998, p. 35)). Por tal motivo, es importante aludir a algunas
posturas que permiten hacer una mirada de las definiciones asociadas a la teoria de la
argumentacion. Vale la pena resaltar que con frecuencia, se tiende a caracterizar términos
como conjeturacion, explicacion, justificacion y argumentacion, sin hacer explicitas sus
diferencias o sin mostrar claramente sus relaciones, esto causa que no se logre identificar
realmente cual es el proceso que realiza el estudiante al solucionar alguna tarea y la

mirada que debe hacer el docente de acuerdo con sus objetivos de ensefianza.

En primer lugar se aborda el término “conjeturacion” observando las siguientes

posturas:

- Camargo (2010) precisa que tal concepto, hace referencia a la formulacion de
hipotesis, suposiciones o a dar afirmaciones como parte de un trabajo empirico,
que puede ser una exploracion. Se puede ver visibilizar en el estudiante cuando se
proponen ejemplos o se realiza coherentemente una frase de la forma “si-
entonces” (la cual debe tener relacion con el enunciado de la situacion planteada y

concordancia).



- Boero et al. (como se cité en Camargo, 2010) precisa que la conjeturacion no es un
proceso sencillo, por ello el docente debe hacer parte del mismo. Se suele
considerar que el paso de la exploracion a la formulacion de la conjetura es
inmediato, pero la realidad es que el planteamiento linglistico de la misma, exige
rigurosidad y precision, lo cual no se logra tan facilmente (Camargo, 2010).

- “Se constituye en el mecanismo por medio del cual se formulan afirmaciones
acerca de las propiedades de determinados objetos o las relaciones que se dan
entre estos, a partir de ciertas observaciones, exploraciones, ensayos o
experimentos sobre dichos objetos, que permiten identificar informacion para
plantear conjeturas a través de tales afirmaciones” (Alvarez et al., 2014, p. 2)

- Es “una observacién hecha por una persona quien no tiene dudas acerca de su
verdad. La observacion de la persona deja de ser una conjetura y se convierte en
un hecho segin su visién una vez que la persona obtiene certeza de su verdad”.
(Harel y Sowder, como se cit6 en Alvarez et al., 2014, p. 2)

- “La condicionalidad del enunciado puede ser producto de una exploracion de la
situacion problema durante la cual la identificacion de una regularidad especial
conduce a un corte temporal del proceso de exploracion, que sera seguido por un
distanciamiento de esa exploracion y luego una “cristalizacion” desde un punto de

vista 16gico (‘si... entonces...”)” (Boero, Garuti, y Lemut, 1999, p. 248)

Para sintetizar tales posturas, se presenta la siguiente tabla en la cual se distinguen

los aspectos que se tendran en cuenta a la hora de hablar de un proceso de conjeturacion:

Tabla 1. Resumen consideraciones acerca de la conjeturacion

- Proceso - Trabajo empirico

- Formulacién de hipétesis - Observaciones - Precision

- Formulacién de - Exploraciones - Rigurosidad
afirmaciones - Ensayos o experimentos - Uso de “si...entonces”

- Hacer suposiciones - Identificacion de regularidades



Es necesario tener en cuenta que en el presente trabajo no se considera la
conjeturacion en los aspectos de precision y rigurosidad en el lenguaje usado por los
estudiantes, debido a que no se ha llevado un proceso con ellos que permita llegar a la

formulacion rigurosa de sus conjeturas.

Vale la pena mencionar que el desarrollo de actividades en las que se pone en
juego procesos de conjeturacion, se promueve el razonamiento inductivo, de acuerdo con
Cafadas, Deulofeu, Figueiras, Reid, y Yevdokimov (2008, p. 433) “vislumbrar mas alla
de lo que se percibe, ver alguna regularidad y plantear conjeturas es el ‘corazén’ de la
induccidn”; en este trabajo se plantea una actividad con la cual se pretende que los
estudiantes formulen conjeturas que posiblemente surjan de manera inductiva, se debe
tener en cuenta que este tipo de razonamiento “corresponde al paso de casos particulares a

leyes generales” (Neubert y Binko, como se cité en Alvarez et al., 2014, p. 9).

2.1.3. Proceso de conjeturacion

En este trabajo se pretende realizar una descripcion de los procesos de
conjeturacion de los estudiantes, presentes en el desarrollo de una actividad, por ello, se
debe precisar cuales son los posibles pasos que componen tal proceso y que permiten dar
un orden a los procedimientos realizados por los estudiantes. A continuacion, se presenta
una tabla basada en Cafadas et al. (2008) en la cual se mencionan 3 de los 5 tipos de

conjeturas sugeridos, junto con los respectivos pasos cada uno de estos.

Tabla 2. Pasos de los diferentes tipos de conjetura basada en Cafiadas et al. (2008)

D ) Observacién de casos Observacién de dos casos Observacién de caso

N =

S w Y Observacion de cierta
b & % Organizacién de casos Bulsqueda de semejanzas entre  caracteristica significativa
r o los casos del caso
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Busqueda y prediccion de
patrones

Formulacion de una
Formulacion de una conjetura conjetura en que la
basada en la semejanza caracteristica se aplica a
otros casos

Formulacion de la conjetura

Validez de la conjetura Validez de la conjetura Validez de la conjetura

Generalizacion de la

Generalizacion de la conjetura Generalizacion de la conjetura .
conjetura

Justificacion de la

Justificacion de la generalizacion  Justificacion de la generalizacion L
generalizacion

En la tabla anterior se presentan 3 tipos de conjeturas (ver Tabla 2), de acuerdo
con Canadas et al. (2008), la primera de ellas, denominada “Induccion empirica a partir de
numero finito de casos discretos” surge de la observacion de casos particulares en los
cuales se puede encontrar un patrén o regularidad; este tipo de conjetura puede hacer
visible con la actividad de aplicacién que se plantea, debido a que se implica el trabajo
con propiedades numéricas. La conjetura tipo 3, denominada “analogia” se puede hacer
visible en el momento en que los estudiantes realicen conjeturas a partir de casos ya
conocidos en los cuales se cumple una regla o regularidad. Por ultimo, se hace referencia
a las conjeturas tipo “abduccioén”, determinadas a partir de un solo caso o ejemplo, con el

que se llega a una afirmacion general.

Si bien, se describen de manera general tales tipos de conjeturas, el principal
propdsito es dar una mirada a los pasos o fases en los gque se lleva a cabo la conjeturacion,
de esta forma se puede identificar el proceso que realizan los estudiantes al desarrollar la
guia propuesta. En la “Tabla 2” se encuentran algunas similitudes en los tipos de
conjeturas, las diferencias se presentan en los pasos 2 y 3 (ver Tabla 2, en las filas 3y 4)

en los que se pretende organizar, buscar semejanzas u observar caracteristicas
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significativas de los casos, asi mismo, en la conjetura de induccidn se afiade una fase en la
cual se realiza la “basqueda y prediccion de patrones”. Como se menciond anteriormente,
al desarrollar la guia que se propone en este trabajo se involucra en gran medida el
razonamiento inductivo, por ello, es posible que el tipo de conjetura que mas se presente

sea de tipo 1.

De acuerdo con las consideraciones anteriores, se determina que los pasos que se
espera observar en las conjeturas de los estudiantes son: observar y organizar casos,
buscar regularidades o patrones, formular, verificar, generalizar y validar. A continuacion
se presenta una tabla en la cual se realiza una caracterizacion de tales fases de acuerdo con
Alvarez et al. (2014) y Cafadas et al. (2008).

Tabla 3. Caracteristicas de las fases de la conjeturacion

- Se da una mirada a casos particulares
- Se estudian los datos iniciales
- Se sistematizan datos, por ejemplo se realizan tablas o listas

- Se observan otros casos

- Observacion de situaciones constantes o que se repiten

- Se identifican aspectos o cualidades relevantes que son comunes
- Se realizan predicciones sobre los casos desconocidos

- Realizar afirmaciones o declaraciones

- Se basa en hechos empiricos

- Comunicar o registrar las relaciones encontradas ya sea verbal, simbdlica o
graficamente

- No es necesario usar lenguaje matematico riguroso

- Se puede utilizar simbologia propia del lenguaje matematico para escribir de
manera abreviada las observaciones
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- Se pretende convencerse y convencer a otros de la afirmacion realizada

- Se busca probar si la conjetura es valida en algunos nuevos casos o por el
contrario que se muestre que la conjetura es falsa

- Puede conducir a la reformulacion de la conjetura y se debe volver al paso
inicial

Se considera que la conjetura se cumple para todos los casos se convierte en
una regla generalmente aceptada

No se requiere de un proceso formal pero se puede presentar algin tipo de
prueba matematica (como justificacion que garantiza la verdad de la
conjetura)

No es suficiente la verificacion de casos

Se busca convencer con argumentos fuertes la conjetura que ahora es general

- Tiene que ver con la argumentacion, se pretende validar la conjetura
generalizada a partir de los antecedentes y del contexto en el que se esté
trabajando

Vale la pena destacar que los pasos de la conjeturacién expuestos en la tabla
anterior (ver Tabla 3) no necesariamente se deben encontrar todos en cada conjetura, ni
tienen que presentarse en el orden mencionado. Finalmente, se puede decir que la fase de
validar, como se concibe en este trabajo, tiene que ver con la argumentacion, en el

siguiente apartado se hace alusién a tal constructo tedrico.

2.1.4. Argumentacion

Como se menciond anteriormente, en las fases de la conjeturacion aparece el
proceso de argumentar debido a que en cada paso se debe validar una conclusion o
afirmacion realizada, de acuerdo con los antecedentes y el contexto en el que se esté
trabajando, por tal motivo, es necesario ahondar en los elementos tedricos que se deben
tener en cuenta para aludir a la argumentacién y cual es el proceso que se puede llevar a

cabo durante su realizacion. Pedemonte (2007, p. 4) considera que “la investigacion actual
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en la educacion matematica no ofrece mucho conocimiento sobre estos asuntos”, por ello,
sugiere una caracterizacion de argumentacion en Matematicas de dos formas, funcional y
estructural, la primera tiene que ver con establecer la definicion de la argumentacion, “su
utilidad, su papel dentro de un discurso” (p. 4) y la segunda se relaciona con un modelo

que permita organizar el proceso de argumentacion.

Siguiendo tal forma de caracterizar la argumentacion, se presenta una tabla en la cual se
exponen diferentes definiciones y consideraciones propuestas por algunos autores (ver
Tabla 4).

Tabla 4 Definiciones argumentacion y otras consideraciones

El proceso de argumentar esta presente en todos los momentos de la

. " . . - Presente  en la
actividad matematica en los que se afirma algo, o en los que se quiere

Alvarez et al. : X T actividad matematica
(2014) garantizar la verdad o falsedad de ciertas afirmaciones. Argumentar, Cardcter social
es decir, el proceso de generar argumentos, tiene un caracter social y . .
. . . . - Garantizar la validez
cobra sentido cuando hay la necesidad de garantizar la validez de . L
. . . de alguna afirmacion
alguna afirmacion hecha. En este sentido, el valor de verdad de una
; - ] - Depende del
afirmacion depende del contexto en el que se esté desarrollando la
.. " contexto
actividad matematica. (p. 82)
Balacheff Tal término significa mostrar la validez de alguna posicion como = - Presentar validez
(2000) parte de cierta actividad relativa al contexto social, por tal motivo, la - Tiene en cuenta el
argumentacion puede ser abierta y dar lugar a dudas. contexto social
Boero, Douek | La argumentacion es el “acto de formar razones, hacer inducciones,
y Ferrari sacar conclusiones y aplicarlas al caso en discusion” (p. 10), o - Formar inducciones
(como se cité  también, quiere decir realizar un discurso que esté conectado de - Sacar conclusiones
en Goizueta = forma coherente y Idgica, no necesariamente debe ser deductivo - Discurso coherente

2011)

Camargo Argumentar es “dar razones fundadas para apoyar las plausibilidad de
(2010) una conjetura o progresar en la resolucién de un problema” (p. 39), es
posible utilizar un discurso que contenga enunciados tedricos, pero en
tal caso se hace referencia a un tipo de argumentacion particular
“argumentacion deductiva” (Douek, como se citdé en Camargo, 2010,

p. 39)

- Dar razones fundadas
-Uso de discursos
coherentes
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Duval (1999) La argumentacion debe hacer uso de un lenguaje natural y es el - Busca convencer a

medio para convencer a alguien. alguien
Rodriguez La argumentacion es un proceso secuencial que permite inferir i
. . . . - Proceso secuencial
(2004) conclusiones a partir de ciertas premisas.
Pedemonte La argumentacion de tipo funcional tiene que ver con los siguientes
(2007) elementos: - Justificacion racional

- Busca convencer

-Para un  publico
universal

- Se desarrolla en un
campo especifico

- Justificacion racional

- Se usa para convencer

- Se dirigen a un publico universal (la comunidad matematica, el
aula, el docente y a si mismo)

- Pertenece a un campo especifico (algebra, calculo, geometria, etc.)

De acuerdo con las posturas expuestas en la tabla anterior (ver Tabla 4) se
considera que la argumentacién es un proceso que se puede encontrar en la actividad
matematica, con la cual se pretende convencer a una comunidad acerca de una afirmacion
realizada, que se trata de justificar de manera racional o de garantizar su validez, se puede
hacer visible mediante un discurso coherente que no necesariamente es tedrico. La

argumentacion depende del contexto en el cual se esté realizando la actividad matematica.

2.1.5. Modelo de Toulmin

Es necesario aludir a la argumentacion de tipo estructural, la cual se puede
organizar de acuerdo con el modelo propuesto por Toulmin (1958), quien considera que
las argumentaciones cotidianas no siguen el clasico modelo riguroso de silogismo®, por

esta razdn se propone un esquema que permite analizar cualquier tipo de argumentacion.

En primer lugar, se debe considerar que un argumento esta conformado por una
afirmacion simbolizada como C, que es la conclusion, la cual se determina a partir de

unos datos (D). Por lo general se pueden formular de manera breve, concisa y precisa -si

! El silogismo es una forma de razonamiento que permite llegar a una conclusion, a partir de proposiciones.
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D, entonces C-, ademas, Toulmin (2007) define la garantia (G) como la proposicion que
le da validez a la conclusién o afirmacion; la garantia es la que permite el paso de los

datos a las conclusiones.

Por tanto ya se tiene el primer esbozo de esquema para analizar argumentos (Ver Figura

2).
D @ Conclusién

Dato

@ Garantia

Figura 2 Esquema simple del modelo de Toulmin

Dando un ejemplo:

Harry naci6 en Por tanto, Harry es sibdito
Bermuda britanico

Porque
I

Quien nace en Bermuda es siubdito britinico

Figura 3 Ejemplo esquema de Toulmin (Tomado de Usos de la Argumentacion, Toulmin, 2007)

Teniendo como punto de partida el esquema presentado anteriormente (Ver Figura
2), se construye paso a paso el esquema de argumento que propone finalmente Toulmin;
por un lado se encuentra que hay diferentes tipos de garantia, que confieren diferentes
grados de fuerza a las conclusiones que justifican. Algunas garantias permiten pasar de los
datos a la conclusion con total certeza, otras en cambio, lo hacen provisionalmente, con
algunas excepciones o restricciones, por eso se ve en la necesidad de incluir calificativos

0 un modalizador (M) que matice la afirmacion teniendo en cuenta las condiciones de
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excepcion o refutacion (E) (Toulmin, 2007), estos nuevos componentes generan un nuevo

esquema del modelo de Toulmin (Ver Figura 4).
A A

JAVA
U\/\l Modalizador

o

&2 Conclusién

E
Excepcion

\
4

Datos

0

( e
@ Garantia

Figura 4 Esquema modelo de Toulmin

Por ejemplo,
Harry nacié Por tanto, Harry es subdito
en Bermuda presuntamente, britdnico
Porque A menos que
Una persona nacida Sus padres sean
en Bermuda serd extranjeros / haya sido
generalmente naturalizado americano

subdito britinico

Figura 5 Ejemplo esquema de Toulmin (Tomado de Usos de la Argumentacion, Toulmin, 2007)

Ahora bien, en algunas ocasiones la garantia por si sola carece de autoridad y
vigencia, por eso es necesario otras certezas que respalden la garantia, los respaldos (R)
seran necesario en algunos casos para que la garantia adquiera la fuerza para poder validar
la conclusion, asi se completa el esquema de Toulmin que se puede representar de la

siguiente manera:

M Modalizador
@> @ Conclusion

Datos
IE Excepcién
@ Garantia

R Respaldo
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Figura 6 Esquema completo del modelo de argumentacion de Toulmin

Siguiendo el ejemplo se tiene,

Harry naci6 Por tanto, Harry es stibdito
en Bermuda presuntamente, britdnico
Porque A menos que
Una persona nacida Sus padres sean
en Bermuda sera extranjeros / haya sido
generalmente naturalizado americano

suibdito britinico

teniendo en cuenta

las siguientes leyes
y provisiones legales

Figura 7 Ejemplo Esquema completo de Toulmin (Tomado de Usos de la Argumentacion, Toulmin, 2007)

Por otro lado, se caracterizan cada uno de los componentes del modelo de
Toulmin, para asi identificar posteriormente cuéles estdn involucrados en los posibles

argumentos que den los estudiantes (Ver Tabla 5).

Tabla 5. Resumen caracteristicas de los componentes del modelo de Toulmin

COMPONENTE CARACTERISTICAS
v Hechos o premisas
v Descriptivos
DEID (B v Clarosp
v No se pueden refutar
. v Enunciado hipotético
Garantia (G) v Explicativo, de caracter general
Respaldo (R) v Certeza sin la cual la garantia carece de autoridad
P v’ Categorico basado en leyes o teorias fundamentadas
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Refutacién o v' Se presenta en aquellas circunstancias en las cuales la garantia no
Exclusion (E) tiene validez alguna.
Modalizador (M) v' Construcciones lingliisticas que permiten atenuar una pretension.
Conclusion (C) v" Afirmacion que se pretende defender o validar

Aunque se consideran todos los elementos que conforman el esquema de Toulmin
para determinar los procesos de argumentacion, en este trabajo se tiene en cuenta
principalmente los datos (D), la conclusién (C) y la garantia (G), lo cual corresponde a un
esquema simple de Toulmin (Ver Figura 8), debido a que a partir de unos datos que se les
proporcionard a los estudiantes, ellos deben llegar a afirmaciones o conclusiones por
medio de preguntas orientadoras y se espera que encuentren el respectivo garante

indagando en preguntas como ¢cémo has llegado hasta ahi? (Toulmin, 2007).

D —’—- Por tanto C

Porque G

Figura 8 Esquema simple Toulmin (Tomado de Usos de la Argumentacion, Toulmin, 2007)

2.2. Marco Matematico

Segun Garcia, Serrano, & Diaz (s.f.), la investigacion en educacion matematica ha
demostrado que para poder compreder e interiorizar los conceptos ligados al célculo, es
necesario que los estudiantes tengan ideas sobre nociones como infinito, procesos
infinitos, aproximacion y variacion para asi poder realizar una construccion légica de
conceptos como limite, derivada, etc. Por esta razén se decide abordar las nociones de
infinito y de procesos infinitos mediante el desarrollo de una guia, con el fin de privilegiar

el desarrollo de ideas ligadas al calculo como sucesion, convergencia de una sucesion,
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serie y limite. A continuacién se presentan algunas definiciones o nociones de estos

conceptos.
2.2.1. Sucesién

Segun Spivak (1992) una sucesion infinita de numeros reales es una funcion cuyo
dominio es el conjunto de los nimeros naturales, la cual se designa con la letra a, y los
valores particulares de la sucesion se denotan como a4, a,,as, ...y la misma sucesion

suele designarse mediante el simbolo a,, .
2.2.2. Serie

Segun Apostol (1984), partiendo de una sucesién de numeros reales, se puede
formar una nueva sucesion sumando los términos sucesivamente. Es decir si la sucesion
estd dada por los términos a4, a,, as, ..., a,, ... entonces la nueva sucesion (sucesion de las
sumas parciales) sera:

S1 = aq
52=a1+a2

52=a1+a2

3

Sp,=a;ta,+az+--+a, = a;.
i=1
Ahora, a la sucesion {s,} de sumas parciales se le denomina serie infinita o serie y su

notacion es la siguiente:

8

2.2.3. Limite

Una definicion “provisional” de limite que propone Spivak es que “la funcion f

tiende hacia el limite [ cerca de a, si se puede hacer que f(x) esté tan cerca como se
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quiera de [ haciendo que x esté suficiente cerca de a, pero siendo distinto de a.” (Spivak,

1992, p.107).

2.2.4. Convergencia de una sucesion

Una sucesion a, converge hacia [ (en simbolos lim,,_,. a,, = [) si para todo

€ > 0 existe un nimero natural N tal que, para todos los nimeros naturales n, si

n > N, entonces a, —l < &. En algunas ocasiones se dice que la sucesion tiende

a l o que el limite es [. Ademas la sucesion diverge si no converge (Spivak, 1992,

p. 615).

Estas definiciones no se abordardn explicitamente dentro de la actividad propuesta, sin

embargo se pretende hacer un acercamiento intuitivo a estas ideas propias del célculo,

para ello se tendran en cuenta algunas caracteristicas principales (ver

Tabla 6).
Tabla 6. Caracteristicas de las nociones del calculo a tener en cuenta
CONCEPTO IDEAS DEL CALCULO A TENER EN CUENTA
Correspondencia entre los nimeros naturales y algunos valores de los nimeros
Sucesion EES:
No se tendré en cuenta la notacion usual de las sucesiones a,, .
Infinito
Sucesion de sumas parciales’ entre cada una de los términos.
Serie No se usa notacion para designar la serie.
Procesos infinitos.
Infinito.
Procesos infinitos.
Limite y Cercania (<infinitamente pequefio>).

convergencia

Aproximacion.
Limites al infinito (entendido como el comportamiento que se obtiene de
estudiar casos muy grandes <infinitamente grande>).

2 r . ) .
En la guia se denominaran “sumas acumulativas”.
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3. METODOLOGIA

A continuacion, se realiza una descripcion general de los procedimientos
metodoldgicos que se llevaron a cabo en el desarrollo del presente trabajo de grado
(posteriormente, se precisan con mas detalle algunos de ellos), el cual es de tipo
cualitativo, debido a que se describen las respuestas de los estudiantes a partir del
desarrollo de una guia (ver Anexo 1). Vale la pena recordar, que el trabajo se basa en
fundamentos de la teoria de la argumentacion y algunas nociones del célculo, las cuales se
mencionaron en el MARCO DE REFERENCIA, en particular se pretende identificar los
procesos de conjeturacion y argumentacion que se ponen en juego al desarrollar dicha
guia y las nociones del calculo que se involucren. Este trabajo fue desarrollado en tres

etapas fundamentalmente, a saber:

v Se realiz6 una busqueda de trabajos y publicaciones relacionados con la teoria de la
argumentacién, en particular, documentos que hicieran referencia a la actividad
matematica, procesos de conjeturacion y argumentacion, asi mismo, se indagd acerca
de algunas nociones del céalculo que podrian estar involucradas en el desarrollo de una
guia que se propone para los estudiantes, dentro de ellas, se encuentra una nocién de
sucesion, limite, convergencia, serie, procesos infinitos, etc. Tal informacion tedrica
permite sustentar, fundamentar el trabajo y contrastar algunos de estos elementos con

los resultados obtenidos al aplicar la guia propuesta en este trabajo.

v En la segunda etapa, se realizo el proceso de elaboracién y aplicacion de una guia (con
preguntas abiertas), con la cual se pretende describir los procesos de conjeturacion y
argumentacion de algunos estudiantes de noveno del colegio SCALAS.

La guia, que incluyé preguntas enfocadas a promover el desarrollo del proceso de
conjeturacion y argumentacion fue aplicada a 24 estudiantes, se describe la estructura y
los propdsitos de la misma en uno de los apartados del trabajo (Ver PROCESO DE
CONSTRUCCION Y DESCRIPCION DE LA GUIA DE APLICACION); dicha guia se
organiza en 5 fases, en cada una de ellas se realizan diferentes preguntas enfocadas a

ciertas relaciones numéricas o0 geométricas que se podrian observar durante el
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desarrollo de la misma. Se describe el proceso de construccion de tal elemento de
recoleccion de datos, debido a que este fue modificado a partir de la ejecucion de
pruebas piloto con algunos estudiantes de otros grados (octavo) y tras la revision de un
applet® (ver “ANEXO 2”) requerido para el desarrollo de la guia, el cual se denomina
“arbol pitagdrico”.

En la tercera etapa de la ejecucion del trabajo, se realizd la descripcion los resultados
obtenidos, se precisa la forma como se realizé la aplicacion de la guia, la manera de
estructurar la descripcion de la informacion recolectada y su contraste con los
elementos teoricos tratados en el marco de referencia. Se pretende determinar los
procesos de conjeturacion y argumentacion y las nociones del célculo involucradas en
algunos segmentos de evidencia®. La informacion recolectada (transcripciones de audio
e imagenes de la guia resuelta organizadas en segmentos 0 momentos de evidencia), se
organiza en tablas, de igual forma se crean algunas matrices para estructurar la
descripcion de los resultados encontrados, es necesario tener en cuenta los parametros
establecidos que se mencionan posteriormente, para realizar la lectura de tales tablas,
de manera adecuada.

A partir de la informacion organizada en las matrices de descripcion, se realizan

conclusiones particulares, de cada fase de la guia.

¥ Se hace referencia a “applet” a la construccion geométrica disefiada y asociada a la guia de aplicacion.

* Se denominan segmentos de evidencia a las transcripciones e iméagenes escogidas para sustentar la
produccion de los estudiantes y contrastar esa informacidn, con la teoria expuesta en el marco de referencia.
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4. PROCESO DE CONSTRUCCION Y DESCRIPCION DE LA GUIA DE
APLICACION

4.1. Proceso de construccion de la guia

Para construir la guia presentada (ver “ANEXO 1: GUIA DE APLICACION”) se

realizaron los siguientes pasos:
a. Seleccion de posibles items a incluir en la guia y disefio de applet:

Inicialmente, se busco una situacion relacionada con las sucesiones en la que se
involucraran diferentes relaciones numéricas, regularidades y algunas nociones
matematicas como limite, convergencia, serie, incluso, variacion y cambio; al mismo
tiempo esta debia posibilitar procesos de conjeturacion y argumentacién; en ese sentido,
se decidié abordar una situacién geométrica que se pudiera presentar por medio de una
construccion en GeoGebra, en la que se involucraran algunos conceptos matematicos que
los estudiantes de noveno del colegio SCALAS ya hubieran estudiado, por el ejemplo el
teorema de Pitagoras, tales conocimientos previos les permitiria realizar sus argumentos
con garantias o respaldos mejor sustentados. Asi, se escogié una situacion denominada
“arbol pitagorico” (en el siguiente apartado se describe detalladamente la situacion) en la
cual se acogen todas estas apreciaciones. Se disefia el applet en GeoGebra con el cual los

estudiantes resolverian la guia propuesta.

En cuanto a los posibles items para incluir en la guia, se realiz6 un estudio de las
propiedades matematicas del arbol pitagorico para tener una idea de las relaciones que se
pretendia que los estudiantes encontraran y de alli se disefiaron diferentes preguntas, sin
embargo, se encontrd que la guia era demasiado extensa debido a que muchas de las
cuestiones tenian que ver con registro y observacion de datos, por lo tanto se decidio
incluir una tabla, que seria una herramienta importante, para los estudiantes, de

recoleccion de datos y observacion de regularidades.
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b. Implementacion de dos pruebas piloto:

Se realizaron dos pruebas piloto, la primera fue aplicada a 15 estudiantes de sexto
del colegio SCALAS, posterior a ello, se identificaron errores de forma en cuanto a la
redaccion de las preguntas, estaban desorganizadas, es decir, en unas se hacia referencia a
algunos elementos y en las siguientes se mezclaban asuntos de otros aspectos del applet,
por lo tanto la guia casi no permitia la identificacion de regularidades numéricas; ademas,
en el applet habian muchos botones que desviaban la atencién de las propiedades que se
pretendia que identificaran. De esta forma, se generd una reestructuracion de la guia, se
afiadieron otras preguntas y se corrigio la construccion presentada en GeoGebra. La
segunda prueba se realiz6 con los estudiantes de octavo del mismo colegio, se contd con

un tiempo de 1 hora y 30 minutos.

De ambas pruebas piloto surgieron defectos de forma (comprension de los
enunciados), el tiempo era insuficiente, las preguntas no conducian a la determinacién de
argumentos, debido a que no se solicitaban justificaciones o razones por las cuales se
identificaba una regularidad o propiedad, por tal motivo, se corrigieron algunas preguntas
en las que se pedia la forma como los estudiantes habian llegado a su respuesta, con
cuestiones como ¢Por qué concluyes esto? ¢Coémo hiciste para llegar a eso? ¢Qué te
permite realizar esta afirmacion?, entre otras. También se identificé que la tabla propuesta
en la guia era muy extensa, los estudiantes gastaban mucho tiempo para completarla y en
el momento de responder las preguntas no utilizaban la informacién registrada alli, sino
que solo usaban el applet, lo cual no les permitia vislumbrar las relaciones pretendidas.
Después de la segunda prueba piloto se cambia la estructura de la guia, en la que se
distinguen 5 fases principales (las cuales se describen en el siguiente apartado); se decide
dejar la tabla como se propuso inicialmente, pero se hizo precision de las indicaciones que
los estudiantes debian seguir para completarla de acuerdo con la fase, es decir, los datos
en la tabla se iban registrando al inicio de cada fase dependiendo de la informacion en la

que se debian centrar los estudiantes para identificar las propiedades numeéricas.
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c. Descripcién de la guia

La guia que se propone estd relacionada con nociones del célculo tales como
sucesion, serie, limite, convergencia, entre otras, en el conjunto de los nimeros reales;
estas serdn abordadas desde el estudio de generalidades geométricas y aritméticas del
fractal conocido como “Arbol Pitagorico”, el cual fue construido por el profesor de
Matematicas Albert E. Bosman (1891 - 1961), en Holanda en 1942. Para la creacion de
este arbol, se tiene presente el conocido Teorema de Pitagoras, el cual enuncia que para
todo triangulo rectangulo, la suma de los cuadrados de los catetos es igual al cuadrado de

la hipotenusa, la forma tradicional de representar este teorema se muestra en la Figura 9.

Figura 9 Teorema de Pitagoras

Una forma equivalente de construir geométricamente el Teorema de Pitagoras es: Dado
un cuadrado, se construye un triangulo rectangulo (para la guia se construiran triangulos

rectangulos isésceles (ver

ANEXO 2)) sobre uno de los lados de dicho cuadrilatero y se dibujan los cuadrados

correspondientes a los otros dos lados del tridngulo, como se observa a continuacion,

Figura 10. Construccidn arbol pitagérico
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Luego se repite el mismo procedimiento con estos nuevos cuadrados, como se muestra en

la Figura 11.

R g
u u

Figura 11 Construccion arbol pitagérico 2

Y asi sucesivamente una cantidad indefinida de veces, obteniendo asi un arbol pitagérico

como que se muestra en la Figura 12:

Figura 12 Arbol pitagérico

Para el desarrollo de la guia propuesta se disefia un applet, en el que solo se tendra en
cuenta una de las ramas que se forma en el arbol pitagérico, para ello se tienen en cuenta

las siguientes apreciaciones:

Inicialmente se construye un cuadrado, cuyo lado mide una unidad, luego sobre él se traza
el tridangulo rectangulo isosceles. Después se dibuja un cuadrado en uno de los lados del

triangulo (en este caso se opta por el lado derecho del triangulo).
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Figura 13 Construccién rama pitagoérica

Luego se repite este procedimiento una cantidad indefinida de pasos hasta obtener la rama
completa del arbol pitagérico (Ver Figura 14).

Figura 14 Rama del arbol pitagérico

Para el estudio de la rama pitagoérica, se realiza un applet con el software GeoGebra (ver

ANEXO 2), el cual incluye unicamente las areas de los primeros cuadrados y triangulos
(especificamente las areas de los cuadrados hasta el séptimo y de los tridangulos hasta el
sexto), se realiza esto de manera intencional de acuerdo con los propositos de la guia,
debido a que se pretende que los estudiantes realicen célculos y obtengan algunas
generalizaciones. En la construccion geométrica se dejan marcados los angulos rectos de
los tridngulos, para que los estudiantes evidencien facilmente que estos son rectangulos;

ademas se crean comandos como “Animacion” que muestra la construccion paso a paso,
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el comando “Parar” que detiene la animacion de la figura y por ultimo el comando
“Reinicia” el cual deja el plano en blanco, es decir, se deja de mostrar la rama pitagorica.
En el applet se presenta un deslizador, que indica “el paso” de cada figura a medida que
van apareciendo en la construccion, asi, en el paso 20 se muestra una vista como la que se

presenta en la Figura 15.
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Figura 15 Applet proporcionado a los estudiantes

Para la aplicacion de la actividad, se les proporcionara el applet y ademas una guia
con preguntas orientadoras con el fin de que los estudiantes puedan estudiar la rama
pitagorica con un orden 0 una secuencia especial; Esta guia se divide en cinco momentos
o fases (Exploracion, Relacion numero figura-paso, area de figuras consecutivas, Suma

acumulativa de &reas de figuras y Comportamiento puntos rojos).
Fase 1. Exploracién:

En esta fase se pretende que los estudiantes observen y describan cuales son los
comandos del applet, el funcionamiento de cada uno de ellos y se familiaricen con el
software y con la actividad en general. Algunas preguntas que se desarrollan en la guia se

muestran en la Figura 16.
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1. Exploracidn

a. Observay describe para qué sirve cada botén de 1a construccitn en GeoGebral

RESPUESTA:

ersc
b. Mueve el deslizador “PASO” ®—— ;qué funcidn tiene este botén en la construccién geomeétrica?

RESPUESTA:

c. ;Qué figuras geométricas van apareciendo en la construceion? ;Cuales son las caracteristicas de cada
”

RESPUESTA:

d. ;Hay similitud en las figuras del mizmo color? ;Cudles?
RESPUESTA:

e. ;Hay diferencias en [az figuras del mismo celor? ;CudlesT

RESPUESTA:

Figura 16 Fase: Exploracién

Antes de iniciar con las demas fases, al estudiante se le indica cudl de las columnas
de la tabla debera registrar para que la fase se pueda realizar con éxito. El objetivo de
dicha tabla es que el estudiante observe y organice los datos que le serviran como base
para poder buscar, formular, verificar y validar conjeturas y plantear algunos argumento

frente a las mismas.

TABLA DE DATOS
Suma . Sumas Cocit’mte entre
Cuadrado Area del acumulativa Tridngulo Area del B o Acumulativas el area del
Paso | _ . ) Paso | _.. de las areas de los y cuadrade con
NUMERO cuadrade | de las areas de | NiAERO triangule iineul entre ¢l cuadrado ol drea del
o los cuadrades | = triangulos y el triangulo "
triangulo
L ! 1 1 1. 2 025 025 1+025=1.25| 1/025=4
1. ) 4 0.125 | 0.25+0.125
=0.375
3 3
4 4.
5. 5
6 6.
Figura 17 Tabla: Registro de informacion
Fase 2. Relacion nuamero figura-paso:
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Esta parte se realiza con el fin de que el estudiante logre evidenciar y conjeturar
las relaciones entre el nimero de la figura y el nimero del paso de cada una de las figuras
(cuadrados y triangulos). Los literales a, b y ¢ de esta fase tienen el objetivo de observar
que los cuadrados siempre estardn en un paso impar, es decir de la forma 2n — 1, donde

n es el nimero del cuadrado (Ver Figura 18).

Cuadrado n - paso nimero 2n — 1

a. JEn que “PASO” se encuentra el cuadrado numero 57

RESPUESTA:

b. Si en la construccion geométrica en GeoGebra estuviera el cuadrado nimero 11, jen qué “PASO” estaria? ;Por
qué?

RESPUESTA:

= CUADRADOS

c. ;Que relacion encuentras entre el nimero de cualquier cuadrado y su respectivo “PASO™? ;Por que?

RESPUESTA:

Figura 18 Preguntas Fase 2: Cuadrados

Anélogamente con los tridngulos, se quiere encontrar la relacion entre el nimero y
el paso de los tridngulos, en otras palabras, se pretende que los estudiantes encuentren

que:
Tridngulo numero n - Paso 2n

Por ultimo, en el literal g de la fase 2 se pretende que con lo que hayan concluido
hasta el momento referente a las relaciones del nimero de la figura y su respectivo paso,

puedan resolver un caso en particular cuyo paso 0 nimero ha de ser grande.

g. De acuerdo con tus respuestas en los items € y I anteriores, escribe el nimero del paso en el que se encontraria
el cuadrado nimero 21 y cual seria el nimero del triangulo en el paso 42:

CUADRADO TRIANGULO = GENERALIDADES
NUMERO: 21 PASO: NUMERO: PASO: 42
Justificacion: Justificacion:

Figura 19 Preguntas fase 2: Cuadrados y triangulos
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Fase 3. Areas de figuras consecutivas
3.1. Cuadrados

En esta fase, los estudiantes observardn las relaciones que existen entre los
cuadrados de numero consecutivo, por ejemplo, el cuadrado nimero 1 con el numero 2, el

nimero 2 con el 3, el 3 con el 4,..., el cuadrado n con el cuadrado n + 1.

3.1. Cuadrados
a. Sino te dieran el valor del drea del cuadrado namero 1 ;podrias hallarla de acuerdo con la construccion
dada en la actividad de GeoGebra? ;,Coémo?

RESPUESTA:

b. ;Como se puede relacionar el drea del cuadrado nimero 1 con el area del cuadrado numero 2?

RESPUESTA:

¢. ,Coémo se puede relacionar el 4rea del cuadrado niimero 2 con el area del cuadrado numero 37 Y ;La relacion
entre el drea de los cuadrados 3 y 47

RESPUESTA:

d. A partir de la relacién encontrada. ;Cudl seria el area del cuadrado numero 8? ;Por qué?

RESPUESTA:
Figura 20 Preguntas fase 3: Relacidn entre cuadrados

El objetivo es que los estudiantes a partir de una serie de preguntas (Ver Figura 20),

encuentren que el area del cuadrado n + 1 es la mitad del area del cuadrado n.

3.2.Triangulos

Anélogamente a las relaciones encontradas anteriormente entre los cuadrados, en
esta seccion se busca encontrar la relacion existente entre un tridngulo con su consecutivo,
es decir, el triangulo ntimero 1 con el numero 2, el nimero 2 con el 3, el 3 con el 4,..., el

triangulo n con el triangulon + 1.
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Ademas se pretende que los estudiantes encuentren que el area del triangulo n + 1
es la mitad del area del area del triangulo n. Algunas de las preguntas planteadas para este

fin se presentan en la Figura 21.

3.2. Triangules
a. Si no te dieran el valor del area del triangulo nimero 1 (Paso 2) ;podrias hallarla de acuerdo con la
construccion dada en la actividad de GeoGebra? ;Como?

RESPUESTA:

a. ;Como se puede relacionar el area del tridgngulo niimero 1 con el drea del tridngulo namero 2?
RESPUESTA:

b. ;Coémo se puede relacionar el area del tridngulo ndmero 2 con ¢l area del tridgngulo numero 37 Y ;La relacion
entre el drea de los triangulos 3 y 4?

RESPUESTA:

¢. A partir de la relacion encontrada. ;Cual seria el drea del triangulo namero 77 ; Por qué?

RESPUESTA:

Figura 21 Algunas preguntas orientadoras

3.3. Cuadrados y triangulos

El objetivo de esta fase es que los estudiantes descubran que el area del triangulo 1
es un cuarto el area del cuadrado 1, que el area del triangulo nimero 2 es 0,125 que
corresponde al area del cuadrado namero 2 dividido entre cuatro y asi sucesivamente
hasta encontrar que en general, el area del triangulo n es un cuarto del area del cuadrado
n. Analogamente, que el area del triangulo 2 es un medio el area del cuadrado 3, y que en
general el area del triangulo n — 1 es un medio del area del cuadrado n. Algunas de las

preguntas que se plantean para cumplir este objetivo se muestran en la Figura 22.
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a. ;Qué relacion tiene el area del cuadrado mimero 1 con el area del triangulo niimero 1? ;Qué te permite
realizar esa afirmacién?

RESPUESTA:

b. ;Qué relacion tiene el area del cuadrado niimero 4 con el area del tridngulo ndmero 4? ;Como obtienes esa
informacion?

RESPUESTA:

c. ;Que relacion tienen las areas de los cuadrados y los triangulos que tienen el mismo numero, por ejemplo A7
;Cémo llegas a tu respuesta? ;Por qué se cumple esa relacién?

| RESPUESTA: |

Figura 22 Preguntas fase 3: Relacion entre las areas de cuadrados y triangulos

Fase 4. Suma acumulativa de areas de figuras:

En esta parte se quiere que los estudiantes evidencien que la suma acumulativa de
cuadrados converge a 2, que la suma acumulativa de triangulos converge a 0,5, por tanto
la suma, de las sumas acumulativas converge a 2,5 (Convergencia del area de la figura

completa, Ver Figura 23).
Fase 5. Comportamiento puntos rojos:

El proposito de esta fase es que los estudiantes observen y determinen que los
puntos tienen una forma de espiral y que a medida de que el area de las figuras tiende a

cero, estos puntos tienden a la coordenada (2,1) (Ver Figura 23).

Figura 23 Rama pitagérica

Durante el desarrollo de la actividad se considera que algunas de las garantias o

respaldos que los estudiantes podrian manifestar de manera explicita o implicita son:
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Los datos proporcionados por el applet.
Los valores registrados en la tabla.
Teorema de Pitagoras.

Formula de area de un cuadrado.
Formula de area de un triangulo.
Propiedades de los triangulos isosceles.

Ubicacion de puntos

en

el

plano

cartesiano.
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5. DESCRIPCION DE RESULTADOS OBTENIDOS

En este apartado, se realiza una descripcién de los resultados obtenidos al realizar
la aplicacién de la guia propuesta a la poblacion seleccionada (estudiantes de noveno del
colegio SCALAS), para ello, se cuenta con dos fuentes de informacion, la guia
solucionada por los estudiantes y algunos registros de audio o fotos, que se obtuvieron

durante este proceso.

A continuacion, se presentan algunas consideraciones acerca de la forma como se
realiz6 la aplicacion de la guia y los pardmetros que se tuvieron en cuenta para organizar
la informacion y posteriormente estructurarla en la descripcion, con el animo de
contrastarla con la teoria expuesta en el marco de referencia, del presente trabajo de

grado.
5.1. Algunas consideraciones acerca de la aplicacion de la guia

La guia se realiza en 3 sesiones de clase de 35 minutos cada una, se solicito a los
24 estudiantes del curso noveno del colegio SCALAS, trabajar en parejas, debido a que de
esta forma se podrian presentar dialogos y entre juntos encontrar aportes que

contribuyeran en la solucion de la guia.

Cada pareja de estudiantes contd con un computador en el cual se encontraba el
applet del “Arbol pitagérico”, dispuesto para la solucion de la guia, la docente, respondia
algunas dudas de los estudiantes y en algunas ocasiones los orientaba para que pudieran
obtener mejor sus respuestas, dichos dialogos fueron registrados en audio y en uno de los
grupos, se tomo registro de la pantalla® con las actividades que hicieron en el computador

(con ayuda del software Camtasia), junto con la grabacién de voz.

Asi, se recolectaron en total 12 guias y aproximadamente 15 grabaciones de voz

cortas, con didlogos referidos a diferentes partes de la guia.

> No se realiz6 registro de la pantalla ni grabacién de voz a todas las parejas debido a que en el colegio no se
permiti6 la instalacion del software Camtasia y no se podia acceder a la grabacion de voz. Estos datos
fueron registrados con el computador de la docente y algunos de sus elementos.
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5.2. Algunas consideraciones acerca de la descripcién de los resultados

Para describir los resultados obtenidos se debe tener en cuenta que se escogieron 7 guias
de los estudiantes, debido a que se presentaron relaciones entre algunas de estas, otras
estaban incompletas y no se tuvieron en cuenta aquellas en las que no se encontraban

procesos de conjeturacion o argumentacion.

Los insumos de evidencia fueron las guias y las transcripciones de algunas de las
grabaciones de voz registradas, dichas evidencias se organizan y estructuran de acuerdo

con las 5 fases de la guia, se debe recordar que estas son:

e Fase 1: Exploracion.

e Fase 2: Relacion numero figura-paso.

e Fase 3: Areas de figuras consecutivas (cuadrados, triangulos, cuadrado-triangulo).
e Fase 4: Suma acumulativa de areas de figuras.

e Fase 5: Comportamiento puntos rojos.

Se realizan tablas para cada fase en las cuales se presenta la informacidn necesaria,
clasificada por segmentos o0 momentos correspondientes a diferentes grupos, los cuales
sirven evidenciar procesos de argumentacién o conjeturacion, tales insumos se encuentran
en el ANEXO 3. Vale la pena aclarar que en todas las fases, no se ubican las respuestas de

los 7 grupos seleccionados, el interés es destacar solo algunos procesos encontrados.
En cuanto a la descripcion de los resultados obtenidos se debe tener en cuenta que:

- Se organizan por secciones de acuerdo con las 5 fases de la guia y al final de
cada una de ellas, se presentan unas conclusiones generales de los resultados
de la fase, se tienen en cuenta los propdsitos mencionados en la descripcion de
la guia.

- Enla fase 1 se utiliza una tabla o matriz de descripcion la cual consta de una
descripcion general, el numero del segmento que corresponde a la

organizacion de la informacién recolectada (ver ANEXO 3), en la fase 1, y
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algunas generalidades que se obtienen del segmento correspondiente. Tal

matriz de analisis se presenta a continuacion:

Fasel
Descripcion
general
Segmento Generalidades
1
2.

Figura 24 Matriz Fase 1

- En las otras 4 fases se utiliza una matriz diferente, en la cual se precisa, el
nimero de la fase, una descripcion general del momento que se estd
describiendo, se referencia el nimero de la tabla en la cual se encuentra, el
numero del segmento o momento que corresponde a la organizacion de la
informacidn presentada en las tablas del anexo 3 de acuerdo con cada fase. Se
incluyen 3 asuntos de interés del trabajo de grado, primero, el proceso de
conjeturacion, en este caso se mencionan los pasos encontrados en el segmento
de evidencia que se describe (observacion y organizacién de casos, bldsqueda
de regularidades, formular, verificar, generalizar y validar); segundo, se
presenta el proceso de argumentacion en el cual se describen los elementos
encontrados, de acuerdo con el modelo de Toulmin: finalmente, se precisan

algunas nociones del célculo involucradas en el segmento de evidencia.
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MOMENTO

0O SEGMENTO

DESCRIPCION GENERAL

(ver Tabla 23, segmento 1- FASE 1)

ASUNTOS DE INTERES
DEL TRAEAJO DE
GERADO

(ESPACIOPARALA
DESCRIPCION GENERAL)
Proceso de
Conjeturacion
Argumentacion

Nociones del
cileulo que se

evidencign

Figura 25 Matriz Fases 2, 3,4y 5

- Se debe tener en cuenta que en la descripcion de cada asunto de interés del

trabajo de grado, en algunos casos, se ubican se frases textuales que ilustren la

teoria encontrada o se hace referencia a imagenes particulares en las que se

encuentra la evidencia exacta de cierto elemento teérico mencionado, estas se

denominan “Evidencia imagen...®” y se encuentran en las tablas en las que se

organizaron los datos obtenidos (Ver Tabla ANEXO 3) de acuerdo con la fase

descrita.

- En algunos casos, se describen varios segmentos en una misma matriz, esto se

debe a que se encuentran relaciones en las respuestas y por ello, no se

considera necesario realizar una tabla para cada uno. Se toman evidencias de

alguno de los segmentos o de varios para presentar los asuntos de interés en la

matriz.

® De acuerdo con el ndmero de la evidencia imagen.
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5.3. Descripcion de resultados Fase 1 de la guia

A continuacion se presenta la descripcion de los resultados encontrados en la Fase 1

teniendo en cuenta los procesos de conjeturacion y argumentacion

Tabla 7. Descripcion de resultados fase 1 de la guia

Fase 1
Descripcion | Los estudiantes realizan una observacion y exploracion al applet que se les proporciona,
general posteriormente responden las preguntas planteadas (Ver Tabla 25).
Segmento Generalidades
Se evidencia que todos los grupos reconocen la funcionalidad de los comandos y
realizan una breve descripcion de cada uno de ellos; algunos grupos relacionan la
funcion del comando con el color del mismo (Ver Segmento 1, fase 1), algunos
aspectos que se encontraron frente a los procesos de conjeturacion y argumentacion, y
L las nociones del célculo que se observan en este segmento son:
e No se logra evidenciar proceso de conjeturacion.
e No se observa proceso de argumentacion.
¢ No se encuentran nociones del célculo.
Los estudiantes identifican la funcion del deslizador “paso” sin embargo los grupos 2 y
3 agregan que la figura va teniendo forma de espiral, lo cual corresponde a uno de los
objetivos de la guia (Ver Segmento 2, fase 1).
5 Con respecto a los asuntos de interés del trabajo de grado se logra evidenciar que:

e Se presenta la fase 1 del proceso de conjeturacion, debido a que los estudiantes
visualizan, observan los datos que les presenta el applet y afirman que la figura
siempre tiene forma de espiral.

¢ No hay proceso de argumentacion.
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¢ No hay nociones del célculo involucradas.

Los estudiantes identifican diferentes caracteristicas de las figuras que componen la
rama pitagorica, como las diferencias que hay entre las areas, ademas uno de los
grupos observa que los triangulos son rectangulos, también se observo que:

e Sigue presente la fase 1 del proceso de conjeturacion, debido a que los
estudiantes observan y caracterizan algunas de las propiedades que cumple la
rama pitagorica.

¢ No hay proceso de argumentacion.

e Algunas caracteristicas de limite estan presentes, como la nocion de infinito o
de limite al infinito debido a que en algunas de las respuestas, los estudiantes
manifiestan que a medida de que se va avanzando en la rama pitagorica “el
numero de la figura es mas grande” las areas son cada vez mas y mas pequefias

(Ver Segmento 3, fase 1).

Los estudiantes en esta fase relacionan el color de la figura con la forma de la misma,
encuentran que los cuadrados tienen el mismo color (azul), de igual forma todos los
triangulos son morados y en algunas ocasiones identifican que estos son tridngulos

rectangulos (Ver Segmento 4, fase 1).

Frente a los procesos de conjeturacién y argumentacion y las nociones de calculo

involucradas se evidencia que:

e La actividad aporta al desarrollo de la fase uno del proceso conjeturacién
(observacién y organizacion de los datos), debido a que los estudiantes exploran
el applet e identifican propiedades o caracteristicas que mantienen las figuras de
la rama pitagorica.

¢ No se presenta proceso de argumentacion.

¢ No se desarrollan ideas o nociones ligadas al célculo.

En general los estudiantes observan algunas diferencias que hay el tamafio y el area de
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los cuadrados y los tridangulos (Ver Segmento 5, fase 1). También se observo que:

e En esta parte de la guia se desarrolla las fases 1, 2 y 3 del proceso de
conjeturacion, debido a que los estudiantes observan y caracterizan algunas de
las propiedades que cumplen las figuras que componen la rama pitagorica,
ademas buscan e identifican algunas regularidades, formulando algunas
conjeturas como: ‘“cada vez que van apareciendo mas figuras, se va
disminuyendo las areas” (Ver evidencia imagen 16).

¢ No hay proceso de argumentacion.

e Algunas ideas del calculo estan presentes, como la idea de infinito o de limite
al infinito en el momento en que determinan que a medida de que el nUmero de
la figura se hace cada mas y mas grande, su area se va haciendo mas y mas

pequefia.

5.3.1. Conclusiones resultados Fase 1

Partiendo de las generalidades encontradas en la fase 1 y que se describen en la tabla

anterior, se identifican 4 aspectos importantes:

Se cumplen los propoésitos que se plantearon inicialmente, debido a que los
estudiantes se familiarizaron con el applet, encontraron la funcionalidad de cada
uno de los comandos y ademas identificaron algunas propiedades que se guardan
entre las figuras de la rama pitagérica para asi poder avanzar con la siguiente fase

de la actividad.
Respecto al proceso de conjeturacion se evidencia que esta fase ayud6 al

desarrollo principalmente de las fases 1 y 2 de este proceso (observacion y
organizacion y basqueda de regularidades).
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- Frente al proceso de argumentacion, esta fase no la desarrollé puesto que esto no

estaba dentro de los propositos de esta parte de la actividad.

- A pesar de que para esta fase no se tenia presupuestado que se desarrollara alguna
nocion del célculo, se encontré que los estudiantes empezaron a identificar
algunas de las caracteristicas de la idea de limite al considerar comportamientos de

las  figuras cuando tienen un  ndmero  muy  grande.
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5.4. Descripcion de resultados Fase 2 de la guia

Tabla 8. Descripcién momento o segmento 1, fase 2

DESCRIPCION
GENERAL

(ver

Transcripciones o
evidencias fase 2 de la
guia
Tabla 26, segmento 1-

Se presenta un didlogo entre los estudiantes y la profesora mientras que ellos responden unas
preguntas de la guia. Se inicia la conversacion al pedir razones por las cuales los estudiantes
agregaron numeros en la tabla (ver Evidencia imagen 20) para responder una de las preguntas
(2b). A partir de ello, la docente indaga sobre como se han obtenido algunas de las respuestas y
consigue informacion para evidenciar los procesos de conjeturacién y argumentacion presentes.

FASE 2)
Observacion y organizacion: Los estudiantes realizan observacion y organizacion de los datos
SIOIIENITE d relacionados con el nimero y el paso respectivo de los cuadrados al completar los valores en la
o -
o] m 8‘: o O tabla.
SEGMENTO | x ¢ | © 'O . . . .
Lll_J D) o % Buscar regularidades: Cuando se incluyen unos valores no solicitados, se evidencia una
L — : : . :
Z A 8 = regularidad, que es ir sumando 2 al nimero del paso anterior.
=) - i
1 D < o q—", Formular: Se formula la siguiente conjetura:
O o - C
< . : ,
E |n_: o 8 - Los cuadrados se encuentran en los pasos impares, es decir “el paso es dos veces el nimero
-
2 y se le resta uno”
Verificar: Se verifica tal conjetura para un caso especifico del cuadrado nimero 4, se pretende
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hallar el paso a partir de la relacion encontrada.

“mira si probamos por ejemplo para el cuadrado numero 4[...], pues lo que hago es hacer 2
por 4 queda 8y leresto 1 yyanosda7,yasisecumple con todos.”

2 (13

Generalizar: Al mencionar las frases “...y asi se cumple con todos”, “siempre es un namero
impar” ademas, se plantea una expresion general “y=2x-1" (ver Tabla 26, segmento 1, p. 125)
para hallar el paso de cualquier cuadrado, se evidencia que los estudiantes generalizan.

MOMENTO

@)
SEGMENTO

ASUNTOS DE INTERES DEL TRABAJO DE

GRADO

Proceso de argumentacion

De acuerdo con el modelo de Toulmin y los datos presentados en el segmento 1- Fase 2 ( Tabla
26. Transcripciones o evidencias fase 2 de la guia), se puede evidenciar el siguiente proceso de
argumentacion:

C: Los cuadrados se encuentran
en los pasos impares,
es decir “el paso es
’ dos veces el nimero
y se le resta uno”
Con la expresion "y=2x-/ "
se puede hallar el paso del cuadrado
siendo x el mimero del cuadrado.

D: Cuadrados y su respectivo
numero de paso en el applet
de la guia hasta el cuadrado 10.

Se registra en la tabla J

estos valores (columnas 1y 2)
de la guia

G: Se verifica para diferentes
casos que se cumple la regularidad,
se constrastan los resultados con
los datos dados en el applet y con la tabla
¥ se incluyen otros valores en esta
(ver Evidencia imagen 1).
Se menciona que se sigue una secuencia
que son los nimeros impares y por ello
se cumple la regularidad.

Proceso de argumentacién 1
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MOMENTO = Nociones | * EN este segmento se puede evidenciar que los estudiantes involucran la nocion de sucesion
e o del calcul debido a que se considera una correspondencia entre los nimeros naturales (paso) y la posicion de
SEGMENTO E 5 el calculo los cuadrados, los cuales se relacionan mediante una expresion de los nimeros impares.
Z - que se + Se encuentra la idea de infinito, al considerar que para todos los nimeros naturales hay una relacion
1 8 < evidencian con uno impar, se debe recordar que esto surge, a partir de una situacion (applet de la guia) que se
< presenta para casos particulares.
Tabla 9. Descripcion momento o segmento 2, fase 2
DESCRIPCION Se presenta un dialogo entre los estudiantes y la profesora, mientras que ellos responden algunas
GENERAL preguntas de la guia. Se inicia la conversacion al pedir las razones por las cuales los estudiantes
escribieron esa respuesta a la pregunta 2c de la guia (ver segmento 2, fase 2). Se realiza una conjetura
ver Tabl . L ,
el TelsteEl correspondiente a una expresion general para hallar el niamero del paso de cada cuadrado de acuerdo
segmento 2, 3,5y 6- . . . .
con su numero, los estudiantes mencionan la forma de hallarla e intentan convencer a la profesora de
FASE 2) .
su validez.
MOMENTO ¢ | Formular: Se formula la siguiente conjetura:
L GJ \o
o 8 T O - Para hallar el nimero del paso de cualquier cuadrado con x es el nimero del cuadrado y y
SEGMENTO g 2 8 © corresponde al paso, se usa la expresion y = 2x — 1 (ver Evidencia imagen 23)
<5 X2 o o .
E % 8 "q-j Verificar: Se verifica tal conjetura para varios casos (ver Evidencia imagen 24)
" —
_| —
2 3 LéJ al g “Pues por ejemplo, con los cuadrados que aparecen en GeoGebra, como para el cuadrado nimero 2 el
) ) . - ..
O paso es 3 porque se hace lo mismo multiplicar 2 por 2 y restarle 1 o sea 3 y asi mismo se hace con
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D, 6

otros y si funciona la ecuacion.”

13

Generalizar: Se realiza una generalizacion con la expresion encontrada “y = 2x —1” y los

estudiantes precisan que esto se cumple para todos los casos.

Validar: Los estudiantes validan debido a que mencionan cémo obtuvieron la expresion. Precisan
que esta corresponde a los nimeros impares de manera general. Esto se puede evidenciar al

considerar que:

“y es igual al paso que necesitamos encontrar para hallar el paso del cuadrado, por 2, equis,...., digo
x es el numero del cuadrado, por 2 porque el numero de figuras que van formando la figura completa
son dos cuadrado Yy triangulo, y el -1 porque para formar cada figura que esta conformada por 2 toca
restarle el tridngulo que seria la segunda figura para que quede un cuadrado y asi se sabe el nimero
de su paso.”
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De acuerdo con el modelo de Toulmin y los datos presentados en los segmento 2, 3 5 y 6- Fase 2
MOMENTO

(verTabla 26. Transcripciones o evidencias fase 2 de la guia), se puede evidenciar el siguiente
@)

SEGMENTO

proceso de argumentacion:

D: Se busca alguna relacion ]

entre los cuadrados y C:
su respectivo paso [ Con la expresion "y=2x-1 "
se tienen los valores |l se puede hallar ¢l paso del cuadrado
presentados en el applet siendo x ¢l nimero del cuadrado y y el paso.
de la guia,

2, 3,
5, 0

G: Se verifica para diferentes
casos que se cumple la expresion general.

R: Los estudiantes
saben que esa es la forma
general de escribir

los niimeros impares.

Proceso de argumentacion 2

Proceso de argumentacion

ASUNTOS DE INTERES DEL TRABAJO DE
GRADO
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MOMENTO

O
SEGMENTO

2, 3,
D, 0

ASUNTOS DE INTERES

Nociones
del calculo
que se

evidencian

* En este segmento se involucra la nocion de sucesion debido a la correspondencia entre el conjunto

de los nimeros naturales y un subconjunto del mismo (nimeros pares).

Los segmentos de evidencia 3, 5y 6 (ver Tabla 26. Transcripciones o evidencias fase 2 de la guia) estan relacionados con el proceso de

conjeturacion y argumentacion que se presenta en la tabla anterior para el momento 2 (ver Tabla 9), por tal motivo, no se explicitan

tales elementos tedricos en las respuestas de los estudiantes.
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Tabla 10. Descripcion momento o segmento 3, fase 2

DESCRIPCION
GENERAL

(ver Tabla 9,
segmentos 4y 7- FASE
2)

Se presenta un registro de las respuestas escritas en la guia (de las preguntas 2a a 2c, 2g y tabla en las
columnas 1y 2) de un grupo de estudiantes, concernientes al nimero de los cuadrados y la relacion
con el paso que aparece en el applet de la guia, a partir de tales respuestas, se evidencia el proceso de

conjeturacion y argumentacion.

MOMENTO

O
SEGMENTO

A

ASUNTOS DE INTERES DEL TRABAJO DE
GRADO
Proceso de Conjeturacion

Observacion y organizacion de casos: Se evidencia este paso de la conjeturacion en las respuestas
de los estudiantes, al realizar el registro de los valores en la tabla y precisar que por ejemplo, el

cuadrado numero 5 esta en el paso 9.

Buscar regularidades: al afiadir otros valores no solicitados en la tabla, por ejemplo el caso de los
cuadrados numero 8, 9 y 10 y registrar el paso correspondiente (Evidencia imagen 29), se observa

que se encuentra una regularidad.
Formular: Se formulan la siguientes conjeturas:

- “Todos los cuadrados estan en pasos impares”

- A la pregunta ¢Qué relacion encuentras entre el nimero de cualquier cuadrado y su respectivo
“PASO”? ;Por qué? los estudiantes responden “Todos los nimeros excepto el 1, se le suma el
anterior...” (Evidencia imagen 27) Los estudiantes presentan algunos ejemplos para explicar que

se refieren a la forma de encontrar el paso de cualquier cuadrado, excepto el nimero 1, sumando
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el nimero del cuadrado con el anterior.

Verificar: Se verifica tal conjetura para varios casos, en particular se halla el paso de los cuadrados
5, 8, 10 y 21 de la forma como se menciond en la formulacion anterior (Ver Evidencia imagen 27 y

Evidencia imagen 28).

Generalizar: Al mencionar en las conjeturas, la palabra “todos” se observa una generalizacion de la

regularidad encontrada en los datos registrados en la tabla de la guia (columnas 1y 2).

MOMENTO

O
SEGMENTO

4y [

ASUNTOS DE INTERES DEL TRABAJO DE

GRADO

De acuerdo con el modelo de Toulmin y los datos presentados en los segmento 4 y 7- Fase 2 ( Tabla

26), se puede evidenciar el siguiente esquema:

D: Los estudiantes registran valores C:
en la tabla de la guia (columnas 1 y 2), Para encontrar el paso de
referidos a la relacion entre el niumero _’ cualquier cuadrado,

excepto el namero 1,
se suma el numero de este
cuadrado, con el anterior.

Se tienen en cuenta los valores dados

de cada cuadrado y su respectivo paso.
en ¢l applet de la guia.

G: Se verifica para diferentes

casos que se cumple la expresion general,

por gjemplo para los cuadrados
numero 3, 8, 10 y 21, haciendo 5+4=9, 8+7=15,
10+9=19, 21+20=41.

Se anaden valores no solicitados

en la tabla, en particular en los cuadrados

numero 8, 9y 10.

Procesos de argumentacion

51




Proceso de argumentacion 3

MOMENTO
w Nociones _ _ _ _
@) g o del caleul Este segmento involucra la nocion de sucesion debido a que se establece una correspondencia entre los
\ el calculo
SEGMENTO E % numeros naturales con los nimeros pares en el caso de los triangulos, esta relacion se encuentra al completar
Z que se
o Z ) ] las columnas 1y 2 de la tabla.
4 y [ |2 ~ | evidencian

El segmento de evidencia 7 (ver Tabla 26) esta relacionado con el proceso de conjeturacion y argumentacion que se presenta en la

tabla anterior para el momento 2 (ver Tabla 10), por tal motivo, no se explicitan tales elementos tedricos en las respuestas de los
estudiantes.

52




53



Tabla 11. Descripcion momento o segmento 8, fase 2

DESCRIPCION
GENERAL

(ver Tabla 9,
segmentos 8, 9y 14-
FASE 2)

Se presenta un registro de las respuestas escritas en la guia (de las preguntas 2d a 2f y 2g y tabla en las
columnas 5y 6 de la guia) de un grupo de estudiantes, concernientes al niamero de los triangulos y la
relacion con el paso que aparece en el applet de la guia. A partir de tales respuestas, se evidencia el

proceso de conjeturacion y argumentacion.

MOMENTO

O
SEGMENTO

8,9

y
14

GRADO
Proceso de Conjeturacion

Observacion y organizacion de casos: En las respuestas de los estudiantes se muestran registros de
valores en la tabla y en el establecimiento de correspondencias entre el PASO y la posicion de los

triangulos. Por ejemplo se encuentra que “el triangulo nimero 6 esta en el paso 12”.

Buscar regularidades: Al afadir otros valores no solicitados en la tabla, por ejemplo el caso de los
triangulos nimero 8, 9 y 10 y registrar el paso correspondiente (Evidencia imagen 36) una regularidad es
encontrada. También se identifica esto en la respuesta de los estudiantes, al mencionar que los pasos de
los tridngulos siguen la secuencia: 2, 4, 6, 8, 10, etc.

Formular: Se formula la siguiente conjetura:
- “Los triangulos aparecen en pasos pares” (Evidencia imagen 36)

Verificar: Se verifica tal conjetura para varios casos, en particular se halla el paso de los triangulos 1,

2, 3,4,5, entre otros.
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Generalizar: Se establece una generalizacion al precisar que se puede hallar el paso de cualquier
triangulo con la expresion x = 2y o en otros casos, los estudiantes determinan que “el paso de A= 2n”

(Evidencia imagen 36).

Validar: Se valida la afirmacion al mencionar que tal expresion (x = 2y) corresponde a la forma de

escribir los nimeros pares o el doble de un nimero.

MOMENTO

@)
SEGMENTO

8, 9

y
14

ASUNTOS DE INTERES DEL TRABAJO DE GRADO

Proceso de argumentacion

De acuerdo con el modelo de Toulmin y los datos presentados en los segmentos 8, 9 y 14- Fase 2 (ver
Tabla 26. Transcripciones o evidencias fase 2 de la guia), se puede evidenciar el siguiente esquema de

argumentacion:

> Con la expresion "x=2y "
se puede hallar el paso de cualquier trigngulo
siendo x el numero del cuadrado y v el paso.

entre los trisingulos y
U respectivo paso
se tienen los valores J

D: Se busca alguna relacion ]

presentados en el applet
de la guia.

G: Se verifica para diferentes
casos que se cumple la expresion general.
Se determinan secuencias que
indican que los pasos corresponden
a los nimeros pares.

R: Los estudiantes
saben que esa es la forma
general de eseribir
los numeros pares o el
doble de un numero.

Proceso de argumentacion 4
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MOMENTO

O
SEGMENTO

8,9y
14

ASUNTOS DE INTERES

Nociones
del célculo
que se

evidencian

» En este segmento se involucra la nocion de sucesion debido a que se considera una correspondencia
entre los numeros naturales (Numero del tridngulo) con los nimeros pares (Paso del tridngulo) y lo

relacionan al completar las columnas 5 y 6 de la tabla en la guia propuesta.

* Se encuentra la idea de infinito, al considerar que para todos los nimeros naturales hay una relacion

con los numeros pares.

Los segmentos de evidencia 9 y 14 (ver Tabla 26), estan relacionados con los procesos de conjeturacion y argumentacion que se

presentan en la tabla anterior para el momento 8 (ver Tabla 11), por tal motivo, no se explicitan tales elementos tedricos en las

respuestas de los estudiantes.
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MOMENTO

O
SEGMENTO

10, 11, 12

y
13

Tabla 12. Descripcion momento o segmento 10, fase 2

segmentos 8, 9y 14-
FASE 2)

DESCRIPCION

GENERAL

(ver Tabla 9,

Se presenta un registro de las respuestas escritas en la guia (de las preguntas 2d a 2f y 2g y tabla en
las columnas 5 y 6 de la guia) de un grupo de estudiantes, concernientes al numero de los triangulos
y la relacion con el paso que aparece en el applet de la guia, a partir de tales respuestas, se evidencia

el proceso de conjeturacion y argumentacion.

ASUNTOS DE INTERES DEL TRABAJO DE

GRADO

Proceso de Conjeturacion

Observacion y organizacion de casos: Se evidencia este paso de la conjeturacion en las respuestas
de los estudiantes, al realizar el registro de los valores en la tabla (ver Evidencia imagen 41 y

Evidencia imagen 48)

Buscar regularidades: al afiadir otros valores no solicitados en la tabla, por ejemplo el caso de los
triangulos numero 8, 9, 10, 11y 12, y registrar el paso correspondiente (ver Evidencia imagen 41y

Evidencia imagen 48), se observa que se encuentra una regularidad.
Formular: Se formulan la siguientes conjeturas:

- El triangulo niimero 12 “estaria en el [paso] 24 porque es el doble del niumero y los tridngulos
son pasos pares”
- “El ntimero del paso es el doble del nimero del triangulo” (ver Evidencia imagen 42 y

Evidencia imagen 46)

Verificar: Se verifica tal conjetura para varios casos, en particular se halla el paso de los triangulos
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1, 5, 8 entre otros (ver Evidencia imagen 43 y Evidencia imagen 47).

Generalizar: Se afirma que “todos los numeros [de pasos de los triangulos] son pares” (ver

Evidencia imagen 42 y Evidencia imagen 46)

MOMENTO
0 De acuerdo con el modelo de Toulmin y los datos presentados en los segmentos 10, 11, 12 y 13-
SEGMENTO Fase 2 (ver Tabla 26), se puede evidenciar el siguiente proceso de argumentacion:
10 r N
y D: Valores de los pasos ]
de los triangulos de C:
acuerdo con el numero T P El nimero del paso es el doble del
1 1 1 2 que se presenta en el applet numero del triangulo.
) de la guia.
e _

ASUNTOS DE INTERES DEL TRABAJO DE GRADO

G: Los numeros son pares,
se verifica para varios casos
la correspondencia entre el numero
con su doble, para hallar el paso
del triangulo correspondiente.

y
13

Proceso de argumentacion

Proceso de argumentacién 5
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MOMENTO

O
SEGMENTO

10,11, 12y

13

ASUNTOS DE INTERES

Nociones
del calculo
que se

evidencian

En este segmento se evidencia que se involucra la nocion de sucesion debido a que se considera
una correspondencia entre los ndmeros naturales y se relacionan al completar las columnas 5y 6 de la

tabla en la guia propuesta.

Se encuentra la idea de infinito, al considerar que para todos los nimeros hay una relacién con uno par.

Los segmentos de evidencia 11, 12 y 13 (ver Tabla 26) esté relacionados con el proceso de conjeturacion y argumentacion que se

presenta en la tabla anterior para el momento 2 (ver Tabla 12), por tal motivo, no se explicitan tales elementos teodricos en las

respuestas de los estudiantes.
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5.4.1. Conclusiones resultados Fase 2

A partir de las descripciones realizadas en las tablas anteriores, referidas a la fase 2

de la guia, se pueden considerar 4 elementos principales:

Los estudiantes hacen uso de la guia y se realizan algunos didlogos para
recolectar la informacion que permite evidenciar los contrastes tedricos que se
encuentran en el desarrollo de la misma; el applet y el uso de GeoGebra,
permite observar caracteristicas de las figuras y la relacion entre el paso de una
figura con su numero respectivo.

Se identifica, en gran medida, un proceso de conjeturacion en las respuestas de
los estudiantes y las preguntas de la guia contribuyen al desarrollo de los
diferentes pasos de tal proceso; por ejemplo, la tabla promueve la observacion
y registro de algunos casos particulares, en esta fase, referidos a la relacion
entre el paso de los cuadrados o los tridngulos y su respectivo numero en la
figura completa. Se debe tener en cuenta, que en varias ocasiones, los
estudiantes afiadieron pasos no solicitados en los dltimos renglones de la tabla,
lo cual refleja la observacion de regularidades y patrones. En cuanto a las
formulaciones, se pudo evidenciar que las conjeturas surgen a partir de la
exploracion y el registro de datos, se realizan en un lenguaje poco riguroso,
aunque en algunos casos se usan simbolos para indicar ciertos elementos en las
preguntas de la guia, como el nimero de una figura y su expresion para hallar
el nimero del paso correspondiente.

Las conjeturas planteadas por los estudiantes, tienen que ver con relaciones
entre nimeros naturales y se obtienen al realizar procesos inductivos, en los
cuales se parte de casos particulares para llegar a una generalizacion. En la
mayoria de las evidencias, se encuentra el paso de la verificacion de las
formulaciones realizadas, en ocasiones esto conduce a generalizaciones que no
necesariamente se expresan en un lenguaje matematico.

Se encuentran pocas evidencias de la forma como los estudiantes validan las

conjeturas o generalizaciones planteadas; la manera de convencer a otros de las
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respuestas dadas, se basa principalmente en el registro realizado en las tablas o
la observacion de la construccion geométrica presentada en el applet de la
guia. En algunos momentos, se encontr6 que los conocimientos de los
estudiantes influyeron para validar sus conjeturas, por ejemplo, al mencionar
como se escribe de manera general un namero impar.

De manera similar, se evidenciaron diferentes procesos de argumentacion, en
los cuales se privilegia la identificacion de 4 de los elementos que
corresponden al modelo de Toulmin, Datos, Conclusién, Garantia y Respaldo;
en la fase 2, se encuentra que la mayoria de los argumentos realizados, se
estructuran de acuerdo con el modelo bésico de Toulmin, en el cual se ponen
en juego solamente los primeros 3 elementos mencionados. En este caso, los
datos utilizados son los valores registrados en la tabla o los que se encuentran
en el applet de la guia, las conclusiones estan relacionadas con el nimero del
paso de una figura; es un nimero impar para los cuadrados y par en el caso de
los tridngulos, se presentan expresiones generales para hallar tales relaciones.
Las garantias encontradas también son obtenidas de secuencias, observacion de
patrones y verificacion de casos particulares con la informacién presentada en
el applet, dichas garantias son de tipo hipotético, debido a que no tiene un
sustento tedrico aceptado por una comunidad. En uno de los segmentos, se
consider6 un respaldo para validar las conclusiones, en el cual se hace
referencia a la forma general de escribir los nimeros pares y los impares, tales
respuestas dadas por los estudiantes, son de tipo categdrico, por tal motivo, se
tienen en cuenta como respaldos.

Al desarrollar la fase 2 de la guia se involucran nociones del céalculo como
sucesion, debido a que se considera una correspondencia entre los numeros
naturales con uno impar o par. Posiblemente se encuentre la nocion de infinito,
al considerar que se cumplen las relaciones mencionadas para todos los

ndameros naturales.
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5.5. Descripcion de resultados Fase 3 de la guia

MOMENTO

O
SEGMENTO

1

Tabla 13 Descripcion momento o segmento 1, fase 3.1

DESCRIPCION

(ver segmento 1-

GENERAL

FASE 3.1)

El estudiante desarrolla la parte 3.1 de la guia, pero €l no sabe como determinar el area del
cuadrado namero 25, debido a que este valor no se encuentra ni en la tabla ni en el applet,
situacion que motiva la intervencion de la docente mediante algunas preguntas para guiar al

estudiante.

ASUNTOS DE INTERES DEL TRABAJO DE

GRADO

Proceso de Conjeturacion

Observacion y organizacion: El estudiante observa los datos que arroja el applet y los

organiza en la tabla.

Buscar regularidades: El estudiante relaciona los datos registrados encontrando aspectos
en comun, situacion que evidencia una busqueda de regularidades, él encuentra que tanto
visualmente (en el applet) y numéricamente (valores de la tabla), “las areas cada vez van

disminuyendo”. (Ver segmento 1, fase 3.1).

Formular: El estudiante formula la siguiente conjetura “cada cuadrado se va volviendo mas

pequefio cada vez, o sea que se aproximaria a cero” (Ver Evidencia imagen 523).

Verificar: Después realiza un ejemplo para el caso del cuadrado nimero 100, buscando

probar si la conjetura es valida en casos nuevos.
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MOMENTO

@)
SEGMENTO

1

ASUNTOS DE INTERES DEL TRABAJO DE GRADO

Proceso de argumentacion

De acuerdo con el modelo de Toulmin y los datos presentados en el segmento 1- Fase 3.1
(ver Tabla 27 Transcripciones o evidencias fase 3 de la guia), se puede evidenciar el

siguiente proceso de argumentacion:

I: Valores de las areas de los ] C: Entre mds grande sea el
cuadrados que se presentan en la tabla. J > - numero del cuadrado,
su drea se va aproximando a cero,

Gi: (Conjeturas anteriores): "Las dreas cada vez
van disminuyendo';
"¢l drea de un cuadrado es la mitad
del cuadrado anterior",

Proceso de argumentacién 6

Nociones
del calculo
que se

evidencian

- En este segmento se evidencian algunas de las caracteristicas de la nocion de limite,
debido a que se trabajan ideas como infinito, procesos infinitos (Ver Evidencia imagen
53).

- Ademas de la nocién de sucesion, al considerar una correspondencia entre los nimeros
naturales con un subconjunto de los nimeros reales (valores correspondientes a las areas

de los cuadrados).
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MOMENTO

O
SEGMENTO

2y 3

Tabla 14 Descripcion momento o segmento 2, fase 3.1

DESCRIPCION

(ver segmento 2y

GENERAL

3- FASE 3.1)

Se presentan las respuestas de dos grupos de estudiantes, los cuales concluyen que para

encontrar el area de un cuadrado se debe dividir en dos el area del cuadrado anterior a él.

ASUNTOS DE INTERES DEL TRABAJO DE

GRADO

Proceso de Conjeturacion

Observacion y organizacion: Se evidencia que los estudiantes organizan los datos que
arroja el applet (area de los cuadrados) en la tabla y empiezan a relacionar que sucede con

dichas areas.

Buscar regularidades: Los estudiantes mediante algunos célculos que realizan, encuentran
caracteristicas en comuin entre los valores de las areas de cada uno de los cuadrados

consecutivos (Ver Evidencia imagen 54).

Formular: Los estudiantes llegan a la siguiente conjetura para encontrar el area de un
cuadrado: “Se va reduciendo a la mitad con cada ndmero de cuadrado” (Ver Evidencia

imagen 545)

Verificar: Los estudiantes parten de la conjetura y la prueban que esta se cumple para los

cuadrados 7, 8, 9, y 10, verificando que se siga cumpliendo para nuevos casos.
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MOMENTO

@)
SEGMENTO

2y 3

ASUNTOS DE INTERES DEL TRABAJO DE GRADO

Proceso de argumentacion

De acuerdo con el modelo de Toulmin y los datos presentados en los segmento 2 y 3- Fase
3.1 (ver Tabla 27 Transcripciones o evidencias fase 3 de la guia), se puede evidenciar el

siguiente proceso de argumentacion:

. C: El drea de los cuadrados cada
[ [3: alores de las areas de los ] i H ad:

vez 2 va reduciendo v para encontrar
cuadrados que se presentan en la tabla. - S - Y R

el drea de un cuadrao hay que dividir
¢l drea del cuadrado anterior a ¢l entre dos,

G Realizar las operaciones y observar
que ¢l resultado es el mismo gue
los valores que proporciona el applet.

Proceso de argumentacién 7

Nociones
del calculo
que se

evidencian

En este segmento se evidencia el desarrollo de dos nociones del célculo:

- la de sucesién, debido a que hay una correspondencia entre los nimeros naturales con
un subconjunto de los numeros reales
- Lade limite, debido a que se trabaja la idea de infinito (cuando aumenta el nimero de

la figura disminuye el area de la misma).
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MOMENTO

O
SEGMENTO

1

Tabla 15 Descripcion momento o segmento 1, fase 3.2

DESCRIPCION

GENERAL

(ver segmento 1- FASE

Se muestra un registro de las respuestas de los estudiantes a la parte 3.2 de la guia sobre la relacion
gue hay entre el area de un cuadrado y el area del cuadrado siguiente, los estudiantes usan la

calculadora para realizar algunas operaciones.

ASUNTOS DE INTERES DEL TRABAJO DE

GRADO

Proceso de Conjeturacion

Se evidencia que los estudiantes realizan las fases 1, 2, 3 y 5 del proceso de generalizacion como se
describe a continuacion:

Observacion y organizacion: Inicialmente el estudiante observa los datos que le proporciona el
applet y los organiza en la tabla que se encuentra dentro de la guia, ademas afiade otros valores no
suministrados en la tabla no en el applet.

Buscar regularidades: El estudiante busca algunas regularidades identificando algunos aspectos que
tienen comun los datos, haciéndolo para los cuatro primeros casos (cuadrado y triangulo ndmero 1,
2,3y4).

Formular: El estudiante formula la siguiente conjetura, que sirve para encontrar el area de un

triangulo teniendo en cuenta el area del cuadrado anterior “la medida del cateto por el mismo,
dividido en dos y ahi nos da el darea del triangulo”.

Validar: El estudiante realiza una prueba para el caso 1 (cuadrado y el tridngulo nimero 1) usando
la férmula para encontrar el area de un tridngulo, mostrando asi que su conjetura es valida (Ver
Evidencia imagen 54).
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MOMENTO

O
SEGMENTO

1

ASUNTOS DE INTERES DEL TRABAJO DE

GRADO

Proceso de argumentacion

De acuerdo con el modelo de Toulmin y los datos presentados en el segmento 1- Fase 3.2
(ver Tabla 27 Transcripciones o evidencias fase 3 de la guia), se puede evidenciar el
siguiente proceso de argumentacion:

D: valores de las areas de algunos C: Conociendo el valor del lado del cuadrado,
trisingulos y cuﬂdr&dt\_l': I > el drea del tridngulo siguiente es:
registrados en la tabla, J la medida d_u] Ia_dt: elevado al

cuadrado dividivo entre dos.

G Que el lado del cuadrado
coincide con el cateto del
trisngulo v ademsds que el

tridngulo es isosceles.

R: Formula para encontrar
areas de cuadrados y triangulos.

Prropiedades de un tridngulo isosceles

Proceso de argumentacién 8

Nociones
del calculo
que se

evidencian

En este segmento se logra evidenciar que se hace uso de la nocién de sucesion, al establecerse una
funcion entre el conjunto de los nimeros naturales y algunos nimeros reales (valores de las areas de

los triangulos y de los cuadrados).
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Tabla 16 Descripcion momento o segmento 2, fase 3.2

DESCRIPCION

GENERAL

(ver segmento 2 -

Se desarrolla la parte 3.2 de la guia en la cual se da respuesta a la tercera pregunta de esta fase
(c), el estudiante le da a conocer los resultados que obtuvieron hasta el momento respecto el

comportamiento de las areas de los tridngulos de nimero consecutivo evidenciando procesos

FASE 3.2) de conjeturacion y argumentacion.
&) \% Observacion y organizacion: Los estudiantes observan y organizan los datos con los que
g 'S cuentan (del applet y la tabla).
g E Buscar regularidades: Los estudiantes realizan una busqueda algunas regularidades
MOMENTO lﬂ_: - identificando caracteristicas que tienen los datos en cada uno de los casos, hacen algunos
o _ B calculos para los triangulos del 1 al 6, observando que para encontrar el area de cualquier
&l — triangulo se debe dividir en dos el area de del triangulo anterior.
SEGMENTO |, S S _
~I6I:J é O Formular: Luego plantean una conjetura con la cual pretenden encontrar el area de un
2 L|I_J o O triangulo, teniendo en cuenta el area del triangulo anterior “Se divide en dos y se encuentra el
Z re) area del nuevo”
"5 8 Verificar: Después el estudiante verifica su conjetura encontrando el area del triangulo
8 (eb) namero 7, 10 y 13 (Ver Evidencia imagen 57).
= o : . . .
% 8 Generalizar: se puede decir que el estudiante logra generalizar en el momento en que plantea
N ue “Siempre se cumplird la regla”.
2 ‘ol q Y p g
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MOMENTO

O
SEGMENTO

2

ASUNTOS DE INTERES DEL TRABAJO DE GRADO

Proceso de argumentacion

De acuerdo con el modelo de Toulmin y los datos presentados en el segmento 2 - Fase 3.2
(ver Tabla 27 Transcripciones o evidencias fase 3 de la guia), se puede evidenciar el siguiente
proceso de argumentacion:

D: Valores de las areas de
los triangulos que se presentan 1
en la tabla,

C: Para enconirar el darea de
un triangulo se divide en
) dos el area del triangulo anterior.

Gz Realizar el proceso con
diferentes casos v evidenciar que
sigmpre se cumple la regla.

Proceso de argumentacién 9

Nociones
del célculo
que se

evidencia

En este segmento se desarrolla la nocion de sucesion al realizar una correspondencia uno a
uno entre los nimeros naturales y algunos nameros que pertenecen al conjunto de los

nameros reales entre cero y uno (area de los triangulos).
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MOMENTO

O
SEGMENTO

3

Tabla 17 Descripcién momento o segmento 3, fase 3.2

DESCRIPCION
GENERAL

(ver segmento 3-

FASE 3.2)

Los estudiantes solucionan la parte 3.2 de la guia, respondiendo los literales a, b, ¢ y d, en los
cuales manifiestan a la docente los resultados obtenidos, con el animo de mostrar sus conjeturas

frente a la relacion encontrada entre las areas del cuadrado n y el cuadrado n — 1.

GRADO

Proceso de Conjeturacion

Observacion y organizacion: Los estudiantes observan y organizan los datos con los que
cuentan (del applet y la tabla).

Buscar regularidades: Los estudiantes realizan una busqueda algunas regularidades
identificando caracteristicas que tienen los datos en cada uno de los casos, hacen algunos
calculos para los triangulos del 1 al 6, observando que para encontrar el area de cualquier
triangulo se debe dividir en dos el area de del triangulo anterior.

Formular: Luego plantean una conjetura con la cual pretenden encontrar el area de un triangulo,
teniendo en cuenta el area del triangulo anterior “Se divide en dos y se encuentra el area del

»
nuevo

Verificar: Después el estudiante verifica su conjetura encontrando el area del triangulo nimero
7,10y 13 (Ver Evidencia imagen 578).

Generalizar: se puede decir que el estudiante logra generalizar en el momento en que plantea
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que “Siempre se cumplird la regla”.

MOMENTO

@)
SEGMENTO

3

ASUNTOS DE INTERES DEL TRABAJO DE GRADO

Proceso de argumentacion

De acuerdo con el modelo de Toulmin y los datos presentados en el segmento 3 - Fase 3.2 (ver
Tabla 27 Transcripciones o evidencias fase 3 de la guia), se puede evidenciar el siguiente

proceso de argumentacion:

D: Valores de las areas de ]
los triangulos que se presentan 1 >

en la tabla. J

C: Para encontrar el area de un [rj:[n;_{ulu
s2 multiplica por 0,5 el area
del trigngulo anterior,

Gz Constrastar los valores representados
en la tabla v el applet con los
resultados que obtiene en la calculadora.

Proceso de argumentacién 10
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Nociones

del calculo | En este segmento se desarrolla la nocion de sucesion, al establecerse una correspondencia entre

que se el conjunto de los nimeros naturales y algunos nimeros reales entre O y 1.

MOMENTO

@)
SEGMENTO

1

(ver segmento 1- FASE

evidencian
Tabla 18 Descripcion momento o segmento 1, fase 3.3
DESCRIPCION El estudiante desarrolla la parte 3.3 de la guia respondiendo las preguntas alli plateadas, las
GENERAL cuales se realizan con el fin de que los estudiantes encuentren la relacion que hay entre el

area de los cuadrados y la de los tridngulo de mismo numero; se presenta un dialogo entre
dos estudiantes en la que la docente no interviene. Ellos usan la calculadora de Windows
donde realizan algunos calculos (Ver Evidencia imagen 60), evidenciando asi procesos de

3.3)
conjeturacion y argumentacion.

_ Observacion y organizacion: Los estudiantes con los datos que les proporciona el applet
"5 o = empiezan a observarlos y a organizarlos con el fin de poder visualizar algunas caracteristicas
\g <DE % :c_) o0 propiedades de los mismos.

o : . . .
Lll_J ° o % Buscar regularidades: Con el uso de la calculadora que proporciona Windows realizan
Z l-éJ wn &~ | algunas divisiones entre dos, con lo que se dan cuenta que el area del triangulo 1 es la cuarta
LéJ o 8 E parte del cuadrado nimero 1 y que pasa lo mismo con el tridngulo y el cuadrado de nimeros

=
@ g E % 2y3.
E é al O | Formular: Luego plantean la siguiente conjetura: “el area del cuadrado de un nimero es
8 = O | cuatro veces el drea del tridngulo del mismo niimero” (Ver Evidencia imagen 61).
<t Verificar: Los estudiantes verifican si su conjetura se cumple para todos los casos teniendo
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en cuenta uno mas, hacen uso de la calculadora para comprobar los resultados alli obtenidos
con los presentados en el applet.

Generalizar: Los estudiantes realizan generalizacion en el momento en que formulan la
conjetura para cualquier caso, expresando que se cumple para cualquier caso. (Ver
Evidencia imagen 60). (Ver Evidencia imagen 61)

Validar: Los estudiantes realizan una “prucba 0 demostracion” para el caso 1 (relacion del
area del cuadrado 1 y tridngulo 1) con el fin de mostrar la validez de su conjetura (Ver
Evidencia imagen 62).

MOMENTO

@)
SEGMENTO

1

ASUNTOS DE INTERES DEL TRABAJO DE

GRADO

Proceso de argumentacion

De acuerdo con el modelo de Toulmin y los datos presentados en el segmento 1 - Fase 3.3
(ver Tabla 27 Transcripciones o evidencias fase 3 de la guia), se puede evidenciar el
siguiente proceso de argumentacion:

D Walores de las areas de los tridngulos v C: El area del cuadrado [it!. un
1 h‘ numero es cuatro veces el area
del triangulo del mismo niumera,

los cuadrados que se presentan en el applet ¥
registros realizados en la abla, J

G Prucha para ¢l caso 1: al saber que el lado del
cuadrade coincide con un cateto
del triangulo ¥ que los catetos del triangulo
som iguales, los estudiantes verifican que el resultado
de este proceso conicida con los valores del applet.

R: Formula area de un lrie[ngulu ¥
propiedades de un triangulo isosceles,

Proceso de argumentacion 11
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Nociones
del célculo
que se
evidencian

En este segmento se desarrolla la nocion de sucesion, donde cada uno de los términos son
cuadrados y triangulos de la rama pitagérica. Ademas de realizar una correspondencia entre

los numeros naturales y algunos nimeros reales (valores de las areas).
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Tabla 19 Descripcion momento o segmento 2, fase 3.3

DESCRIPCION

Se presenta un dialogo de dos estudiantes que discuten y desarrollan la seccién 3.3 de la guia
GENERAL

respecto a la relacién que hay entre los cuadrados y los triangulos, la docente no interviene en
(ver segmento 2-

FASE 3.3)

dicho dialogo.

Observacion y organizacion: los estudiantes organizan y observan los datos que se les

proporciona en el applet por medio de la tabla de la guia.

Buscar regularidades: Los estudiantes encuentran algunas regularidades respecto al area de un

MOMENTO cuadrado y el area del triangulo anterior a él, para los primero casos logran evidenciar que el
0 area del cuadrado 2 es el doble del area del triangulo 1, también lo enuncian como “el tridngulo
SEGMENTO 1 es la mitad de cuadrado 2” (Ver Evidencia imagen 66).
2 Formular: Los estudiantes plantean la siguiente conjetura, con respecto a la relacion

encontrada entre el area de un cuadrado y el area del triangulo anterior “el area del cuadrado n,

es el doble del triangulo n-1”

Verificar: Los estudiantes luego de formular su conjetura lo prueban para otros casos como
cuadrado 3, 4,5y 6.

ASUNTOS DE INTERES DEL TRABAJO DE
GRADO
Proceso de conjeturacion

Generalizar: Los estudiantes logran generalizar en el momento en que formulan su conjetura
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en términos del &rea del n-ésimo cuadrado respecto al area del triangulo anterior.

De acuerdo con el modelo de Toulmin y los datos presentados en el segmento 2 - Fase 3.3 (ver
Tabla 27 Transcripciones o evidencias fase 3 de la guia), se puede evidenciar el siguiente

proceso de argumentacion:

D: Valores de las
dreas de los triangulos que s¢

> C; El area del cuadrado n,

MOMENTO presentan en la tabla, J es el doble del triangulo n-1.
O
SEGMENTO
N G2 Realizar varios cjemplos v
2 verifica que se cumpla la regla.

Proceso de argumentacion

Proceso de argumentacién 12

Nociones
del calculo | En este segmento se desarrolla la nocion de sucesion al realizar una correspondencia entre los

ASUNTOS DE INTERES DEL TRABAJO DE GRADO

que se nameros naturales y un subconjunto de los nimeros reales (valores de las areas).

evidencian
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MOMENTO

O
SEGMENTO

3,4y 5

Tabla 20 Descripcion momento o segmento 3, 4y 5, fase 3.3

(ver segmento 3, 4y 5-

DESCRIPCION

GENERAL

Se presenta un dialogo entre un estudiante y la docente, que por medio de preguntas extra
lo ayuda a comprender qué es lo que debe hacer, luego de ello el estudiante reconoce que

la razon entre el area de un cuadrado y el area del triangulo siguiente es de 1:4, dando

ASUNTOS DE INTERES DEL

FASE 3.3) respuesta a las fase 3.3 de la guia.
\g En este segmento solo se logran evidenciar las siguientes partes del proceso de

TRABAJO DE GRADO

Proceso de conjeturaci

conjeturacion:

Observacion y organizacion: los estudiantes observan los datos y realizan una

organizacion de los datos en la tabla que se les proporciona.

Buscar regularidades: los estudiantes hacen los cocientes entre el area del triangulo y la
del cuadrado evidenciando que este resultado siempre les da muy cerca de cuatro, debido a

que al realizar las divisiones la calculadora arroja resultados que oscilan entre 3, 9y 4.

Formular: La conjetura que presentan los estudiantes es la siguiente: “la division entre el
area del triangulo y el area del cuadrado siempre es aproximadamente 4” (ver Evidencia

imagen 667).
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MOMENTO

O
SEGMENTO

3,4y 5

ASUNTOS DE INTERES DEL TRABAJO DE GRADO

Proceso de argumentacion

De acuerdo con el modelo de Toulmin y los datos presentados en los segmentos 3, 4 y 5-
Fase 3.3 (ver Tabla 27 Transcripciones o evidencias fase 3 de la guia), se puede evidenciar

el siguiente proceso de argumentacion:

\ C: La division entre el area
[ D Valores presentados en la tabla. ), I | del triangulo y el area del
cuadrado siempre es 4.

(G: calizar las divisiones entre el
area del cuadrado v el del triangulo
del mismo numero en diferentes
S :I" WT {lll{: S Cum |'|n|l..‘

Proceso de argumentacién 13

Nociones del
calculo que se

evidencian

En este segmento se considera que se desarrolla la nocion de razon, debido que el

estudiante encuentra el cociente entre dos magnitudes.
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5.5.1. Conclusiones resultados Fase 3

A partir de las descripciones realizadas en las tablas anteriores, referidas a la fase 3

de la guia la cual se divide en tres secciones, la primera respecto a las relacion entre las

areas de los cuadrados, en la segunda se aborda la relacion que hay entre las areas de los

triangulos y por ultimo se muestra la relacion que hay entre el area de los cuadrados y el

de los triangulos; con lo descrito anteriormente se pueden considerar 4 elementos

principales:

Se logra cumplir con los propdsitos planteados inicialmente debido a que los
estudiantes encuentran de una o de otra forma las caracteristicas en la rama
pitagorica que se esperaba que lograran evidenciar, esto lo hacen por medio de un
proceso de conjeturacion en la cual intervienen las cinco primeras fases
(observacién y organizacion, busqueda de regularidades, formular, verificar y
generalizar).

Respecto al proceso de conjeturacion se logra evidenciar que en la fase de
observacion y organizacion de los datos siempre se realiz6 en el momento de
observar los valores arrojados por el applet y registrandolos en la tabla que se les
proporciond en la guia.

En la fase de blasqueda de regularidades los estudiantes realizan algunos célculos
teniendo en cuenta los primeros casos, en los cuales contrastan lo geométrico
(figura del applet) con lo numérico (registro llevado en la tabla) y asi encuentran
patrones y regularidades.

A pesar de que los estudiantes no se han tenido un proceso el cual potencialice el
desarrollo del proceso de conjeturacion, logran abordar la fase tres,
correspondiente a la formulacion algunas conjeturas, haciéndolo en la mayoria de
ocasiones de manear natural y usando u lenguaje cotidiano.

Algunos estudiantes verifican sus conjeturas aplicandolas a casos nuevos Yy
rectificando que los valores correspondan con los que aparecen tanto en el applet

como en la tabla, sin embargo algunos estudiantes no lo hacen, debido a que en la
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fase de basqueda de regularidades realizaron tantos ejemplos que ya esta
convencidos que su conjetura es valida.

La mayoria de estudiantes no abordan la fase de validar debido a que no se ha
llevado un proceso con esta poblacion, para facilitar la demostracion de sus
conjeturas.

Por otro lado, se observa una relacion entre el proceso de conjeturacion y la
argumentacion, debido a que al plasmar los argumentos de los estudiantes en el
esquema de Toulmin, se evidencia que la fase 1 del proceso de conjeturacion
(observacion y organizacién) se corresponde con los datos (D) de dicho esquema,
al igual que la fase de generalizar, esta ligada a la conclusion (C) que se describe
en el modelos de Toulmin.

Los estudiantes por lo general usan la estructura del esquema simple de Toulmin
para dar sus argumentos, debido a que a partir de unos datos o premisas dadas
ellos logran conjeturar o concluir algunas caracteristicas que evidencian y con
preguntas como ¢y por qué crees que eso se cumple? ;Como has llegado hasta
ahi? Se logra generar el garante (G) que valida o refuta la conjetura propuesta por
el estudiante. Sin embargo en algunas ocasiones se logra identificar el respaldo (R)
dentro argumento que presentan los estudiantes.

La fase tres de la guia contribuye al desarrollo de las nociones de sucesion y de
limite en los estudiantes debido a que se involucran caracteristicas de funcién cuyo
dominio son los nimeros naturales, haciendo una correspondencia uno a uno con
un subconjunto de los nimeros reales, ademas de trabajar con la idea de infinito y
de algunos procesos infinitos en el momento en que determinan la convergencia de

la sucesion cuando los términos crecen indefinidamente.
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5.6. Descripcion de resultados Fase 4 de la guia

MOMENTO

O
SEGMENTO

1y 2

Tabla 21. Descripcion momento o segmento 1y 2, fase 4

DESCRIPCION

GENERAL

(ver Tabla 28,

segmentos 1y 2-

Los estudiantes responden algunas preguntas de la guia, especificamente el item 4.1 referido a la
suma acumulativa de las areas de cuadrados, sin embargo, manifiestan algunas dificultades para

responder la pregunta 4.1.c, por ello, solicitan la ayuda de la docente.

Se indaga sobre las razones que pueden dar los estudiantes para obtener las conjeturas mencionadas

por los estudiantes.

FASE 4)
En este segmento se afiaden las imagenes con las respuestas escritas en la guia de los estudiantes.
Observacion y organizacion: Los estudiantes realizan observacion y organizacion de los datos, al
d completar la tabla de la guia en la columna 4 y considerar por ejemplo que hasta el cuadrado
8 8 C | nmero 3 la suma acumulativa de areas es 1, 75 y que se halla sumando las areas anteriores hasta tal
\
w g D 9O | cuadrado.
x o T O
F © O © | Los estudiantes precisan: “sumando cada 4rea de los cuadrados hasta llegar al nimero 3 y 6”
m 8 8 3 Formular: la suma acumulativa de los cuadrados se aproxima a 2 (ver Evidencia imagen 70 y
o ~ O D | Evidencia imagen 72)
25 | 2°¢
,9 < A o | Verificar: Los estudiantes hallan la suma acumulativas hasta el cuadrado nimero 9 precisan que se
é P_: (O |aproximaa?2 “... porque mira de 1,9961” hasta el 7 (ver Evidencia imagen 70)
<

Generalizar: En la pregunta de la guia “;A qué nimero se aproxima la suma acumulativa de las
areas de los cuadrados hasta un nimero “muy grande”? ;Por qué? ;Qué te permite llegar a esa
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conclusion?”
“va a aumentar muy poco hasta poder llegar a un nimero finito decimos que a 2...” (ver)

Validar: Los estudiantes validan la generalizacion realizada al considerar que el tamafio de los
cuadrados se va haciendo mas pequefio esto se observa en la construccion geométrica en el applet
de la guia (ver Evidencia imagen 71).

De acuerdo con el modelo de Toulmin y los datos presentados en los segmentos 1y 2- Fase 4 (ver
Tabla 28), se puede evidenciar el siguiente proceso de argumentacion:

-
D: Valores registrados en la tabla
en las columnas 2, 3 y 4 relativas al
paso, dreas y suma acumulativa de > C: La suma acumulativa de
areas de cuadrados. los cuadrados tiende a 2.
Construccion geométrica en el applet
de la guia dada,

MOMENTO

@)
SEGMENTO

o

G:
- Se observa que los valores
en la columna 4 se van aproximando a 2
- Se observa en el applet que
el tamano de los cuadrados
se va haciendo mas pequefio y por ello
el aumento de la suma
acumulativa de areas de cuadrados
no aumenta mucho, se reduce el
tamario porque se suma el area de
la mitad del anterior en cada paso.

1y 2

ASUNTOS DE INTERES DEL TRABAJO DE
GRADO
Argumentacion

Proceso de argumentacién 14

82




MOMENTO

O
SEGMENTO

1y 2

ASUNTOS DE INTERES DEL

TRABAJO DE GRADO

Nociones
del calculo
que se
evidencian

* En este segmento se involucra la nocién de sucesion debido a que se considera una

correspondencia entre los numeros naturales que se relacionan con el area de cada figura de

acuerdo con su paso.

Al considerar la suma acumulativa de los cuadrados se involucra la nocion de serie y al tener en

cuenta que tal suma se aproxima a 2 pero que no llega a ser este nUmero se pone en juego la

nocion de limite.

Se identifica la nocién de infinito al considerar mas casos (“muy grandes”) para las areas de
triangulos y que en infinito se aproximara mas a 2, de esta forma, se involucra la nocion de

convergencia.
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MOMENTO

O
SEGMENTO

3y4

Tabla 22. Descripcion momento o segmento 3y 4, fase 4

DESCRIPCION

GENERAL

(ver Tabla 28,

segmento 1- FASE 4)

En este segmento se afiaden las imagenes con las respuestas escritas en la guia de los estudiantes,
referidas al item 4.2 de la guia propuesta (sumas acumulativas de triangulos). A partir de ello, se

observa el proceso de conjeturacion y argumentacion que se pone en juego.

ASUNTOS DE INTERES DEL TRABAJO DE

GRADO

Proceso de Conjeturacion

Observacion y organizacion: Los estudiantes realizan observacion y organizacion de los datos, al
completar la tabla de la guia en la columna 8 y considerar por ejemplo que hasta el triangulo
numero 4 la suma acumulativa de areas es 0, 4688 y se halla sumando las areas anteriores hasta tal
triangulo, de la misma forma se realiza este procedimiento para otros triangulos (ver Evidencia

imagen 77).
Los estudiantes precisan: “[...] ya que se van sumando todas las areas de los tridngulos”
Formular: la suma acumulativa de los triangulos se aproxima a 0,5 (ver Evidencia imagen 78)

Verificar: Se observan los datos en la tabla y a medida que aumenta la cantidad de triangulos la

suma se va aproximando mas a 0,5

Generalizar: En la pregunta de la guia “¢A qué nimero se aproxima la suma acumulativa de las
areas de los tridngulos hasta un numero “muy grande”? ;Por qué? ;Qué te permite llegar a esa

conclusion?”
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“Igualmente se aproximaria a 0,5 se observa la secuencia de la tabla se acerca cada vez mas a

0,499999999. .. [...]” (ver Evidencia imagen 78)

Validar: Los estudiantes validan la generalizacion realizada al considerar que “[...] cada vez se
suma un numero mas pequeiio que es la mitad del anterior” y “[...] el poquito que se afiade cada vez

es mas poquito en infinito seria casi 0,5 pero no alcanza a serlo” (ver Evidencia imagen 78).
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MOMENTO

O
SEGMENTO

3y4

ASUNTOS DE INTERES DEL TRABAJO DE GRADO

Argumentacion

De acuerdo con el modelo de Toulmin y los datos presentados en los segmentos 3 y 4- Fase 4 (ver

Tabla 28), se puede evidenciar el siguiente proceso de argumentacion:

s ™
D: valores registrados en la tabla
en las columnas 5, 6 y 7 relativas al
paso, areas y suma acumulativa de | >

areas de trigngulos.
Construccion geométrica en el applet
de la guia dada.

C: La suma acumulativa de
las dareas de los triangulos
tiende a 0,5,

G:
- Se observa que las areas de los
tridngulos disminuyen
- Se observan los valores registrados
en la tabla y se identifica
que a medida que aumenta el niimero
de triangulos, el valor que se afade a la suma
acumulativa de las dreas, es mas pequerio

Proceso de argumentacion 15
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* En este segmento se involucra la nocién de sucesion debido a que se considera una

correspondencia entre los numeros naturales que se relacionan con el area de cada figura de

MOMENTO acuerdo con su paso.
O o Nociones
SEGMENTO A del caleulo * Al considerar la suma acumulativa de los triangulos se involucra la nocion de serie y al tener en
W< : . :
?D: que se cuenta que tal suma se aproxima a 0,5 pero que no llega a ser este niUmero se pone en juego la
3 y 4 L . . nocion de limite.
] evidencian

* Se identifica la nociéon de infinito al considerar mas casos (“muy grandes™) para las areas de
triangulos y que en infinito se aproximara mas a 0,5 por lo tanto, se involucra la nocion de

convergencia.

ASUNTOS DE INTERES DEL TRABAJO
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MOMENTO

O
SEGMENTO

5y06

Tabla 23. Descripcion momento o segmento 5y 6, fase 4

DESCRIPCION
GENERAL

(ver Tabla 28,
segmentos 5 y 6- FASE

En este segmento se afiaden las imagenes con las respuestas escritas en la guia de los estudiantes,
referidas al item 4.2 de la guia propuesta (sumas acumulativas de triangulos). A partir de ello, se

observa el proceso de conjeturacion y argumentacion que se pone en juego.

ASUNTOS DE INTERES DEL TRABAJO DE GRADO

Proceso de Conjeturacion

En este caso, el proceso de conjeturacién no se lleva a cabo como en los segmentos presentados
anteriormente, debido a que al iniciar la seccion 4.3 de la guia, se realiza la siguiente pregunta, que
conduce a la formulacidn inicial de una conjetura y posteriormente si se solicitan datos particulares que

corresponden a la observacion y organizacién de casos.

¢A qué numero crees que se aproxima la suma de las éareas de la figura completa (formada por
triangulos y cuadrados) cuando haya un nimero muy grande de cuadrados y triangulos? ¢Por qué? ;Qué

te permite llegar a esa conclusion?

Formular: se formula la conjetura: se aproxima “a 2,5 si se suma la de los cuadrados con los triangulos

es una suma completa” (ver Evidencia imagen 82)

Observacion y organizacion: se registran los valores correspondientes a la suma de las figuras que
conforman la rama del arbol pitagdrico, en la tabla de la guia, en la columna 9 (ver Evidencia imagen
84), se precisa que para realizar tal procedimiento “seria sumar el area del tridngulo y luego la del

cuadrado, la acumulativa, es decir m1 + m2 + A1 + A2, al realizar esto en la tabla da 2,125
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Verificar: Se verifica la conjetura mencionada, por ejemplo al considerar que hasta el triangulo nimero

5 la suma completa de las figuras hasta ella, es 2,4844 (ver Evidencia imagen 85).

Generalizar: A la pregunta de la guia: ¢A qué nimero se aproxima la suma acumulativa de la figura
completa hasta el triangulo con numero “muy grande”? ;Por qué? ;Qué te permite llegar a esa
conclusion?, los estudiantes responden que: la suma acumulativa de la figura completa se aproxima “a
2,49999 cada vez van dando mas nueves [...]”0 “a 2,5 se va haciendo 2,49999 cada vez con mas 9 o sea

casi 2,5 [...]”(ver Evidencia imagen 83)

Validar: Se intenta validar tal informacion al considerar que “[...] la de los cuadrados es casi 2 y la de

los triangulos es casi 0,5 [...] 2+0,5=2,5” (ver Evidencia imagen 83 y Evidencia imagen 84).

MOMENTO

@)
SEGMENTO

5yo06

ASUNTOS DE INTERES DEL

TRABAJO DE GRADO

Procesos de

/7

argumentacion

De acuerdo con el modelo de Toulmin y los datos presentados en los segmentos 5 y 6- Fase 4 (ver Tabla

28), se puede evidenciar el siguiente proceso de argumentacion:
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D: Valores registrados en la tabla
en las columnas 4, 8 y 9 relativas
a la suma acumulativa de (CaTlremrmdto b mmir

areas de cuadrados, triangulos ’ completa del drbol pitagorico

y la suma de la rama completa, tiende a 2.5
respectivamente. o
Construccion geométrica en el applet

de la guia dada.

G:

- Se observa que la suma de areas de los
cuadrados se aproxima a 2 y la de los
triangulos a 0,3, por lo tanto la suma de
estos dos valores constituye el valor
de la suma de toda la figura que seria 2,5.

- Al observar la secuencia en la tabla en la
columna 9 y observar que en las cifras
del nimero decimal 2,499 se van afiadiendo
9 a las cifras decimales, se considera tal nimero
como 2,4999... que seria decimal periodico mixto
y muestra la aproximacion a 2,5.

Proceso de argumentacion 16

MOMENTO _ _ ) y
: » Al considerar la suma, de la suma acumulativa de las areas de los cuadrados y los triangulos, se
o Nociones involucra la nocion de serie y al tener en cuenta que tal suma se aproxima a 2,5 pero que no llega a ser
SEGMENTO

del célculo este numero se pone en juego la nocién de limite.
que se » Se identifica la nocion de infinito al considerar mas casos (“muy grandes”) para la suma, de la suma
evidencian de las &reas de los cuadrados y los triangulos en infinito se aproximard mas a 2,5 por lo tanto, se

5y06

involucra la nocién de convergencia.

ASUNTOS DE INTERES
DEL TRABAJO DE GRADO
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5.6.1. Conclusiones resultados Fase 4

A partir de las descripciones realizadas en las tablas anteriores, referidas a la fase 4

de la guia, se pueden considerar 4 elementos principales:

Los estudiantes hacen uso de la guia y se realizan algunos didlogos para
recolectar la informacion que permite evidenciar los contrastes tedricos que se
encuentran en el desarrollo de la misma; el applet y el uso de GeoGebra,
permite observar caracteristicas de las figuras como su tamafio, se observa que
tanto en el caso de los cuadrados como de los triangulos a medida que aumenta
la cantidad de figuras, disminuye el tamafio. Para el desarrollo de esta fase los
estudiantes hicieron uso de calculadoras de los computadores o de celulares,
para facilitar los célculos en las sumas acumulativas de areas.

Se identifica, en gran medida, un proceso de conjeturacion en las respuestas de
los estudiantes y las preguntas de la guia contribuyen al desarrollo de los
diferentes pasos de tal proceso; por ejemplo, la tabla promueve la observacién
y registro de algunos casos particulares, en esta fase, referidos a las sumas
acumulativas de las areas de los cuadrados, de los triangulos y la suma de las
areas de las figuras que van conformando toda la rama del arbol pitagorico. Se
debe tener en cuenta, que en varias ocasiones, los estudiantes afiadieron pasos
no solicitados en los ultimos renglones de la tabla, lo cual refleja la
observacion de regularidades y patrones. En cuanto a las formulaciones, se
pudo evidenciar que las conjeturas surgen a partir de la exploracion y el
registro de datos, se realizan en un lenguaje poco riguroso, la mayoria de sus
afirmaciones se presentan, a partir de la observacion de los datos encontrados
en el applet y en la tabla de la guia.

Las conjeturas planteadas por los estudiantes, tienen que ver con relaciones
entre nimeros naturales y comparacion de la magnitud de areas acumulativas
entre figuras se debia observar a qué nimero se iba aproximando tal suma a
medida que aumentaba la cantidad de poligonos en cada caso, los estudiantes

establecen algunas conjeturas de acuerdo con dichos valores numéricos. En la
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mayoria de las evidencias, se encuentra el paso de la verificacion de las
formulaciones realizadas, en ocasiones esto conduce a generalizaciones que no
necesariamente se expresan en un lenguaje matematico.

Se encuentran pocas evidencias de la forma como los estudiantes validan las
conjeturas o generalizaciones planteadas; la manera de convencer a otros de las
respuestas dadas, se basa principalmente en el registro realizado en las tablas o
la observacion de la construccion geométrica presentada en el applet de la
guia.

De manera similar, se evidenciaron diferentes procesos de argumentacion, en
los cuales se privilegia la identificacion de 4 de los elementos que
corresponden al modelo de Toulmin, Datos, Conclusion, Garantia y Respaldo;
en la fase 2, se encuentra que la mayoria de los argumentos realizados, se
estructuran de acuerdo con el modelo basico de Toulmin, en el cual se ponen
en juego solamente los primeros 3 elementos mencionados. En este caso, los
datos utilizados son los valores registrados en la tabla o los que se encuentran
en el applet de la guia, las conclusiones estan relacionadas con el valor al cual
convergen las series correspondientes a las areas de las figuras; 2 para los
cuadrados, 0,5 en el caso de los triangulos y por lo tanto 2,5 para la figura
completa. Las garantias encontradas también son obtenidas de secuencias,
observacion de patrones y verificacion de casos particulares con la informacion
presentada en el applet, se tienen en cuentan algunas conclusiones de items de
la guia anteriores, por ejemplo, el nimero al cual se aproximan las areas de las
figuras a medida que aumenta la cantidad, dicho valor va disminuyendo por
ello tiene a 0; dichas garantias son de tipo hipotético, debido a que no tienen un
sustento tedrico aceptado por una comunidad.

En este segmento se involucra la nocion de sucesion debido a que se considera
una correspondencia entre los numeros naturales que se relacionan con el area

de cada figura de acuerdo con su paso.
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Al considerar la suma acumulativa de las diferentes figuras (cuadrados,
triangulos o ambos) se involucra la nocién de serie y al tener en cuenta que tal
suma se aproxima a un valor, pero que no llega a ser este nimero se pone en
juego la nocion de limite.

Se identifica la nocidon de infinito al considerar mas casos (“muy grandes”)
para las areas de las figuras y que en infinito se aproximara més a los valores
mencionados, por lo tanto, se involucra la nocién de convergencia.

Se puede decir, que si bien los estudiantes realizan procesos de conjeturacion y
argumentacion, en estos no se involucran procesos deductivos en los cuales se
haga uso de un lenguaje matematico mas preciso que permita evidenciar el uso

de conceptos implicados en la situacion.
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5.7. Descripcion de resultados Fase 5 de la guia

Tabla 24 Descripcion momento o segmento 1, 2,3y 4, fase 5

DESCRIPCION
GENERAL Se seleccionan las respuestas de cuatro grupos de los cuales se muestran evidencias de sus

(ver segmento 1, 2, 3y 4 | respuestas.
de la FASE 5)

Observacion y organizacion: los estudiantes observan detenidamente la construccion

MOMENTO _ . . _
realizada en GeoGebra analizando cudl es el comportamiento de “los puntos rojos”.
@]
SEGMENTO Buscar regularidades: los estudiantes empiezan a definir las coordenadas de algunos
puntos rojos para ir caracterizando cada una de las componentes en x y y (ver Evidencia
11 2’ 3 y imagen 68), donde encuentran que la figura va formando una espiral (ver Evidencia
4 imagen 90).

Formular y generalizar: los estudiantes logran evidenciar que las coordenadas de los

puntos rojos van tendiendo al punto (2,1) (ver Evidencia imagen 91)

ASUNTOS DE INTERES DEL TRABAJO DE
GRADO
Proceso de Conjeturacion
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MOMENTO

@)
SEGMENTO

1,2,3y
4

ASUNTOS DE INTERES DEL TRABAJO DE GRADO

Procesos de argumentacion

De acuerdo con el modelo de Toulmin y los datos presentados en los segmentos 1, 2, 3y 4-
Fase 4 (ver Tabla 29 Transcripciones o evidencias fase 5 de la guia), se puede evidenciar

el siguiente proceso de argumentacion:

D: Valores y figuras C: Las coordenadas de los

observadas en el applet. | ." puntos rojos tienden
al punto (2,1).

(s: Grafica del applet ¥ porque
"cada vez se va cerrando mas la espiral™.

Proceso de argumentacién 17

Nociones del
célculo que
se

evidencian

Esta fase contribuye con el desarrollo de la nocién de limite, debido a que se trabaja con las ideas

de cercania, nimeros infinitamente pequefios e infinitamente grandes (Evidencia imagen 89).
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5.7.1. Conclusiones resultados Fase 5

Partiendo de las generalidades encontradas en la fase 5 y que se describen en la tabla
anterior, se identifican 4 aspectos importantes:

- Se cumplen los propositos que se plantearon inicialmente, debido a que los
estudiantes identificaron que la rama pitagorica tiene forma de espiral y ademas

que los punto rojos tiende a la coordenada (2,1).

- Respecto al proceso de conjeturacion se evidencia que esta fase contribuy6 con el
desarrollo principalmente de las fases 1, 2, 3 y 5 de dicho proceso (observacion y

organizacion, busqueda de regularidades, formular y generalizar).

- Frente al proceso de argumentacion, se evidencia que los argumentos dados por

los estudiantes forman el esquema de argumentacién simple de Toulmin.
- Esta fase contribuye con el desarrollo de la nocion de limite, debido a que se

trabaja con las ideas de cercania, nimeros infinitamente pequefios e infinitamente

grandes.
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6. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

En este capitulo se mencionan las conclusiones del trabajo, referidas inicialmente a los

objetivos especificos planteados, los cuales contribuyeron al alcance del objetivo general; ademas se

mencionan algunas conclusiones y recomendaciones generales.

Conclusiones referidas a los objetivos

Para la elaboracion del trabajo se planted un objetivo general y 3 objetivos especificos, a

continuacion se evalla cada uno de estos, los cuales contribuyeron al alcance del objetivo general.

Se realizd un reporte estructurado en el cual se presentan los fundamentos tedricos necesarios

para el trabajo, los cuales se contrastan con la informacion obtenida en la aplicacion de una guia; de

tal reporte se puede concluir que:

La situacion planteada debe propiciar la actividad matematica, en tanto se busca, que el papel
del docente no sea el principal y que las nociones matematicas involucradas, no se presenten
de manera terminada, sino como un proceso en el cual el estudiante tiene la posibilidad de
realizar afirmaciones a partir de un trabajo exploratorio, de observaciones, entre otras, y
finalmente se llegue a una conclusion.

Se realiza una guia que se puede denominar es una actividad matemaética, debido a que
promueve el desarrollo de procesos como la ejercitacion de procesos de creacion, la
formulacion de conjeturas, la expresién y comunicacion de ideas, entre otras.

Se debe tener en cuenta que no es lo mismo realizar un trabajo en el cual se indaga acerca de
la conjeturacién de los estudiantes, que en los procesos de conjeturacion, se deben definir
algunos pasos que hace parte del mismo, como la observacion y organizaciéon de casos, la
busqueda de regularidades, la formulacién, generalizacion, etc. Todo esto contribuye en la
elaboracién de los instrumentos de recoleccion de informacion, en este caso de la guia
propuesta, debido a que las preguntas se enfocan el desarrollo de dicho proceso.

En cuanto al proceso de argumentacion se puede decir que en la literatura encontrada, la
mayor cantidad de trabajos se refieren al modelo de Toulmin para indagar acerca de dicho

proceso en los estudiantes. Tal modelo se compone de diferentes elementos, los cuales se
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deben tener claros para la elaboracion de la guia y para la identificacion del mismo en una
informacion obtenida.

Hay conceptos del célculo que se suelen abordar presentando los resultados finales en su
proceso de construccion en las Matematicas, sin embargo existen nociones asociadas que se
pueden abordar sin necesidad de presentar elementos tedricos formales o que requieran el uso
de un lenguaje formal, entre ellos, se encuentran las nociones de sucesion, limite,

convergencia y serie.

Se realizo el disefio de una guia relacionada con las sucesiones en la que se utilizaron

recursos tecnoldgicos, la cual, involucré algunas nociones del calculo, como sucesion, limite,

convergencia, entre otras, al respecto se concluye que:

Se deben tener en cuenta los elementos tedricos que fundamentan el trabajo, a la hora de
disefar la guia, debido a que a partir de ellos se realiza una descripcion que evidencia su
existencia en las respuestas de los estudiantes.

El uso de la tecnologia, en particular, el software GeoGebra permite la animacion y
facilita la observacion de datos y procesos que con lapiz y papel serian complicados de
ilustrar. En este trabajo se realiza una construccion geométrica de una sucesion
compuesta de tridngulos y cuadrados, a medida que aumenta la cantidad de figuras, esta
converge a una coordenada especifica, de esta forma, el software Geogebra permite
realizar un acercamiento a diferentes nociones del calculo como sucesion, convergencia,
entre otras.

La guia propuesta facilita los procesos de conjeturacién y argumentacion en tanto se
presentan diferentes preguntas estructuradas que permiten realizar un estudio de manera
inductiva, se parte de casos particulares para conducir a posibles generalizaciones. La
tabla que se encuentra en la guia permite que los estudiantes registren y organicen datos y

observen patrones o regularidades.

En cuanto a la aplicacion de la guia propuesta a los estudiantes de noveno del colegio

SCALAS, la organizacion de la informacion obtenida, para determinar algunos procesos de

conjeturacion y argumentacion, se puede decir que:
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Los estudiantes hacen uso de la guia y se realizan algunos dialogos para recolectar la
informacion que permite evidenciar los contrastes tedricos que se encuentran en el
desarrollo de la misma; el applet y el uso de GeoGebra, permite observar
caracteristicas de las figuras, como el tamafio, el tipo de figura, entre otros.

Se identifica, en gran medida, un proceso de conjeturacion en las respuestas de los
estudiantes y las preguntas de la guia contribuyen al desarrollo de los diferentes pasos
de tal proceso; por ejemplo, la tabla promueve la observacion y registro de algunos
casos particulares

En varias ocasiones, los estudiantes afiadieron pasos no solicitados en los ultimos
renglones de la tabla, lo cual refleja la observacion de regularidades y patrones. En
cuanto a las formulaciones, se pudo evidenciar que las conjeturas surgen a partir de la
exploracidon y el registro de datos, se realizan en un lenguaje poco riguroso, aunque en
algunos casos se usan simbolos para indicar ciertos elementos en las preguntas de la
guia.

Las conjeturas planteadas por los estudiantes, tienen que ver con relaciones entre
numeros naturales y se obtienen al realizar procesos inductivos, en los cuales se parte
de casos particulares para llegar a una generalizacion. En la mayoria de las
evidencias, se encuentra el paso de la verificacion de las formulaciones realizadas, en
ocasiones esto conduce a generalizaciones que no necesariamente se expresan en un
lenguaje matematico.

Se encuentran pocas evidencias de la forma como los estudiantes validan las
conjeturas o generalizaciones planteadas; la manera de convencer a otros de las
respuestas dadas, se basa principalmente en el registro realizado en las tablas o la
observacion de la construccion geométrica presentada en el applet de la guia. En
algunos momentos, se encontré que los conocimientos de los estudiantes influyeron
para validar sus conjeturas.

De manera similar, se evidenciaron diferentes procesos de argumentacion, en los
cuales se privilegia la identificacion de 4 de los elementos que corresponden al

modelo de Toulmin, Datos, Conclusion, Garantia y Respaldo; en la fase 2, se
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encuentra que la mayoria de los argumentos realizados, se estructuran de acuerdo con
el modelo bésico de Toulmin, en el cual se ponen en juego solamente los primeros 3
elementos mencionados. Los datos, casi siempre fueron los valores registrados en la
tabla o los que se encuentran en el applet de la guia, las conclusiones estan
relacionadas con los propoésitos planteados en la descripcion de la guia, de acuerdo
con la fase correspondiente. Las garantias encontradas también son obtenidas de
secuencias, observacion de patrones y verificacion de casos particulares con la
informacidn presentada en el applet, dichas garantias son de tipo hipotético, debido a
que no tiene un sustento tedrico aceptado por una comunidad. En algunos de los
segmentos, se considerd un respaldo para validar las conclusiones, estos se basan en
los conocimientos de los estudiantes, como férmulas de areas, 0 expresiones
generales para representar algo.

Se pudo evidenciar que durante el desarrollo de la guia, los estudiantes involucran
algunas nociones del célculo, como sucesion, serie, convergencia, limite, procesos

infinitos y convergencia.
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ANEXOS

ANEXO 1: GUIA DE APLICACION

ACTIVIDAD: RELACIONES NUMERICAS
1. Exploracién

Observa y describe para que sirve cada botdn de la construccién en GeoGebra.

RESPUESTA:
PASO
. Mueve el deslizador “PASO” @ ¢qué funcion tiene este boton en la construccién
oeométrica?
RESPUESTA:

¢Qué figuras geométricas van apareciendo en la construccion? ¢Cudles son las caracteristicas
de cada una?

RESPUESTA:

. ¢Hay similitud en las figuras del mismo color? ;Cuéales?

RESPUESTA:

. ¢Hay diferencias en las figuras del mismo color? ;Cuales?

RESPUESTA:
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Ahora, empezaremos a completar la tabla que se presenta a continuacion, sigue
las_instrucciones dadas. Utiliza los datos que te brinda la construccion de la

actividad en GeoGebra. COMPLETA LA TABLA PARTE 1: Completa la columna 2 y la
columna 6 nombradas como “PASO”, de acuerdo con el niumero de la figura correspondiente.
Recuerda que las columnas son verticales 1 y las filas son horizontales — .

NOTA: las ultimas 3 filas de la tabla solo se diligencian cuando lo consideres necesario.
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TABLA DE DATOS
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Suma

Suma acumulativa

Sumas

Cociente entre
el area del

Cuadrado Areadel | acumulativade | Triangulo Area del . Acumulativas
. Paso . 3 Paso ., de las areas de los cuadrado con
NUMERO cuadrado | las areas delos | NUMERO triangulo trianaulos entre el cuadrado ol area del
cuadrados g y el triangulo .
triangulo
1 1 1 1 L 2 0.25 0.25 1+025=1.25 | 1/025=4
, 3 , 4 0.25 + 0.125
' ' 0.125 —0.375
3. 3.
4. 4.
5. 1
6. 6.
7. 7.
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2. Relacion namero figura-Paso

A partir de la informacion que registraste en la tabla y la observacion de la construccion en GeoGebra, responde
las siguientes preguntas:

a. (En qué “PASO” se encuentra el cuadrado nimero 5?

RESPUESTA:

b. Si en la construccion geométrica en GeoGebra estuviera el cuadrado nimero 11, jen qué “PASO” estaria?
¢Por qué?

RESPUESTA:

c. ¢Que relacion encuentras entre el numero de cualquier cuadrado y su respectivo “PASO”? ;Por que?

RESPUESTA:

d. (En qué “PASO” se encuentra el tridngulo nimero 6?

RESPUESTA:

e. Si en la construccion geométrica en GeoGebra estuviera el triangulo namero 12, ;en qué “PASO” estaria?
¢Por qué?

RESPUESTA:

f. ¢Qué relacion encuentras entre el nimero de cualquier triangulo y su respectivo “PASO”? ;Por qué?

RESPUESTA:

g. De acuerdo con tus respuestas en los items C y f anteriores, escribe el nimero del paso en el que se
encontraria el cuadrado nimero 21 y cuél seria el namero del triangulo en el paso 42:

CUADRADO TRIANGULO
NUMERO: 21 PASO: NUMERO: PASO: 42

Justificacion: Justificacion:




COMPLETA LA TABLA PARTE 2: Ahora, completa la columna 3 y la columna 7 correspondientes a las areas
de las figuras, de acuerdo con su respectivo nimero. NOTA: Puedes observar que el valor del area de cada figura
aparece sobre ella, en la construccion dada en GeoGebra.

3. Areas de figuras consecutivas

3.1. Cuadrados
a. Si no te dieran el valor del area del cuadrado numero 1 ¢;podrias hallarla de acuerdo con la construccion
dada en la actividad de GeoGebra? ;Como?

RESPUESTA:

b. ¢Como se puede relacionar el area del cuadrado namero 1 con el area del cuadrado namero 2?
RESPUESTA:

c. ¢Como se puede relacionar el area del cuadrado numero 2 con el area del cuadrado namero 3? Y (La
relacion entre el area de los cuadrados 3 y 4?

RESPUESTA:

d. A partir de la relacion encontrada. ¢ Cual seria el area del cuadrado numero 8? ¢Por qué?

RESPUESTA:

e. ¢Cual es la relacion entre el area de dos cuadrados de niUmero consecutivo?
RESPUESTA:

f. Observa la tabla en la columna 3 y la construccion geométrica en GeoGebra, ¢qué sucede con el area de los
cuadrados a medida que aumenta el numero de ellos? ¢Por qué?

RESPUESTA:
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g. ¢A qué valor se aproxima el area del cuadrado niamero 25? ¢Por qué?

RESPUESTA:

3.2.  Triangulos
a. Si no te dieran el valor del area del triangulo nimero 1 (Paso 2) ¢podrias hallarla de acuerdo con la
construccién dada en la actividad de GeoGebra? ;Como?

RESPUESTA:

b. ¢Cdmo se puede relacionar el area del triAngulo nimero 1 con el area del triangulo nimero 2?
RESPUESTA:

a. ¢Como se puede relacionar el area del tridngulo nimero 2 con el area del tridngulo nimero 3? Y ¢(La
relacion entre el area de los triangulos 3 y 4?

RESPUESTA:

b. A partir de la relacion encontrada. ¢ Cual seria el area del triangulo numero 7? ¢Por que?

RESPUESTA:

c. ¢Cual es la relacion entre el area de dos triangulos de nimero consecutivo?
RESPUESTA:
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d. Observa la tabla en la columna 3 y la construccién geométrica en GeoGebra, ¢qué sucede con el area de los
triangulos a medida que aumenta el nimero de ellos? ¢Por qué?

RESPUESTA:

e. ¢A qué valor se aproxima el area del triangulo nimero 28? ;Por qué?

RESPUESTA:

COMPLETA LA TABLA PARTE 3: Ahora, completa la columna 10 nombrada como “cociente entre el area del
cuadrado con el triangulo”. NO OLVIDES ESCRIBIR TODOS TUS PROCEDIMIENTOS.
3.3. Area cuadrados y triangulos

a. ¢Qué relacion tiene el area del cuadrado numero 1 con el area del triangulo nimero 1? /Qué te permite
realizar esa afirmacion?

RESPUESTA:

b. ¢Qué relacion tiene el area del cuadrado nimero 4 con el area del triangulo nimero 4? ; CoOmo obtienes esa
informacion?

RESPUESTA:

c. ¢Queé relacion tienen las areas de los cuadrados y los triangulos que tienen el mismo namero, por ejemplo N?
¢ Como llegas a tu respuesta? ;,Por qué se cumple esa relacion?

RESPUESTA:
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d. ¢Qué relacion tiene el &rea del cuadrado numero 2 con el area del triangulo nimero 1? ;Qué te permite
realizar esa afirmacion?

RESPUESTA:

e. ¢Qué relacion tiene el &rea del cuadrado numero 4 con el area del triangulo niamero 3? (Qué te permite
realizar esa afirmacion?

RESPUESTA:

f. ¢Qué relacion tiene el area del cuadrado ndmero “nN” con el area del triangulo nimero “N-1”? ;Qué te
permite realizar esa afirmacion? ;Por qué se cumple esa relacion?

RESPUESTA:

COMPLETA LA TABLA PARTE 4: Ahora, completa la columna 4 y la columna 8 correspondientes a las areas
acumulativas de las figuras, de acuerdo con su respectivo nimero.

NOTA: La suma acumulativa, en este caso de las areas, significa sumar todas las areas de las figuras anteriores
hasta un nimero dado, por ejemplo la suma acumulativa de las areas en el cuadrado nimero 2 es sumar las areas
de los cuadrados 1y 2, otro ejemplo, la suma acumulativa de las areas de los triangulos en el nimero 6, significa
sumar las areas de triangulos numero 1, 2, 3, 4,5y 6.

4. Suma acumulativa de areas de figuras
4.1. Cuadrados

a. ¢Cual es la suma acumulativa de las areas de los cuadrados hasta el nimero 3? Y ¢Hasta el nimero 6?
;. COmo obtienes tu respuesta?

RESPUESTA:
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b.

¢Cual es la suma acumulativa de las areas de los cuadrados hasta el niamero 9? ;Como obtienes tu
resniiesta?

RESPUESTA:

Observa la tabla en la columna 4 ¢a qué nimero se aproxima la suma acumulativa de las areas de los
cuadrados hasta el nimero 25? ¢,Por qué?

RESPUESTA:

. ¢A qué numero se aproxima la suma acumulativa de las areas de los cuadrados hasta un numero “muy

grande™? ¢ Por qué? ¢Queé te permite llegar a esa conclusion?

RESPUESTA:

4.2.  Triangulos

¢Cudl es la suma acumulativa de las areas de los triangulos hasta el nUmero 4? Y ;Hasta el nimero 6?
¢..COmo obtienes tu respuesta?

RESPUESTA:

b.

¢Cual es la suma acumulativa de las areas de los tridngulos hasta el namero 9? ;,COmo obtienes tu

respuesta?

RESPUESTA:




c. Observa la tabla en la columna 4 ¢a qué nimero se aproxima la suma acumulativa de las areas de los
tridngulos hasta el nimero 28? ¢ Por qué?

RESPUESTA:

grande™? ¢ Por qué? ¢Qué te permite llegar a esa conclusion?

RESPUESTA:

COMPLETA LA TABLA PARTE 5: Ahora, completa la columna 8 correspondiente a la suma, de la suma de las
areas acumulativas del cuadrado y el triangulo.
4.3. Cuadradosy triangulos

a. A qué numero crees que se aproxima la suma de las areas de la figura completa (formada por triangulos y
cuadrados) cuando haya un nimero muy grande de cuadrados y triangulos ¢,Por qué? ¢ Qué te permite
llegar a esa conclusion?

RESPUESTA:

b. ¢Cudl es la suma, de la suma acumulativa de la figura completa (compuesta por tridngulos y cuadrados) hasta
el triangulo ndmero 2? Y ¢Hasta el nimero 5? ;,COmMo obtienes tu respuesta?

RESPUESTA:
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c. ¢Cual es la suma, de la suma acumulativa de la figura completa hasta el triangulo nimero 8? ;/COMO
obtienes tu respuesta?

RESPUESTA:

d. ¢A qué nimero se aproxima la suma acumulativa de la figura completa hasta el tridngulo con nimero “muy
grande”? ¢ Por quée? ¢ Qué te permite llegar a esa conclusion?

RESPUESTA:

5. Comportamiento de puntos rojos

a. Observa los puntos rojos que corresponden al vértice del &ngulo recto de cada triangulo ¢qué figura forman
los 9 puntos que se encuentran en la construccion geométrica? Realiza un dibujo.

RESPUESTA:

b. ¢Qué figura formarian 15 puntos que se encuentran en la construccion geométrica? Realiza un dibujo ¢,Por
qué?

RESPUESTA:

C. Escribe las coordenadas en el plano cartesiano aproximadas, en las cudles se encuentra el séptimo y el
octavo punto. Escribe tus procedimientos.

RESPUESTA:
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d. Escribe la coordenada en el plano cartesiano a la cual se aproxima el punto niamero 30. ¢Por qué puedes
concluir esto? ¢, Como llegas a esa informacion?

RESPUESTA:
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ANEXO 2: APLICACION

Applet realizado en GeoGebra se podra encontrar en:

http://ggbtu.be/m1845609
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ANEXO 3: EVIDENCIAS
Tablas de sistematizacion de evidencias:

A partir de transcripciones de audio o imagenes se recolectan los datos y se sistematizan en las siguientes tablas, organizadas de

acuerdo con las fases de la guia mencionadas anteriormente (jError! No se encuentra el origen de la referencia.)

1. Transcripciones o evidencias fase 1 de la guia

Tabla 25 Transcripciones o evidencias fase 1 de la guia

FASE 1
MOMENTO O _
TRANSCRIPCIONES DE LAS GRABACIONES Y/O EVIDENCIAS ESCRITAS (GUIA)
SEGMENTO
Para la primera pregunta de la fase 1 se seleccionan las siguientes respuestas de los diferentes grupos de
estudiantes:
Grupo 1:
1 RESPUESTA:

Aniacion= PAIa posdral A0 o ASG 40 la f1qurd.
yar= o dolona la  inaeadn,
IO = Pal@  nostiary - dosdQ & i [ar indaQOr)

Evidencia imagen 1
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Grupo 2:

Grupo 3:

Grupo 4:

Evidencia imagen 2

Evidencia imagen 3
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Las respuestas que los estudiantes dan a la pregunta nimero 2 son las siguientes:

Grupo 1:

Evidencia imagen 4

Grupo 2:

Evidencia imagen 5

Grupo 3:

Evidencia imagen 6
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Grupo 4:

Evidencia imagen 7

Al igual que con las preguntas anteriores, se seleccionan cuatro de las respuestas que realizan los grupos de

estudiantes con respecto a la tercera pregunta (c) de la fase 1.

Grupo 1:
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Evidencia imagen 8

Grupo 2:

Evidencia imagen 9

Grupo 3:

Evidencia imagen 10

Grupo 4:
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Evidencia imagen 11

Algunas de las repuestas a la cuarta pregunta (d) se presentan a continuacion:

Grupo 1:

Grupo 2:

Evidencia imagen 13
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Grupo 3:

Grupo 4:

Evidencia imagen 15

Algunas de las respuesta a la Ultima pregunta de la fase 1 que se obtuvieron son:

Grupo 1:

Evidencia imagen 16
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Evidencia imagen 17

Grupo 3:

Evidencia imagen 18

Grupo 4:

Evidencia imagen 19
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2. Transcripciones o evidencias fase 2 de la guia

Tabla 26. Transcripciones o evidencias fase 2 de la guia

FASE 2
MOMENTO .
0 TRANSCRIPCION O EVIDENCIA
SEGMENTO

Docente: Primero, por qué y para qué vieron la necesidad de completar esa tabla, agregar valores
Estudiante: Para hacer un punto de por aca de un cuadrado o algo asi
Docente: Para cuando les preguntaban por el area del cuadrado nimero 11 por ejemplo, ustedes llegaron utilizando la tabla. ¢Si?

¢ Por que este estaria en el paso 21, porque dice ac4, si en la construccion geométrica en GeoGebra estuviera el cuadrado numero 11 en

qué paso estaria, por qué? Tu dices que estaria en el paso 21, ;De dénde sacas que esta en el paso 21?

Estudiante: Porque acéa el 11, 21 por la tabla (senala la tabla) [ver “Evidencia imagen 20”]
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Evidencia imagen 20

Docente: Por la tabla, ;viste la necesidad de completarla hasta el cuadrado 11? ... Dice aqui, ;Qué relacion encuentras entre el nimero
de cualquier cuadrado y su respectivo paso? TU dices que en cada segundo paso hay un nuevo cuadrado, ,Cémo asi que en cada

segundo?

Estudiante: NUmero, o sea, uno, dos, cuadrado, uno, dos, cuadrado, un tridngulo, un cuadrado. O sea que estaria ubicado en los
impares

Docente: Bueno y eso ¢cémo lo ven ustedes? ;Cémo hacen para llegar a eso?

Estudiante: Por el Geogebra, porque en la tabla [ver “Evidencia imagen 20”] vimos que el paso es dos veces el numero y se le resta

uno y eso siempre es un numero impar, ademas vimos en la tabla que el paso de los cuadrados empieza en 1y a partir de ahi se le suma

de a 2 y mira si probamos por ejemplo para el cuadrado ntimero 4 que mira esta en el paso, uno, dos, tres cuatro,..., siete, en el 7, pues
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lo que hago es hacer 2 por 4 que da 8 y le resto 1 y ya nos da 7, y asi se cumple con todos.
Estudiante: Si profe porque ahi lleva una secuencia que es sumar siempre 2 a cada nimero impar.

Docente: Bueno, por favor escriban eso en su guia y precisen bien por qué son los impares y como hicieron para llegar a que se debe
multiplicar el nmero por 2 y restarle 1.

Estudiante: También se puede decir que porque lleva una secuencia ¢cierto?
Docente: ¢ Cual es la secuencia?
Estudiante: Cuadrado, triangulo, cuadrado, triangulo; ahi ya se ve que los cuadrados son de paso impar.

Docente: Escribanlo por favor.

[La respuesta que escriben los estudiantes en la guia se presenta a continuacion (ver “Evidencia imagen 21 ” y “Evidencia imagen 22”)]

Evidencia imagen 21
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Evidencia imagen 22

[Un grupo de estudiantes responde la pregunta 2c en la guia como se muestra en la siguiente imagen (ver Evidencia imagen 23),

la profesora les realiza preguntas al respecto]
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Evidencia imagen 23

Docente: Chicos por favor me cuentan qué respondieron en esta pregunta [¢Queé relacion encuentras entre el nimero de cualquier

cuadrado y su respectivo “PASO”? ;Por qué?] y (como llegaron a eso?
[Uno de los estudiantes explica cémo obtuvieron la ecuacion que escriben como respuesta]

Estudiante: bueno, esto,..., nosotros hicimos una ecuacion para resolver esto, y=2x-1, y ;como llegamos a deducir esto? “y” es igual
al paso que necesitamos encontrar para hallar el paso del cuadrado, por 2, equis,...., digo x es el nimero del cuadrado, por 2 porque el
numero de figuras que van formando la figura completa son dos cuadrado y triangulo, y el -1 porque para formar cada figura que esta
conformada por 2 toca restarle el tridngulo que seria la segunda figura para que quede un cuadrado y asi se sabe el niUmero de su paso.
Un ejemplo seria igual a y=2*2-1 que seria el paso del nimero, del cuadrado nimero 2, que el resultado seria 3 porque 2 por 2=4 -1, es
3.

Estudiante: Si, profe ya probamos con varios ejemplos y nos funciono.
Docente: ¢ Con cuales ejemplos?

Estudiante: Pues por ejemplo, con los cuadrados que aparecen en GeoGebra, como para el cuadrado nimero 2 el paso es 3 porque se
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hace lo mismo multiplicar 2 por 2 y restarle 1 0 sea 3 y asi mismo se hace con otros y si funciona la ecuacion.

[En otra de las preguntas (2.g) se solicita hallar el paso del cuadrado nimero 21, en este caso los estudiantes vuelven a usar la expresion

general propuesta, (“y=2X-1") para encontrar la respuesta, esto se puede ver en la siguiente imagen.

Evidencia imagen 24

Estudiante: a profe, eso también pasa porque como son nameros impares, esa es la forma general de escribirlos [se refiere a la
expresion y=2x-1]

Docente: ah, bueno chicos escriban sus respuestas en la guia y continden trabajando, gracias.

Respuesta a las preguntas 2a a 2c, 2gy tabla:
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Evidencia imagen 25

Evidencia imagen 26
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Evidencia imagen 27

Respuesta a las preguntas 2a a 2c, 2gy tabla:
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Evidencia imagen 28
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Evidencia imagen 29

Evidencia imagen 30

134



Respuesta a las preguntas 2a a 2c y 2g:

Evidencia imagen 31

Evidencia imagen 32
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Respuesta a las preguntas 2a a 2c:

Evidencia imagen 33
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Respuesta a las preguntas 2a a 2c y 2g:

Evidencia imagen 34

Evidencia imagen 35
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Respuesta de la preguntas 2d a 2f y 2g:

Evidencia imagen 36

Evidencia imagen 37
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Respuesta de la preguntas 2d a 2f, 2g y tabla

Evidencia imagen 38

139



Evidencia imagen 39

Evidencia imagen 40

Tabla y respuesta de la preguntas 2d a 2f y 2g:
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Evidencia imagen 41
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Evidencia imagen 42

Evidencia imagen 43
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Respuesta de la preguntas 2d a 2f y 2g:

Evidencia imagen 44

Evidencia imagen 45
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Respuesta de la preguntas 2d a 2f, 2g y tabla:

Evidencia imagen 46

Evidencia imagen 47
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Evidencia imagen 48
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Respuesta de la preguntas 2d a 2f y 2g:

Evidencia imagen 49

Evidencia imagen 50
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Respuesta de la preguntas 2d a 2f y 2g:

Evidencia imagen 51

Evidencia imagen 52
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3. Transcripciones o evidencias fase 3 de la guia

Tabla 27 Transcripciones o evidencias fase 3 de la guia

FASE 3

MOMENTO

TRANSCRIPCIONES Y/O

FASE 3.1

CUADRADOS

Estudiante: mira profe, me preguntan sobre el area del cuadrado numero 25 y aqui [muestra la tabla] llega hasta el nimero 6...
Docente: Debes encontrar a qué valor se aproxima esa area.

Estudiante: Como tenemos hasta el nimero 6, entonces podriamos multiplicar ese valor [area del cuadrado] por 6 ¢no?
Docente: ¢Pero por qué lo multiplicas por 6?

Estudiante: porque hay méas cuadrados ahi [entre el cuadrado 6 y el 25].

Docente: ¢y no podrian haber més cuadrados?

Estudiante: o sea, aca [Tabla].

Docente: si ahi estuviera el cuadrado niumero 25, ¢aproximadamente cual seria su area?

Estudiante: las areas cada vez van disminuyendo y es la mitad de cada cuadrado.

Docente: si va disminuyendo, y queremos encontrar el area de un cuadrado de nimero muy grande, ¢a qué se aproximaria su
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area?

Estudiante: cada cuadrado se va volviendo mas pequefio cada vez, 0 sea que se aproximaria a cero, ¢cierto?
Docente: jexacto!, pero ¢por qué se va volviendo cero?

Estudiante: por lo que el area es 1 en el primero [cuadrado] y cada vez es la mitad.

Docente: entonces, si se quisiera saber cuél es el area aproximada del cuadrado nimero 100, ¢este es mas pequefio 0 mas grande
que el primero?

Estudiante: es mas pequefio.

Docente: ¢entonces el area ya casi se aproxima a que?

Estudiante: a ser cero, jentonces es cero!

Evidencia imagen 53
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Respuestas de las preguntas b, ¢ y d de la seccion 3.1:

» ntimero 1 con el drea del cuadrado n

4% 0.5 da 2

Evidencia imagen 54

150



Respuestas de las preguntas c, d, e y f de la seccién 3.1:

abla en la columna 3 y la construccion geometrica ¢
J1 - a L = ai ~ r -

medida gue aumenta €1 numc

*Suc » 0 la O\ ()

Evidencia imagen 55
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FASE 3.2 TRIANGULOS

Estudiante 1: Necesito realizar unos calculos, ¢;cémo los puedo hacer con GeoGebra?
Docente: Si quieres utiliza tu calculadora. ¢ Qué quieren hacer con la calculadora?
Estudiante 1: Encontrar el &rea del tridngulo 7.

Docente: ¢ Como estan hallando esta area?

Estudiante 1: Mira, se encuentra con el area del cuadrado...

Docente: ¢Cual cuadrado?

Estudiante 1: del cuadrado anterior, o sea, el que le da la hipotenusa, o bueno, digamos, seria la hipotenusa dividido en dos para
que nos dé es la medida del cateto, mmm.... Entonces seria la medida del cateto por el otro, dividido en dos y ahi nos da el area

del tridngulo. [el ejemplo de esta afirmacion se presenta a continuacion]
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Evidencia imagen 56
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Docente: A partir de la relacidén encontrada ¢cudl seria el &rea del tridngulo ndmero 7? ¢ Porque?
Estudiante: Mira la calculadora si vez lo divido
Docente: Dices aca, el area disminuye a la mitad, ta lo hiciste con la calculadora y como hiciste, dime que hiciste

Estudiante: Porgue el area del ultimo cuadrado entonces necesito dividir eso, dividirlo en dos, por lo que el area disminuye a la

mitad

Docente: ¢como se dieron cuenta que iba disminuyendo a la mitad?

Estudiante: Porque esa es la mitad

Docente: Como hicieron para saber que era la mitad

Estudiante: Porque si t0 ves tu vas dividiendo y si da.

Docente: ¢En qué divides?

Estudiante: Se divide en dos, o sea seria la mitad

Docente: Y como hicieron eso, con la calculadora o como

Estudiante: Con la calculadora

Docente: A bueno listo, vas a hacerlo hay con la calculadora, que estas dividiendo tu

Estudiante: El &rea de esto
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Docente: Esa area para encontrar el triangulo siguiente

Estudiante: Si, porque esto es un 6

Docente: El area de qué nimero es ese triangulo

Estudiante: EI 6

Docente: El tridngulo 6 y quieres encontrar el &rea del tridngulo 7

Estudiante: Se divide entre dos

Docente: Entonces lo divides entre dos, entonces ese valor, ese nimero 0,039 seria el area del siguiente
Estudiante: El &rea del 7

Docente: Listo, ustedes como hicieron para llegar hasta hay sabiendo eso, simplemente lo iban dividiendo entre dos y veian que

siempre se cumplia

Estudiante: Siempre se cumplira la regla.
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Evidencia imagen 57

Estudiante: ¢ahi tengo que contestar, cual es la relacion entre el nimero un triangulo con el triangulo consecutivo?

Docente: si, tU empiezas a estudiar cada par de triangulos, por ejemplo, el area del triangulo 1 con la del 2, la del 2 con el 3, el 3

y el 4,y asi sucesivamente... jcual es la relacion?
Estudiante: Que lo puedo multiplicar por 0,5 y siempre me va a dar el &rea del siguiente triangulo.
Docente: ;Y por qué por 0,5?

Estudiante: porque me da, la respuesta me da, jsiempre que multiplica por 0,5 me da! [muestra el resultado en su calculadora]

156




Evidencia imagen 58
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FASE 3.3

RELACION CUADRADO - TRIANGULO

Estudiante 1: [Sesion 2 de aplicacion, se retoma la guia en la pregunta namero 3,3 b] ¢A ver en qué nos quedamos?
Estudiante 2: El area del triangulo 4...

Estudiante 1: [Lee la pregunta de la actividad] ¢Qué relacion tiene el area del cuadrado nimero 4 con el area del triangulo

namero 4?
Estudiante 2: Pongamos la calculadora

[Los estudiantes usan la calculadora y realizan los pasos que se muestran en las siguientes imagenes]

= Calculadora - = HEMN
Calculadora = ﬂl .

Ver Edcon Ayuds
Ve Edcen Ayuda

|
o - ) i o 0,062 %’ PASC 0,03125 | oses ||
i e d @ FAS oo o
= 789 . reap =0, = 70[e |[e =l
G e | - = l‘ : : =

[ Reinicia | . 0 [l ("Reinicia
[ | Reinicia o8 Relnicle

Evidencia imagen 59
[Los estudiantes escriben el area del cuadrado 4, la dividen entre 2 y obtienen el nimero 0,0625 y a este lo dividen entre 2

nuevamente y se dan cuenta que es el nimero 0,03125, correspondiente al valor del area del tridngulo 4] Tras realizar tales

procedimientos en la calculadora se continda el dialogo:
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Estudiante 1: jAh, es la mitad! La mitad de la mitad del &rea, o sea una cuarta parte.
Estudiante 2: Si, es una cuarta parte
[Luego observan la tabla registrada en las columnas 10]

Estudiante 2: Ah, si, también mire que en la tabla siempre nos dio 4, o sea es como si uno fuera 4 veces el otro o uno la cuarta

parte del otro.

Evidencia imagen 60

Estudiante 1: si, bueno, ¢cémo respondemos la pregunta?

Estudiante 2: El area del cuadrado nimero 4 es 4 veces el area del triangulo nimero 4. jListo!
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Evidencia imagen 61
Estudiante 1: [Lee la pregunta 3.3.c] {Qué relacién tienen las areas de los cuadrados y los triangulos que tienen el mismo

namero, por ejemplo N? Digamos el triangulo... siempre son la cuarta parte.
Estudiante 2: El area del cuadrado de un ntimero es 4 veces...
Estudiante 1: el area del triangulo del mismo ndmero.

[Los estudiantes responden lo que se encuentra en la siguiente imagen]

Evidencia imagen 62

Estudiante 1: Bueno, ¢por qué se cumple esto?, toca escribir por qué se cumple

Estudiante 2: Pues porque en la calculadora nos dio eso
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Estudiante 1: (sonrie) Si, pero acuérdese que la profesora dijo que respondiéramos mejor...

Estudiante 2: Se puede con el &rea del tridngulo y del cuadrado porque comparten un lado y sabemos el &rea del cuadrado 1y 2

entonces podemos hallarlo.
Estudiante 1: ;Coémo es que es la formula del area del triangulo?
Estudiante 2: base por altura sobre dos

Estudiante 1: a bueno, pero la base y la altura son iguales, son los catetos. ;Cémo hacemos es que no sé cdmo explicarlo? Voy

a hacer un dibujo [Observar las siguientes imagenes]

[Al respaldo de la hoja realizan los procedimientos que se ilustran a continuacion]
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Evidencia imagen 63

Estudiante 1: [Lee la pregunta de la guia] ¢Qué relacion tiene el area del cuadrado nimero 2 con el area del triangulo nimero
1? ¢ Qué te permite realizar esa afirmacion?

Estudiante 2: que el cuadrado nimero, ;qué?, 2 tiene el doble del &rea del cuadrado nimero 2.
Estudiante 1: [Escribe en la hoja de la guia] El area del cuadrado nimero 2 es el doble del area del triangulo nimero 1.

Estudiante 1: [Lee la pregunta de la guia] ¢Qué relacion tiene el area del cuadrado nimero 4 con el area del triangulo nimero
3? Cuadrado 4, ;triangulo 3?
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[Los estudiantes usan la calculadora, escriben el valor del &rea del cuadrado nimero 4 y lo dividen entre 2, obteniendo, el valor
del area del triangulo 3 (0,0625)]

J Calculadora = © T 2
Ver Edicién Ayuda p— .
Ver Edicién  Ayuda
PASC 9,125
M| MR ms M. M @& PASC 20,0625
L o CE C 2 MC MR [ M- M
0 = - 1 |2 ]| 3 "
sla
Reinicia

Evidencia imagen 64

Estudiante 2: el area del triangulo 3 es la mitad de...del area del cuadrado niimero 4 [Los estudiantes escriben esta respuesta en

la hoja de la guia]
Estudiante 1: ;Qué relacion tiene el area del cuadrado ntimero “N” con el 4rea del tridngulo ntimero “N-1?

Estudiante 2: y hay que justificarlo... Preguntémosle a la profesora

Estudiante 1: No mire ya sé ¢qué relacion tiene el cuadrado nimero n? creo que es un nimero que nosotros elijamos, por

ejemplo 11 ;si?

Estudiante 1: A ver digamos el cuadrado nimero n, el cuadrado namero 11 con el area del triangulo n-1, o sea este [sefialan en

la vista de la construccion en Geogebra el triangulo numero 10], es la misma [sefialan el valor de las areas en la vista de la
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construccion].

Estudiante 2: ;qué? ;cémo puede ser la misma? Ya habiamos visto que no eran las mismas. (Como paso eso? [Los estudiantes
arrastraron el valor del area de las figuras en la construccion y cambiaron el orden los valores, parece ser que no se dieron cuenta

de ello en el momento que llegaron a responder esta pregunta]
Estudiante 1: A ver... qué hacemos
Estudiante 2: No, ponga otra, para otra figura... siga avanzando

Estudiante 1: Escribamos, depende, en algunos casos... el area del cuadrado, cuadrado entre comillas “n”, es el doble... Es que
digamos entre tridngulos y cuadrados empezamos con diferente area, empezamos con este [sefiala el tridangulo 1], siendo una

cuarta parte (ver la siguiente imagen) ¢si?

fireaP =0

firea P = 0,25 °

Evidencia imagen 65
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Estudiante 2: cuando llega al cuadrado numero ;qué? 1, 2, 3,4, 5

Estudiante 1: Depende, en algunos casos, el area del cuadrado n es el doble del tridngulo n-1, veamos cuéntos casos podemos

Ver aca.

Estudiante 1: qué casos, o sea qué cuadrado es... 1,2, 3,4,5,6...

Evidencia imagen 66

Docente: Buenos dias, dime

Estudiante: Aqui dice ¢qué relacion tienen las areas los cuadrados y los tridngulos que tienen el mismo nimero? Por ejemplo n,
y Yo acé pues me he dado cuenta que acé se repiten, aca estan iguales las areas.

Docente: ¢Qué estas mirando que es igual?

Estudiante: Que dice ¢que relacion tienen las areas de los cuadrados que tienen el mismo nimero? ;Coémo asi el nimero?
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Docente: EI mismo nimero es que tenga el cuadrado uno con el tridangulo uno, por ejemplo acéa dice nUmero uno nimero uno, el
namero cuatro nimero cuatro y aqui ya te dicen por ejemplo n, es cualquiera. ¢ Qué relacion tiene cualquiera, entre cualquiera 'y

cualquiera? ¢ Aqui qué relacion encontraron?

Estudiante: Que la division daba 3, 9999 o sea se acerca a 4
Docente: ;Y por qué se acerca a 4?

Estudiante: Porque da 3,99999...

Docente: A ya, el cociente

Estudiante: Si

Docente: Bueno listo, digamos aca como seria para un n y otro n, o sea que tengan el mismo nimero, cualquiera, si yo te digo
por ejemplo el 25, que va a pasar entre el 25y el 25, el cuadrado 25 y el tridngulo 25 ¢qué va a pasar? O si te digo no, el 25 no,
sino el 30 ¢qué va a pasar hay? Esta n significa cualquiera como la generalidad, ¢qué pasa? ;Qué va a pasar hay? ;Qué creen

que pasaria? ¢Qué relacidn encontrarian entre el area del cuadrado con el tridngulo que tengan el mismo nimero?
Estudiante: Pues toco ponernos a dividir

Docente: Si claro y encontraron eso

Estudiante: Esa es una relacion, pues que tengan el mismo nimero, pues que estan divididos ¢no?

Docente: ¢ Qué estan divididos?
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Estudiante: Si, ese es el cuadrado nimero 1y el tridngulo nimero 1

Docente: ¢Qué relacion encuentras entre el area del uno y del otro? ¢El 1y el 1? Miren aca lo pueden describir
Estudiante: Pues que su division da 4

Docente: Y ya miraron si siempre da 4

Estudiante: O sea la otra vez nosotros vimos que daba asi, entonces por aproximamiento da 4 practicamente, por unas décimas

no mas
Docente: ¢Y yo lo puedo afirmar para cualquiera? ¢ TU crees que si?
Estudiante: Si porque si no mas hasta el 7 va hasta 4 y tal vez para el 30 puede ser 4

Docente: O sea si uno ya va a decir para cualquiera, puede decir que es 4, ustedes creen que si... Por favor comprueben y

escriban aca los resultados
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Evidencia imagen 67

Estudiante 2: ;Como asi, esto es dividido?

Docente: Si, acuérdate ¢;qué significa el cociente?

Estudiante 2: Bueno, entonces me quedaria 1 dividido entre 0,25... (realizan la operacion en la calculadora) {Nos da 4!
Estudiante 3: Espera y yo intento (realiza 1/0,25 en la calculadora). jUy si, da 4!, ;Por qué?

Docente: ¢Por qué creen que da 4?
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Estudiante 2: porque al ser decimal nos cambia todo.

Estudiante 5: Profe, cierto que la relacion entre el area del cuadrado nimero 4 con el triangulo nimero 4 es la misma que la

relacion que hay entre las areas del cuadrado 1 y el triangulo 1.
Docente: Como logras concluir eso?

Estudiante 5: Haciendo la misma division que en el primero, osea, dividiendo el area del cuadrado nimero 4 entre 4 y se

obtiene el area del triangulo.
Docente: y ¢Por qué entre cuatro? ¢Por qué no otro nimero? ; COmo te diste cuenta que es la cuarta parte?

Estudiante: Porque si se divide entre cuatro da el resultado del tridngulo que sigue. [la relacion entre el area del cuadrado y el

del tridngulo es 4]
Docente: ¢Probaste de primeras con cuatro?
Estudiante: No, primero intenté con el 2 y luego con el 4.

Docente: Termina los ejercicios sobre los cocientes entre las areas de los cuadrados y los tridngulos, y determina una relacion

con lo que acabas de encontrar.

Docente: ¢Cual es la relacién entre el cuadrado nimero 4 con el nUmero 3?

Estudiante a: Que no tienen la misma area, uno es mas pequefio que el otro.
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Docente: ¢pero qué relacion hay entre los dos cuadrados?

Estudiante a: Que es la mitad de este [Un cuadrado es la mitad del cuadrado anterior]
Docente: ¢estas seguro que es la mitad?

Estudiante b: mm... mentiras tres veces menos, osea... jun cuarto!

Docente: ¢entonces por qué en la guia escribiste que era la mitad?

Estudiante a: jsi, en éste es la mitad!

Estudiante b: No, no, no... ponle cuidado... es el cuadrado nimero 2, no el numero 1, el cuadrado nimero 2 ese si es la mitad

del triangulo numero 1.

Docente: bueno, ahora que dicen que el area del cuadrado es la mitad del tridngulo anterior para ese caso [Cuadrado #2],
entonces, ¢qué relacion hay entre el &rea de cualquier cuadrado, por ejemplo el nimero 15 y el area del tridngulo anterior?

Estudiante: Que va a ser la mitad.

Docente: jexacto! Ahora, ¢cual seria la relacion entre el cuadrado n y el triangulo n-1, osea el anterior al cuadrado?
Estudiante a: ¢n es un cuadrado cualquiera?

Docente: si, entonces ¢qué relacion guardan estos figuras?

Estudiante b: que uno es la mitad del otro.

Docente: ¢Por qué creen que es la mitad?
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Estudiante b: porque el cuadrado que esta adelante es el doble del tridngulo que esté atras.
Docente: ¢De donde sacas esa informacion?

Estudiante b: jSolo viendo!, mira profe, por ejemplo 125 mas 125 eso da 250, y éste..., digamos es 6 250, osea... agg, jno sé
como decirlo!

Estudiante a: jSiempre es la mitad!

Estudiante b: o sea, el triangulo anterior siempre va a ser la mitad del cuadrado que esta adelante.

Evidencia imagen 68

4. Transcripciones o evidencias fase 4 de la guia

Tabla 28. Transcripciones o evidencias fase 4 de la guia

Fase 4

MOMENTO O
SEGMENTO

TRANSCRIPCION
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RELACIONES AREAS ACUMULATIVAS ENTRE CUADRADOS

Respuesta de la preguntas 4.1 ay 4.1 b de la guia:

Evidencia imagen 69

[Los estudiantes desarrollan el item 4 de la guia, en particular la pregunta 4.1. ¢, que se precisa como: “Observa la
tabla en la columna 4 ¢a qué namero se aproxima la suma acumulativa de las areas de los cuadrados hasta el nimero

257 ¢Por qué? ;Cdmo obtienes tu respuesta?”’]
Estudiante: Profe tengo que buscar hasta el nimero 25 que me da

Docente: No, aproximadamente cuanto te da
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Estudiante: O sea ¢a qué numero se aproxima?, aya, a 2 ¢si?
Docente: ¢ Se estd aproximando a 2?

Estudiante: Pues si profe

Docente: Como es que se va aproximando a 2

Estudiante: Pues porque va creciendo el nimero ¢no?
Docente: ¢Por qué dices que es a 2?

Docente: ¢como hiciste para llegar a eso?

Estudiante: Porque mira da 1.9961 [sefiala la tabla, ver Evidencia imagen 70] hasta llegar al noveno cuadrado,

¢entonces solo escribo asi aproximado a 2?
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Evidencia imagen 70

Docente: Y ¢por qué crees que se aproxima a 2?
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Estudiante: Porque profe mira que el tamafio de los cuadrados se va haciendo mas pequefio [sefiala la construccién

geomeétrica en el applet de la guia y la tabla en la columna 3] asi que cada vez el aumento es mas pequefio

PASO

@ PASO=20

AreaP = 0.125F

— ..ﬁrea P = 0.0625 u*
AreaP =025 v
: AreaP =0.125 u*
15 AreaP =0.5u°
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Evidencia imagen 71

[Los estudiantes responden la pregunta 4.1. ¢ de la guia como se ilustra en la siguiente imagen (ver

Evidencia imagen 72)]

35
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Evidencia imagen 72

Estudiante: Si profe, ademas el area de los cuadrados va disminuyendo porque cada uno es la mitad del anterior.

[Los estudiantes responden la pregunta 4.1. d de la guia como se ilustra en la siguiente imagen (ver Evidencia
imagen 73)]

Evidencia imagen 73
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TRIANGULOS

Evidencia imagen 76
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Evidencia imagen 87
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5. Transcripciones o evidencias fase 5 de la guia

Tabla 29 Transcripciones o evidencias fase 5 de la guia

FASE 5

MOMENTO O
SEGMENTO

TRANSCRIPCIONES DE LAS GRABACIONES Y/O EVIDENCIAS ESCRITAS (GUIA)

Evidencia imagen 88

190



Evidencia imagen 89

191



Evidencia imagen 90

192



Evidencia imagen 91
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