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Introduccion

dos de las mas grandes teorias del siglo XX, la relatividad especial y la mecanica cuantica,

se unificaron, dando como resultado, la explicaciéon de fendmenos que hasta entonces no
eran comprendidos de manera satisfactoria para los fisicos: la estructura fina del hidrogeno y el
espin del electron; pero ademas de ello, predijo algo atin no descubierto por la humanidad, la
antimateria (Carretero, 2013). Por esta razon, y considerando su relevancia para la fisica moderna,
en el presente trabajo de grado se realiza un analisis historico del origen de la ecuacion de Dirac,
a partir del fenémeno que tuvo una influencia significativa en su invencion y confirmacion: el
fendomeno de la estructura fina del atomo de hidrégeno. Este analisis surge al plantear la necesidad
de profundizar en los aspectos conceptuales y matematicos que llevaron al surgimiento de la
ecuacion, los cuales, a partir de una perspectiva historica, permiten obtener un acercamiento a la
teoria mas famosa de Paul Dirac, pues como sefiala el fisico e historiador Helge Kragh: “El
enfoque historico es a menudo beneficioso para un acercamiento de los aspectos conceptuales y
técnicos de la fisica, ya que ofrece una mirada mas profunda y critica de sus problemas” (Kragh,
1992).

la ecuacion de Dirac es una de las ecuaciones fundamentales de la fisica, pues gracias a esta,

En el origen de la ecuacion de Dirac, que se relaciona con la busqueda de una explicacion para
la estructura fina mediante una teoria cuantica compatible con la relatividad especial, las
matematicas desempefiaron un papel fundamental, por lo cual, el analisis histdrico presentado en
este trabajo de grado esta vinculado profundamente con parte del formalismo matemadtico que
permitio a los fisicos entender y desarrollar las explicaciones a lo descrito previamente. En ese
sentido, debido a que existen distintas formas de abordar la historia de la fisica, este trabajo adopta
la perspectiva del fisico e historiador Olivier Darrigol, quien, en uno de sus libros de historia de
la teoria cuantica, describe que: “En el desarrollo de las teorias de la fisica moderna, las
matematicas juegan un papel considerable [...]. Y este papel fundamental de las matematicas no
puede ser explicado sin profundizar en detalles técnicos mas alla de lo que es comun en algunos
estudios historicos” (Darrigol, 1992). No obstante, es importante aclarar que el formalismo
matematico no constituye el eje fundamental del trabajo, y dado que muchos de los desarrollos
son bastante extensos, estos se encuentran al detalle en la seccion de anexos para aquel lector que
desee profundizar en ellos. De esta manera, se ha buscado establecer un vinculo entre el contexto
historico, los aspectos conceptuales, y los resultados experimentales y matematicos obtenidos por
los fisicos de finales del siglo XIX e inicios del siglo XX, en relacion con la necesidad de una
ecuacion como la de Dirac.

Por tanto, para abordar lo expuesto anteriormente, este trabajo de grado se divide en tres
capitulos:

= En el capitulo 1, se analiza el fenomeno de la estructura fina desde una perspectiva historica
a partir de los experimentos que permitieron observarla y medirla, describiendo luego como
con el surgimiento de la teoria cuantica, fue fundamental el trabajo de Arnold Sommerfeld,
quien haciendo uso de las ecuaciones de la relatividad especial de Einstein y del modelo
atomico de Bohr, obtuvo una expresion util para describir de forma precisa el desdoblamiento
en los niveles de energia del atomo de hidrogeno, expresion que seria el eje fundamental para
las teorias cuanticas compatibles con la relatividad especial que se propondrian en la década
de los 20 del siglo XX.

= En el capitulo 2, se describe como a partir de 1924, con el surgimiento de la nueva teoria
cuantica (posteriormente denominada mecanica cuantica por Max Born), los fisicos de la
época se esforzaban por hacer que sus teorias cuanticas fueran compatibles con la relatividad
especial. Sin embargo, se expone como esto los condujo a enfrentar grandes problemas,
incluida la incapacidad para explicar la féormula de la estructura fina propuesta por
Sommerfeld que describia los desdoblamientos en el espectro del hidrogeno. En este contexto,
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se exploran las distintas hipotesis, resultados y teorias aproximadas, que surgieron entre 1924
y 1927 en relacién con la explicacion de la estructura fina a través de una teoria cudntica-
relativista. Y se destaca como fendomenos como el del espin, desempefiaron un papel
fundamental en este proceso.

= El capitulo 3 comienza resaltando los aspectos mas relevantes de la vida de Paul Dirac antes
de 1928, para luego examinar como gracias a muchos de los trabajos descritos en los capitulos
1y 2, Dirac logré desarrollar su famosa ecuacion, la cual fue ampliamente reconocida por la
comunidad cientifica de la época como la correcta para describir el electron mediante una
teoria que unificaba la mecanica cuantica y la relatividad especial. Posteriormente, se analiza
como por medio de la ecuacion de Dirac, se pudo dar cuenta del espin del electron, de la
estructura fina del atomo de hidrégeno, y de otros resultados fundamentales que se describen
en el capitulo.

Finalmente, se presentan las respectivas conclusiones obtenidas a partir del desarrollo del
trabajo, seguidas de la bibliografia utilizada, y de los respectivos anexos que contienen los
desarrollos matematicos esenciales para un estudio mas profundo de las tematicas expuestas.

Fundamentos de la investigacion

Teniendo en cuenta lo expuesto anteriormente, es pertinente destacar una vez mas que el
proposito del presente trabajo de grado surge al plantear la necesidad de analizar los aspectos
historicos que llevaron al surgimiento de la ecuacion de Dirac, con el fin de profundizar en su
contexto, sus problematicas y sus aspectos conceptuales y matematicos mas relevantes, para asi
lograr tener una aproximacion al tema descrito. En particular, el analisis realizado se enfoca en
los aspectos historicos, considerando la importancia de este tipo de analisis desde una perspectiva
pedagobgica, pues de acuerdo con estudios como los de la profesora Maria Mercedes Ayala, la
historia es un recurso para los maestros de ciencias, el cual ayuda a facilitar la comprension y uso
de un concepto, de una ley o de una teoria (Ayala, 2006).

Ademas, para este trabajo se contempla la perspectiva del profesor Igal Galili, quien destaca
que: “Los andlisis historicos juegan un papel esencial en la estructura del conocimiento de la
fisica. Pues diversos contenidos del pasado aportan y enriquecen el sentido de las afirmaciones
de las teorias fisicas. Esto se debe a que la cognicion humana requiere de la comparacion y el
contraste entre las alternativas conceptuales en el proceso de aprendizaje.” (Galili, 2008). Y asi
mismo se toma en cuenta la perspectiva del profesor Orozco, quien describe que los analisis
historicos: “Arrojan mayores niveles de comprension sobre la actividad de la ciencia, contribuyen
a la consolidacion de las comunidades cientificas y proporcionan importantes criterios
pedagogicos para las practicas de la educacion en ciencias, en los diferentes niveles de la
ensenianza” (Orozco, 2005).

Por otro lado, cabe sefalar que en distintas investigaciones sobre la ensefianza-aprendizaje de
la mecanica cuantica se ha identificado un problema: el exceso de formalismo matematico y la
escasa discusion conceptual que se le otorga a los temas (Herndndez, 2018). En esta linea, la
ecuacion de Dirac, como tema central para comprender la union entre la mecéanica cuantica y la
relatividad especial, no es ajena a dicha problematica (Physics Forums, 2013). Por tanto, trabajos
como el del profesor Abhang, enfatizan la importancia de integrar la historia en el proceso de
comprension de la fisica cuantica, ya que esto ayuda a hacerla mas entendible e interesante,
permitiendo generar un equilibrio entre el aspecto conceptual y el tratamiento matematico a la
hora de su estudio (Abhang, 2005). Dicho equilibrio es precisamente lo que se ha buscado
privilegiar en este trabajo de grado, el cual se fundamenta en la siguiente pregunta:

(Coémo aproximarse a la ecuacion de Dirac a partir de un andlisis historico de su origen y su
relacion con la estructura fina del hidrogeno?
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Con base en lo descrito previamente, es importante destacar que el presente trabajo de grado,
a través de un andlisis histdrico realizado a partir de la revision de articulos originales, actas de
conferencias, correspondencia entre los cientificos y otros elementos disponibles sobre el tema
abordado; brinda la oportunidad de ser un documento de consulta para aquellos estudiantes que
deseen aproximarse a la ecuacion de Dirac y al fendmeno que tuvo relacion con su origen: el de
la estructura fina del atomo de hidrogeno. Donde de acuerdo con lo expuesto por la profesora
Sandra Forero en su tesis doctoral, este tipo de analisis se convierten en trabajos originales que
contribuyen a profundizar en el tema de estudio, pues: “E! andlisis historico de las explicaciones
y construcciones de conceptos que permiten comprender, fendmenos naturales en una época
determinada, se convierte en trabajos originales, no solo por lo exhaustivo de la investigacion
sino por la escasez y dificultad de conseguir informacion primaria.” (Forero, 2014).

Ademas, este trabajo pretende ser un recurso para que los maestros en formacion del
Departamento de Fisica de la Universidad Pedagogica Nacional, se aproximen desde un analisis
histérico a una ecuacidn relativista de la mecanica cuantica, especificamente a la deducida por
Paul Dirac, permitiéndoles con ello, acercarse a uno de los fenomenos de desdoblamiento que se
presenta en los niveles de energia del atomo de hidrogeno, asi como al estudio del espin del
electron desde una perspectiva relativista.

Antecedentes

Para la elaboracion de este trabajo de grado, se realizé una exhaustiva revision de diversas
fuentes de informacion relacionadas con investigaciones y trabajos previos sobre el analisis
historico del origen de la ecuacion de Dirac y su relacion con la estructura fina del hidrogeno. A
continuacion, se describen aquellas que proporcionaron la informacién mas relevante:

= The Genesis of Dirac's Relativistic Theory, del fisico ¢ historiador Helge Kragh, el cual es
un trabajo publicado en el Archive for History of Exact Sciences, en el afio 1981. Este trabajo
proporciona un hilo conductor sobre los acontecimientos histéricos que llevaron al origen de
la ecuacion de Dirac, y destaca su relacion con el espin y la estructura fina del atomo de
hidrogeno.

= Una introduccion de la ecuacion de Dirac a partir de la invariancia espacio — temporal,
de Jhonny Dario Garcia Pineda, la cual es una tesis de la licenciatura en fisica de la
Universidad Pedagogica Nacional, publicada en el afio 2006. Y, Matematicas y fisica de la
ecuacion de Dirac, de Ana Montero Lazaro, que es una tesis de la universidad autonoma de
Madrid publicada en el afio 2021. Estas dos tesis describen el formalismo matematico desde
el cual se puede derivar la ecuacion de Dirac.

= Sobre los niveles de energia del electron en el atomo de hidrogeno utilizando algunas
teorias de la mecanica cuantica, de Julio Abraham Mendoza Fierro, que es un trabajo de
grado de la universidad autdnoma de Chihuahua (México), publicado en el afio 2014. En parte
de este trabajo, se establece como a partir de las ecuaciones de Schrédinger, Klein-Gordon y
Dirac; se obtienen distintas formulas para la descripcion de los niveles de energia en el atomo
de hidrogeno.

Por lo tanto, teniendo en cuenta los antecedentes previamente mencionados, el presente trabajo
de grado busca proporcionar una perspectiva adicional sobre como el fenomeno de la estructura
fina del hidrogeno contribuy6 significativamente al origen y confirmaciéon de la ecuacion de
Dirac, a través de un analisis que combina los aspectos historicos con el formalismo matematico
de los temas tratados.
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Objetivos

Objetivo General

Realizar un analisis historico del origen de la ecuacion de Dirac, enfocandose en su relacion
con la estructura fina del atomo de hidrégeno.

Objetivos Especificos

Analizar el fendmeno de la estructura fina del hidrégeno desde una perspectiva histodrica,
identificando a partir del modelo de Sommerfeld, su relacion con la relatividad especial.

Revisar los aportes previos a la ecuacion de Dirac que buscaron explicar la estructura fina del
hidrogeno, mediante la integracion de la relatividad especial en las nuevas formulaciones de
la mecanica cuantica.

Examinar el surgimiento de la ecuacion de Dirac, destacando principalmente su capacidad
para explicar la estructura fina del hidrégeno.
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Capitulo 1

Sobre la estructura fina y su relacion con la
necesidad de una teoria cuantica relativista

1 2 de enero de 1928, Paul Dirac introduce por primera vez ante la comunidad cientifica, su

célebre ecuacion que logra conciliar exitosamente la relatividad especial con la mecénica
cuantica. En su articulo titulado: La teoria cuantica del electron. Dirac expone de manera concisa
el fenébmeno que condujo al desarrollo de esta notable ecuacion, de la siguiente manera:

“La nueva mecanica cudntica, cuando se aplica al problema de la estructura del atomo con
electrones como cargas puntuales, no da resultados que estén de acuerdo con el experimento. Las
discrepancias consisten en los fenomenos de “desdoblamiento”, siendo el numero observado de
estados estacionarios para un electron en un dtomo, el doble del numero dado por la teoria.”
(Dirac, 1928a)

Dirac contintia explicando, que fisicos como W. Pauli y C. Darwin ofrecieron una explicacion
aproximada al fendmeno de desdoblamiento gracias al uso de la idea de espin introducida por
Goudsmit y Uhlenbeck, obteniendo resultados acordes con el experimento para el espectro del
atomo de hidrégeno. Sin embargo, también describe que existia cierta incompletitud en los
métodos que se habian desarrollado para dar cuenta de dicho fenémeno. La incompletitud se debia
a que: “Los métodos propuestos no estan de acuerdo con la relatividad o con la teoria general de
la transformacion de la mecadnica cuantica” (Dirac, 1928a).

Y por lo tanto propuso que: “Parece ser que el hamiltoniano mas simple para un electron que
satisface tanto la relatividad como la teoria general de transformacion ',conduce a la explicacién
de todos los fenomenos de desdoblamiento sin suposiciones adicionales” (Dirac, 1928a)

Con base en lo anterior, se evidencia claramente que el fendmeno de desdoblamiento
desempefio un papel destacable en la formulacion de la ecuacion de Dirac. Por consiguiente, a
continuacion, se describird en qué consiste dicho fendmeno, su historia, y su relacion con la
necesidad de una teoria cudntica-relativista.

1.1 Recorrido Historico entorno al descubrimiento de
la estructura fina del atomo de hidrogeno

Es fundamental iniciar destacando, que el fenémeno de “desdoblamiento”, al cual se refirid
Dirac en su primer articulo sobre la teoria cuédntica del electron en 1928, es comunmente
reconocido en la literatura cientifica con el nombre de estructura fina. Esta denominacion es dada,
debido a la deteccion de dos o mas lineas espectrales notablemente finas y cercanas entre si, que
se observan al analizar detalladamente los espectros de emision de los atomos. Donde cabe
resaltar que, tanto en la teoria de Dirac, como en las teorias previas, se dedicd una atencioén
particular al estudio del "desdoblamiento" o estructura fina del atomo de hidrogeno, debido a que

! De acuerdo con los trabajos de Dirac, y como es descrito en su articulo de 1927 (La interpretacién fisica de la mecanica
cuantica). La teoria general de transformacion se refiere a una formulacion matematica de la mecéanica cuantica postulada por
Dirac, la cual le permitié6 demostrar que las consecuencias fisicas dadas por las formulaciones de Schrodinger y Heisenberg
eran equivalentes. Por lo cual, en el contexto de su articulo, satisfacer la teoria general de la transformacion, se refiere a
satisfacer las formulaciones de la mecénica cudntica existentes en 1928. (Dalitz, 2022)
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este atomo se consideraba como el sistema mas fundamental para ser abordado mediante los
principios de la mecanica cudntica.

Asi pues, para tener una aproximacion al fenomeno de la estructura fina del hidrogeno, es
imprescindible primero adentrarse en su historia. Para ello, se toma como punto de partida el ano
de 1817, cuando el fisico y astronomo Joseph Von Fraunhofer, haciendo pasar un rayo de luz
proveniente del sol por una lente de un teodolito? seguido de un prisma para descomponer el rayo
en sus distintos colores, detecta un conjunto de lineas negras incrustadas en diferentes partes de
los colores que estaba observando. Fraunhofer etiqueto a cada una de las lineas oscuras con una
letra, donde para el presente trabajo es de especial importancia la linea que él llamo C (hoy
conocida como H-a), la cual se puede observar en la parte roja del espectro de la figura 1,1.

Figura 1,1.
Espectro de Fraunhofer del sol.
7R

1i; |
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Nota. Espectro del Sol, marcado con las letras que Fraunhofer le asigno a las lineas oscuras que observo por primera
vez en 1817. Tomado de (Museum, 2023)

Seis afios mas tarde, Fraunhofer inventa la rejilla de difraccion, con la cual pudo dividir y
observar con una mayor precision cada una de las lineas del espectro solar, donde gracias a sus
increibles mediciones, describe que la longitud de onda asociada a la linea C del espectro,

corresponde a 2.422x107 Pariser Zoll’, que convertido a unidades actuales da un valor de 656.3
nm (G.F. Bassan et al., 1989). Posteriormente se encontraria que dichas mediciones,
correspondian al espectro de absorcion del hidrégeno para una longitud de onda de 656.28 nm.

El espectro de emision para esa misma longitud de onda se encontr6 por primera vez en el afio
1851, cuando A. Masson detecta una emision de luz al pasar una corriente eléctrica a través de un
gas de hidrégeno. La luz observada por medio de un espectroscopio, consistia en una linea de
color rojo, la cual Masson etiquetd con la letra griega "a" (G.F. Bassan et al., 1989). Diez afios
mas tarde el fisico y astronomo sueco A. Angstrom, luego de varios estudios con gases, describe
que la linea a tiene una longitud de onda igual a la linea oscura C observada previamente por
Fraunhofer, describiendo que el espectro de emision y de absorcion de la linea llamada como C,
pertenecen al hidrégeno (Angstrom, 1861).

Asi, para la década de los 60 del siglo XIX, se empiezan a llevar a cabo exhaustivos estudios
tales como los de Robert Bunsen y Gustav Kirchhoff, los cuales buscaban dar una explicacion a
los espectros de absorcion y de emision de diversos elementos quimicos. Sin embargo, es hasta
el afio 1871 cuando el fisico G.J Stoney, estudia el espectro del hidrogeno desde una perspectiva
similar a la de los trabajos del fisico Eleuthére Mascart, en donde atribuye los espectros de
emision de los elementos a una vibracion armonica dentro de los atomos. En su articulo de 1871,

2 Instrumento Optico de precision que consiste en un telescopio movil montado sobre un eje para girar alrededor de unos ejes
horizontales y verticales, permitiendo proporcionar lecturas angulares. Para el siglo XIX se usaba para topografia, y en
astronomia para medir las posiciones precisas de las estrellas.

3 Pariser Zoll, que traducida al espafiol significa linea de Paris. es una antigua medida de longitud que se utiliz6 en toda
Europa desde el siglo XVII hasta el siglo XIX.

4 En 1869, el fisico Eleuthére Mascart atribuye la observacion de un doblete en una linea del espectro del dtomo de sodio, a
distintas vibraciones armonicas cercanas producidas por dicho elemento (Mascart, 1869).
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Stoney deduce una formula para explicar las distintas longitudes de onda A,, emitidas por el
hidrogeno, expresion (1,1), donde con base en las mediciones de angstrom y Fraunhofer, describe
que: h=4102.37x10"mm; F=4862.11x10"mm; y €=6563.93x10"mm, “son el 32, 27 y 20
armonicos de una vibracion fundamental, cuya longitud de onda en el vacio es:
Ap=0.013127714 mm” (Stoney, 1871). La formula deducida fue:

_0.013127714 mm

A, - (L1)

Siendo n un niimero entero correspondiente al armonico respectivo de las longitudes de onda
A, emitidas. Asi, apoyandose en dicha expresion, Stoney describe que: “Los otros armonicos de
este movimiento fundamental en las moléculas de hidréogeno, estos son el 19, 21 y 22; no se
encuentran en este espectro del hidrogeno. Pero hay otros dos espectros del hidrogeno en el cual
se conoce un gran numero de lineas, y la posibilidad de que los armonicos perdidos se encuentren
entre ellos en sus respectivas posiciones debe ser mapeado con suficiente precision” (Stoney,
1871). Es decir, a través de ese enfoque, ¢l deduce que debe haber otras longitudes de onda
bastante cercanas a la longitud de onda emitida correspondiente al armoénico 20

(Ac=6563.93x1 0'7mm). Por lo cual, se puede considerar a Stoney como la primera persona en
estimar la posibilidad de observar multiples lineas en la posicion C del espectro del atomo de
hidrégeno (Jammer, 1989).

La formula de Stoney era precisa nicamente para tres longitudes de onda observadas, por lo
cual, catorce afios mas tarde en 1885 el primer fisico en deducir correctamente todas las lineas de
una serie espectral del hidrogeno, fue Johann Jakob Balmer, quien estudiando las mediciones de
las longitudes de onda del espectro de emision, afirma que: “las relaciones numéricas entre las
longitudes de onda de las primeras cuatro lineas espectrales del hidrogeno deben atraer nuestra
atencion en particular” (Balmer, 1885). La expresion deducida por Balmer fue:

2
- m 1,2
Aeh a2

Con 5h = 3645.6-10""mm, y m=3,4,5,6. A dicha expresion (1,2), es a lo que se le conoce
hoy en dia como la serie de Balmer, donde si m=3, da como resultado la longitud de onda asociada
a la linea C, la cual, a partir de ese momento se le llamo como: H-a. Ademas, la expresion (1,2)
deducia a parte de la linea C, otras lineas espectrales observadas previamente en los experimentos,
las cuales se pueden observar en la figura 1,2:

Figura 1,2.
Fotografia del espectro visible del hidrogeno.

Nota. Lineas de emision del &tomo de hidrogeno, etiquetadas en la parte superior como las conocia Stoney en 1871 de
acuerdo con la denominacion de Fraunhofer, y etiquetadas en la parte inferior, con la notacion de Balmer en 1885.
Ademas, se puede notar que, con espectroscopia convencional como se explicara posteriormente, no se hace posible
observar lineas cercanas o dobles a la linea C (H-a). Tomado y modificado de (Mesa, 2011).

A pesar de la concordancia entre los valores calculados y observados, la formula de Balmer
presentaba ciertas discrepancias para longitudes de onda corta (Jammer, 1989). Ademas, omitia
la consideracion realizada por Stoney acerca de las posibles lineas bastante cercanas a la linea

5 Para ese momento no se habia deducido la constante de Planck h. Por lo cual Balmer en su articulo original (Balmer, 1885)
designo con la letra h, a su constante para dar cuenta de las lineas espectrales del hidrogeno.
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C(H-0) del espectro de emision del atomo de hidrogeno. No obstante, dicha consideracion no fue
tomada en cuenta, ya que para el afio de 1885 alin no se contaba con evidencia que respaldara la
existencia de esas lineas.

Es hasta el afio de 1887 cuando los fisicos Abraham Michelson y Edward Morley un mes
después de haber publicado los resultados de su famoso experimento sobre el movimiento relativo
de la tierra y el éter luminifero; publican en diciembre del mismo afio un articulo titulado: Sobre
un método para hacer que la longitud de onda de la luz de sodio sea el estandar real y practico de
longitud (Michelson & Morley, 1887). En dicho articulo, se exponen los resultados de un
experimento que buscaba medir con suficiente exactitud la longitud de onda de la linea espectral
D correspondiente al espectro de emisidon del &tomo de sodio. La importancia de esta medicion
radicaba en que una vez obtenido con exactitud el valor de dicha longitud de onda, este podria
utilizarse como una referencia estable y reproducible para establecer un estandar de longitud. Sin
embargo, Michelson y Morley se enfrentaron a un desafio durante su investigacion, ya que su
interferdmetro les permitia realizar mediciones de longitud de onda con una alta resolucion, en
donde al estudiar el espectro del sodio, se percataron de que: “Hay una ligera dificultad que debe
notarse como consecuencia del hecho de que hay dos series de ondas en la luz de sodio”
(Michelson & Morley, 1887). Es decir, encontraron el doblete de las lineas D del atomo de sodio
medido previamente por Eleuthére Mascart y M. H. Fizeau.

A causa de lo anterior, Michelson y Morley estudiaron el espectro de otros elementos distintos
al sodio, para detectar si estos también presentaban lineas espectrales dobles. Durante este
proceso, descubrieron que la linea roja C(H-a) asociada al espectro del atomo de hidrogeno:
“debe ser una linea doble con componentes de aproximadamente un-sexagésimo tan distante
como las lineas del sodio” (Michelson & Morley, 1887). Donde de acuerdo con las mediciones
que ya se tenian para el espectro del sodio, sus lineas dobles estaban separadas por 0.60 nm (M
D’Anna y T Corridoni, 2018). Por lo cual, una sexagésima parte de esa distancia equivale a 0.01
nm. Es decir, de acuerdo con los resultados obtenidos por Michelson y Morley, su primera
medicion demostrd la presencia de una linea espectral doble en la region roja (H-a) del espectro
del atomo de hidrogeno, con una separacion de 0.01 nm=Ix10"8 mm, segiin sus primeras
mediciones.

Posteriormente, a la linea espectral doble del atomo de hidrogeno descubierta por Michelson
y Morley, se le daria el nombre de estructura fina, siendo Arnold Sommerfeld la primera persona
en usar esta denominaciéon en su modelo relativista del atomo de hidrogeno (A.Sommerfeld,
1916b).

Por lo tanto, para el afio de 1887, se tenia en cuenta que al observar con espectroscopia de alta
resolucion la linea espectral C(H-a) correspondiente al espectro de emision del atomo de
hidrogeno, esta presentaba un doblete, el cual se puede observar en la figura 1,3.

Figura 1,3.

Fotografias y curvas, de la estructura fina del espectro del atomo de hidrogeno

. < i3 0a o~

Nota. Fotografias [3.1 y 3.2] de la linea doble C (H-a) del espectro del atomo de hidrogeno, detectadas con un
espectrometro de Hilger complementado con prismas de vidrio, para obtener una mayor resolucion. Curvas [3.3] de
intensidad de luz detectadas por Michelson, donde las dos curvas de mayor altura corresponden a la linea doble C (H-
a). Tomado de (Glilbert N. Lewis y Frank H. Spedding, 1933) y (Albert A. Michelson, 1892).
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Mediciones de la estructura fina del hidrégeno se continuaron realizando en los afios
posteriores a su primera deteccion. Entre ellas se encuentra la realizada por Albert A. Michelson
en 1892, quien, mejorando los métodos usados en su primera medicion, encuentra un valor de
separacion de 1.4x10~8 mm entre las lineas H-a correspondientes al espectro de emision del
atomo de hidrogeno (Albert A. Michelson, 1892); lo cual en términos de longitud de onda
equivalia a: Ag_qq = 656.112nm y Ag_qz = 656.126nm, para las dos longitudes de onda
cercanas detectadas. Valores consistentes con distintas mediciones realizadas en afios posteriores.

1.2 Instrumentacion necesaria para la observacion de
la estructura fina

Teniendo en cuenta el contexto anterior, es importante destacar ahora por qué hasta 1887 no
se disponia de una medicion u observacion directa de la estructura fina. Esto se debia a que los
métodos comunmente utilizados para observar los espectros atdmicos empleaban rejillas de
difraccion; sin embargo, para detectar la estructura fina se necesitaba de instrumentos
espectroscopicos de mayor resolucion, ya que con una rejilla de difraccion convencional (bajo
numero de rendijas) no era posible detectarla. Para entender por qué, hay que tener en cuenta el
fenomeno que sucede cuando la luz pasa por una rejilla de difraccion compuesta por N rendijas
separadas por una distancia d. Asi pues, cuando la luz incide en las N rendijas cuyo tamafio es del
orden de su longitud de onda, esta se difracta, creando un patron de difraccion. Dicho patron esta
conformado por una serie de “picos” conocidos como los maximos, los cuales se encuentran
separados a una distancia proporcional a la longitud de onda de la luz incidente (4). Por lo tanto,
diferentes longitudes de onda tienen distinta localizacion de sus maximos, donde la ecuacion que
permite dar cuenta de la localizacion de cada uno de esos maximos es:

LnA
y=—in= 0,1,2,3.... (1,3)
Siendo, y la posicién de cada maximo que permite observar la luz, y L la distancia entre la
rejilla de difraccion y la pantalla de observacion. Ver figura 1,4, para observar un ejemplo de
como distintas longitudes de onda tienen una localizacion diferente y de sus maximos, para ese
sistema de referencia:

Figura 1,4.
Representacion de una rejilla de difraccion.

Colimador

Focalizador

Detector

yoc A
Nota. Representacion de una rejilla de difraccion, donde se observa que la localizacion Y de los maximos, depende de
la longitud de onda de la luz. Asi mismo, cuando el numero de rendijas N es lo suficientemente grande, solo es posible
percibir los primeros maximos para cada una de las longitudes de onda. Tomado y modificado de (Zemax, 2021).

Con base en la figura 1,4 se ve que la rejilla de difraccion permite separar la luz de distintas
longitudes de onda (1). Sin embargo, si hay longitudes de onda lo suficientemente cercanas, su
separacion no sera perceptible. Esto viene determinado por “la potencia de resolucion de la rejilla
de difraccion” (Schwartz, 2016); donde dicha potencia se determina a partir del criterio de
Rayleigh, con el cual se determina una ecuacion que permite deducir el nimero N de rendijas
necesarias para poder observar una separacion apreciable de las distintas longitudes de ondas, esta
ecuacion viene dada por la expresion (1,4):
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A
N=—— (14)
Donde para las longitudes de onda (A" y 1) de la estructura fina, se tiene que para poder apreciar
la separacion de H-a, se requiere de una rejilla de difraccion con:

656.112nm

= —————=46 865 rendijas.
656.126—656.112

Sin embargo, las rejillas de difraccion con mayor resolucion tienen del orden de 10 000
rendijas (Schwartz, 2016). Por lo tanto, esto permite comprender por qué para observar la
estructura fina del atomo de hidrogeno, se requirid de instrumentos diferentes a una rejilla de
difraccion, tales como el interferometro de Michelson.

El interferometro de Michelson fue entonces el primer instrumento utilizado para detectar la
estructura fina, y su principio de funcionamiento depende del fenomeno de interferencia
constructiva y destructiva de las ondas de luz. En este caso, para el interferometro de Michelson
de la figura 1,5, la luz de la fuente s ya colimada, se hace pasar por un divisor de haz a, el cual
divide la luz en 2 haces. Estos haces son dirigidos hacia dos espejos ¢ y b que reflejan la luz,
donde dependiendo la distancia (4d = d2 — d1) a la cual estén los espejos que se mueven con un
tornillo micrométrico m, ambos haces al encontrarse producen interferencia constructiva o
destructiva. Esto genera un patron, que, en el caso del interferometro de Michelson, consiste en
un conjunto de franjas circulares conocidas como las franjas de Haidinger. Y estas franjas pueden
ser utilizadas para estudiar diversos fenomenos, dependiendo de la aplicacion deseada.

Figura 1,5.

Representacion del interferometro de Michelson.

—
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Nota. Representacion del interferometro de Michelson con el cual se detecto por primera vez la estructura fina del
hidrégeno. Tomado y modificado de: (Michelson & Morley, 1887)

Asi, para la deteccion de la estructura fina, se observo que la diferencia entre las distintas
longitudes de onda se podia detectar teniendo en cuenta que estas generaban un patron particular
de concordancia y discordancia (ver figura 1,6). De forma que en el experimento de Michelson y
Morley al colimarse un tnico “color” del espectro separado previamente por un prisma,
modificando la distancia Ad entre los dos espejos, se buscaba obtener un mismo patrén ya sea de
concordancia o de discordancia al menos dos veces seguidas, y a partir de ello se hallaba la
diferencia entre las dos longitudes de onda 41, mediante la siguiente expresion®:

/12
AL = Y (1,5

Donde en la expresion (1,5), A% es el promedio de la longitud de onda observada
convencionalmente (656.28 nm), y Ad la distancia entre los espejos cuando se produce la
concordancia o discordancia por segunda vez consecutiva.

% Dicha expresion es la usada actualmente, pues en 1887 se determinaba a partir de un cierto nimero de cuentas de las veces
que se repetia el patron ya fuera de concordancia o discordancia (Michelson & Morley, 1887).
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Figura 1,6.
Representacion del patron producido por la estructura fina en el atomo de sodio.

A A A A
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Concordancia Discordancia

Nota. Representacion del fenomeno de concordancia y discordancia que permite observar y calcular la diferencia de
longitudes de onda de la estructura fina. Tomado y modificado de: (M D’ Anna y T Corridoni, 2018) y (Roorkee, 2018).
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Por lo tanto, para la estructura fina del hidrégeno se tiene que en un interferémetro de
Michelson se necesita de una distancia de los espejos del orden de:

2
Ad ~ (656.119nm)

~ = 30.7mm.
656.126nm—656.112nm

Esto es, que para obtener el fendémeno de concordancia dos veces seguidas, teniendo en cuenta
que una vuelta completa en el tornillo micrométrico equivale a 0.5 mm, se necesita de
aproximadamente 60 vueltas del tornillo micrométrico para medir la estructura fina del atomo de
hidrogeno, y tan solo de 3 vueltas para medir la estructura fina del &tomo de sodio (M D’Anna y
T Corridoni, 2018). De esta manera, realizando distintas mediciones, variando la distancia entre
los espejos, se logra medir la diferencia de las longitudes de onda 42 =1.4x1078 mm que dan
cuenta de la estructura fina del &tomo de hidrogeno, tal como lo hizo Michelson en 1892 (Albert
A. Michelson, 1892).

Por otro lado, a medida que los métodos de espectroscopia evolucionaban, también se
emplearon diferentes técnicas para estudiar la estructura fina, y otros desdoblamientos aun mas
sutiles como la estructura hiperfina o el efecto Lamb. Por ejemplo, para medir la estructura fina
posterior al afio de 1887, se usaron interferometros como el de Fabry-Perot, o instrumentos como
fotometros que miden la intensidad de la luz y permiten generar curvas como las obtenidas por el
fisico Friedrich Paschen que sirvieron para confirmar la teoria de Sommerfeld en 1916, historia
que se detalla mas adelante en el presente trabajo.

Ademas, es importante destacar que afios después del descubrimiento de los rayos X por
Wilhelm Roentgen en 1895, se llevaron a cabo investigaciones en el campo de la espectroscopia
de rayos X. Donde dichas investigaciones revelaron la existencia de una estructura fina en atomos
como el oro (Au), el talio (TI), el plomo (Pb), y el bismuto (Bi), cuyos espectros de emision se
encuentran en el rango de los rayos X debido a su alto numero atomico Z (ver figura 1,7).
Figura 1,7
Fotografias de la estructura fina para el espectro de emision en rayg‘slx del orojgtalio, plomo y bismuto.

= Y oxy oxXg
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Nota. Fotografias de la estructura fina de distintos elementos, donde las lineas (a1, a,) y (81, f2) corresponden a las
lineas dobles del espectro en rayos X de la serie L, ademas la separacion para la estructura fina de los rayos X es mucho
mayor debido a que estos son generados por a&tomos cuyo niimero atémico es alto. Tomado de (Arthur Compton, 1926)
que recupera la imagen de una de las investigaciones en espectroscopia de rayos X, realizada por el fisico Manne
Siegbahn, quien también invento dicha notacion para los rayos x y su desdoblamiento en 1916 (Siegbahn, 1916).

T Bi
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Asi pues, considerando los resultados experimentales obtenidos en espectroscopia, distintos
fisicos continuaron realizando trabajos a finales del siglo XIX y principios del siglo XX, con el
objetivo de encontrar formulas mas precisas que pudieran explicar los espectros atdmicos. No
obstante, ninguna de las formulas descubiertas lograba dar cuenta de la estructura fina, ya que
como describe el fisico e historiador Helge Kragh, el fenomeno de la estructura fina: “No
desemperio un papel significativo en el desarrollo de la fisica hasta 1916, cuando Arnold
Sommerfeld lo convirtio en objeto de un andlisis teorico detallado” (Kragh, 1985).

1.3 Primera explicacion Tedrica de la estructura fina

1.3.1 Consideraciones previas

Los estudios teodricos de los espectros de emision de los atomos en el siglo XIX, se enfocaban
principalmente en dar cuenta de las lineas espectrales a partir de formulas empiricas, tales como
la encontrada por Balmer en 1885. La razén de por qué se producian dichas lineas era un campo
en el cual atn no se habia profundizado, pues de acuerdo con las hipdtesis como la de Stoney
(Stoney, 1871), se pensaba que el espectro en su conjunto estaba producido por las vibraciones
libres de los atomos, conocidas como sus “armoénicos”. Sin embargo, esta explicacion tenia un
gran problema, y es que como se habia observado, el espectro detectado era discreto con ciertas
longitudes de onda caracteristicas, lo cual, entraba en contradiccion con la hipotesis de los
armoénicos, que predecia la existencia de un conjunto de lineas continuas con frecuencias cuyo
valor fuese un multiplo entero de una frecuencia fundamental.

Ademas, como se demostré en 1908, la hipdtesis anterior estaba en desacuerdo con el principio
de combinacion de Rydberg-Ritz, propuesto por el fisico Walther Ritz; quien, con base en la
formula obtenida por Johannes Rydberg en 1890 para dar cuenta del espectro de emision del
hidrogeno y otros elementos, propone una formula, la cual establecia que las frecuencias de las
lineas espectrales de un elemento, podian ser descritas como la diferencia entre dos términos
espectrales, los cuales estaban relacionados con valores enteros, y tomaban unos valores
particulares para cada elemento quimico (Kragh, 2012); por ejemplo para el caso mas simple
(descrito en términos actuales), se demostraba que para el atomo de hidrogeno, la frecuencia v
de la luz emitida, venia dada por la siguiente expresion:

V= Tl - T2 (1,6)

Donde T; y T, eran los siguientes términos: T; = % yT, = % .Y, por lo tanto, se tenia que:
1 2

1 1
V=RH(n_12__2) @7

ny
Siendo Ry la constante de Rydberg para el hidrégeno igual a 109 677 cm™! (Atkins, 2006), n, < n, nimeros
enteros que representan los distintos niveles de energia.

La formula (1,7), junto con la deducida por Balmer (1,2), daban cuenta de que el espectro de
emision era efectivamente discreto, lo cual no podia ser explicado de manera satisfactoria
mediante la fisica clasica. Fue hasta el afio de 1913 cuando el fisico danés Niels Henrik David
Bohr, proporcioné la primera explicacion tedrica completa para el espectro del atomo de
hidrogeno. Para ello, Bohr utilizo las formulas mencionadas anteriormente, como apoyo en su
explicacion de los espectros atdmicos. Sin embargo, hubo un problema que ni las formulas
empiricas ni los desarrollos de Bohr lograron explicar, el de la estructura fina del atomo de
hidroégeno. Para comprender esto, resulta esencial adentrarse en las consideraciones iniciales que
Bohr tomo en cuenta, pues al examinar estos aspectos, se establece una conexion con el trabajo
posterior llevado a cabo por Arnold Sommerfeld, quien finalmente logré proporcionar una
primera explicacion tedrica de este fenomeno.
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Por consiguiente, es importante iniciar destacando que previo al trabajo desarrollado por Bohr,
distintos fisicos ya habian propuesto diferentes modelos del a&tomo y posibles explicaciones para
sus espectros de emision. Asi, ademas de los conocidos modelos de Thomson y de Rutherford,
uno los modelos que introdujo por primera vez las ideas de cuantizacion expuestas por Max
Planck en 1901, fue el modelo del matematico y fisico John William Nicholson, quien, estudiando
los espectros de la corona solar, describe que: “Las bases fisicas fundamentales del espectro
coronal pueden estar en la teoria de la radiacion de Planck [...]. En ciertos casos, nos lleva a
suponer que las lineas de una serie pueden emanar de dtomos cuyo momento angular interno
tiene cantidades discretas de un valor estandar” (Nicholson, 1912). Sin embargo, mas alla de
ello, Nicholson no desarrollo a profundidad su modelo y no trato el problema de la estabilidad de
los atomos’. Aun asi, Niels Bohr en julio de 1913 en su famoso articulo: Sobre la Constitucion de
Atomos y Moléculas (Bohr, 1913), reconoce que los trabajos de Nicholson sirvieron de base para
sus desarrollos, a partir de los cuales da una explicacion para la estabilidad de los atomos, y a su
vez explica la razon por la cual estos emiten y absorben energia.

Para dar cuenta de lo previamente descrito, Bohr realiza una serie de consideraciones las cuales
eran: suponer que el electron describe una orbita estacionaria alrededor del nucleo teniendo en
cuenta que su masa es lo suficientemente pequefia comparada a la del ntcleo; suponer la velocidad
del electron lo suficientemente baja comparada con la velocidad de la luz, y por lo tanto no
considerar expresiones relativistas de la energia; y por ultimo, aunque en su articulo describe que
la orbita del electron puede ser eliptica, para sus calculos él la considera circular (Bohr, 1913).

Con las consideraciones nombradas, Bohr se basa en la teoria de Planck para proponer una
solucion al problema de la estabilidad de los atomos, describiendo que los electrones se
encuentran en ciertos estados estacionarios sin emitir energia mientras el sistema no sea
perturbado desde el exterior, y de acuerdo con su descripcion: ”De la teoria de Planck, debemos
esperar que la cantidad de energia emitida en el proceso considerado® es igual a Thv, donde h
es la constante de Planck y T un numero entero” (Bohr, 1913). Con ello muestra que la energia
(W) de un electrén en su respectiva Orbita para el 4tomo de hidrogeno es’:

2m?me*

T Thie2
Siendo m y e , la masa y carga del electron respectivamente, h la constante de Planck y T un
numero entero. Donde a partir de la formula anterior, en la segunda parte de su articulo, trata el

espectro de emision del atomo de hidrogeno, suponiendo que la cantidad de energia emitida por
el sistema, pasando de un estado correspondiente a T = 7, , a uno correspondiente a T = 7, es:

(1,8)

2n2me4( 1 1 ) (19)

h2 \r,2 1,2

Que, de acuerdo con la formula de cuantizacion de la energia W = hv, describe que la
frecuencia v asociada a la radiacion emitida es:

W, — W, =
T2 71 2 2
(%) T

(1,10)

2n2me4< 1 1)
V=—

Boo\n? n?

Por lo tanto, con base en la formula (1,10), Bohr establece todas las series para el espectro del
atomo de hidrogeno. Donde para el presente trabajo, la famosa linea C (H-a), corresponde a la
energia emitida durante la transicion de un electron desde un estado de energia con T, = 3 a un
estado de energia con 7; = 2.

7 Uno de los principales problemas que tenian los modelos atdmicos propuestos, era que, de acuerdo con la electrodindmica
clasica, si los electrones orbitaban alrededor del nticleo atdbmico, estos al estar sometidos a una aceleracion centripeta, deberian
emitir radiacion electromagnética constante, por lo cual los 4tomos no serian estables.

8 Bohr anteriormente estaba discutiendo el proceso de emision de energia de un electrén en el dtomo y como esto llevaba a
ciertas contradicciones si se trataba el problema desde la fisica clasica.

° En todas las formulas descritas en el articulo de Bohr se supone la constante de Coulomb K=1.
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Es importante resaltar, que ademas de las derivaciones anteriores, otro de los resultados
destacados del trabajo de Bohr, fue establecer que el momento angular (L) permitido para los
electrones en sus Orbitas estables esta cuantizado, y viene dado por la siguiente expresion:

L=t 1,11
=To- (1,11)

Por tanto, gracias a los resultados descritos y a las demds explicaciones tedricas presentadas
en su articulo, el trabajo de Bohr se destacé como uno de los mas importantes en la historia de la
fisica. Pues fue el primero en proporcionar una explicacion tedrica a la estabilidad de los
electrones en el 4&tomo, y permitié dar cuenta de la emision y absorcion de luz por parte de los
atomos a partir de las transiciones energéticas de los electrones entre sus niveles de energia.
Ademas, un afio mas tarde, su trabajo se veria fuertemente soportado gracias a los resultados del
experimento de James Franck y Gustav Hertz!°, publicados en abril de 1914 (Kragh, 2012).

Ahora bien, aunque el objetivo principal de Bohr, tal como lo dice el titulo de su articulo era
el desarrollo de una teoria general “Sobre la Constitucion de Atomos y Moléculas”, su teoria
proporcionaba una excelente explicacion tinicamente para el hidrogeno y otros atomos similares,
lo que en ingles se le conoce como: “hydrogen-like atoms”. Sin embargo, de acuerdo con el fisico
Max Jammer (Jammer, 1989), los esfuerzos de Bohr para buscar una teoria completa que se
pudiera extender a sistemas atomicos mas complejos, fracasaron. Ademas, para el dtomo de
hidrogeno, aun quedaba una incdgnita que seguia sin resolverse, la de su estructura fina.

Aparentemente Bohr no estaba al tanto de la estructura fina del hidrégeno cuando desarrollo
su trabajo, pues este fendmeno de cierta forma contradecia su teoria original del hidrogeno, donde
las lineas del espectro de emision no eran necesariamente lineas Unicas. Por ejemplo, como se
describi6 previamente, de acuerdo con lo informado por Michelson y Morley en 1887, cuando se
observa con espectroscopia de alta resolucion la linea correspondiente a una transicion de 7, = 3
aty = 2 enlaecuacion (1,10), esta resulta ser una linea doble con frecuencias distintas y bastante
cercanas; fendmeno que no es posible de explicarse con la expresion de Bohr. Pues en la ecuacion
(1,10) con 7, =n+ 1y 74 = n siendo n = 1, se obtienen las series estandar del hidrogeno de
Lyman, Balmer, Paschen, etc. Pero sin ningiin desdoblamiento.

Bohr estuvo al tanto de la estructura fina al afio siguiente de la publicacion de su famoso
articulo de 1913, donde para aquella época, debido a que también ya habia sido observado el
efecto Zeeman vy el efecto Stark'!, en principio €l atribuyo los dobletes de la estructura fina al
efecto Stark producido por el campo eléctrico dentro del tubo de gas que contenia el hidrogeno
(Hoyer, 1981). Sin embargo, al estudiar profundamente los experimentos del efecto Stark, Bohr
concluy6 que su hipoétesis era erronea. Por lo cual, en enero de 1915, retomando la hipétesis que
no habia tenido muy en cuenta en su primer articulo de 1913, acerca de que las orbitas que
describian los electrones no eran realmente circulares sino elipticas, y ademas, incorporando esta
vez correcciones relativistas, afirma que:

“Me gustaria aqui, poner mi atencion a un efecto de otra naturaleza, el cual involucra una
correccion para las formulas teoricas para el espectro del hidrogeno, esto es, la variacion de la
masa del electron con su velocidad [ ...]. La relacion entre la frecuencia de rotacion de la orbita
2,4

e

. . s ‘ R 2n .
v la frecuencia de revolucion del electron viene dada por: - que para n=2 es del mismo

2¢2h2 7

orden de magnitud que las lineas dobles del hidrégeno observadas” (Bohr, 1915)

10 Experimentos realizados con electrones acelerados dentro de un tubo que contenia gas de vapor. Donde Frank y Hertz se
dieron cuenta que habia una pérdida de energia por parte de los electrones a ciertos voltajes. La pérdida de energia del electron
correspondia a la diferencia de energia entre el estado fundamental y el estado excitado del atomo, que, por transicion al estado
fundamental, reemitia esta energia en forma de luz de acuerdo con la condicion de frecuencia de Bohr.

11 Los efectos Zeeman y Stark, descubiertos en 1896 y 1913 respectivamente, corresponden al desdoblamiento que sufren las
lineas de los espectros de emision de los atomos, cuando estos son sometidos a campos magnéticos (efecto Zeeman) y a
campos eléctricos (efecto Stark).
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No obstante, Bohr no alcanzé a tratar completamente esa idea en su trabajo, y en el mismo
articulo, mencioné que esperaba abordar su modelo incluyendo las expresiones relativistas con
mayor detalle en futuras investigaciones. Sin embargo, antes de que tuviera la oportunidad de
hacerlo, otro cientifico lo hizo primero, Arnold Sommerfeld.

1.3.2 Explicacion de la estructura fina de Arnold
Sommerfeld

Teniendo en cuenta las consideraciones propuestas por Bohr mencionadas previamente, en
1916 el fisico aleman Arnold Johannes Wilhelm Sommerfeld publica una serie de articulos en los
cuales proporciona una explicacion para las oOrbitas elipticas de los electrones en el modelo
atomico de Bohr, incorporando luego los efectos relativistas en su analisis para dar cuenta de la
estructura fina del atomo de hidrégeno. Ademas, tres aflos mas tarde, publica un libro que se
convirtio en un gran referente para la teoria cuantica de la época, titulado: Estructura atémica y
lineas espectrales (Sommerfeld A. , 1919). En dicho libro, Sommerfeld expone con un mayor
detalle todo lo referente a sus articulos relacionados con la espectroscopia, ademas, a medida que
pasaban los afios, el libro afiadia los ultimos descubrimientos en dicho campo de la fisica por
medio de nuevas ediciones. A continuacion, con base en los trabajos mencionados de Sommerfeld,
se describe el procedimiento para llegar a la primera explicacion teorica de la estructura fina,
teniendo en cuenta que los calculos detallados de ciertas expresiones se encuentran en el anexo
A.l.

Asi pues, una de las primeras consideraciones realizadas por Sommerfeld, consistid en suponer
el movimiento del electrén como un problema bidimensional, ya que como ¢l lo expone: “e/
movimiento en una elipse representa un problema de dos grados de libertad” (Sommerfeld A. ,
1919). De acuerdo con esta concepcion, supuso al protdon en uno de los focos de la elipse, y al
electron orbitandolo, para a partir de ello encontrar la expresion de la energia que el electron
tendria en una orbita eliptica. Donde es importante destacar, que Sommerfeld inicia su trabajo a
partir de las expresiones clasicas de la energia, para evaluar si inicamente la suposicion de una
orbita eliptica permite hallar una expresion que explique algin tipo de desdoblamiento. Sin
embargo, este enfoque resultd insuficiente, y fue necesario incorporar las expresiones de la
relatividad especial para lograr el éxito en su analisis. Para comprender por qué, es necesario tener
en cuenta que la energia clasica empleada en el modelo de una orbita eliptica es:
H=W=E E _ 1 242 2| € (1,14)
- = Egin + pot_ﬁ (pr) +7"_2(p9) _T ’

Donde m es la masa del electron, e su carga, r su distancia al nucleo, p, y pg Sumomento radial y angular respectivamente.

Sommerfeld a partir de la expresion (1,14) hace uso de la mecénica analitica, para expresar la
energia total como la ecuacion de Hamilton-Jacobi, y a partir de ella aplicar ciertas condiciones
de cuantizacion. De acuerdo con dicha formulacion, expresa el momento en términos de la accion
S, y por lo tanto la energia total (W) queda como:

2 2 2
WL (6_5) + i(a_s) _e (1,15)
2m|\or r2\00 T

Con la expresion (1,15), Sommerfeld postula en su articulo de 1915, a lo que hoy en dia se le
conoce como la condicion de cuantizacion de Wilson-Sommerfeld, ya que también habia sido
propuesta en ese mismo afio por el fisico William Wilson. Dicha condicion, lo que hace es
generalizar la cuantizacion del momento angular planteada previamente por Bohr en 1913. En ese
contexto, al abordar un sistema con dos grados de libertad, relacionado con los momentos p, y
pg, Sommerfeld describe que: “Desglosando el enfoque cudantico desde el principio, segun los f
grados de libertad del sistema, utilizando sujeto a una eleccion adecuada de las coordenadas q;,
postulo la siguiente ecuacion: $dp;dq; =h, i=1,2,..f“ (A.Sommerfeld, 1916a). Donde
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desarrollando la ecuacién para los "p,," momentos, llega a la famosa condicion de cuantizacion
de Wilson-Sommerfeld (1,16):

jgpkqu =ngh (1,16)

Siendo k, 1a coordenada correspondiente a (7; 8), y h la constante de Planck. La ecuacion (1,16)
generaliza entonces las condiciones de cuantizacion del momento para sistemas con mas de un
grado de libertad. Por ejemplo, teniendo k = 6, se obtiene:

f Pedg = ngh
Y dado que en ausencia de torques externos el momento angular pg se conserva:

pefde =ngh

Que, para una revolucion completa, la integral de linea cerrada se convierte en:

2T
pe | dg =ngh
0

h
~Pe=Neg 117)

Siendo (1,17) la cuantizacion del momento angular postulada por Bohr en 1913, solo que en
este caso Sommerfeld llama a ng como el nimero cuadntico azimutal. Asi, teniendo en cuenta el
momento en términos de la accion y la cuantizacion postulada por Sommerfeld, obtuvo:

S h 118
90~ "2 (1.18)
Y reemplazando (1,18) en (1,15), Sommerfeld lleg6 a la siguiente expresion:
2me? [0S\ 1/ h\°
== —(n,— (1,19)
ami + r [(67") T (Tlg Zn) ]

Despejando % de (1,19) y aplicando la cuantizacion para el momento radial de (1,16), obtuvo

la siguiente ecuacion:

ffprdr =n,.h
aS
~§ordr=nn (1,20)
2me? h’ng?
- 3€ 2mW + Py dr =n.h (1,21)

Siendo n,. el segundo niimero cudntico introducido por Sommerfeld en 1916. Luego, para
resolver la integral (1,21), desarrolla un método conocido como el método de integracion
compleja (Sommerfeld A. , 1919), a partir del cual obtiene la siguiente solucion:

2me?  h2n,? ( _hng  me?
jg 2mW + — dr = -2mi| —i——
T 41272

Y teniendo en cuenta (1,21), obtiene:
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2

omi i hng me L
N — —_——— =
"\ T VTw) (1,22)

Donde despejando W de (1,22), Sommerfeld deriva la férmula de la energia total para un
electron en una orbita clasica eliptica (1,23):

2m%me* 1 2m%me* 1

2 (ng+n)?  hE (n)? (123)

W=—

De acuerdo con historiadores de la fisica como Max Jammer (Jammer, 1989), Sommerfeld se
desilusiono de cierta forma con la expresion obtenida (1,23), pues dicha expresion es andloga a
la expresion (1,8) ya obtenida por Bohr, con 7=n = ny + n,.12. Dandose cuenta de que, para una
orbita eliptica con dos grados de libertad, obtenia la misma energia que para una 6rbita circular,
solo que, a diferencia de Bohr, Sommerfeld propone dos niimeros cuanticos en lugar de uno, los
cuales permitian dar cuenta de las distintas formas para las orbitas del electron en el atomo, todas
con la misma energia.

Figura 1,8

Representacion de las distintas orbitas elipticas del electrén en el modelo cldasico de Sommerfeld

L) ©) &

Nota. Orbitas propuestas por Sommerfeld, donde para los distintos niveles de energia n = ng + n,., existen distintas
posibles formas de las orbitas de acuerdo con los nimeros cudnticos ng y n,.. En la figura esta representada n=2, n=3,
y n=4. Tomado de: (A.Sommerfeld, 1916a)

Sommerfeld, extendié su modelo anterior, considerando 3 grados de libertad para el electron,
esto es, tres coordenadas para definir su posicion (r, 8, ¢); aun asi, tampoco encontr6 una solucion
para la energia que diera cuenta de la estructura fina. Por lo cual, faltaba una consideracion distinta
que Bohr también habia nombrado en 1915, la de incluir las expresiones relativistas de la energia.
Este nuevo tratamiento del atomo de hidrogeno se hace en una segunda parte del articulo de 1916,
titulada: La estructura fina del hidrogeno y las lineas similares al hidrogeno (A.Sommerfeld,
1916a). Dicho tratamiento se realiza en la segunda parte del trabajo mencionado, y se inicia con
una descripcion de los diversos desdoblamientos observados tanto en el espectro visible del
hidrogeno como en el espectro de los rayos X de otros elementos, como se mostro en las figuras
1,3 y 1,4 del presente trabajo.

A partir de estos hallazgos, Sommerfeld introduce la idea de que, para comprender el
fendmeno de desdoblamiento, es necesario considerar los efectos relativistas relacionados con la
"variacion" de la masa en funcion de la velocidad, asi como la expresion de la energia cinética
relativista, ecuaciones (1.24) y (1.25):

me=—r= (1,24)
1
Epin = mc? —myc? =myc? | —-—1 (1,25)
J1-B?

UZ

Siendo m, la masa en reposo del electrén, ¢ la velocidad de la luz, f% = =

2 Sommerfeld denomina a 7=ng + n,. como el numero cuantico principal n, es decir n=ng + n,, y de acuerdo con esto
determina que comon = 1, y ng = 1 de acuerdo con la cuantizacion del momento angular que propuso Bohr, entonces n, >
0.
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Con ello, siguié un proceso analogo al descrito previamente para una orbita eliptica clasica
con dos grados de libertad, teniendo en cuenta que la energia (W) ahora es:

2
)z (1,26)
J1—p? r

Donde para dar cuenta de los dos grados de libertad del electron en la orbita eliptica relativista,
tiene en cuenta la velocidad (v) para una orbita eliptica dentro del factor f3:

v )+ ()
=T

W=mc? <

p? = = . 1,27)
Que en términos de los momentos es:
v: B2+ (rf)" 1 1
2 2 _ — 2 2

Fr=a= c?  Zm? (Pr *rzPo ) (1.28)

Y teniendo en cuenta la masa relativista, obtiene que:

B 1 2,1 5

(1 — BZ) = szoz (pr + r_zpe ) (1,29)

Donde, dejando de nuevo el momento en términos de la accion, establece una relacion de la
expresion (1,29) con la energia (1,26), llegando a:

<as>2 A (as)z Y N O 1 ’
or r2\ag) ~ Mo r c? r

Aplicando la cuantizacion del momento azimutal (angular) y la cuantizacion del momento
radial, Sommerfeld obtuvo la siguiente ecuacion (1,30), andloga a la obtenida en el caso clasico
(1,21) pero con unos términos adicionales debido a la correccion relativista:

2mgyZe? h?ng? 1 Ze?\? B
%f 2moW + " T A2 +C_2 W + — dr =n.h (1,30)

La integral (1,30) tiene la misma solucién que la hallada para la integral (1,21) del caso clasico,
pues como se puede observar en el anexo A.1 , realizando los cambios de variable pertinentes se
obtiene una solucion similar, donde la expresion obtenida es:

2
h2ng?  Z2e* moZe? + WZze
—2mi| — |- <

Tt — =n,h (1,31)
2m0W+_2
c

A partir de dicha expresion (1,31), se despeja la energia W, obteniendo asi la expresion para
la energia en el modelo atomico relativista de Sommerfeld (1,32):

-1/2
2 a’z? 2
Wnr,no =myc” |1+ > —mgycC (1,32)
(nr + ng? — z2a? )
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La expresion para la energia (1,32) 13, le permitié a Sommerfeld dar cuenta por primera vez
de forma teorica de la estructura fina, veintinueve afios después de su descubrimiento. Para
entender por qué, primero hay que analizar cada una de las variables involucradas en dicha
expresion (1,32):

* mgc?: Es un valor que da cuenta de la energia en reposo del electron.
= a: es la constante de estructura fina que Sommerfeld introdujo por primera vez en 1916, y
como se puede observar en el anexo A.1, esta se obtiene a partir de una factorizacion para
despejar W de la expresion (1,31). Esta constante comenzo a adquirir una relevancia
significativa en su época y ha permanecido como una de las constantes mas utilizadas en las
teorias fisicas desde mediados del siglo XX hasta la actualidad. La constante originalmente
se dedujo en términos del sistema CGS de unidades, y por tanto se definié como:
o = i (1,33)
ch

Siendo e la carga del electron, c la velocidad de la luz,  la constante de planck dividida sobre 27.

= Z :Se refiere al nimero atémico del elemento como de hidrogeno (hydrogen-like).
" n, y ng: Son los numeros cuanticos que Sommerfeld denomino radial y azimutal
respectivamente. Estos nimeros, cumplen con las siguientes condiciones:
= El niimero cuantico principal n es la suma del numero cuéntico radial y azimutal, esto es:
n=n,+ng
= Dado que tanto n y ny debian ser nimeros mayores o iguales a 1, por las condiciones de
cuantizacion de la energia y de momento angular, postuladas por Planck y Bohr explicadas
anteriormente, entonces:
n=n,+ng
n=1
Ny =1
-n,.=0123,..

Teniendo en cuenta lo anterior, luego de haber deducido la energia para el electron en una
orbita relativista, Sommerfeld procedio a calcular para el atomo de hidrogeno, las distintas
frecuencias asociadas a la radiacion electromagnética emitida por un electron al hacer una
transicion entre distintos niveles de energia, y con ello da cuenta de que:

“Las lineas que tienen el mismo numero cuantico principal ahora se han separado debido a
la relatividad” (Sommerfeld A. , 1919).

Ademas, al expandir en series de potencias la formula (1,32) como se puede ver en el anexo
A.2 , para los dos primeros términos significativos obtuvo:

Wy ~ — —0e —  ZTC T (134)

Donde el primer término de la expresion (1,34) es la misma expresion de la energia (1,8) del
modelo clasico de Bohr; mientras que los demas términos se refieren a las correcciones relativistas
del nuevo modelo de Sommerfeld. A continuacion, en la tabla (1), se exponen los valores
calculados de la energia (Wy,_,,) para el atomo de hidrégeno (Z=1), de acuerdo con la formula
(1,32), para las tres primeras Orbitas dadas por el nimero cuantico principal n. Asi mismo en la
figura (1,9), se representan dichos niveles de energia, en comparacion a los dados por la teoria
clasica de Sommerfeld y de Bohr (los niveles dados por las expresiones (1,23) y (1,8) que en
general son los mismos), en donde es posible observar que el modelo tedrico relativista del atomo

13 Esta expresion se encuentra en el sistema CGS de unidades tal como fue deducida originalmente, esto es, tomando
1

4meg
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de Sommerfeld permite predecir nuevas transiciones energéticas que dan cuenta de la estructura
fina:

TABLAT
VALORES DE LOS NUMEROS CUANTICOS Y ENERGIA PARA UN ELECTRON EN EL ATOMO DE HIDROGENO, DE ACUERDO CON EL
MODELO RELATIVISTA DEL ATOMO DE SOMMERFELD

n=1 un posible valor de energia, 6rbita K
ng=1 n,=0 Wi10=-13,60587415 ev

n=2, dos posibles valores de energia, orbita L
ng=1 n,=l1 W,q,=-3,40147985 ev
ng= n,=0 W,o0=-3,40143457 ev

n=3, tres posibles valores de energia, 6rbita M

ng=1 n,=2 W34,=-1,51176379 ev
ng=2 n,=l1 Wy,,=-1,51175037 ev
ng=3 n,=0 Wiso=-1,51174590 ev

Nota. Tabla que contiene los valores de la energia W, . del electron, de acuerdo con sus nimeros cuanticos (ny, 1) correspondientes
al modelo atomico relativista de Sommerfeld, los cuales fueron calculados con base a la formula deducida (1,32).

Figura 1,9
Representacion de los primeros niveles de energia en el modelo clasico y relativista de Sommerfeld, para el dtomo
hidrogeno.

Primeros niveles de energia modelo clisico Bohr-Sommerfeld Primeros niveles de energia modelo relativista Sommerfeld
2
1A 2
W= Zsz‘e 1 . 2mnje 1‘ : , ey .
d (ﬂ n ) oy o =me | 14 s i€
Ll n+n"-z'a’
-y, |
la n=3n,=3n =0
b i T n=3n=2n =1
ne3 < =31, =Ln
H-a, H-u
H-a
n=2n,=2n =0
n=2 n=2n=1n =
n=1 n=ln,=ln =0

Nota. Esquema de los primeros niveles de energia dados por el modelo clasico y relativista propuesto por Sommerfeld
para el atomo de hidrégeno, donde es posible observar que en el modelo relativista se produce un desdoblamiento en
los niveles energéticos para n>1, con respecto a los niveles propuestos por el modelo clasico. Las lineas rojas
representan la radiacion electromagnética emitida en el rango visible del espectro cuando se produce una transicion
energética por parte del electron, nombradas en la parte superior de acuerdo con la notacion de Sommerfeld, y cuyo
grosor representa la intensidad. Las demas transiciones de los niveles representados emiten radiacion en el rango no
visible del espectro. Elaboracion propia.

Como se puede observar en la figura 1,9, de acuerdo con la expresion relativista de
Sommerfeld (1,32), existen seis posibles transiciones energéticas de los niveles con numero
cuantico principal n=3 a n=2, donde en contraste al modelo clasico de Bohr que predice una
unica linea de emision (H-a), el modelo relativista de Sommerfeld predice seis lineas de emision
en el rango visible del espectro para los niveles recién nombrados'®. Sin embargo, la estructura

14 Las demas transiciones energéticas en los niveles representados en el esquema de la figura 7, tienen asociadas radiaciones
electromagnéticas en el rango no visible del espectro. Las otras longitudes de onda emitidas en el espectro visible que se deben
a transiciones energéticas con n>3, no se encuentran alli representadas.
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fina observada desde 1887 no aparecia como seis lineas distintas sino como dos. Para explicar
esto, Sommerfeld inventa unas reglas denominadas: reglas de intensidad, sobre las cuales se
hablara con mayor detalle posteriormente en el presente trabajo, pues se requiriéo de la nueva
teoria cuantica para poderlas explicar. En dichas reglas, se describe que, de las 6 lineas predichas:
1 esta prohibida (la transicidon de w;,, a W,,, ); tres tienen una intensidad bastante débil, por lo cual
se necesita de instrumentos como fotdmetros para detectarlas (las lineas Ib llc y Ic de la figura
1,9); y las dos restantes son las lineas correspondientes a la estructura fina H — aqy y H — a5, (las
lineas la y IIb de la figura 1,9). Las intensidades de las lineas descritas se encuentran
representadas por las lineas verticales de la figura 1,10:

Figura 1,10

Diagrama de las intensidades de las longitudes de onda emitida por las transiciones energéticas de n=3 a n=2
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Nota. Diagrama donde se observan las intensidades de las 6 lineas de emision predichas por Sommerfeld para las
transiciones energéticas de n=3 a n=2. En el diagrama, la linea vertical representa la intensidad, donde se puede observar
que la (Ia) y la (IIb) tienen la mayor longitud, esas dos lineas, son las correspondientes a la estructura fina; asi mismo
la linea Ila tiene cero intensidad, y las lineas restantes representan una menor intensidad con respecto a las dos primeras.
Tomado de: (Sommerfeld A. , 1919).

Asi, de acuerdo con su articulo de 1916 Sommerfeld describe que: “Nuestra suposicion sobre
las intensidades es una hipotesis adicional plausible y esta completamente respaldada por los
hechos” (A.Sommerfeld, 1916a). Los hechos a los que se referia Sommerfeld eran dos:

El primero, consistié en contrastar su teoria con el experimento. Para ello considerd que, de
acuerdo con sus reglas de intensidad, las lineas observadas que describen la estructura fina eran
las denominadas como la y IIb. A partir de esto, procedid a calcular las respectivas diferencias de
longitudes de onda y frecuencias entre estas dos lineas para comparar sus resultados teéricos con
las mediciones realizadas por Michelson en 1892. Donde después de realizar los calculos,
Sommerfeld llego a la conclusion de que:

"Con respecto a la fuerza de los componentes del doblete, la observacion esta de acuerdo con
la teoria" (A.Sommerfeld, 1916a)

Para observar por qué, a continuacion, se replica el calculo teérico y se contrastara con el
resultado obtenido por Michelson (el cual ya se enuncio previamente en el presente trabajo). Asi,
teniendo en cuenta la expresion (1,23), y la relacion de Planck: W = hv, se obtiene que:

1=5= ch
14 VVnT,n,- - Wn’r,nr
-1/2y "1
h a? 2 a?
- A=—HK1+— 7 -1+ —7
e I s 29

Donde calculando para las transiciones: (n=3,np =3,n, =0->n"=2,n",=2,n,=0)y
(m=3np=2n=1-n"=2n’"y=1n", =1), correspondientes a: H — a;,(Ia)y H — a,(IIb)
respectivamente, se obtiene:
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M, = 656.1091272 nm; Ayyq, = 656.0949575 nm.

Cuya diferencia es: 44 = 0.014169755 nm = 1.416 - 10~8 mm. Este valor concuerda
con el resultado experimental obtenido por Michelson en 1892 de 1.4x10~8 mm (Albert A.
Michelson, 1892), asi como con mediciones posteriores de la estructura fina. Lo cual demuestra
que la formula encontrada por Sommerfeld producia resultados que concordaban con los
experimentos °.

El segundo hecho al cual se refiri6 Sommerfeld para comprobar su teoria tiene que ver con
los resultados experimentales obtenidos por el fisico Friedrich Paschen, quien estudiando el
espectro del helio ionizado ( He® es decir con dos protones y un electron), detecta que en la
longitud de onda Ay, = 468.6 nm correspondiente a una transicion de n=4 a n=23, existian en
realidad 12 lineas con distintas intensidades tal como lo predecia la teoria de Sommerfeld. En un
articulo del fisico e historiador Helge Kragh (Kragh, 1985), se reporta que el 21 de mayo de 1916,
Paschen le envia una carta a Sommerfeld diciéndole que: "Mis medidas ahora estan terminadas
y concuerdan en todas partes de la manera mds hermosa con sus finas estructuras".

De igual forma, Sommerfeld en su articulo de 1916, publica una imagen comparando sus
predicciones teoricas con los resultados experimentales de Paschen para la estructura fina del
helio, figura 1,11:

Figura 1,11
Imagen de la estructura fina del helio tedrica y experimental, correspondiente a las posibles transiciones de n=4 a n=3
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Nota. Diagrama para la estructura fina del helio. La primera corresponde a la prediccion tedrica realizada por
Sommerfeld, donde para el helio, existen 12 posibles lineas cercanas para la emision de n=4 a n=3, la altura de cada
linea corresponde a su respectiva intensidad. La segunda gleichstrom(que significa corriente continua en aleman) y la
tercera funken(que significa en aleman chispa), corresponden a las lineas detectadas por Paschen, de un espectro del
helio producido por la excitacion del gas con corriente continua, y otro con grandes descargas de electricidad al cual se
le llama produccion por chispa; en estas dos imagenes la luz se detectaba con instrumentos que median la intensidad
de la radiacion, por lo cual, las alturas de cada una de las barras da cuenta de la intensidad de las lineas espectrales.
Cada forma de producir el espectro permite excitar mejor distintos niveles de energia, por ello la combinacién de los
resultados obtenidos por las dos imagenes, da cuenta de las 12 lineas para el helio. Tomado de: (A.Sommerfeld, 1916a)

Por lo tanto, de acuerdo con lo anteriormente presentado, se infiere que Sommerfeld obtuvo
el resultado que esperaba, esto es, obtener una explicacion tedrica de la estructura fina. Ademas
de ello, su trabajo recibio distintos elogios por parte de los fisicos de la época, ya que de cierta
forma su teoria permitia conciliar aspectos de la relatividad especial con la llamada antigua teoria
cuantica'®. Por ejemplo, Bohr en una carta enviada a Sommerfeld el 19 de marzo de 1916, le

15 En el articulo de 1916, Sommerfeld calcula el resultado de la diferencia en frecuencia, una medida comun para la época,

. . 42 3,29169-1078
esto se hace tomando la velocidad de la luz c=1, cuya expresion da como resultado: Av = T T — =
Haq ‘Hay

0.329cm™1, que es el resultado mostrado en su trabajo (A.Sommerfeld, 1916a).
16 Se suele denominar por los historiadores de la fisica como “antigua teorfa cuantica” a los resultados obtenidos entre los afios
1900 a 1923 en dicho campo, y que son anteriores al articulo de Louis de Broglie de 1924 (M, Massimi, 2005).
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escribe que: “Muchas gracias por sus articulos mas interesantes y hermosos. No creo que nunca
haya disfrutado la lectura de algo mas de lo que disfruté el estudio de ellos [ ...]. El punto de vista
que habia tomado da nueva luz y apoyo a sus suposiciones, en su hermosa aplicacion de la teoria
de la relatividad” (Borh,1916)"".

Einstein, en una carta enviada el 3 de agosto de 1916 le escribe a Sommerfeld que: “Sus
analisis espectrales figuran entre mis mejores experiencias en fisica” (Einstein,1916).Y Planck
en su conferencia del nobel dada en 1920, elogia el trabajo de Sommerfeld diciendo que:” Como
A. Sommerfeld mostro, de una extension logica de las leyes de la distribucion cudntica con varios
grados de libertad, y de la consideracion de la variacion de la masa inercial de acuerdo a la
teoria de la relatividad, esa formula mdgica surgio, con la cual, tanto el espectro del hidrogeno
como del helio, revelan su enigma de la estructura fina, un logro comparable al famoso
descubrimiento del planeta Neptuno, cuya existencia fue calculada antes de que el ojo humano
lo hubiese visto” (Planck, 1920).

Afos mas tarde, la teoria de Sommerfeld se reinterpretaria y se encontraria que su formula
tendria una mejor explicacion con base en una nueva teoria cuantica y en una propiedad del
electron que no se tuvo en cuenta en su modelo, el espin. Sin embargo, de acuerdo con el
historiador de la fisica John Heilbron, la teoria de Bohr y de Sommerfeld del atomo, guio a los
fisicos a la invencion de la nueva teoria cudntica a partir de 1925 (Heilbron, 1968).

Ademés, como se vera en los capitulos posteriores, las formulas de Sommerfeld (1,32) y (1,34)
se convirtieron en una referencia para el desarrollo de una teoria cuantica compatible con la
relatividad especial, pues entre 1924 a 1927, los fisicos buscaron que al estudiar el atomo de
hidrogeno con las nuevas formulaciones de la mecénica cudntica, se obtuviera la expresion (1,32)
0 (1,34) por medio de correcciones relativistas; y solo seria hasta el desarrollo de la ecuacion de
Dirac en 1928 que se encontraria una explicacion completamente consistente para ambas
expresiones.

Para finalizar este capitulo, es pertinente resaltar que, ademas del gran logro de la estructura
fina, Sommerfeld contribuyé de forma significativa en posteriores desarrollos de la teoria
cuantica. Al mismo tiempo, se convirtié6 en un gran maestro y fuente de referencia de muchos
talentos, como muestra de ello: Werner Heisenberg, Wolfgang Pauli, Peter Debye, Hans Bethe,
Linus Pauling, Isidor Rabi y Max von Laue, todos fueron estudiantes suyos, hicieron grandes
contribuciones a la fisica, y veian a Sommerfeld como su gran tutor (Beléndez, 2017). Aun asi,
pese a todos sus logros, Sommerfeld nunca recibi6 el premio nobel de fisica a pesar de ser
nominado 84 veces, razon por la cual muchos historiadores de la fisica lo llaman: “El eterno
candidato al nobel” (Beléndez, 2017).

7 Fragmento de una carta de Bohr enviada a Sommerfeld tomado de (Hoyer, 1981).
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Capitulo 2

En busca de una teoria cuantica relativista para
dar cuenta de los fenomenos de desdoblamiento

38 ara el afio 1917, la teoria de Sommerfeld se habia convertido en un gran avance tanto para la
teoria atomica como para la relatividad especial; sin embargo, esta atin presentaba ciertas
incompletitudes en algunos aspectos. El primero de ellos, y como se describié previamente,
consistia en las reglas de intensidad inventadas por Sommerfeld de forma empirica para dar cuenta
de todas las lineas predichas por su modelo de estructura fina, sin embargo, para €l aun no era
claro del por qué estas reglas funcionaban y que aspecto fisico subyacia en ellas.

Por otro lado, a modo de informaciéon suplementaria, es relevante destacar que, dadas las
circunstancias de la época, habia una corriente de fisicos con tendencias ultraconservadoras, tales
como Philipp Lenard o Johannes Stark, quienes atacaron abiertamente las nuevas teorias atdbmicas
y por supuesto la teoria de la relatividad de Einstein, y dado que la teoria de Sommerfeld hacia
uso y de cierta forma confirmaba las ecuaciones de la relatividad especial, esta también fue
atacada con base a ciertos resultados experimentales que no entraban en total acuerdo con la teoria
de Sommerfeld (Kragh, 1985). Dichas objeciones, se apoyaban en parte, en ciertas limitaciones
que presentaba la teoria de Sommerfeld-Bohr, por ejemplo, fendémenos como el de Paschen-
Back'® no se podian explicar a partir de esta. Pues hay que tener en cuenta que para 1916 ain no
se habia profundizado en un estudio mas detallado del electron, que, como se describira
posteriormente, dicho estudio permite intuir una propiedad adicional de esa particula, que permite
explicar efectos como el nombrado.

Ademas, durante el periodo comprendido entre 1916 y 1923, la “teoria cuantica antigua” (M,
Massimi, 2005) contaba con ciertas limitaciones, entre las cuales se incluyen:

= Laincapacidad para explicar fendmenos como el efecto Zeeman anémalo, debido a la falta
de un modelo mas preciso para el electron.

= El problema de la intensidad de las distintas lineas espectrales, sobre las cuales no habia
un entendimiento claro.

= No se tenia un entendimiento completamente claro del efecto Stark.

= Laidea de “Orbita” aun causaba ciertas dificultades en la comprension de la teoria atdbmica
que estaban estudiando Pauli, Heisenberg y Born (Bucher, 2008).

Asi, de acuerdo con el anélisis que se ha realizado hasta este punto, se evidencia que para los
afios 20 del siglo XX, se requeria de una nueva teoria cuantica que se integrara de cierta forma
con la teoria de la relatividad especial a fin de proporcionar una explicacion satisfactoria para
diversos fenémenos. Y como se describira en las préximas secciones de este capitulo, los fisicos
precursores de esa nueva teoria cuantica, buscaban que desde su origen esta fuera compatible con
la relatividad especial, lo cual condujo a avances significativos que, a su vez, resultaron ser de
gran importancia para el posterior desarrollo de la ecuacion de Dirac.

18 Como se describio en el pie de pagina 11, las lineas espectroscopicas sufren una serie de desdoblamientos mas alla de los
conocidos en presencia de campos magnéticos. Donde en campos magnéticos débiles, las lineas presentan el denominado
efecto Zeeman andmalo, es decir, un desdoblamiento de entre 4 a 6 lineas; distintas al conocido efecto Zeeman normal, que
es la division de las lineas espectrales en 3, debido a campos magnéticos. Con esto, Ernst Back y Friedrich Paschen se dieron
cuenta que, si el campo magnético va variando de una intensidad débil a una fuerte, el efecto anomalo Zeeman se convierte
en un efecto Zeeman normal, a este fenomeno es al que se le conoce como efecto Paschen-Back.
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2.1 Relatividad especial en los primeros trabajos de la
nueva teoria cuantica

Se puede considerar que después de los avances pioneros de Sommerfeld en la aplicacion de
la relatividad especial para la comprension tedrica de un fendomeno atomico, distintos trabajos
posteriores al suyo también hicieron uso de esa misma relacion; por ejemplo, el 1 de mayo de
1923 Arthur H. Compton, publica el articulo titulado: Una teoria cuantica de la dispersion de los
rayos X por elementos ligeros (Compton, 1923), en el cual utiliza las expresiones del momento
y energia relativista para explicar el fendmeno conocido hoy en dia como efecto Compton.

Aproximadamente un afio después, el 29 de noviembre de 1924, Louis-Victor de Broglie
presenta en paris su tesis de doctorado titulada: Investigaciones sobre la teoria cuantica. En la cual
expone a lo largo de 7 capitulos, distintas relaciones entre la cuantica y la teoria de la relatividad,
el principio de minima accidn para la dindmica de un electrén, la naturaleza cuantica de la luz, la
mecanica estadistica y cuantica'® aplicada a los gases, la difusion de rayos X y gamma(y), y por
supuesto uno de sus resultados mas famosos sobre la naturaleza ondulatoria de las particulas
materiales. Para ello parte de la suposicion de que, siguiendo a Einstein, la energia puede ser
considerada equivalente a la masa, y, por lo tanto: “4 cada porcion de energia con una masa
adecuada my, se le puede asociar un fenomeno periodico de frecuencia vy, tal que uno encuentra:
hvy = myc?” (de Broglie, 1924). Con esa expresion, trabaja y expone en su tesis las distintas
relaciones que se pueden obtener a partir de ella, donde la mas famosa es la relacion: p = hk —
pA = h [Siendo: p el momento, A la longitud de onda, k el nimero de onda, asociados a la
particula; h la constante de Planck, A = h/2m]. Exponiendo dentro de sus conclusiones que: “En
resumen, he desarrollado nuevas ideas capaces tal vez de acelerar la sintesis necesaria para
unificar, desde el principio, los dos dominios fisicos opuestos de la radiacion, basados en dos
concepciones opuestas: corpusculos y ondas [...]. He dejado deliberadamente vagas las
definiciones de ondas de fase’’ y los fenomenos periédicos de los cuales tales ondas son una
realizacion. Por lo tanto, la presente teoria debe considerarse mds bien provisional, y no como
una doctrina establecida” (de Broglie, 1924).

Teniendo en cuenta lo expuesto, varios historiadores de la fisica han planteado la pregunta de
por qué de Broglie no plante6 una ecuacion de onda asociada a las denominadas “ondas de fase”
del electron; y aunque no puede haber una respuesta completamente clara, algunos argumentan
que esto se debio a su falta de contacto con los mejores fisicos tedricos de la época que se
encontraban principalmente en Alemania, y a su indiferencia con respecto a cierto conocimiento
matematico necesario para plantearla (Chodos, 2010). A pesar de esto, su trabajo fue un gran
referente para alguien que si la planted, Erwin Schrodinger, quien teniendo en cuenta que el
trabajo de Louis de Broglie estaba fundamentado en una formulacion relativista, intento
inicialmente desarrollar su ecuacion teniendo en cuenta dicha formulacion, aunque sin tener éxito,
publicando entonces una ecuacion de ondas sin incorporar la relatividad, historia que se describe
posteriormente en el presente capitulo.

Sin embargo, antes de analizar lo anterior, primero es importante resaltar que meses después
de la publicacion de L. de Broglie, Werner Heisenberg (mientras se recuperaba de una rinitis
alérgica conocida como fiebre del heno), trabajo y publico el 29 de julio de 1925 un articulo
titulado: Sobre la reinterpretacion teodrica cuantica de las relaciones cinematicas y mecanicas;
trabajo que fue revisado previamente a peticion de Heisenberg por Wolfgang Pauli y Max Born
(Jagdish & Helmut, 1982), y que se considera el pionero de la mecanica cuantica matricial junto
con los trabajos publicados dos meses después por Born y Jordan. Donde cabe destacar que esta
nueva teoria cudntica, debido a su formalismo matematico, no fue aceptada de forma inmediata

1 Para noviembre de 1924, ya se empezaba a usar el termino de: mecénica cudntica. Pues como se ha descrito, normalmente
se le conocia como teoria cuantica antigua o nueva, sin embargo, en un articulo de junio de 1924, Max Born por primera vez
usa el termino de mecénica cuantica, y desde ese momento se le empezo a llamar de esa manera.

20 A lo largo de su trabajo, ondas de fase, hace referencia a las ondas asociadas a los electrones (de Broglie, 1924).
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por la comunidad cientifica de la época, ya que para esos afios, los fisicos estaban mas
familiarizados con las ecuaciones diferenciales que con el formalismo matricial. Ademas, debido
a que los primeros fendmenos que se trataron con dicha teoria fueron: el oscilador armoénico, el
oscilador anarmonico, y la teoria de la dispersion. Ciertos fisicos ain esperaban una adecuada
explicacion por parte de la nueva teoria de Heisenberg, para un sistema fisico fundamental que se
habia convertido en el examen de la teoria cuantica: el &tomo de hidrégeno.

Fue hasta el 17 de enero de 1926 cuando W. Pauli publica el articulo titulado: Sobre el espectro
del hidrogeno desde el punto de vista de la nueva mecanica cudntica. Trabajo en el cual, utilizando
la nueva formulacion de la teoria cudntica de Heisenberg, deduce la formula de Bohr de la energia
para el espectro del &tomo de hidrogeno, lo cual, fue un gran triunfo para la nueva mecéanica
cuantica matricial. A pesar de ello, Pauli era consciente de que esta nueva teoria no era capaz de
producir la férmula de la energia de Sommerfeld para la estructura fina del hidrégeno, para la
cual era necesaria la inclusion de la relatividad especial. Ademas, de acuerdo con sus otros
trabajos, ¢l estaba intentando explicar el efecto Zeeman anémalo y su relacion con el espin del
electron?! haciendo uso de la relatividad especial, y dado que la mecanica de Heisenberg no la
incluia, Pauli concluye que: “Modificaciones a las bases fundamentales de la nueva mecanica
cuantica aun seran necesarias” (W.Pauli, 1926). Ademas, describe que todos los resultados
empiricos del efecto Zeeman y del espin, encontrarian una explicacion: “Solo cuando se calcule
la estructura fina relativista a partir de las bases de la nueva mecdnica cudntica” (W.Pauli, 1926).

El fenémeno de la estructura fina volvia entonces a ser un problema nuevamente para inicios
de 1926, ya que como se acaba de describir, a Pauli de cierta forma le inquietaba que la nueva
mecanica cuantica planteada por Heisenberg, Born y Jordan, no diera cuenta de ese fenomeno y
no incorporara la relatividad especial. Ademas, habia otro problema que, segln los fisicos de la
época, necesitaba también del uso de la relatividad especial para su resolucion, este era el
problema del entendimiento del espin y su relacién con distintos fendomenos espectroscopicos.
Por lo cual, antes de continuar con el analisis de los acontecimientos de 1926 en relacion con la
busqueda de una nueva teoria cuantica que incorporase la relatividad especial, a continuacion, se
describira como el estudio del espin estuvo estrechamente ligado a esa busqueda.

2.2 Relacion del espin con la relatividad especial y la
estructura fina

Para iniciar, es importante resaltar que un analisis a profundidad de este fendmeno tan
importante para la fisica requiere de un trabajo propio para ello, sin embargo, a continuacion, se
destacan los aspectos fisicos que fueron clave entorno a la concepcion del espin, poniendo énfasis
en su relacion con la relatividad especial y con la estructura fina. Para ello, es de sefialar que uno
de los primeros fenomenos asociados al descubrimiento del espin del electron se remonta a 1897,
cuando el cientifico Thomas Preston, al analizar el comportamiento del espectro del atomo de
cadmio en presencia de un campo magnético, encuentra un efecto anoémalo al ya conocido efecto
Zeeman normal descubierto por Pieter Zeeman en 1896. Diecinueve afios mas tarde, ya con la
teoria del atomo de Sommerfeld-Bohr consolidada, los fisicos Peter Debye y A. Sommerfeld
hacen uso de esa teoria, para explicar el efecto Zeeman normal; que para recordar, es ese
desdoblamiento adicional a la estructura fina, que sufren las lineas espectrales cuando los atomos
que las producen se encuentran inmersos en un campo magnético. Para explicar esto, los dos
fisicos mencionados anteriormente, proponen que dicho efecto se debe a la interaccion del
momento magnético orbital del electron con un campo magnético externo, donde, dada la vision
mecanicista del atomo que se tenia para la época, el momento magnético orbital (1) estaba dado
por la siguiente expresion que depende de la carga e y la masa m, del electron:

eh

_ 2,1
H= o (21

21 Para 1926, Pauli ya habia teorizado un grado de libertad adicional del electrén, que en 1927 lo denominaria como el espin.
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La expresion (2,1) se dedujo, suponiendo que el electrdn orbita alrededor del nicleo, con un

periodo de revolucién T, y un momento angular orbital L. Y fue propuesta por primera vez en
1911 por el fisico Pierre Weiss como: u = % Luego, con la cuantizacion del momento angular
propuesta por Bohr en 1913, se toma que ese valor de L debe ser un multiplo entero de
h; obteniéndose con ello la expresion (2,1), la cual se pasod de llamar de: magneton de Weiss a

magnetén de Bohr. Asi, por la teoria electromagnética, se supuso que el atomo sufriria la
interaccion con un campo magnético externo B, de acuerdo con la expresion: T = g X B. Lo cual,
permitia entender que el desdoblamiento en los niveles de energia del electron, eran debidos a una
energia potencial adicional U = —u - B, que se afiadia al 4&tomo en presencia de campos
magnéticos.

Sin embargo, la explicacion anterior solo permitia entender el desdoblamiento Zeeman
normal, no el anémalo. Donde para recordar, dicho efecto Zeeman andémalo, se llamo asi debido
a que era una anomalia que se manifestaba solo en ciertos atomos, donde, en presencia de un
campo magnético normalmente débil, los desdoblamientos espectrales tipicos del efecto Zeeman
normal, se subdividian en ain mas lineas. En otras palabras, lo que normalmente seria un
desdoblamiento triple en el efecto Zeeman normal, se convertia en un desdoblamiento cuadruple
o incluso mas complejo en el efecto Zeeman anémalo, como se muestra en la figura 2.1:

Figura 2,1
Imagen representativa de los dos tipos de efecto Zeeman.
Efecto Zeeman normal Efecto Zeeman andmalo

Nota. Imagen representativa donde se observa que en el efecto Zeeman andémalo el desdoblamiento de las lineas
espectrales es aiin mayor con respecto al desdoblamiento del efecto Zeeman normal. Es importante resaltar que estos
efectos se producen en presencia de campos magnéticos, a diferencia del fendmeno de la estructura fina que se produce
de manera natural sin presencia de ningin campo externo. Tomado de: (Instituto Nacional de Astrofisica, s.f.)

Para poder explicar el efecto anémalo Zeeman, A. Sommerfeld y A. Landé, propusieron
alrededor del afio 1922, la llamada: hipotesis del niicleo magnético. En esta hipdtesis proponian
que, en los elementos quimicos, tanto el niicleo como los electrones cercanos a él (aquellos en la
orbita K como la denominaban en la época), poseian un momento angular adicional al orbital con

valores cuantizados de g (Jammer, 1989). Dicha hipotesis, les permitia poder introducir un

momento angular neto para el 4tomo, al cual lo denominaron con la letra: J . Y con ello, dedujeron
que el 4&tomo también debia poseer un momento magnético neto debido a J . Explicando que el
efecto Zeeman anémalo, se producia por la interacciéon del campo magnético externo con el
momento magnético neto que debia tener el atomo. Sin embargo, esta hipotesis fue desarrollada
de forma empirica, y Sommerfeld siendo consciente de ello, dejoé la incognita de como poder
explicar de forma teérica ese momento angular neto J, producido por la adicién del momento
angular orbital con ese nuevo grado de libertad propio del nucleo y de los electrones. Ademas, en
ese mismo ano, el alumno de Sommerfeld, W. Heisenberg, publica un articulo titulado: Sobre la
teoria cuantica de la estructura lineal y las reflexiones anomalas de Zeeman (Heisenberg W. ,
1922). En dicho trabajo, Heisenberg desarrolla una teoria para explicar los efectos Zeeman,
describiendo que para ello era necesario que ] siempre tomara valores de: (%%g ...). Y aunque al

principio recibiera fuertes criticas tanto de Pauli como de Sommerfeld por ello, dichos resultados
fueron de cierta forma fundamentales para la concepcion del espin.

Luego, en diciembre de ese mismo afio de 1922, se publica un articulo titulado: La evidencia
experimental del momento magnético del d&tomo de plata (W. Gerlach, O. Stern, 1922). Donde los
fisicos W. Gerlach y O. Stern, experimentando con atomos de plata enviados a través de un campo
magnético no homogéneo, observan que dichos atomos se desvian Unicamente en dos haces,
contrario a lo que se esperaria de acuerdo con la prediccion clésica (una desviacion continua de
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los haces). Su experimento los condujo entonces, a concluir que el atomo de plata poseia un
momento magnético neto que estaba cuantizado.

Ahora bien, con base en los estudios experimentales realizados con atomos de plata, asi como
en las teorias de Bohr-Sommerfeld y Sommerfeld-Landé, en trabajos llevados a cabo entre 1923
y 1924, se modelaba el atomo de plata bajo la premisa de que 46 de sus electrones ocupaban 4
oOrbitas internas cerradas con un momento angular orbital neto nulo?’>. Ademas, se suponia que su
unico electron de valencia se encontraba en una quinta 6rbita, hoy en dia denominada como S5s,
cuyo momento angular orbital también se suponia igual a cero, seglin lo establecido por las teorias
de la época (1923-1924) (Jammer, 1989). Por lo tanto, si seglin el experimento, se inferia que el
atomo de plata poseia un momento magnético neto y cuantizado, una explicacion plausible para
ello era que este se generaba por un momento magnético propio del electron de la capa Ss.

Para obtener una explicacion clara a lo anterior, se necesitd de una serie de trabajos clave. El
primero de ellos fue realizado por W. Pauli, quien, de acuerdo con sus memorias, desde otofio de
1922, estaba bastante infeliz por no encontrar una explicacion total del efecto Zeeman anémalo,
pues: “;Como uno puede lucir feliz cuando esta pensando acerca del efecto Zeeman anomalo?”
(W.Pauli, 1946). Pauli claramente estaba determinado a entender dicho efecto, y por ello decidié
que para explicar satisfactoriamente este fenomeno, era necesario considerar lo siguiente: abundar
mas en la hipdtesis propuesta por Sommerfeld y Landé; profundizar en el articulo de Heisenberg
sobre la teoria cuantica de la estructura lineal y las reflexiones anomalas de Zeeman; realizar
distintos estudios de metales alcalinos y elementos que tuvieran un unico electrén de valencia en
la capa S (esto era importante, pues como en el caso del atomo de plata, en los elementos alcalinos
todos los electrones de las capas internas al estar en pares, no contribuyen al momento angular
neto del atomo, y el unico electron de valencia que tienen, al estar en la capa S, tampoco posee
momento angular orbital) (Jammer, 1989). Ademas, dado que Pauli era un ferviente seguidor de
la teoria de la relatividad especial, decide analizar el efecto Zeeman anémalo por medio de esta.

Asi, gracias a las consideraciones previamente nombradas, en 1925 se publica un articulo de
Pauli titulado: Sobre la influencia de la velocidad en la masa del electron en el efecto Zeeman
(W.Pauli, 1925b). En este articulo, se presenta la conclusion acerca de que, en los elementos
alcalinos y elementos con un electrén de valencia en la capa S, sus momentos magnéticos netos
y sus cambios de energia causados por un campo magnético externo, son debidos exclusivamente
a una propiedad intrinseca de ese Unico electron de valencia; es decir, que tanto las desviaciones
particulares cuantizadas encontradas en el experimento de Stern-Gerlach, asi como el
desdoblamiento anémalo de los espectros en un campo magnético externo, se debia a que ese
unico electron de valencia tiene un momento magnético intrinseco causado por una propiedad
cuantica peculiar: “clasicamente indescriptible” (W.Pauli, 1925b).

Con base en dicho estudio, Pauli concibi6é de cierta forma por primera vez una propiedad
adicional intrinseca al electron, que hacia que este tuviera un momento magnético propio. Donde
es importante resaltar que para ello, se baso en la aplicacion de la relatividad especial al estudio
del efecto Zeeman. Pues hay que tener en cuenta que como el nombre de su articulo lo indica, en
este se publicé una serie de calculos considerando la formula relativista de la variacion de la masa
de los electrones a causa de su velocidad, y fue en parte gracias a ello, que Pauli logré demostrar
que el momento magnético neto de los atomos que estudid, era causado por un momento
magnético intrinseco del electrén de valencia.

Asi mismo, es importante sefialar que tomando como referencia el estudio anterior y los
estudios del fisico Edmund Stoner en relacion con la distribucion de los electrones en un atomo,

22 Posteriormente con el desarrollo de la mecanica cuantica, se comprueba que efectivamente en el &tomo de plata, sus orbitas
internas al tener electrones en pares tienen un momento angular neto de L;=0.
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teniendo en cuenta los nimeros cuanticos conocidos para la época (n, kq, kz,m1)23; Pauli también
encontrd su famoso principio de exclusion, enunciado por primera vez de la siguiente forma:
“Nunca puede haber dos o mas electrones equivalentes en el atomo, para los cuales en campos
fuertes los valores de todas las cantidades cudnticas n, kq,k, my coincidan. Si un electrén estd
presente en el dtomo y tiene estos valores cudnticos especificos, entonces ese estado estd
ocupado” (W.Pauli, 1925a). Basado en este principio, y en datos experimentales de estudios
espectroscopicos en presencia y ausencia de campos magnéticos, Pauli, dedujo que estos nlimeros
debian cumplir ciertas restricciones. Por ejemplo, para dar cuenta del desdoblamiento del espectro
de los atomos alcalinos en campos magnéticos, encontré que el momento angular neto

j=k+m, debia tomar valores de: j=k, — L=k — %;j =k, — z; donde determino que para que esta

25
regla empirica se cumpliera, m, debia tomar valores de % en unidades de A (Jammer, 1989). El
siguiente paso era entonces determinar a que se debia ese momento magnético intrinseco del
electron, y por qué ese cuarto grado de libertad tomaba esos valores de = * Z Sin embargo,

Pauli no dio una hipdtesis contundente en ese momento, pues como se describié previamente, él
decia que eso era algo: “clasicamente indescriptible” (W.Pauli, 1925b).

Quien, si dio una primera hipotesis del por qué el electron tenia un momento magnético
intrinseco, fue el fisico Ralph Kronig. Quien, de acuerdo con los estudios historicos del fisico
Eugene Commins (Commins, 2012), Kronig en enero de 1925, leyendo una carta de Pauli que
contenia los detalles de los cuatro nimeros cuanticos y sus respectivas restricciones, describid
que ese cuarto grado de libertad del electron se debia a un momento angular intrinseco, el cual
era provocado por un movimiento de giro del electron alrededor de su propio eje, asociando el
nimero m; a un giro del electron, denotando am; = s . Con esta idea, Kronig explicé de manera
fenomenologica la causa del desdoblamiento de los espectros atdbmicos en ausencia de campos
magnéticos, esto es, la estructura fina. Donde segun su explicacion, desde el marco de referencia
del electrén, el movimiento orbital del ntcleo genera un campo magnético, y debido al momento
magnético intrinseco del electrén, se produce una interaccion entre ese campo magnético
generado por el nicleo y el momento magnético propio del electron, lo cual le afiade una energia
potencial adicional causando el desdoblamiento de sus niveles de energia, por lo cual, a ese
fenomeno se le denomino, a partir de ese momento, acoplamiento espin-orbita. Sin embargo, hubo
un problema, y es que teniendo en cuenta la vision anterior, los calculos de Kronig fallaban debido
a la presencia de un factor adicional g con un valor que él no supo explicar (Problema que se
explica en la siguiente pagina del presente trabajo). Ademas, su vision de un electron rotando
sobre su propio eje fue rechazada por Pauli, Kramers, y Heisenberg, pues si el electron tenia un
momento angular intrinseco de valor g , este debia rotar a una velocidad mayor a la de la luz (c);

pues si s es un momento angular intrinseco entonces:

s=-
2
h
il E = mrv
h
-S>V =
21eme, (2,2)

Siendo 7, un valor conocido como el radio clasico del electréon =~ 2.8 - 10~5m; y m, su masa.

Donde la expresion (2,2) da un valor de v = 68.5 c . Es decir, que el electron deberia rotar a
aproximadamente 68 veces la velocidad de la luz. Es por ello y por el problema del factor g, que
probablemente Kronig no decidio publicar en un articulo todas sus ideas.

23 Para 1924, Edmund Stoner y Bohr, estaban llevando a cabo distintos estudios tanto experimentales como teoricos, para
determinar la distribucion de los electrones en un 4tomo; donde con base en los niimeros cudnticos ya conocidos por
Sommerfeld que se explicaron en el capitulo 1 (n,n,,ng); estos fisicos se apoyan en observaciones experimentales de los
espectros atomicos en campos magnéticos, y de los espectros en rayos X, para proponer los nuevos nimeros (n, kq, k,; m;)
hoy en dia conocidos como (n,[,m,s) con las respectivas restricciones de valores que cada uno podia tomar. La especial
peculiaridad de esto, es que dichos nimeros fueron determinados gracias a puras observaciones experimentales, pues ni la
ecuacion de Schrodinger, ni la de Dirac, ni la teoria de Heisenberg se usé para ello (Jammer, 1989).
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Por otro lado, unos meses mas tarde en ese mismo aflo de 1925, los fisicos Samuel Goudsmit
y George Uhlenbeck, de forma independiente a los trabajos de Kronig, trabajando inicialmente
en un modelo nuevo para dar cuenta de la estructura fina de Sommerfeld, pero ahora incorporando
los 4 nimeros cuanticos descubiertos, y con base en el articulo del principio de exclusion de Pauli,
llegan a la conclusion de que el electron “gira”. Goudsmit en una conferencia dictada en 1971,
recuerda como fue su descubrimiento de la siguiente manera: “Cuando llego el dia en que tuve
que hablarle a Uhlenbeck sobre el principio de Pauli, ¢l me dijo: ;Pero no ves lo que esto
implica? Significa que hay un cuarto grado de libertad para el electron. Significa que el electron
tiene un espin, que gira” (Goudsmit, 1971).

En dicha conferencia, Goudsmit comenta que ¢l estaba muy emocionado, sin embargo,
Uhlenbeck estudiando a profundidad lo que ello implicaba, se da cuenta que, si eso sucedia,
efectivamente encontraban el mismo problema de Kronig acerca de que el electron debia rotar a
velocidades mayores a la de la luz. Sin embargo, ellos ya le habian pasado un articulo a su tutor
Paul Ehrenfest para que él publicara sus ideas, y cuando Uhlenbeck se arrepinti6é debido al fallo
encontrado, ya no habia nada que hacer. De acuerdo con Goudsmit, la situacion fue la siguiente:
“Acababamos de escribir y entregar un breve articulo en aleman a Ehrenfest, quien queria
enviarlo a "Naturwissenschaften'[una revista de ciencia/. Ahora, Uhlenbeck asustado, fue a
donde Ehrenfest y le dijo: No lo envies, porque probablemente esté mal; es imposible; no se puede
tener un electron que gire a tan alta velocidad y tenga el momento adecuado. Y Ehrenfest le
respondio: Es demasiado tarde, ya lo he enviado. Yo (Goudsmit) nunca tuve la idea de que estaba
mal porque no sabia lo suficiente. Lo unico que recuerdo es que Ehrenfest me dijo: Bueno, es una
buena idea, aunque puede que sea incorrecta. Pero todavia no tienes reputacion, asi que no tienes
nada que perder” (Goudsmit, 1971)

Pues efectivamente el articulo se publico, y se titula: Reemplazar la hipotesis de restriccion no
mecanica con un requisito sobre el comportamiento interno de cada electron individual
(Uhlenbeck, G. Goudsmit, S., 1925). Por lo cual, en general, el crédito del “descubrimiento” del
espin, es de Goudsmit y de Uhlenbeck. Y aunque si bien dicha vision clésica del espin como una
rotacion intrinseca del electron tenia sus problemas, esta también tenia sus virtudes, pues gracias
a suponer un momento angular intrinseco del electron, Goudsmit y Uhlenbeck pudieron dar una
primera explicacion fenomenologica de dos efectos®:

= La estructura fina del hidrogeno como una consecuencia del llamado acoplamiento espin-
orbita.

= Elefecto anomalo Zeeman, como una consecuencia de la interaccion del momento magnético
intrinseco del electron, a causa de su espin.

Lo anterior, lo explicaron de forma detallada, en un articulo posterior titulado: Espin de los
electrones y la estructura del espectro (Goudsmit, Uhlenbeck, 1926). Sin embargo, su explicacion
no era completa, pues se debia partir de un supuesto que ellos no podian entender, y que fue
explicado gracias a la relatividad especial, esto era, el factor g=2 del electron. Donde para
comprender como la relatividad especial era nuevamente necesaria para explicar este fendomeno
cuantico asociado al espin, hay que partir teniendo en cuenta que dicho factor g se introdujo desde
la perspectiva de que, si el electron posee un “giro” intrinseco, entonces también tiene un
momento magnético intrinseco (fis), el cual viene dado por el electromagnetismo clasico, pero
con un factor de correcciéon g, como se puede observar en la expresion (2,3) en unidades
gausianas:

e

-

5 (2,3)

>

s =49

2m,c

Donde S, m,, e son el espin, masa y carga del electron respectivamente, fig su momento magnético intrinseco, ¢ la velocidad
de laluz y g el factor de correccion.

24 Como se describié previamente, esto también fue explicado por Krognig y Pauli, pero sin ser contundentes a la hora de
publicar y de asociar esos dos efectos directamente con el espin del electron.



2.2 Relacidén entre espin, estructura fina y relatividad especial |36

Con la expresion (2,3), se explicd que de manera analoga a como se describi6 al principio de
esta seccion, si el efecto Zeeman normal se debia a la interaccion de un campo magnético externo
con el momento magnético orbital, entonces el efecto Zeeman andémalo se debia a la interaccion
del campo magnético externo B con el momento magnético intrinseco del electrén, debido a una
energia potencial adicional (U) que viene dada por la expresion (2,4):

U=—MS-B=gﬁs-B (24)

Donde para que la formula (2,4) diera cuenta del efecto Zeeman anémalo, el factor g debia ser
igual a: g = 2.

Por otro lado, teniendo en cuenta (2,3), Goudsmit y Uhlenbeck también explicaron que la
estructura fina se debia al acoplamiento espin-Orbita®, entendido a partir de la interaccion que se
produce entre el momento magnético intrinseco del electrén con el campo magnético producido
por el proton, desde el sistema de referencia del electron. Y describieron con la formula (2,5), que
la energia potencial adicional del electrén que causaba el desdoblamiento de sus niveles
energéticos, y por lo tanto la estructura fina, era:

1 1dV
Uespin—érbita = 9 Im.2c2 (s- T dr (2,5)
e

Siendo L el momento angular orbital, r la distancia del electron al proton, V la energia potencial electrostatica,
y s el valor de espin.

Incluso, en su articulo de 1926, describen que la estructura fina deberia empezar a tomar el
nombre de: “Dobletes de espin” (Goudsmit, Uhlenbeck, 1926). La cuestion era que, para dar
cuenta de la estructura fina, ellos ahora debian suponer un factor de: g = 1 en la expresion (2,5).
Por lo cual Goldsmit y Uhlenbeck, al final de su estudio se plantearon las siguientes preguntas:

= /Eselfactorg=10g =27

= Y si la estructura fina se habia explicado gracias a la relatividad especial en el modelo de
Sommerfeld, ;esta teoria podria entonces también dar respuesta a la cuestion anterior sobre
el factor g?

Las respuestas a las preguntas anteriores fueron dadas de forma parcial por Llewellyn Thomas
como se explicara a continuacion, y de forma completa por Paul Dirac como se explicara en el
capitulo 3 del presente trabajo.

Asi pues, en un articulo publicado en Nature el 10 de abril de 1926, L.Thomas, describe:
“Uhlenbeck y Goudsmit han mostrado que las grandes dificultades de la teoria atomica en
explicar la estructura espectral y los efectos Zeeman, pueden evitarse usando la idea de un
electron rotando. Aunque a pesar de que su teoria esta de acuerdo con la observacion, esta
involucra una discrepancia cuantitativa [ ...]. Esta discrepancia desaparece sin embargo cuando
el problema es examinado mas cercanamente desde el punto de vista de la teoria de la
relatividad.” (Thomas, 1926). Por lo tanto, Thomas afirma que, desde el marco de referencia del
electron, este no estd en reposo, ya que, si este tiene un “giro” intrinseco, entonces debe tener
correcciones relativistas que surgen desde su propio marco en rotacién. Con dicha suposicion,
Thomas aplica las respectivas correcciones relativistas para el electron, aplicando sucesivamente
transformaciones de Lorentz a su movimiento de giro, obteniendo que para el electron en un
campo magnético externo B, teniendo en cuenta su acoplamiento espin-oOrbita, este tendra una
energia potencial (U) adicional dada por la expresion (2,6):

ge g—1 1dVv
B4+ _Zig. )=
Zmecs 2m,2c? (s rdr

(2,6)

25 En la siguiente seccion 2.4 se profundiza en ello, explicando como dicho acoplamiento espin orbita permite deducir la
estructura fina gracias a la adicion de un término adicional al hamiltoniano del electrdon a partir de la ecuacion (2,5).
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Demostrando que si el factor g siempre toma un valor de g = 2, esto conlleva a que la
ecuacion (2,6) incorpore y recupere simultineamente las expresiones (2,4) y (2,5). Por tanto,
Thomas demostré que con un valor de g = 2 se podia explicar el efecto Zeeman andémalo y la
estructura fina del atomo de hidrogeno (Brown, 2007).

Asi, gracias a la aplicacion de la relatividad especial se podia entender fenomenoldgicamente
los dos efectos nombrados previamente. Ademas, se permitia dar cuenta del factor g asociado al
momento magnético del electron, que a su vez estaba asociado al espin. Es por ello por lo que a
partir de ese momento los fisicos creian que la explicacion del espin debia estar relacionada con
la relatividad especial. Por ejemplo, A.Sommerfeld el 5 de agosto de 1926 le escribe a Einstein
invitandolo a dar una conferencia en Munich, que: “Hay mucho que discutir. Probablemente ya
estes intentando encajar el electron giratorio (jque es indispensable!) en la teoria de la
relatividad, ;no?” (Sommerfeld, 1926).

Al mismo tiempo, para agosto de ese afio (1926), ya con las ecuaciones Schrodinger y Klein—
Gordon publicadas, los fisicos se planteaban el objetivo de poder incorporar el espin en alguna de
ellas, sobre todo en la de Klein—Gordon que era la relativista; sin embargo, como se vera a
continuacion, ninguna de esas ecuaciones logro dicho objetivo, y fue hasta la ecuacion de Dirac,
que el espin surgio de forma natural en una ecuacion cuantica-relativista.

2.3 Ecuaciones cuantico-relativistas previas a Dirac y
su nexo con la estructura fina

Como se describi6 en la seccion 2.1 del presente trabajo, los primeros trabajos relacionados
con la nueva teoria cuantica hacian uso de la relatividad especial, y asi mismo se vio que gran
parte de la preocupacion de Pauli con respecto a la nueva teoria de Heisenberg, Jordan y Born
postulada en 1925, era que esta no incorporaba la relatividad especial en su formulacion, razén
por la cual no daba cuenta en un inicio de la estructura fina. Sin embargo, existia otra formulacién
de la nueva teoria cuantica publicada por primera vez en enero de 1926 por el fisico austriaco
Erwin Schrdédinger, quien intento que su formulacion fuese compatible con la relatividad especial
desde un inicio.

2.3.1 Schrodinger y su enfoque relativista

Si bien el trabajo de Schrodinger requiere de un analisis extenso, en la presente seccion se
enfatiza en como su ecuacion fue pensada para ser compatible con la relatividad especial desde
su primera formulacion, sin embargo, al no ser publicada ante la comunidad cientifica, el crédito
es dado a otros fisicos como se describe mas adelante. Lo anterior resulta de especial importancia
para tener en cuenta que antes de la ecuacion de Dirac, los fisicos precursores de la mecanica
cuantica intentaron hallar también una ecuacion con las mismas caracteristicas a la de Dirac, pero
encontrando grandes dificultades.

Asi pues, para iniciar, es relevante tener en cuenta que el trabajo de Schrodinger tuvo como
principal referente el trabajo de L. de Broglie®®, el cual, al estar fundamentado en la relatividad
especial, influy6 a que Schrodinger buscara desde un principio una ecuacion que incorporara la
expresion relativista de la energia en su hamiltoniano propuesto, encontrando sin embargo
dificultades en ello. En su primera version del articulo del 27 de enero de 1926 titulado: La
cuantizacion como problema de valores propios. En el cual se publica por primera vez su famosa
ecuacion, él describe que:

26 En su articulo de enero de 1926 escribe que: “No quisiera dejar de mencionar que debo la inspiracion de estas
consideraciones (las de plantear una ecuacion de onda asociada al electron) principalmente a las ingeniosas tesis de Louis
de Broglie y a mis reflexiones sobre la distribucion espacial de esas ondas de fase” (Schrodinger, 1926a)
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“En esta comunicacion me gustaria considerar primero el caso mas simple (no relativista y no
perturbado) del dtomo de hidrogeno [ ...]. La condicion de frecuencia (velacionada con la energia
del atomo) de Bohr en si misma es solo una formula aproximada. Pero esto solo es aparente y se
evita por completo si se desarrolla la teoria relativista, a través de la cual se transmite una
comprension mas profunda [...]. Aunque lamentablemente su impecable implementacion aun
tropieza con ciertas dificultades” (Schrodinger, 1926a)

Las dificultades con las que Schrodinger tropezo se deben a que su ecuacion relativista, no
daba cuenta de la formula de la energia (1,32) de Sommerfeld que describia la estructura fina, y
tampoco incorporaba o daba cuenta del espin. En un articulo posterior de 1926 titulado: Una teoria
ondulatoria de la mecanica de los atomos y las moléculas. Schrodinger da una vision distinta de
como llegd a su ecuacion, y reconoce de la siguiente manera los dos problemas previamente
mencionados: “Primero, hasta ahora no me ha sido posible por el momento extender la teoria
relativista a un sistema de mas de un electron [...]. Segundo, la teoria relativista del atomo de
hidrogeno esta aparentemente incompleta, pues los resultados estan en grave contradiccion con
el experimento, en la bien conocida formula de Sommerfeld para el desplazamiento de la
estructura fina, y su llamado numero cudntico azimutal, que debe ser un numero semi- entero, en
vez de un numero entero. La anterior deficiencia debe estar intimamente conectada con la teoria
del electron giratorio de Uhlenbeck y Goudsmit. Pero, en que forma el espin puede ser tomado
en cuenta en la presente teoria, es aun desconocido.” (Schrodinger, 1926b)

La afirmacion anterior dada por Schrodinger permite mostrar que, en efecto, para 1926, los
fisicos buscaban que la ecuacién cuantico-relativista correcta, diera cuenta tanto de la estructura
fina como del espin. Por tanto, a pesar de que Schrodinger habia estado trabajando en su ecuacion
relativista desde finales de 1925, ¢l decide no publicarla detalladamente debido a que esta no
lograba describir completamente los fendmenos previamente nombrados. En la Figura (2,2), se
presenta una fotografia de los apuntes de 1925 de Erwin Schrodinger, donde se evidencia su
intento por resolver el atomo de hidrogeno mediante un enfoque relativista, antes de publicar su
ecuacion no relativista.

Figura 2,2

Imagen de los apuntes de Schrodinger del afio 1925.

Nota. Imagen de las notas de Schrddinger, donde el titulo que se puede observar en la parte superior izquierda dice: H-Atom,
Eigenschwingungen (Atomo de H, oscilaciones naturales). Donde la ecuacion que se encuentra encerrada en el recuadro es la
hoy en dia llamada ecuacion de Klein-Gordon para el atomo de hidrogeno; por otro lado, en la segunda pagina, esta el proceso
que estaba llevando a cabo para solucionar dicha ecuacion. Tomado de: (Universitat wien , s.f.)
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En el recuadro azul de la figura 2,2, se puede observar que Schrodinger ya habia planteado la
expresion conocida como la ecuacion de Klein-Gordon?’ , publicada un afio después de la fecha
de la que datan dichos apuntes. Dirac en una conferencia dada en 1977, describe como su buen
amigo Erwin Schrodinger le comento a él, por qué no publico su version relativista de la ecuacion:

“Schrédinger por supuesto estaba profundamente influenciado por la belleza de la relatividad.
Y ustedes se podrian preguntar porque su ecuacion es no relativista. Hay una contradiccion aqui.
Schrodinger me explico esto anos después. No recuerdo exactamente cudando, pero fue alrededor
de 1940, cuando lo conoci bien. El me dijo que estaba trabajando desde el punto de vista
relativista inspirado por de Broglie, y él entonces estaba conducido a una ecuacion de onda
relativista la cual era una generalizacion de la ecuacion de De Broglie, introduciendo potenciales
electromagnéticos.
Cuando él llegé a su ecuacion relativista, su primera inquietud fue aplicarla al dtomo de
hidrogeno para saber qué resultados le darian. El calculo le dio resultados que no estaban de
acuerdo con la observacion.
Schrodinger estaba extremadamente decepcionado por eso, y penso que su ecuacion de onda no
era buena del todo, y la abandono. El se rindié por unos meses, y entonces volvié al trabajo, y
tomo una segunda mirada al problema, notando que, si usaba su ecuacion en una aproximacion
no relativista, los resultados que obtenia estaban de acuerdo con los resultados experimentales,
ignorando los efectos relativistas. Asi que él fue capaz de publicar su ecuacion en una forma no
relativista, y en acuerdo con el experimento.” (Dirac, 1977)

Dirac continua explicando por qué la formulacion relativista de Schrodinger fallo y como él
pudo arreglar dicho problema, pero eso es historia para el tercer capitulo del presente trabajo. Por
otro lado, es de destacar que, a pesar de que Schrodinger no publicé su version relativista de la
ecuacion, ¢l en las siguientes versiones de su articulo [La cuantizacion como problema de valores
propios] publicadas el: 23 de febrero, 10 mayo y 21 junio, del afio 1926 respectivamente,
profundiza mas a detalle en su ecuacion clasica, y en el problema de incorporar la relatividad en
la mecanica cuantica. Especialmente en la cuarta version de su articulo, del 21 de junio, describid
como considerar la relatividad especial en su ecuacion para explicar los efectos que experimenta
el atomo en un campo magnético, resaltando los desafios que debian superarse para lograr una
integracion de su teoria con la relatividad especial. Asi pues, a continuacion, se pasara a analizar
por qué la ecuacion relativista planteada por Schrédinger (hoy en dia conocida como la ecuacion
de Klein-Gordon) falla en dar cuenta de la estructura fina y no incorpora el espin. Permitiendo
asi, profundizar en el problema que se tenia en 1926 con respecto a la busqueda de una ecuacion
cuantica relativista.

2.3.2 Ecuacion de Klein-Gordon
2.3.2.1 Historia

Como se describio en la seccion pasada, ya desde 1925 Schrodinger planteaba una ecuacion
de onda relativista la cual no publicé. A diferencia de él, muchos fisicos realizaron un trabajo
similar logrando llegar a la misma ecuacidn, hoy en dia conocida como la ecuacion de Klein-
Gordon. En ese sentido, dado que hubo distintos caminos para obtener la misma ecuacion, en la
presente seccion se hara un énfasis en los fundamentos de los trabajos que condujeron a su
planteamiento, mostrando asi, como tantos fisicos lograron obtenerla; razén por la cual Pauli en
una carta enviada a Schrodinger la llamo como: “la ecuacion con los muchos padres” [Carta de
Pauli a Schrodinger,22-nov-1926, tomada de: (A.Herman & K.Meyenn, 1979)]. No obstante, antes
de entrar en dicha historia, es importante tener en cuenta las dos formas matematicas en las que
comunmente se presenta la ecuacion, la cual se obtiene partiendo del hecho de que si la ecuacion
de Schrodinger es en esencia un hamiltoniano clésico cuyas variables dindmicas que lo conforman
son reemplazadas por operadores cuanticos, entonces la ecuacion de Klein-Gordon se deduce de

27 En la seccion 2.3.2.1 se muestra que esa es la ecuacion que publica Oskar Klein en su articulo de 1926.
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forma similar, solo que esta vez el hamiltoniano esta conformado por un hamiltoniano relativista.
Donde para una particula libre, se demuestra en el anexo B.1, que la ecuacion de Klein-Gordon
(2,7) en su forma convencional, y (2,8) en su forma cuadri-vectorial, es:

82
—h2c2AY + m2cty = —h? % (2,7)

@+m*)P =0 (2,8)

Donde (2,8) se escribe en esa forma compacta, teniendo en cuenta que O es el operador D'Alembertiano, y esta en unidades
naturales c = i = 1. Ademas, el laplaciano de s se denota en este trabajo como Ay. Por otro lado, m es la masa de la particula
y c es la velocidad de la luz.

El primer fisico en publicar la ecuacion (2,7) fue el fisico sueco Oskar Klein, en un articulo
titulado: Teoria cuantica y teoria de la relatividad Penta dimensional. Quien contrario a
Schrédinger, Klein llegd a la ecuacion (2,7) buscando una teoria de cinco dimensiones que
combinara la relatividad general, el electromagnetismo y la mecanica cuantica; teoria que también
estaba trabajando el fisico Theodor Kaluza, y que hoy en dia se le conoce como teoria de Kaluza-
Klein?®. Asi pues, con base en su teoria 5-dimensional, Klein supone que: “Las ecuaciones de
movimiento de las particulas eléctricas toman la forma de ecuaciones de lineas geodésicas en
campos electromagnéticos, que, si se interpretan como ecuaciones de radiacion considerando la
materia como un tipo de propagacion de ondas, se llega casi automdticamente a una ecuacion
diferencial parcial de segundo orden, que puede verse como una generalizacion de la ecuacion
de ondas (de Schrodinger) ordinaria” (Klein, 1926). Asi, considerando que, para el atomo de
hidrogeno, los términos gravitacionales en su teoria cinco dimensional se pueden despreciar,
Klein publica por primera vez su famosa ecuacion para el atomo de hidrogeno (2,9):

4m? 2 2 .4
A¢+W[(hv—eV) —mec*lPp =0 (2,9)
Donde claramente para un electron libre (en ausencia de potenciales, el = 0); y se recupera la ecuacion (2,7), haciendo uso
de la formula de Planck hv = E, y aplicando luego el operador respectivo de la energia: E = ih%.

Esta ecuacion (2,9) es la que se encerrd en el recuadro de la figura 2,2, sacando factor comun
m?c*, y reemplazando el respectivo potencial de Coulomb V; permitiendo asi reconocer que
efectivamente Schrodinger ya habia planteado la ecuacion a finales de 1925, solo que como €l no
la publico, el crédito de su primera aparicion es historicamente dado a Klein.

A parte de la primera publicacion de la ecuacion el 28 de abril de 1926 por Oskar Klein, en
ese mismo afio, 7 fisicos mas publicaron y dedujeron la ecuacion de formas distintas, aunque no
muy diferentes a la forma en la que llegd Klein o Schrédinger. En un articulo del fisico e
historiador Helge Kragh, titulado: La ecuacion de los muchos padres. La ecuacion de Klein-
Gordon en 1926 (Kragh, 1984); se hace un analisis de esos tantos trabajos que llegaron a la misma
ecuacion en 1926. A continuacion, con base en dicho articulo, se organizan cronoldgicamente
dichos trabajos:

= 28 de abril 1926: Oskar Klein como se describio previamente, publica por primera vez su
ecuacion cuantica relativista.

= 11 de junio de 1926: el fisico soviético Vladimir Fock, en desconocimiento del articulo de
Klein, e inspirado por el trabajo de Schrédinger, publica su version relativista de este. En
ciertos textos de hecho llaman a la ecuacion: la ecuacion de Klein—Fock—Gordon.

= 19 de julio de 1926: L. de Broglie en busca de extender la teoria Schrédinger publica su
version relativista de la ecuacion.

= 30 de agosto de 1926: El fisico hungaro Johann Kudar, con base en la formulacion de
Hamilton-Jacobi llega a la ecuacion. Este fisico era asistente de Pauli, quien también llegd a

28 Dado el éxito de la relatividad general publicada en 1915, distintos fisicos se motivaron por buscar una primera teoria del
campo unificado. En ese sentido la teoria de Klusa-Klein establecia una conexion entre el electromagnetismo y la gravedad, a
través de una teoria que suponia un espacio-tiempo de cinco dimensiones: cuatro espaciales y una temporal (Klein, 1926).
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la ecuacion de Klein-Gordon, pero €l no la publico, pues como se describe en la siguiente
seccion 2.3.2.2, Pauli no estaba muy de acuerdo con ella. Sin embargo, su asistente Kudar, le
reporta a Schrodinger y a Dirac, en una carta, que ellos (Pauli y Kudar) han estado trabajando
la ecuacion, pero que no se encuentran para nada satisfechos con ella.

= 19 de septiembre de 1926: En la union soviética atin sin conocer el trabajo de Klein, los
fisicos Dmitri Ivanenko y Gueorgui Gamov, deducen la ecuacion, y la publican en un articulo
titulado: Sobre la teoria ondulatoria de la materia.

= 29 de septiembre de 1926: El fisico aleman Walter Gordon, con el fin de explicar como las
frecuencias e intensidades emitidas por el efecto Compton se calculan segun la teoria de
Schrédinger, aplica dicha ecuacion en su version relativista. Historicamente la ecuacion se
etiqueto con su apellido, debido a que fue el primer fisico en aplicarla y en explicar un efecto
fisico de forma exitosa gracias a ella.

= 8 de noviembre de 1926: Dirac, con el objetivo de explicar el efecto Compton a partir de la
nueva teoria cuantica, introduce una version relativista de la ecuacion de Schrodinger, aunque
claramente esa no fue la version final de su famosa ecuacion publicada en 1928.

= 27 de diciembre de 1926: el fisico hingaro Eugene Guth, deduce de forma independiente y
publica la ecuacion, buscando extender la teoria de Schrodinger a la relatividad especial.

Se puede ver de acuerdo con lo anterior, que histéricamente, la busqueda de una formulacion
relativista de la mecanica cuantica era un trabajo en el cual muchos fisicos estaban trabajando.
Sin embargo, al utilizar la ecuacion de Klein-Gordon, se encontraron con ciertas dificultades para
las cuales no se tenian respuestas en ese momento, ademas, esta ecuacion no abordaba los efectos
que se estaban intentando comprender con dicha formulacion: la estructura fina y el espin del
electron.

2.3.2.2 Problemas y criticas a la ecuacion de Klein-Gordon

El primer fisico en publicar un articulo correspondiente a la aplicacion de la ecuacion de Klein-
Gordon, fue Vladimir Fock, quien en junio de 1926 se encontraba viviendo en la ciudad de
Leningrado (actual San Petersburgo), por lo cual, en su desconocimiento del articulo de Klein,
dedujo la ecuacion de Klein-Gordon con el objetivo de publicar una extension relativista a la
teoria de Schrodinger. A diferencia de Klein, Fock si aplico la ecuacion a distintos sistemas fisicos,
con el fin de comprobar que resultados obtenia de esta. En su articulo titulado: Sobre la mecénica
ondulatoria de Schrédinger; muestra distintos resultados, algunos relacionados con la ecuacion
de Schrodinger clasica y otros con su version relativista. Con respecto a su version relativista, el
aplica la ahora llamada ecuacion de Klein-Gordon, al problema que ¢él tituld: “Movimiento
relativista de Kepler”, obteniendo que efectivamente para el atomo de hidrogeno: “Obtienes, la
formula de Sommerfeld, con la diferencia de que los cuantos parciales son semi-enteros [...]. Asi,
el anterior desarrollo teorico presenta considerables dificultades” (Fock, 1926). Por lo tanto, esa
energia obtenida por Fock difiere del resultado obtenido por Sommerfeld, y por lo tanto no
conduce al desdoblamiento correcto de la estructura fina; resultado fallido que también obtuvo
Schrédinger, y por ello nunca publico su version relativista de la ecuacion.

Para comprender la discrepancia obtenida por Fock, Schrodinger y otros fisicos, como P.
Epstein y F. Brouwer posteriormente, en relacion con la estructura fina derivada de la ecuacion
de Klein-Gordon, es necesario analizar la formula de energia que se obtiene al aplicar esta
ecuacion al atomo de hidrogeno. Para ello, se parte entonces de la ecuacion de Klein-Gordon para
el atomo de hidrégeno, cuya deduccion se puede observar en el anexo B.2, y la cual se puede
escribir de la siguiente forma:

hca
—c?h?AY + mictyp = (E+T )2 (2,10)

EZ
4meghc
m la masa del electrdn, c la velocidad de la luz, y E son los valores propios de la energia a encontrar.

Donde: a = es la constante de estructura fina en el Sistema internacional de unidades, A3 el operador laplaciano,
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El procedimiento para solucionar la ecuacion (2,10) es analogo a cuando se soluciona el atomo
de hidrégeno para la ecuacién de Schrodinger. Donde en el anexo B.3, se puede observar coémo
se obtienen los respectivos valores de la energia E,;; que solucionan la ecuacion (2,10), y que son
los que obtuvieron Fock, Schrodinger, y los demas fisicos que solucionaron el atomo de hidrogeno
en 1926 con la ecuacion de Klein-Gordon. Estos valores son los dados por la expresion (2,11):

myc
Ey = (2'11)

2
1+ a 5

n—l—%+ (l+%)2—a2

Donde:
*  myc?: es la energia en reposo del electron.
= @: la constante de estructura fina.
= n:indica el nivel correspondiente de energia 1,2,3,4,....
= [: da cuenta del momento angular orbital y toma valoresde: [ < n—1

La formula de la energia E,; (2,11), se puede observar que depende de dos variablesnyl,
que son los llamados nimeros cuanticos: n (numero cuantico principal) y l (numero cuantico
azimutal o momento angular orbital). Estos nimeros, como se puede observar en el anexo B.3,
salen de la solucion radial y angular de la ecuacion (2,10). Donde dichas soluciones, son las que
imponen ciertas condiciones para esos numeros. Asi pues, el nimero ! solo puede tomar valores
de: I < n—1, debido a que, de la solucion a la ecuacion angular, ! esta relacionado con los
armonicos esféricos, y esto impone que [ =0,1,2,3.... Por otro lado, de la formula de recurrencia
que surge de una parte de la solucion a la ecuacion radial, se obtiene que ! solo puede tomar
valores que estén en el rango de: [ <n — 1;donden = 1,2,3, ...

Ahora bien, si se observa la expresion (2,11), esta tiene una forma similar a la que obtuvo
Sommerfeld en 1916 (la expresion (1,32) del presente trabajo). Sin embargo, cuando se calculan
los valores de energia con la ecuacion (2,11), estos presentan una desviacion a partir de la tercera
o cuarta cifra decimal con respecto a los valores obtenidos por Sommerfeld, y por ello cuando se
calcula la diferencia de longitudes de onda que dan cuenta de la estructura fina, esta da resultados
que no estan acordes con el experimento. Para entender por qué, en la tabla (2) se observan los
niveles de energia para el atomo de hidrogeno que se obtienen gracias a la ecuacion de Klein-
Gordon, comparados con los valores descritos en la tabla (1) a partir de la formula de Sommerfeld:

TABLA 2
VALORES DE LOS NUMEROS CUANTICOS Y ENERGIA PARA UN ELECTRON EN EL ATOMO DE HIDROGENO, DE ACUERDO CON LA
SOLUCION OBTENIDA DE LA ECUACION DE KLEIN-GORDON

Sommerfeld (Tabla 1) Klein-Gordon

n=1 un posible valor de energia, 6rbita K
Wi10=-13,60587415 ev 1=0 W o= -13,60659877 ev

n=2, dos posibles valores de energia, 6rbita L
Wy11=-3,40147985 ev =0 Woo=-3,40157043 ev
W= -3,40143457 ev =1 W21=-3,40144966 ev

n=3, tres posibles valores de energia, érbita M

Wyq,=-1,51176379 ev 1= W30=-1,51179063 ev
Ws,q=-1,51175037 ev 1=1 W3,=-1,51175484 ev
Wi30=-1,51174590 ev =2 W3,=-1,51174769 ev

Nota. Tabla que contiene los valores de la energia W, ; del electron, de acuerdo con sus nimeros cudnticos (1, 1) que se obtienen al
solucionar la ecuacién de Klein-Gordon. Los valores estan calculados con base en la ecuacion (2,11), restando el factor m,c?.

Donde cabe resaltar que los valores escritos en la tabla (2), se hallan restandole a la ecuacion
(2,11) el valor de myc?; esto se debe a que cuando se plantea el hamiltoniano para resolver la
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ecuacion de Klein-Gordon, este se propone teniendo en cuenta la energia total que tiene el electron
en el atomo, por lo cual, para hallar su energia de ligadura en el atomo de hidrdgeno, hay que
restarle su energia en reposo (mgc?).

No obstante, a pesar de la alta concordancia que tienen los niveles de energia obtenidos con la
ecuacion de Klein-Gordon comparada con los niveles de energia que se obtienen con el modelo
de Bohr, resulta que para dar cuenta de la estructura fina se requiere de un nivel de precisién
altisimo tal como lo da el modelo de Sommerfeld. Por lo cual, como se describid previamente, se
puede observar en la tabla (2), que dichos valores de la energia obtenidos con la ecuacion de
Klein-Gordon, discrepan a partir de la tercera o cuarta cifra decimal con respecto a los valores
obtenidos con el modelo de Sommerfeld, que hasta el momento (1926) era el modelo mas preciso,
pues este, como ya se describio en el capitulo 1, era el que permitia dar cuenta de los resultados
experimentales para la estructura fina del atomo de hidrogeno.

Asi pues, cabe recordar que el valor de separacion de las longitudes de onda para la estructura
fina, experimental, y calculado por el modelo de Sommerfeld eran de:

*  (Age, = 656.1091272 nm; Ay,, = 656.0949575 nm.
»  Con una separacién de: AX = 0.014169755 nm = 1.416 - 1078 mm)

Ahora, si se observa la tabla (2), al igual que con la formula de Sommerfeld, existen 6 posibles
transiciones de energia entre n =3 a n=2. Sin embargo, de acuerdo con las reglas de intensidad
que propuso Sommerfeld, la transicion que da cuenta de A4, Y Axq,, y por lo tanto de la estructura
fina, son aquellas que pasan de W5, - W,; y Wy, —» W, (Sommerfeld A. , 1919). Por tanto, las
transiciones que dan cuenta de la estructura fina de acuerdo con la ecuacion de Klein-Gordon, se
representan en el diagrama de la figura (2,3):

Figura 2,3

Representacion de los primeros niveles de energia obtenidos a partir de la ecuacion de Klein-Gordon.

Niveles de energia, para el atomo de hidrégeno, de acuerdo con la ecuacién de Klein-Gordon
R

E,=me | 1+

n=LI=0

Nota. Imagen de la representacion de los 3 primeros niveles de energia para el atomo de hidrogeno, dados por la
solucion a la ecuacion de Klein-Gordon, donde de acuerdo con las reglas de intensidad de Sommerfeld, la estructura
fina se debe a la diferencia entre las dos lineas Hay y Ha, representadas en la figura 2,3. Elaboracion propia.

Con base en lo anterior, y en los valores de la tabla (2), las dos longitudes correspondientes
que dan cuenta de la estructura fina con la ecuacion de Klein- Gordon, son:

hc _

May = Gy ieoms — 096.1045075 nm
hc _

Ma, = Gy ieos ~ 096.0650642 nm

Por lo tanto, la ecuacion de Klein-Gordon predecia un valor de desdoblamiento de:

AL = 0.0394433 nm=3.944- 108 mm.
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Donde dicho valor, no estd de acuerdo ni con el experimento, ni con el modelo de
Sommerfeld, pues el desdoblamiento de la estructura fina es de: 44 = 1.416 - 10~ mm, como
se mostro en el capitulo 1. Es decir, la ecuacion de Klein-Gordon falla en dar cuenta de la
estructura fina del atomo de hidrégeno.

V. Fock, E. Schrodinger, P. Epstein, entre otros fisicos entre 1926 y 1927; obtuvieron
precisamente ese resultado de AN = 3.944 - 1078 mm para la estructura fina. Un resultado
incorrecto, que los llevo a ellos y a la comunidad cientifica de la época, a rechazar la ecuacion de
Klein-Gordon como una formulacion cuantica-relativista completamente exitosa. Pues como se
ha explicado a lo largo de este capitulo, la prueba definitiva para esa formulacion unificadora de
la relatividad especial y la mecénica cuéntica, radicaba en su capacidad para explicar la estructura
fina del atomo de hidrogeno, y la ecuacion de Klein-Gordon, sin lugar a duda, no cumplia con
este requisito.

Por otro lado, ademas del fallo anterior, los fisicos también esperaban que dicha ecuacion diera
cuenta de forma directa del espin del electron, como se describid en la seccion 2.2. Sin embargo,
al solucionar la ecuacion (2,10), esta, al igual que la ecuacion de Schrodinger, solo daba cuenta
de los nimeros cuénticos (n, [, y m), es decir, no incorporaba el espin s de forma directa; y por lo
tanto tampoco podia dar cuenta del efecto Zeeman andmalo. Por ejemplo, W. Pauli, se oponia
firmemente a que dicha ecuacion fuese la expresion final que unificase la relatividad especial y
la mecanica cuantica, pues ¢él si creia que tanto el espin como la estructura fina debian surgir de
una expresion que lograra esto, ya que ¢l estaba trabajando en dicho problema. Es por ello que se
puede apreciar a continuacion, como en una carta enviada a su colega Gregor Wentzel, le
comunica que esta muy preocupado porque la ecuacion de Klein-Gordon no permite obtener la
formula de Sommerfeld, y ademas, porque al resolverla, sus funciones propias no eran
ortogonales®, y por ello le escribe que: “He perdido completamente la confianza en dicha
ecuacion diferencial” [Carta de Pauli a Wentzel,05-Jul-1926; (A.Herman & K.Meyenn, 1979)].

Al mismo tiempo, es fundamental destacar que durante ese periodo comprendido entre 1926
y 1927, los fisicos se enfrentaron a otro problema relacionado con la ecuacion de Klein-Gordon.
Esta dificultad residia como se demuestra en el anexo B.4, en el hecho de que la ecuacion producia
valores negativos para las energias (E) y para las densidades de probabilidad (p), de acuerdo con

las ecuaciones (2,12) y (2,13):
E = +/p? + m? (2,12)

(0 Oyt
p = l(l/) E— W) =2F (2,13)

Como se puede observar p depende de E, que permite soluciones tanto positivas como negativas que dependen del
momento p y la masa m. Por ende, la densidad de probabilidad p podia tomar valores negativos, de acuerdo con la ecuacion
de Klein-Gordon.

Cuestion que tratd Gordon en su articulo de septiembre de 1926, pero que sin embargo no
profundizé mucho en ello. Dicho problema, quedé abierto y solo seria hasta afios posteriores que
se les daria una interpretacion a dichos resultados. Asi pues, para 1926, la ecuacion de Klein-
Gordon fue descartada, y la busqueda de una formulacion cuantica-relativista continuo, hasta que
finalmente en 1928, la ecuacion de Dirac logro cumplir con este objetivo.

Sin embargo, antes de finalizar esta seccion, es importante destacar que, en 1934, W. Pauli y
V. Weisskopf reconsideraron nuevamente la ecuacion de Klein-Gordon para cuantizar los campos
cuanticos. Lo anterior, llevo a distintos fisicos a la conclusion de que las soluciones de la ecuacion
de Klein-Gordon incluyen un campo escalar cudntico o pseudo-escalar, cuyos cuantos son
particulas sin espin (o valor de espin S=0) como los mesones 7, K, y el boson de Higgs; por lo

29 Esto lo buscaba Pauli, para poder establecer entre otras cosas, una relacion entre la mecanica cuantica matricial y ondulatoria,
y para ello necesitaba que las funciones propias de un sistema fuesen ortogonales. Se puede ver en (Carta de Pauli a
Wentzel,05-Jul-1926; (A.Herman & K.Meyenn, 1979)), como ¢l le describe dicho problema a Wentzel.



45| 2.Estructura fina y busqueda de una teoria cuantica relativista

tanto, gracias eso, la ecuacion de Klein-Gordon pasé del rechazo a considerarse como otra de las
ecuaciones fundamentales para la teoria cuantica de campos. (Kragh, 1984).

2.4 Perturbaciones para aproximarse a la estructura
fina

Debido a la discrepancia que existia entre la ecuacion de Klein-Gordon y los resultados
experimentales de la estructura fina, y a la falta de la incorporacion del espin dentro de dicha
ecuacion cuantico-relativista, en 1926, distintos fisicos pensaron que el problema de incluir la
teoria de la relatividad especial dentro de la mecanica cuantica para dar cuenta de lo anterior, se
podia tratar por ese momento, a partir de la adicidén de distintas correcciones tanto a la teoria de
Heisenberg como a la teoria de Schrodinger. Donde vale la pena resaltar, que dicho método de
afiadir correcciones o perturbaciones a las teorias cuanticas existentes para explicar distintos
efectos, era algo que ya se habia utilizado en el pasado, pues desde 1918, Niels Bohr y dos afios
mas tarde Hans Kramers, propusieron una primera teoria cuantica de perturbaciones para poder
explicar los efectos de los campos eléctricos perturbadores en el atomo de hidrogeno (efecto
Stark). Ademads, con base en dichos trabajos, Heisenberg, Born y Pauli, en 1922, 1924 y 1925,
publicaron una serie de articulos donde aplicaron la teoria de perturbaciones para explicar el
comportamiento de los atomos en campos magnéticos, y para estudiar atomos mas complicados
como el atomo de Helio (Darrigol, 1992).

Considerando lo anterior y el increible éxito que para 1926 tenian las nuevas formulaciones
de la teoria cuantica de Heisenberg, Schrodinger y Dirac, con respecto a la explicacion de
fenomenos como: los niveles de energia del modelo de Bohr, el oscilador arménico cuantico, el
oscilador anarmoénico cuantico, el efecto Stark, los problemas de dispersion, las reglas de
intensidad de los espectros atomicos, entre otros. Varios fisicos decidieron que la incorporacion
del espin y la relatividad especial en la nueva teoria cudntica para explicar la estructura fina en su
primera aproximacion®, se podia realizar por medio de la inclusion de correcciones a las teorias
ya existentes. En este campo se realizaron distintos trabajos entre 1926 y 1927, los cuales, a
grandes rasgos se enfocaban en utilizar un método similar. Sin embargo, antes de entrar en los
detalles de este método, es pertinente destacar los trabajos mas significativos®' que se publicaron
en relacion con lo descrito previamente:

= El 16 de marzo de 1926, W. Heisenberg y P. Jordan publican un articulo titulado: Aplicacion
de la mecénica cuantica a el problema del efecto Zeeman anémalo. En ese trabajo, describen
que para poder explicar el efecto Zeeman andmalo y la estructura fina del hidrogeno, es
necesario tener en cuenta la hipdtesis de Goudsmit y Uhlenbeck del “electron giratorio”
(Heisenberg & Jordan, 1926). Con ello realizan y muestran los célculos necesarios para
explicar los dos fenémenos descritos previamente; donde para el caso de la estructura fina,
llegan a su primera aproximacion, afiadiendo dos perturbaciones al hamiltoniano, debidas al
acoplamiento espin-Orbita y a las correcciones relativistas de la formula de la energia. Con lo
anterior, Heisenberg y Jordan, concluyen que su estudio sirve de gran soporte para su teoria
y para la teoria del espin del electron de Goudsmit y Uhlenbeck; pues ya desde febrero de
1926, Heisenberg se habia estado comunicando con Goudsmit, describiéndole como €l estaba
usando su hipdtesis del espin para poder explicar la estructura fina y el efecto anémalo
Zeeman. (Heisenberg W. , 1925)

= Usando un método similar al de Heisenberg, Gregor Wentzel en la sexta parte de su articulo
titulado: Los sistemas periddicos multiples en la mecanica cuantica, publicado el 27 de marzo

30 Como se explicard més adelante en la presente seccion, dar cuenta de la formula en su primera aproximacion, era obtener
una férmula andloga a la (1,34) que obtuvo Sommerfeld cuando expandié binomialmente la formula de la energia total (1,32).
31 Para destacar los trabajos que se consideraron mas significativos entre 1926 y 1927 con respecto a la obtencion de la
estructura fina por medio de perturbaciones, se tuvo como referencia los estudios historicos de A. Pais, H. Kragh, y O. Darrigol.



2.4 Perturbaciones relativistas y de espin | 46

de 1926, describe que se puede obtener la formula de Sommerfeld solo en una primera
aproximacién por medio del método de perturbaciones, siendo necesario que: “Los momentos
angulares deben normalizarse como semi-enteros [ ...]. Lo cual se establece atribuyendo un
momento angular propio al electron de acuerdo con Goudsmit” (Wentzel, 1926).

= Entre finales de 1926 e inicios de 1927, los fisicos estadounidenses Carl Eckart (Eckart, 1926)
y Charles Francis Richter (Richter, 1927), publican cada uno un articulo, describiendo como
a partir de correcciones relativistas a la ecuacion de Schrodinger, es posible de obtenerse la
formula de Sommerfeld en su primera aproximacion, por su puesto ambos también destacan
que, para ello, es fundamental hacer uso de correcciones debido al acoplamiento espin-orbita.

= En 1927 W. Pauli publica un articulo titulado: La mecénica cuantica de los electrones
magnéticos (W.Pauli, 1927). En este trabajo se introduce por primera vez la ecuacion de Pauli-
Schrodinger, 1til para describir la interaccion del electron con un campo electromagnético
externo. Donde la formulacion de dicha ecuacion se basa fundamentalmente en la utilizacion
de las famosas matrices de Pauli, las cuales se introducen por primera vez en ese articulo.
Ademés, tanto la ecuacion de Pauli como sus matrices, tendrdn una gran relacion con el
desarrollo de la ecuacion de Dirac como se describe posteriormente en el presente trabajo.
Por otro lado, Pauli también muestra como gracias a la adicion de correcciones relativistas y
de espin a la ecuacion de Schrodinger, se pueden obtener los niveles de energia de la estructura
fina en su primera aproximacion.

= Finalmente, otro de los trabajos que se consideran significativos para la explicacion de la
estructura fina por medio de perturbaciones, fue el del fisico Charles Galton Darwin (nieto
del famoso Charles Darwin de la teoria de la evolucion) quien ya desde 1920 habia trabajado
con correcciones a la formula de la estructura fina de Sommerfeld (Darwin C. , 1920) . E1 30
de julio de 1927 publica su articulo titulado: El electron como un vector de onda. En este
articulo describe que con la adicion de correcciones relativistas y de espin al hamiltoniano de
la ecuacion de Schrodinger, es posible dar cuenta de los siguientes fendmenos: la intensidad
de las distintas lineas espectrales (las que se describieron en el capitulo 1, y que fueron
deducidas empiricamente por Sommerfeld); el momento magnético del electron; y la formula
de la estructura fina en primera aproximacion. Ademas, entre otras cosas, en dicho articulo
Darwin describe que el espin se puede entender con la hipotesis de que: “la_funcion de onda
de un electron tiene dos componentes” (Darwin C. , 1927) Dicha hipdtesis es supremamente
importante, pues mas tarde gracias a la ecuacion de Dirac como se explicara en el capitulo 3,
y de acuerdo con el fisico teorico Francis Villatoro, el espin actualmente se puede entender
como dos componentes asociadas a la funcién de onda del electrén, tal como lo hipotetizo
Darwin en 1927 (Villatoro, 2013).

Ahora bien, a continuacion, se analiza el método y las conclusiones que se obtuvieron entre
1926 y 1927, durante la bisqueda de la formula que describe la estructura fina del hidrogeno en
su primera aproximacion. Asi pues, para iniciar, hay que recordar que, hasta esa época, la formula
que aun se consideraba como la mejor para dar cuenta de la estructura fina, era la hallada por
Sommerfeld en 1916, la cual es la expresion (1,32) que se explicoé en el capitulo 1, y cuya
expansion binomial como se puede observar en el anexo A.2 , se puede expresar como:

5 1a2Z? 1a*Z*/n 3 3 a7 3z8q8 15z32¢32 )
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De (2,14), recordando que la constante de estructura fina es aproximadamente: a = % , ¥

teniendo en cuenta que el término que contiene a? da cuenta de la energia del atomo de hidrégeno
no perturbado; entonces la correccidon en primera aproximacion es el siguiente termino, que
contiene a: a*~2.8-107% permitiendo asi despreciar a los otros términos que tienen a
a8, a'®,a%?,... Por tanto, para el hidrogeno (z=1), la formula para la energia (W) que da cuenta de
la estructura fina en su primera aproximacion es (2,15):
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Donde el término: E,= mzc % , s la energia para el atomo de hidrogeno de Bohr. Siendo n el niimero cudntico principal,

y ny el nimero cuantico azimutal propuesto por Sommerfeld.
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Es decir que el término: E,=Z\-—3) ¢ la primera correccion relativista que encontro
0

Sommerfeld. Asi pues, desde 1926 cuando se buscaba encontrar la formula de la estructura fina
por medio de correcciones a las teorias cuanticas no relativistas, se esperaba hallar la féormula
(2,15), aunque teniendo en cuenta que el nimero cuantico ng que Sommerfeld introdujo, se habia
redefinido en términos de los nuevos numeros cuanticos encontrados. Asi, con base en lo
previamente descrito, la clave del método de perturbaciones que se us6 desde 1926 y que se usa
en la actualidad, se basa en la formula descrita en el numeral 4 del articulo de 1925: Sobre la
mecanica cuantica II de Born, Heisenberg, y Jordan (Born et al.,1925). Dicha formula establece
que la correccion de primer orden de la energia, para un hamiltoniano al cual se le afiaden
perturbaciones viene dada por (2,16):

E' = (Hy) = (|Hy[Y) (2,16)

Siendo E* la correccién al valor de la energia del hamiltoniano no perturbado; y (H;) el valor esperado del hamiltoniano

de la perturbacion. Ademas, es importante resaltar que asi presentada la formula (2,16), esta con la notacion actual; pero en el
articulo de 1925 (Born et al.,1925) se describe como W, = H;.

Entonces, a partir de (2,16) como se demuestra en el anexo B.5, se pueden obtener las distintas
correcciones al hamiltoniano para dar cuenta de la estructura fina. Donde la primera correccion
que se introdujo al hamiltoniano del atomo de hidrogeno es la correccion relativista de primer
orden de la energia cinética (H,.), la cual es:

A4

p
Hy = o33
8m-c
Donde p representa el operador momento lineal, m es la masa del electron y ¢ la velocidad de la luz.

(2,17)

Y por tanto, la primera correccion hallada a los niveles de energia del atomo de hidrégeno es:

1 — - _ 1 A4
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Que depende de los numeros cuantico principal n'y angular I.
Donde el desarrollo completo para llegar a la ecuacion (2,18) se encuentra en el anexo B.5.

Por lo tanto, al afiadirse dicha energia (2,18) a los niveles de energia del atomo de hidrogeno
no relativista, se obtuvo:

2E,%| n 3 (2,19)
B = —En——5|— -3
mec? (1 4
2 13.6
Siendo E,, los niveles de energia del atomo de Bohr, es decir E;, = —- ev

n2

La férmula (2,19), da aproximadamente los mismos valores que se obtienen con la ecuacion
de Klein-Gordon y que se describieron en la tabla (2) del presente trabajo. Por tanto, eso
significaba y corroboraba que, afiadiendo correcciones relativistas inicamente, efectivamente se
obtenia un valor de desdoblamiento erréoneo para la estructura fina de: A2 = 3.944 - 1078 mm,
correspondiente a las transiciones de: (E3, — Ey; » E3; = E,p). No obstante, como se discutio en
la seccion 2.2, hacia 1926, muchos fisicos reconocian la importancia de la nocion de espin para
explicar diversos fendmenos espectroscopicos, incluida la estructura fina. Por lo tanto, la
siguiente correccion a la energia que se debia tener en cuenta, tal como lo demostré Thomas en
1926, era la debida al acoplamiento espin-orbita, la cual viene dada por (2,20):



2.4 Perturbaciones relativistas y de espin | 48

Hpo=-Y2 (5. [)2%¥ =& $ D= e lpp_[2-87] (220
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Expresion explicada en la seccion 2.2 del presente trabajo. Y que como se demuestra en el anexo B.5, al desarrollarse,
(§ . L) se puede dejar en términos de los operadores de momento total angular f, angular L, y espin $.

Y, en consecuencia, la energia de correccion debido al acoplamiento espin-oOrbita es:

El ,=(H )=7e2 -1<i>(72—Z2—§2)
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Asi, gracias a la formula (2,16), afiadiendo entonces la correccion relativista (2,18), y la
correccion debido al acoplamiento espin-orbita (2,21), los fisicos obtuvieron®? la siguiente energia
para el atomo de hidrogeno:

at( n

Eef = Eponr + Ef + E}%—o =E,j=—|En+ Enﬁ - 1 (2,22)
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Donde el desarrollo completo para llegar a la ecuacion (2,21), se encuentra en el anexo B.5.

Siendo (2,22) una expresion analoga a la expresion (2,15) encontrada por Sommerfeld, es
decir, la formula que da cuenta de la estructura fina en su primera aproximacion. Solo que ahora,
gracias a los numerosos estudios espectroscopicos, tanto experimentales como teodricos,

: . , o1 .
realizados para la época, el nimero ng fue reemplazado por: j + 2 el cual tenia en cuenta el valor

de momento angular total j, dependiente de los valores de momento angular I y de espin s. Por
lo tanto, teniendo en cuenta esa aproximacion de primer orden (2,22) que se hall6 entre 1926 y
1927, por medio del método de perturbaciones de Born-Heisenberg y Jordan publicado en 1925,
distintos fisicos llegaron a las siguientes conclusiones:

= En todos los trabajos significativos que se nombraron al principio de esta seccion, los fisicos
sefialan que gracias a la introduccion de la hipotesis del espin de Goudsmit y Uhlenbeck, ellos
pudieron lograr dar cuenta en una primera aproximacion de la estructura fina. Por lo cual,
estos trabajos contribuyeron significativamente a fortalecer la aceptacion general del
concepto de espin como una propiedad inherente del electron, esencial para comprender tanto
el fenémeno de la estructura fina como otros fenémenos relacionados.

= Dado que (2,22) fue obtenida gracias a la adicion de correcciones relativistas y de espin,
fisicos como W. Pauli y C. Darwin, reconocieron que la ecuacion definitiva capaz de unificar
exitosamente la relatividad especial y la mecanica cuéntica, debia dar cuenta tanto del espin
como de la estructura fina del hidrogeno en su forma completa de manera natural, es decir,
sin necesidad suponer términos ad hoc. Darwin describia que: “Una formulacion todavia debe
ser encontrada [ ...] pues la deduccion de la formula de separacion de Sommerfeld debe ser
exacta y no simplemente una primera aproximacion” (Darwin C. , 1927). Y Pauli, lo describia
de esta manera: “Se debe requerir de una teoria final que sea formulada de manera
relativista-invariante desde el principio, y que permita calcular correcciones mas elevadas”
(W.Pauli, 1927). Aun asi, a pesar de que en la busqueda de esa ecuacion final trabajaron
arduamente fisicos como: Pauli, Kramers, Wigner, Jordan, Landau, entre otros; ninguno de
ellos logré encontrar la ecuacion cuantico-relativista definitiva. Y seria solo hasta el 2 de
enero de 1928, que Paul Dirac publicaria tan anhelada ecuacion.

32 En los distintos trabajos significativos que se nombraron, realizados entre 1926-1927, se suele encontrar la adicién de las
distintas correcciones como: H = Hy + H; + H,. Siendo H, el hamiltoniano asociado a la energia no perturbada; H; la
correccion relativista; y H, la correccion de espin.
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Capitulo 3

La ecuacion de Dirac

n un discurso conmemorativo a Paul Dirac, dado el 13 de noviembre de 1995, durante la

dedicaciéon de una placa puesta en su honor en la Abadia de Westminster, el fisico Stephen
Hawking expreso: “Dirac ha hecho mds que nadie en este siglo con la excepcion de Einstein,
para hacer avanzar la fisica y cambiar nuestra imagen del universo” (Pais et al.,1998). Es por
tanto que en el presente capitulo se describira parte del trabajo de Paul Dirac, mostrando por qué
efectivamente se considera como uno de los fisicos mas importantes de la historia, ya que durante
la época que se ha venido relatando en la cual se estaba creando la mecanica cuantica, ¢l fue uno
de sus mayores contribuyentes. En ese sentido, se llevara a cabo un analisis enfocado en su logro
mas significativo: la creacion de la célebre ecuacion que logro exitosamente unificar la relatividad
especial y la mecanica cudntica, proporcionando asi una explicacion definitiva de la estructura
fina del hidrogeno. Asimismo, se presentara una perspectiva adicional sobre la motivacion que
llevé a Dirac a formular su destacada ecuacion, y se resaltara el por qué su ecuacion también le
permitio describir el espin del electron y predecir un nuevo tipo de materia nunca antes
encontrada, la antimateria; lo cual, es considerado por muchos fisicos como uno de los mayores
logros de la fisica tedrica (Farmelo, 2009a).

3.1 Aspectos destacables de la vida y el trabajo de Paul
Dirac previos a la publicacion de su ecuacion

Antes de entrar en el andlisis de los aspectos fisicos y matematicos relacionados con el origen
de la ecuacion de Dirac, es pertinente resaltar aquellos aspectos de su vida y de su trabajo que lo
forjaron como persona y que posiblemente lo influyeron en su pensamiento e invencion de dicha
ecuacion. En ese sentido, es relevante iniciar describiendo que ya desde su nacimiento el 08 de
agosto de 1902, Paul Adrien Maurice Dirac, hijo de Charles Dirac, inmigrante suizo que se mudé
a Bristol, y de Florence Hannah Holten, una destacada bibliotecaria inglesa, se vio inmerso en un
hogar que ¢l describi6 posteriormente como autoritario e infeliz, en el cual nunca conoci6 algiin
tipo de afecto o amor en sus primeros afios de vida. Esto se debe a que su padre Charles, quien
habia prestado 3 afios de servicio militar en suiza y que luego se convirtié en profesor de lenguas
modernas en Inglaterra, obligaba a Paul y a sus hermanos Felix y Beatrice a hablar con ¢l
unicamente en francés, mientras que ellos se sentian mas comodos con el lenguaje de su madre
quien solo hablaba inglés, llegando a pensar incluso en su nifiez, que todos los hombres hablaban
solo francés y que todas las mujeres hablaban solo inglés. Esto marco fuertemente la personalidad
tan callada de Dirac que tuvo durante toda su vida, ya que en su vejez le conto a su amigo el
bidlogo y médico Kurt Hofer que: “Como descubri que no podia expresarme en francés, era
mejor para mi quedarme en silencio” [ Entrevista a Paul Dirac recogida por (Farmelo, 2009a)].
Asi, durante toda su infancia se cuenta que Paul Dirac, tuvo una nifiez parecida a la de Isaac
Newton: siempre silencioso, pensante, solitario, y sin interés alguno por interactuar con otros los
otros nifios de su escuela (Farmelo, 2009a).

Mas tarde, el joven Dirac curs6 sus estudios de secundaria en la escuela de Merchant Venturers
en una época especialmente dificil para la humanidad (1914-1918), que, debido a la Primera
Guerra Mundial, existio una desercion significativa en las clases mas avanzadas dictadas por la
escuela. Esto permitiria a Dirac avanzar en sus estudios rapidamente adelantando cursos en los
cuales habia plazas vacias. Luego, en septiembre de 1918, Paul seguiria los pasos de su hermano
Felix, quien estudio ingenieria mecanica en el Merchant Venturers’ College asociado a la
universidad de Bristol, solo que Paul Dirac prefirio estudiar ingenieria eléctrica. Alli, un afio mas
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tarde estudiando su ingenieria, fue cuando sucedi® un acontecimiento que lo impacto
profundamente en su vida, ya que el 7 de noviembre de 1919, se publicé en la prensa inglesa una
noticia que mostraba los resultados obtenidos en dos expediciones britanicas dirigidas por Arthur
Eddington y Frank Dyson, en los cuales se comprobaba que la medida de la desviacion de la luz
de estrellas distantes coincidia con la prediccidn tedrica de la Teoria de la Relatividad General de
Einstein de 1915. Dirac recuerda que: “Todo el mundo estaba cansado de la guerra en 1919, todo
el mundo queria olvidarla, y entonces llego la relatividad como una hermosa idea que condujo a
un nuevo dominio del pensamiento. Fue un escape de la guerra [...] En esa época yo era
estudiante de ingenieria y por su puesto fui flechado por la emocion producida por la relatividad.”
(Dirac, 1977). Asi, desde ese momento, Dirac se vio profundamente interesado en el estudio de
la relatividad especial y general, estudiando con los cursos que se ofrecieron durante sus estudios
de ingenieria dictados por el profesor Charlie Broad, y con el libro de Arthur Eddington: espacio,
tiempo y gravitacion.

Dirac finalizo sus estudios de ingenieria eléctrica en 1921, y a pesar de que nunca trabajé como
ingeniero ni se intereso por las labores ingenieriles, la experiencia que adquiri6 gracias a dichos
estudios le ayudaria a los futuros trabajos que realiz6 como fisico, pues en sus memorias afirmo
que:

“Previo a estudiar ingenieria, yo estaba interesado solo en las ecuaciones exactas. Para mi
trabajar con aproximaciones era intolerable. Bueno, pues el entrenamiento que yo recibi como
ingeniero me ensenio a tolerar aproximaciones en las cuales a veces hay una considerable
cantidad de belleza en ellas [ ...]. Yo creo que, si yo no hubiese tenido ese entrenamiento de la
ingenieria, no hubiese tenido ningun éxito con el trabajo que hice después, porque fue realmente
necesario alejarme del pensamiento de que uno solo puede trabajar con resultados que solo
pueden ser deducidos logicamente del conocimiento de las leyes exactas de la naturaleza en las
cuales uno tiene una fe implicita. Los Ingenieros se preocupan solo por tener ecuaciones que son
utiles para describir la naturaleza. Ellos no les importa mucho sobre como las ecuaciones son
obtenidas. Una vez ellos las obtienen, proceden a utilizarlas, y obtienen resultados necesarios
para su trabajo. Y esto me condujo por su puesto a que dicha perspectiva, es en realidad la mejor
perspectiva para tener. Nosotros los fisicos queremos una descripcion de la naturaleza, nosotros
queremos encontrar las ecuaciones que la describen, y lo mejor que podemos encontrar son
ecuaciones aproximadas, y tenemos que reconciliarnos a nosotros mismos con una ausencia
estricta de logica en las ecuaciones.” (Dirac, 1977).

Ese pensamiento marco su forma de pensar, pues ¢l en sus futuros trabajos se preocupaba
especialmente por encontrar ecuaciones Utiles que describieran la naturaleza, y que ademas fueran
matematicamente bellas. Donde ese pensamiento de belleza matematica lo adquirio gracias a que,
al no encontrar trabajo como ingeniero, y al no tener los recursos suficientes para ir a la
universidad de Cambridge en ese momento, su profesor Ronald Hassé, lo anim6 a estudiar
matematicas en la misma universidad de Bristol.

Estudiando matematicas, Dirac conoceria a su profesor Peter Fraser, del cual aprendié dos
grandes lecciones: La primera, aprender a usar la matematica rigurosa, pues muchas veces la
necesitaria para el desarrollo de sus trabajos; y la segunda, la importancia de la geometria
proyectiva, ya que, gracias a ella, pudo entender ciertas relaciones del espacio de Minkowski, y
seria: “la herramienta mas util para mis investigaciones” (Dirac, 1977). Asi mismo, continud
estudiando fisica de manera autdnoma y participaba en los cursos de fisica extracurriculares que
le ofrecia la carrera de matematicas, donde aprendio sobre la teoria cuantica de la época gracias a
las clases del profesor ArthurTyndall; sin embargo, a Dirac en ese momento no le interesé6 mucho
la teoria atdmica, pues €l estaba mas interesado en la relatividad. Asi, al finalizar su grado en
matematicas en 1923, gracias a las recomendaciones de su profesor Ronald Hassé quien lo
recomendo en el Saint John's College de la universidad de Cambridge, y a su padre quien le presto
el dinero que le faltaba para poder realizar su doctorado; Dirac entr6 a realizar sus estudios post
graduales en la universidad de Cambridge, donde en un principio buscaba ser asesorado por
Ebenezer Cunningham, quien junto a Eddington eran de las personas en Inglaterra que mas sabian
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sobre la relatividad de Einstein, sin embargo, Cunningham no estaba disponible en ese momento,
y el supervisor de Dirac en Cambridge seria Ralph Fowler.

Gracias a Ralph Fowler, Dirac se interesaria por el estudio de la teoria atomica, ya que: “En
un principio yo estuve algo decepcionado cuando Fowler se convirtio en mi supervisor. Ya que
mi interés estaba en lo geométrico, y especialmente en la relatividad [...]. Luego encontré que
mi decepcion era injusta. Fowler me introdujo a un nuevo campo de interés, esto es, el atomo de
Rutherford, Bohr y Sommerfeld [...]. Me vi entonces sumergido en el centro de los problemas
concernientes a la explicacion de los atomos” (Dirac, 1977). Donde uno de los libros de los cuales
Paul Dirac se apoy06 para sus primeros estudios de la teoria atdmica, fue el libro de Sommerfeld:
Atomic structure and spectral lines (Dirac, 1963). Libro en el cual se hallaba la formula de la
estructura fina (1,32) que ha sido clave para el presente trabajo, y que en 1928 le permitiria a
Dirac demostrar la validez de su ecuacion cuantica relativista.

Durante su estancia en Cambridge, Paul Dirac viviria una de las etapas mas productivas de su
carrera. Alli trabajé con Rutherford; conocié a uno de sus idolos Arthur Eddingthon; se volvid
amigo de Patrick Blackett (a quien se le atribuye la invencion de la camara de niebla, y al cual
Oppenheimer intentaria envenenar con una manzana) y de Peter Kapitza (quien descubriria el
fenomeno de superfluidez en 1937). En 1924, publicaria sus primeros articulos, en total cinco,
relacionados con fisica estadistica, relatividad especial, y con el atomo de Bohr. Aprendiendo
gracias a su profesor Fowler, a publicar siempre sus trabajos, pues al ser una persona tan callada
y tan poco interesada en la comunicacion de sus ideas, Fowler una vez le dijo que: “Bueno, si no
vas a escribir tu trabajo, mejor retirate del negocio” (Dirac, 1963).

Luego en 1925, a pesar de que en los primeros meses del afio se tomaria un descanso de sus
estudios y sus trabajos debido a la noticia devastadora del suicidio de su hermano Felix; en
septiembre de ese afio, Dirac recibio un articulo que su profesor Fowler le envidé para que lo
revisara. Dicho articulo era el famoso trabajo de Heisenberg: Sobre la reinterpretacion tedrica
cuantica de las relaciones cinematicas y mecanicas. Sobre el cual Dirac se sentiria bastante
intrigado, ya que, en ese trabajo, Heisenberg describiéo que ciertas cantidades de su teoria no
conmutaban, y Dirac, quien en su grado de matematicas habia estudiado los cuaterniones y la
mecanica de Hamilton, recordd que: “Yo habia leido en libros de mecanica avanzada sobre esas
cantidades extranias, los corchetes de Poisson, y por lo que recordaba, habia una gran similitud
entre el corchete de Poisson de dos cantidades uy v, y el conmutador uv-vu [...]. Entonces la
idea de conectar los corchetes de Poisson con conmutadores, formo el inicio de mi trabajo en la
nueva mecanica cuantica” (Dirac, 1977).

A partir de lo mencionado, Paul Dirac dedicoé intensamente los meses de septiembre a
noviembre de 1925, a establecer una conexion entre las matematicas que €l habia aprendido y las
presentes en el articulo de Heisenberg. Como resultado de su arduo trabajo, el 01 de diciembre de
1925 se publica un articulo fundamental titulado: Las ecuaciones fundamentales de la mecénica
cuantica (Dirac, 1925), en el cual se sentarian las bases matematicas de la nueva teoria cuantica.
Luego, en 1926 Dirac continuaria publicando una serie de trabajos que lo catalogarian como uno
de los grandes referentes de la mecanica cuantica : en enero estudio el atomo de hidrogeno a partir
de la teoria de Heisenberg; en abril estudio el efecto Compton a partir de la nueva mecénica
cuantica; en mayo, publicé su tesis de doctorado titulada Mecanica cuantica (Dirac, 1926a), en
la cual establece los principios fundamentales de la teoria cuantica de forma independiente a como
lo realiz6 Heisenberg, Jordan y Born, y gracias a dicha tesis, obtendria el titulo de doctor en fisica
en junio del mismo afio. En agosto, tras familiarizarse y estudiar la teoria cuantica de Schrodinger,
Dirac publicé su articulo titulado: Sobre la teoria de la mecanica cuantica (Dirac, 1926b), en el
cual, de manera independiente a Enrico Fermi, deduce lo que hoy en dia se conoce como la
estadistica de Fermi-Dirac. Y finalmente en septiembre de 1926, finaliza su estancia en
Cambridge para trasladarse al instituto de fisica tedrica de Copenhague, donde trabajaria junto a
Niels Bohr.
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Durante su estancia en Copenhague, Dirac trabaja su articulo sobre: La interpretacion fisica
de la mecénica cuantica (Dirac, 1927a), en el cual desarrolla su teoria general de transformacion
y demuestra que la teoria cuantica de Heisenberg y de Schrodinger eran equivalentes, ademas alli
introduce por primera vez su famosa funcion delta de Dirac. En febrero de 1927, junto a Bohr
trabaja sobre: La teoria de emision y absorcion de radiacion electromagnética (Dirac, 1927b),
trabajo en el cual desarrolla la teoria que describe matematicamente la creacion y destruccion de
fotones por medio de los operadores de creacion y de destruccion, y establece las bases para la
segunda cuantizacioén, siendo este uno de los trabajos pioneros de la teoria cuantica de campos
moderna (Farmelo, 2009a). Y mas tarde a mediados de febrero de 1927, Dirac decide viajar a
Gotinga, en donde conoce y se vuelve amigo de Robert Oppenheimer. Ademas, aprovecha para
compartir y discutir ideas con: Born, Weyl, Jordan, y Heisenberg. Y en junio de 1927, invitado
por Paul Ehrenfest, Dirac viaja a Holanda y alli conoce a Uhlenbeck y Goudsmit, con quienes
probablemente discuti6 acerca del espin del electron (Kragh, 1990).

Gracias a los trabajos previamente mencionados de Dirac, unos afios mas tarde se le
reconoceria como uno de los cofundadores de la mecéanica cuantica. No obstante, para mediados
de 1927, él aun no se sentia completamente satisfecho. Esto se debe a que muchos de los logros
que habia alcanzado en ese momento, ya habian sido abordados y publicados dias antes por fisicos
como: Jordan, Born, Pauli, Fermi y Slater. Lo cual es una muestra de por qué esa época es
comunmente denominada como: "la época dorada de la mecanica cuantica" segiin numerosos
historiadores (Jammer, 1989). En este contexto, es cuando Paul Dirac comparte con su amigo
Robert Oppenheimer, su deseo de tomarse un descanso de la mecanica cuantica durante el verano
de 1927 (Oppenheimer, 1927). Donde después de dicho descanso, Dirac se embarcaria en una
labor que lo catapultaria como uno de los fisicos mas trascendentales de la historia: la formulacion
de la ecuacion cudntica-relativista del electron.

3.2 El origen de la ecuacion de Dirac

A finales de septiembre de 1927 luego de sus vacaciones de verano, Paul Dirac, decide
empezar a trabajar en la unificacion de la teoria que mas le gustaba: la relatividad especial de
Einstein. Y la teoria que mas dominaba y que ayud6 a inventar: la mecanica cuantica. Esto era
algo que ¢l solia hacer con las teorias fisicas que encontraba expresadas en forma no relativista,
pues segun recuerda en una de sus entrevistas: “Me resultaba siempre interesante y casi que como
un juego, tomar la fisica que no estuviese expresada en forma relativista, y expresarla de forma
que fuese compatible con la relatividad especial” (Dirac, 1977).

Considerando lo anterior, desde que Dirac leyo el articulo de Heisenberg en 1925 y mientras
desarrollaba su trabajo de las ecuaciones fundamentales de la mecanica cuantica, €l fue consciente
de que la nueva teoria cuantica era no relativista. Sin embargo, para ese ano de 1925, él no se
preocup6 mucho por ello, ya que lo considero como: “un problema no esencial” (Dirac, 1977).
Luego, al pasar los meses y al desarrollar el 4&tomo de hidrogeno, al igual que Pauli, Schrodinger
y otros fisicos de la época como se describio en el capitulo 2, Dirac se percatd de que la nueva
teoria cuantica fallaba en dar cuenta de la estructura fina del hidrogeno, y dado que dicho
problema estaba relacionado con la relatividad especial, decide empezar a trabajar en ello. No se
sabe con exactitud en qué momento, pero al parecer, él siempre estuvo pensando en ese problema,
pues en su entrevista con Thomas Kuhn, se le pregunt6 si él habia trabajado en su ecuacién
relativista inicamente desde mediados de 1927, a lo cual Dirac le respondio: “No creo, yo estuve
trabajando en ello todo el tiempo” (Dirac, 1963).

Asi pues, el problema esencial con el cual Dirac empez6 a desarrollar su ecuacion y como €l
siempre recordd en la mayoria de las conferencias en las cuales la explicaba, consistia en que la
ecuacion cuantica relativista que él buscaba debia involucrar inicamente derivadas de primer
orden. Para entender por qué esto era importante, hay que recordar que la ecuacidon cudntica
relativista que se tenia para la época previa a 1928, era la ecuacion de Klein-Gordon, la cual
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consistia en usar la expresion de energia relativista: E2 = (mc?)? + (pc)?, y reemplazar las
variables dinamicas en términos de sus respectivos operadores cuanticos, obteniendo asi la
ecuacion (3,1):

02
—h%2c2ay + mictyp = —h? 6_;;0 3.1

El problema con dicha ecuacion (3,1) ademas de su discrepancia con los resultados
experimentales cuando se aplica al atomo de hidrogeno, radica en que, como se demuestra en el
anexo B.4, y tal como se mostr6 con la expresion (2,13) del segundo capitulo del presente trabajo,
la segunda derivada temporal en el lado derecho de la ecuacion (3,1), conduce a densidades de
probabilidad negativas, lo cual para Dirac: “no tenia sentido alguno” (Dirac, 1977). Entonces, en
busca de una solucion a este problema, €l propone tomar la raiz cuadrada de la energia relativista,
teniendo en cuenta las tres dimensiones espaciales del momento, es decir:

H=E= c\/px2 +py? +p,2 + m?c? (3.2)

Para que asi, al reemplazar (3,2), en la ecuacion fundamental de la teoria cuantica (3,3), que,
segun Dirac era la ecuacion: “Mds hermosa y poderosa de la mecanica cuantica, con la cual yo
habia trabajado, y tenia que ser correcta” (Dirac, 1975):

Hy = Ey (3,3)

Obtuviese entonces la siguiente expresion:

(c o+ 0y + 22 4 mec2)p = By (3:4)
De forma que al reemplazar la energia y el momento por sus respectivos operadores:
.. 0
E = lha , ; ,
- Px=—lha;Py=—lh$;Pz=—lh£
. ., . a
Dirac lograba que la ecuacion (3,4) fuese de primer orden con respecto a: Py superando el
problema de la segunda derivada con respecto al tiempo. No obstante, ¢l aun sentia que la raiz de
la ecuacion (3,4) era “inadecuada”, y teniendo en cuenta su antecedente matematico, empezé a
buscar como linealizar dicha raiz de alguna forma (Dirac, 1963). El problema, es que al principio

encontrd que esto era algo no trivial, pues la forma que proponia para linealizar la raiz tenia que
ver con encontrar una expresion de la forma (3,5):

2
(axpx + aypy + azp, + fme)” = p,2 +p,° + p,2 + m*c? 3.5)

Para que asi, al reemplazar (3,5) dentro de la raiz de la expresion (3,4), obtuviese una ecuacion
que involucraba derivadas de primer orden tanto en el espacio como en el tiempo:

2
(C\/(axpx +ap +ap, + Bmc) >1,b =Ey

c(axpx + aypy + ayp, + pmec)p = E (3,6)
. 9] 9] 9] oY
[—lhc (axa +a, @ +a, &> + ,B‘mcz] Y= LFLE 3.7)
Y para qué (3,5) fuera posible, necesitaba que:
a? =p*=1" af + Pa; = aja, + aya; = 0; con j, k=x, y; z Siendoj + k. (3,8)

Sin embargo, Dirac se dio cuenta de que ningtn escalar (@; * ) cumple con las condiciones
(3,8); y tuvo que trabajar arduamente para poder encontrar una solucion que satisficiera dichas
condiciones. El recuerda que este problema lo inquietd profundamente y le supuso grandes
esfuerzos para resolverlo. Segun sus recuerdos, expresé: “Yo estaba muy preocupado, pero
parecia que eso no preocupaba mucho a los fisicos de esa época. Recuerdo mucho un incidente
en el congreso de Solvay de 1927, durante el intervalo de una de las conferencias. Niels Bohr
vino a mi y me pregunto: “;En que estas trabajando ahora?”. Y le dije que yo estaba tratando
de obtener la teoria relativista satisfactoria del electron. Y Bohr me respondio.: “Pero Klein ya
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ha resuelto ese problema”. Bohr creia que esa era la solucion del problema. Yo entonces empecé
a explicarle a Bohr que yo estaba insatisfecho con eso, y queria explicarle por qué. Pero entonces
la siguiente conferencia inicio, nuestra charla se corto, y nunca tuve la oportunidad de explicarle
cuales eran mis objeciones de la teoria de Klein *“ (Dirac, 1975).

Para Dirac, era algo intolerable que muchos fisicos estuviesen satisfechos con la ecuacion de
Klein-Gordon, por lo tanto, luego del congreso de Solvay de 1927, continud trabajando
arduamente en un ambiente que fue perfecto para él, ya que en noviembre del mismo afio recibid
una plaza de investigacion en el Saint John's College de la universidad de Cambridge del cual era
egresado. Alli, él recuerda que tuvo la oportunidad de continuar trabajando arduamente y en
completa soledad para poder realizar los cambios radicales que la ecuacion cuantica relativista
requeria (Dirac, 1975).

Ya que Dirac era una persona muy callada, trabajaba completamente solo, e interactuaba con
pocas personas en Cambridge unicamente cuando dictaba sus seminarios; no se sabe con certeza
la fecha exacta en la cual encontrd la solucion al problema de encontrar una ecuacion que pudiera
ser escrita en la forma de la expresion (3,6) y (3,7), satisfaciendo las condiciones (3,8). De acuerdo
con diversos historiadores y bidgrafos de Paul Dirac, es muy probable que haya encontrado su
ecuacion a mediados de diciembre de 1927, y la primera persona a la cual le informé fue a su
amigo el fisico Charles Galton Darwin, quien el 26 de diciembre de 1927, le escribe a Bohr que:
“Estuve en Cambridge hace unos dias y vi a Dirac. El ha obtenido un nuevo sistema completo de
ecuaciones para el electron, las cuales dan cuenta de forma correcta del espin en todos los casos,
y parece ser la gran cosa. Sus ecuaciones son ecuaciones diferenciales de primer orden y no de
segundo. El me dijo algo sobre ellas, pero aiin no he verificado que son correctas para el dtomo
de hidrogeno” [Carta de C.G Darwin a N.Bohr, recuperada de (Kragh, 1981)]. La siguiente
persona informada acerca del descubrimiento de la ecuacion por parte de Dirac, y que se percato
de que dicha ecuacion también daba cuenta del espin y de la estructura fina del hidrogeno en
primer orden, fue su ex director de tesis y ahora colega, el fisico Ralph Fowler, quien enviaria a
la Royal Society, un articulo en el cual Dirac publica por primera vez su ecuacion, titulado: La
teoria cuantica del electron (Dirac, 1928a), y que se recibid el 2 de enero de 1928.

Paul Dirac encontr6 su ecuacion, ddndose cuenta de que para lograr obtener su ecuacion de
primer orden y expresarla de la forma (3,6) es decir: c(a,p, + a,p, + a,p, + fmc)P = Ep. En
realidad, los (@; * B) que hacian esto posible, tenian que ser unas matrices especiales, que por
tanto cumplieran con las condiciones (3,8). Como se muestra a continuacion, dichas matrices
estan relacionadas con las matrices que Wolfgang Pauli habia introducido en su articulo: La
mecanica cuantica de los electrones magnéticos (W.Pauli, 1927), y que fueron fundamentales para
describir el espin del electron. Para comprender la razon detras de esto, es esencial tener en cuenta
la perspectiva de Dirac, quien, en su conferencia de 1977 (Dirac, History of twentieth century
physics., 1977), recordd que el elemento clave para derivar su ecuacion estaba en la capacidad de
linealizar la siguiente expresion:

VP +py? +p,2 +mic2,
Y para ello proponia, teniendo en cuenta (3,5), reescribir el radicando de la raiz como:
P’ +py% + % + mic®=(aypy + aypy + azp; + fmc)’? (3.5

Logrando asi eliminar la raiz de su ecuacion. Sin embargo, él era consciente de que teniendo
en cuenta la relacion de conmutacion del momento: [pi,p j] =0 - p;p; = pjp;- Y llamando a:
Uy = Q15 0y = A;Q; = A3;f = Au; Y aPx = P1; Py = P23 P2 = P3, para facilitar los calculos,
al expandir el lado derecho de la expresion (3,5) obtenia que:

(a,p, +a,p, +a;p; +a4mc)2 = a12p12 +a22p22 +0632p32 +a42m202 0D, (alaz +a2a1)
+p,0; (s +asa, )+ pme(aya, +a,a,) + p,py (a,0; +as0)+ pyme(ono, +a,a,) (3,9)

+pyme(a,a, + o)
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Con (3,9), Dirac se percatd de que los términos cruzados de dicha expresion formaban un
anticonmutador de la forma: {ai, aj} = a;a; + a;ja;. Y por tanto, para que (3,9) fuese igual a (3,5)
necesitaba que:

{a,a;} =0,y quea;? = 1. (3,10)
(Nota: En adelante cuando se trate de ecuaciones matriciales, 0 representa la Matriz nula, 1 representa la matriz identidad)

Que son las condiciones (3,8) expuestas previamente, pero que ahora estaban expresadas de
una forma que Dirac record6 que las matrices de Pauli satisfacian. Esto se debe a que ya desde
1927 ¢l habia trabajado con dichas matrices, pues de acuerdo con sus memorias: “Cuando Pauli
visito Copenhague, discutimos acerca del espin del electron. Nosotros estabamos inclinados a la
introduccion de tres sigma-variables [64,04,03 | para describir las tres componentes de espin.
Yo obtuve esas variables independientemente de Pauli, y Pauli posiblemente también las obtuvo
independientemente de mi” (Dirac, 1977). El problema estaba en que las matrices de Pauli eran
tres, y solo permitian la siguiente condicion:

(01p1 + 0202 + 03p3)% = 1% + P2 + p3? (3,11)

Es decir que: {ai, aj] = 0y que 0;2 = 1; con i=1,2,3. Siendo:

0= D=0 De=( %) (312)

En consecuencia, aunque la expresion (3,11) guardaba una gran similitud con la solucién del
problema de hallar una expresion como la (3,5); Dirac necesitaba de una matriz mas, para hallar
la solucién definitiva, y por tanto su ecuacion. La resolucion del problema le tomo meses, como
se ha venido exponiendo, y de acuerdo con Dirac, la encontré de la siguiente manera:

“La solucion vino a mi como caida del cielo, quizas uno de mis éxitos no merecidos. Ya que
vino a mi jugando con las matemadticas [...]. Me tomo mucho tiempo ese dilema, antes de que
inesperadamente yo me diera cuenta de que no eran necesarias las cantidades o, las cuales son
representadas por solo dos filas y dos columnas. ; Por qué no usar cuatro filas y cuatro columnas?
Matematicamente no habia ningun impedimento para ello. Reemplazando las matrices o, por
unas con cuatro filas y cuatro columnas, uno puede tomar facilmente la raiz cuadrada de la suma
de cuatro cuadrados, o incluso de cinco cuadrados si uno quiere. Bueno, eso es lo que conduce
a una nueva ecuacion de onda para el electron, una ecuacion que es lineal en las cuatro
componentes del cuadri-vector momento y energia” (Dirac, 1977).

Asi pues, las matrices de cuatro filas y cuatro columnas que Dirac encontrd, que resolvian su
problema fueron:

000 1 0 0 0 —i 0 0 1 0
foo 10} _[o o i o) _[o o o -1
“Zlo 100/ %o =i 0o o)®T{1 0 0 o
100 0 i 0 0 O 0 -1 0 0 3.13)
10 0 0 ’
[0 1 0 o0
710 0 -1 o0
00 0 -1

Donde cada matriz satisface las condiciones requeridas (3,10), esto es:
{a,ai}=0@#)) ; a=1;para:jj=1234
Y por lo tanto Dirac logra expresar la que ¢l llamaba ecuacion fundamental de la mecénica
cuémtica:(c\/pl2 +p,2 +p32 4+ mzcz)lp = Ey ; como: (c\/(ozlp1 + a,p, + azps + a4mc)2)1/) = Ey.

Pudiendo ahora si eliminar la raiz, gracias a sus matrices (3,13) y obteniendo por primera vez la
que hoy en dia se conoce como la ecuacion de Dirac (3,14):

c(aipq + azp; + azps + ayme)yp = EY (3,14)

La ecuacion (3,14) cumplia entonces con el primer requerimiento que Dirac buscaba, pues al
reemplazar las variables dinamicas por sus respectivos operadores cuanticos, obtenia una
ecuacion de primer orden, simétrica con respecto al espacio y el tiempo, esto es (3,15):
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P oY

P
— ot @a— |+ 29 = ih— 3,15
3y as 02) aymcyP = ih (3,15)

e ( o,

—ihc|a;—+«a
Tox * 72 at
Esto marco6 el primer gran logro personal para Dirac, pues como ¢él comentd posteriormente:

g ., . , .. . ) ., .

Mi nueva ecuacion satisfacia el requerimiento de ser lineal en ., lo cual permitia aplicar la

teoria general de transformacion de la mecanica cuantica, y también permitia aplicar la
interpretacion estandar de la funcion de onda, donde |Y|* es algo que siempre debe ser positivo”
(Dirac, 1975). Este logro fue muy significativo, ya que, como se describi6 previamente, a Dirac
le resultaba intolerable que la ecuacion de Klein-Gordon condujera a densidades de probabilidad
negativas, y como se detalla en el anexo C.4, Darwin demostraria que la ecuacion de Dirac (3,15)
no presenta este problema, ya que sus densidades de probabilidad son siempre positivas de la
forma:

p=ylty=pr=0
(ver anexo C.4, para profundizar en como la ecuacion de Dirac conduce a esta expresion)

Ahora bien, es importante resaltar, que las matrices (3,13) no son las tnicas que Dirac
descubrio para satisfacer su ecuacion. Y a pesar de que segin todos sus relatos €l siempre afirmo
haber encontrado las matrices: “jugando con las matematicas”, en su articulo de 1928,
proporciona una forma de hallar las matrices «; , a partir de una extension de dimension cuatro
de las matrices de Pauli; pero ademas también describe otras matrices ¥; que también satisfacen

su ecuacion. De acuerdo con su articulo de 1928: (Dirac, 1928a), todas las posibles formas de
representar sus matrices, y que satisfacen su ecuacion, se generan a partir de las siguientes
matrices (ver nota 3) :

Z(@ ) hmpias
g’ = ara j=1,2,3.
Jj 0 g

pi=() o)iee=i(p )= 2)

Donde g; son las matrices de Pauli (3,12), I la matriz identidad,0 la matriz nula; todas de dimension 2x2. De forma que
dichas matrices al ser elementos de las matrices: (6}, p1, P2, P3), generan matrices de dimension 4x4.

(3,16)

Por tanto, las matrices que €l expuso para satisfacer su ecuacion, y que cominmente se utilizan
en la notacion actual son:

0 o ] I 0
aj = p; - 0j Z(Uj 0}) Paraj=1,23; a4 = p3 = (0 —I) (3,17)
(0 g . I o
yj=p2-aj=l<0j 0 ) Paraj = 1,2,3; y4=p3=(0 _1) (3,18)
. 0 of ) o I 0
Y =ps- a; = <_0_j 0) Paraj=1,23; Y =p3= (0 _1) (3’19)

Todas de dimension 4x4, ya que cada elemento de las matrices presentadas es una matriz de 2x2
(si?ndp 0; las matrices de pauli e I la matriz identidad ). Y cumplen con la condicion de {ai, aj} = {yi,yj} =26;;1.Y
{r", v’} = 2n;;1 , siendo n;; los elementos de la métrica Minkowski de signatura (+, -, -, -).

Dirac present6 las diversas representaciones de sus matrices con el fin de expresar su ecuacion
de una manera mas conveniente, dependiendo de las distintas propiedades y resultados que
buscaba demostrar. Por ejemplo, en su articulo de 1928, se introduce una representacion
alternativa de la ecuacion utilizando las matrices (3,18). Asi mismo, en afios posteriores y con el
nacimiento de la teoria cuantica de campos, la ecuacion (3,15) se empez6 a representar a partir de
las matrices (3,19), con el proposito de expresarla en notacion relativista de la forma (3,20), como
se demuestra en el anexo C.1:

(ihy*d, —mc)p = 0 (3,20)

3Nota importante: En lo que sigue, todas las matrices son de dimension 4x4. Por lo cual se escriben de forma compacta,
representandolas con una matriz de dos filas y dos columnas, donde cada elemento dicha matriz, representa una matriz de
dimension 2x2. Por ejemplo, se puede observar que las matrices (3,17) son la forma compacta de las matrices (3,13).
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Y actualmente se suele escribir haciendo uso de la notacion de Slash de Feynman, donde se
define el operador: d= y#d,. Por lo tanto, la ecuacion (3,20) también se puede expresar como:

(ihd —mc)yp = 0 (3,21)
O en unidades naturales haciendo: A = ¢ = 1, se suele escribir como (3,22):
(id—m)p=0 (3.22)

Por otro lado, en este punto es crucial sefialar que historicamente después de derivar su
ecuacion (3,20), Dirac inicialmente no demostrd un gran interés por las interpretaciones fisicas
de la misma en el vacio, pues cuando se le preguntd posteriormente, acerca de las interpretaciones
fisicas que ¢l le dio a sus matrices a;, y a las funciones de onda ¥ de cuatro componentes a las
cuales su ecuacion conducia, respondid que: ““ Bueno en principio uno solo tenia que aceptar que
la idea de que cuatro componentes eran necesarias/...]. Era algo que solo provenia de las
matematicas [...]. Yo no intente descifrar cuales eran las propiedades de ello, mi principal
preocupacion era saber si [la ecuacion] era correcta cuando la pusiera en un campo
electromagnético. Eso era un problema mas importante” (Dirac, 1963). No obstante, es
importante destacar brevemente que la solucion de la ecuacion (3,20) para una particula con
momento lineal nulo, permite obtener los siguientes valores para la energia, cada una con dos
autoestados, como se muestra en el anexo C.2:

1 0 0 0
E; = mc? con estados propios: ; = 8 Y, = (1) ; E; = —mc? con estados propios: ¥3 = 2 Y, = g
0 0 0 1

Posteriormente, Paul Ehrenfest denominaria a cada funcion de onda 3p; de cuatro componentes
como espinores de Dirac (Rajasekaran, 2003), que, para el caso de un electrén, los dos autoestados
asociados a la energia E; se interpretarian como sus dos estados de espin, pues ¥; " i, son
estados propios del operador espin S, en su forma de cuatro dimensiones, como se puede ver en

el anexo C.2. Ya que siendo: S, = gaz; entonces: S,Y; = glpl i S, = —gl,bz 34, Ahora

bien, la solucion correspondiente a la energia E,, es lo que mas tarde condujo a Paul Dirac a
prever la existencia de la antimateria®’, también con dos estados de espin, ya que los estados 3"
1, cumplen la misma condiciéon mencionada. Por lo cual, aunque en un inicio aparentemente
Dirac no le prestdo mucha atencion a la solucion de su ecuacion en el vacio, esta posteriormente le
permitio obtener distintas interpretaciones; algo que como ¢l recuerda, le costé mucho mas
trabajo, pues para poder interpretar a profundidad las implicaciones fisicas de su ecuacion,
necesito de: “una reflexion mas concentrada y sostenida para aclarar las ideas” (Dirac, 1963).

Continuando con la historia del nacimiento de la ecuacion, lo que si resulta evidente es que,
conforme a su articulo de 1928, antes de someter su ecuacion a prueba para un electréon en
presencia de un campo electromagnético, Dirac llevd a cabo una verificacion preliminar
asegurandose de que su ecuacion fuera invariante ante transformaciones de Lorentz. Para realizar
esto, ¢l demostrd que para dos sistemas de referencia z y z°, la ecuacion cumple que:

(iry*9, —mc)y =0 > Para z (3,23)
(ihy“(')'u —mc)yp’=0 - Paraz
Es decir, que para dos sistemas de referencia (z y z) que estén relacionados bajo una

transformacion de Lorentz dada por la matriz A , ambos sistemas veran la misma ecuacion de
Dirac. Y como se demuestra en el anexo C.3, para que eso se cumpla, debe existir una matriz S(A)

34 Autoestados similares de dos componentes, conocidos como espinores de Pauli, ya se habian utilizado para describir el
espin en 1927 gracias a la ecuacion de Schrodinger—Pauli (W.Pauli, 1927).

ay
ot’
Como se demostro en el anexo C.4, este aspecto conduce a la generacion de densidades de probabilidad positivas. Por lo tanto,
para Dirac, desde la perspectiva de la nueva teoria cuantica, no habia obstaculos para que su ecuacién admitiera soluciones

35 En su articulo de 1928, Dirac explica que su ecuaciéon cumple con el requisito de incluir el operador de primer orden

con energia negativa E,. Y, por tanto, més tarde esa solucién de energia negativa lo conduce a su interpretacion de la
antimateria. Interpretacion que requirio de un trabajo propio para ello, y que no esta dentro de los alcances del presente trabajo.
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que transforme el espinor de Dirac para el sistema de referencia z” de la forma: ' = S(A)Y. Y
que ademas cumpla con la siguiente relacion:

AyyY = S(A)~yrs(4)

Donde /15 es la transformacion de Lorentz, y* las matrices de Dirac, y S(A) la matriz que transforma el espinor de Dirac,
la cual depende de la transformacion de Lorentz aplicada, tal como se describe en el anexo C.3.

3.3 El Exito De La Ecuacion de Dirac: resultados para
un electron en un campo electromagnético

Si bien Paul Dirac considerd un notable logro la obtencion de su ecuacion, ya que conseguia
una formulacion relativista de primer orden, simétrica con respecto al espacio y el tiempo, con
densidades de probabilidad positivas, ¢ invariante bajo transformaciones de Lorentz. Para él
resultaba imperativo demostrar que esta proporcionara resultados que dieran cuenta de ciertos
hallazgos experimentales. Esto se debe a que, mas alla de la necesidad l6gica de que una teoria
fisica debe explicar datos empiricos, es importante resumir los fenomenos que motivaron el
desarrollo de su ecuacion, los cuales fueron detallados en los capitulos 1 y 2 del presente trabajo.
Siguiendo este razonamiento, es importante tener en cuenta que una de las necesidades que
condujo al surgimiento de una nueva teoria cuantica compatible con la relatividad especial de
Einstein, fue la necesidad de dar cuenta de los trabajos de Sommerfeld en relacion con el
fenomeno de la estructura fina del 4&tomo de hidrogeno; ademas, al pasar los afios, efectos como
el Zeeman anémalo conducian a la conclusion de que el electron tenia un momento magnético
intrinseco y por lo tanto un espin, donde para obtener una descripcion precisa de tales fendmenos,
se requiri6 de correcciones relativistas a la teoria atdmica tal como lo hizo Llewellyn Thomas.
Posteriormente, con la aparicion de la nueva teoria cuantica, se descubrié que ecuaciones como
la de Klein-Gordon, aunque eran compatibles con la relatividad especial, no lograban concordar
con los resultados experimentales observados y conducian a ciertas inconsistencias. Y, por
consiguiente, la mejor soluciéon disponible en ese momento, consistid en introducir correcciones
relativistas a las formulaciones no relativistas de la mecéanica cuantica.

Es entonces cuando Paul Dirac empieza a desarrollar su ecuacion, en principio, buscando
cumplir con los requisitos matematicos necesarios que ¢l consideraba para una teoria cuantica
relativista como se describio en la seccion anterior, y luego, buscando dar cuenta de: “Todos los
fenomenos de desdoblamiento sin suposiciones arbitrarias” (Dirac, 1928a). Donde para ello era
necesario aplicarla para un electron en un campo electromagnético, ya que hasta ahora la ecuacion
encontrada (3,15): “Era solo una ecuacion en ausencia de cualquier campo de fuerza. Para
obtener algo interesante tenia que ponerla en un campo electromagnético” (Dirac, 1977). Y esto
no fue un trabajo dificil para Dirac, pues él record6 haber trabajado en ese problema previamente,
ya que: “Era un problema de mecanica clasica poner las ecuaciones de movimiento de una
particula cargada, en una forma hamiltoniana expresada de manera relativista. Creo que eso fue
resuelto probablemente en los inicios de este siglo [xx], pero nunca me moleste en mirar quien lo
hizo. Yo entonces procedi a trabajar en ello, lo cual no me fue dificil, y usé el mismo método para
mi nueva ecuacion” (Dirac, 1977).

Asi, para incorporar los efectos de un campo electromagnético al hamiltoniano de su ecuacion,
Dirac introdujo dos términos adicionales. Uno de ellos relacionado con la interaccion eléctrica, y
otro asociado con la interaccidn magnética. Especificamente a su ecuacion en el vacio:
(cdp + aymc?)Y = Ey, se le suma la energia potencial eléctrica U = q¢, que describe la
energia que el electron adquiere debido a su interaccion con un campo eléctrico externo; y el

’ . . . - ;. - 2. .
término asociado al momento lineal p se reemplaza por el momento candnico (p — qA) que tiene

en cuenta la interaccion del electron con un campo magnético externo, siendo A el vector potencial
magnético asociado a dicho campo. Por lo tanto, la ecuacion que Dirac propuso en presencia de
un campo electromagnético es:
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(ca@ - qA) + q¢ + ayme?)y = EY (3,24)

Siendo: q la carga de la particula a la cual se aplica la ecuacion; ¢ el potencial eléctrico; A el vector potencial
magnético; y o p la contraccion de: oy p; + a,p, + a3ps »es decir, en esta notacion a las matrices también se les pone
una flecha en la parte superior, pero no deben ser confundidas con vectores; y en adelante, las matrices de Pauli y de
Dirac, que tienen esa notacion, indica que hay una suma entre el producto de la matriz con el término que se esté
multiplicando. Donde se sugiere consultar el anexo C.5 para obtener detalles sobre los términos afiadidos a la ecuacion.

La expresion (3,24), fue suficiente para dar cuenta de todos los fendmenos de desdoblamiento
conocidos para la época, tal como lo expone Dirac en sus dos articulos: La teoria cuantica del
electron I, publicado el 2 de enero de 1928; y la teoria cuantica del electron 11, publicado el 2 de
febrero del mismo afio. Sin embargo, antes de dar cuenta del fendmeno de desdoblamiento que
condujo a su ecuacion, es decir, el de la estructura fina del hidrogeno; Dirac deseaba examinar las
diferencias entre su ecuacion (3,24), y la ecuacion de Klein-Gordon en presencia de un campo

electromagnético, la cual es: [(@)2 -(P- qZ)2 — mzcz] P =0 (3,24.1). Esto para

determinar qué términos distintos obtenia de su nueva teoria. Para ello, como se demuestra en el
anexo C.5, se manipula matematicamente (3,24), y se obtiene el siguiente resultado:

[(T""’)Z - (@ - qA)? — m?c? + hqaB - "T] p=0 (3,25)

Donde se puede notar que la expresion (3,25) de Dirac difiere en dos términos de la ecuacion
(3,24.1) de Klein-Gordon para un campo electromagnético. Siendo este detalle el que llevo a Paul
Dirac, a darse cuenta de que su ecuacion, a diferencia de todas las teorias cudntico-relativistas
previas a la suya, introducia por primera vez en la historia, dos términos adicionales de manera
ihq

— — . o g . 7
natural: hiqeB » — d E. Términos que al dividirse sobre 2m,conducirian a: “nuevos efectos

c
fisicos” como describiria afios mas tarde Dirac en su libro: los principios de la mecanica cuantica
(Dirac, 1930b); debido a que:

(. ihq 53 . . , . .. .
= El término: ﬁ aE. Fue interpretado por Dirac, como una energia potencial adicional debida

. ot . ihq s —
a un momento dipolar eléctrico intrinseco del electron ﬁa , y al campo eléctrico externo E.

Sin embargo, al ser un término puramente imaginario, ¢l describié que: “Es dudoso que el
momento eléctrico tenga algun significado fisico” (Dirac, 1928a). Asi pues, las discusiones
entorno a ello, llevaron a los fisicos de la época a ignorar este término efectivamente. Sin
embargo, para el afio de 1950 los fisicos E. M. Purcell y N. F. Ramsey, publicaron un articulo
en el cual describen que puede haber una posibilidad de que las particulas elementales tengan
un momento eléctrico dipolar: “La cuestion de la posible existencia de un momento dipolar
electrico de un nucleo o de una particula elemental se convierte en una cuestion
experimental. La evidencia de la mayoria de los experimentos con moléculas, atomos,
nucleones y particulas elementales no es tan concluyente como se supone” (Purcell &
Ramsey, 1950). Y actualmente se han realizado experimentos que demuestran que el electron
tiene un momento dipolar eléctrico muy pequeio, pero distinto de cero (Popa, 2023). Por lo
tanto, en parte, la ecuacion de Dirac volvia a predecir una vez mas, un fenémeno nunca antes
observado.

L. hqoB .. . , e
= Kl término —,, Cra un término muy conocido para la €poca, pues como se describi6 en la

seccion 2.2 del presente trabajo, en el estudio de la estructura fina y el efecto Zeeman
anomalo, se tuvo la necesidad de asociarle al electron un momento magnético intrinseco
debido a su espin, de forma que cuando el electron estuviese en presencia de un campo
magnético B, este adquiriria una energia potencial adicional dado por la ecuacion (2,4), que
en el sistema internacional de unidades era: U = —p, - B = g%§ -B.

Mas tarde L.Thomas encontr6 por medio de correcciones relativistas que
g debia ser igual a 2; y posteriormente W. Pauli por medio de su ecuacion, describe la misma
energia potencial a partir de su nueva descripcion del espin por medio de sus matrices o como:

e 5 = ehs B
U=—-5s-B=—-0"-B.
m m?2



3.3 La ecuacidén de Dirac en un campo electromagnético | 60

, . . hqoB . ., . o
Asi pues, el término Z—m , obtenido por la ecuacion de Dirac, permitia dar cuenta de forma
natural y sin suposiciones arbitrarias del momento magnético del electron: g %3" con un factor

, O JEO -
de g =236 yunespinde: s =50. Siendo este, otro de los grandes logros de la ecuacion de

Dirac, ya que como se describid en el capitulo 2, el espin, el factor g , y el momento magnético
del electron, eran descripciones y términos que siempre se habian introducido de manera ad hoc
para dar cuenta de distintos fendmenos espectroscopicos; y durante la época de (1925-1927)
muchos fisicos como Pauli, siempre defendian que estos términos debian surgir de manera natural
a partir de una formulacidn cuantico-relativista. Por ejemplo, cuando Pauli introdujo su ecuacion
que también permite dar cuenta del espin, describio que: “La teoria que se formula aqui debe
considerarse solo provisional, ya que se tiene que exigir una teoria ultima que sea formulada de
manera relativista-invariante desde el principio” (W.Pauli, 1927). Fue entonces Dirac quien logrd
esa teoria ultima, dandole la razén a Pauli y a los demas fisicos que siempre confiaron en que la
teoria cuantica relativista correcta, debia dar cuenta de los fendémenos descritos previamente.

Paul Dirac se sorprendié cuando se dio cuenta de lo anteriormente expuesto, ya que segin sus
afirmaciones:

“Yo no estaba interesado en traer el espin del electron dentro de mi ecuacion de onda. La
razon de esto es que mi dominio de interés era hacer que la teoria de la relatividad estuviera de
acuerdo con la teoria general de transformacion. Al principio crei que el caso mas simple para
resolver este problema era para una particula sin espin, y luego me preocuparia sobre como
incorporar el espin. Fue una gran sorpresa para mi cuando descubri que el caso mas simple
involucraba el espin.” (Dirac, 1977).

Y aunque dicho resultado fue notable para Dirac, él aiin se sentia ansioso, ya que le hacia falta
comprobar si su ecuacion daba cuenta del fenomeno de desdoblamiento al aplicarla al atomo de
hidrogeno, y segun recordd mas tarde: “Tenia una gran ansiedad de saber si obtendria el
resultado correcto o no [...]. Supongo que no se aprecia del todo la ansiedad que uno siente
cuando prueba una nueva idea” (Dirac, 1963).

3.4 La formula definitiva para la estructura fina del
atomo de hidrogeno

El resultado definitivo en el cual trabajo Paul Dirac antes de la publicacion de su articulo el 2
de enero de 1928, consistid entonces en comprobar que su ecuacion aplicada al dtomo de
hidrogeno, diera cuenta del fendmeno de la estructura fina o “duplexity” como él lo denominaba.
Este resultado era fundamental para Dirac, pues, como se ha expuesto previamente, la falla mas
significativa de las teorias cuanticas relativistas previas a la suya, recaia en su falta de precision
para dar cuenta de la formula que describia la estructura fina del hidrégeno en su totalidad. Asi
pues, el procedimiento utilizado por Dirac para resolver su ecuacion aplicada al dtomo de
hidrogeno, se fundamento en la determinacion de la parte radial de la misma, a partir de la cual,
¢l encontr6 en una primera aproximacion, los términos que explicaban el desdoblamiento en los
niveles de la energia. Donde para analizar el por qué Dirac abordd este problema tnicamente en
su primera aproximacion, resulta crucial examinar a continuacion los aspectos matematicos mas
destacables involucrados en su resolucion. Y esto a su vez, permitird comprender el desarrollo
llevado a cabo por C. Darwin y W. Gordon, quienes dias después de la publicacién de Dirac,
demostraron que la ecuacion también explicaba la estructura fina en su totalidad.

3.4.1 La aproximacion de Dirac

Considerando lo anterior, es importante destacar que en los anexos C.6 y C.7, se encuentran
en detalle los procedimientos matematicos que se describen a continuacion, pues para determinar
los valores de energia para el &tomo de hidrogeno mediante la ecuacion de Dirac, se requiere de

36 Mis tarde con la teoria cuantica de campos se descubriria que g = 2.002 319 304 361 18.
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un analisis matematico de gran amplitud. En este contexto, la ecuacion (3,24), para el atomo de
hidrogeno, se formula dejando la energia potencial eléctrica en términos de la constante de

estructura fina a, e ignorando el potencial vectorial magnético A , de la siguiente manera:

s hca
(cap + aymc? — —) Y =EyY (3,26)
r
Donde teniendo en cuenta la simetria del problema, para Dirac fue fundamental expresar su
ecuacion en términos de una parte radial y una parte angular de la siguiente manera:

(car (pr + ; (2 L+ h)> + aymc? >1/) =Ey (3.27)

. . = B . i .
Donde p, es el respectivo momento radial, ¥’ las matrices de Pauli en su forma 4x4; L el momento angular, a, la matriz
de Dirac correspondiente, y a, la matriz de Dirac que se elige para solucionar la ecuaciéon como se expone a continuacion.

hca
T

La expresion (3,27) permite distinguir una parte radial debido a r, y otra angular debido a L
sin embargo, para poder separarlas, Dirac hizo uso de los distintos operadores de momento
angular conocidos con sus respectivas funciones propias. Para ello, ¢l introdujo un nuevo operador
K, definido como®”:

K=0l4(f L + fl) (3,28)
De forma que la ecuacion (3,27) quedaba descrita como (3,29):
i hca
(car (pr + ;0@1() + a4mc2 — T) Y =EY (3,29)

Y teniendo en cuenta que el operador (3,28) conmuta tanto con el hamiltoniano de su ecuacion,
como con el operador de momento angular al cuadrado, Dirac pudo encontrar que las funciones
propias (¥) y los valores propios (k) del operador K propuesto, eran:

KY(0,¢) = hxY(6,¢)  siendox =+ (j+1):conj=l+s.

Ahora bien, al igual que con la ecuacion de Schrodinger y de Klein-Gordon para ¢l dtomo de
hidrégeno, para Dirac era claro que los valores de la energia provenian de la parte radial de su
ecuacion, es por ello por lo que no es explicita su interpretacion de las funciones propias del
operador K. Sin embargo, es importante destacar que a las funciones Y (8, ¢), se les denominaria
posteriormente como los armonicos espinoriales, siendo estos una generalizacion para los
armonicos esféricos en su representacion de cuatro componentes que requeria la ecuacion de
Dirac (Littlejohn, 2021). Lo anterior conduce entonces a proponer una solucion a la ecuaciéon
(3,29) de la forma: ¥ = R(r)Y(0, ¢). Con la cual al reemplazar dicha solucion en (3,29), Dirac
logra separar la ecuacion radial a solucionar, la cual es (3,30):

i heca
(carpr + ca, ;(LJIK + ayme? — T) R(r) = ER(r) (3,30)

Para resolver la ecuacion (3,30), Dirac posteriormente en su libro: los principios de la
mecanica cuantica (Dirac, 1930b), describe que la representacion mas apropiada para su matriz
o, que le permitio resolver su ecuacion fue:

«=(1 o)

De forma que reemplazando a, y @, en (3,30), Dirac obtuvo (3,31):

I( , hca E) I(' chx)
mc " fepr ——

) chk , hca
I(wpr—T) I(—mc _T_E>

Siendo I la matriz identidad de dimension 2x2.

R() = (7) (3,31)

37 Es de resaltar que las ecuaciones y términos estdn descritas en una notacion distinta a la usada por Dirac en su articulo de
1928, sin embargo, ambas son completamente equivalentes. Por ejemplo, en su articulo, K lo describe como: a,{(c, m) + h}
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La expresion (3,31) requiere inicialmente de una funciéon R(r) de cuatro componentes, sin
embargo, cuando se expande la ecuacion (3,31) como se puede observar en el anexo C.6, el
problema se puede reescribir en términos de dos ecuaciones, por lo cual R(r) se puede escribir
en términos de dos componentes, ya que las otras dos restantes: “Son la repeticion de las otras
dos componentes” (Dirac, 1928a). Asi pues, se propone como Ansatz*® para R(r) a:

w0 -1(0) a2

De forma que reemplazando a (3,32) y al momento radial p, = —ih (;—r + %) en la expresion
(3,31), Dirac obtuvo el siguiente conjunto de ecuaciones:

JdF () N chkF(r)

(E —mc? + hﬂ) G(r) +ch
r aGT‘ r (3,33)
(r) N chkG(r) _

or T

h
(E+mc2 +$)F(7‘)—ch

El par de ecuaciones (3,33) son fundamentales para la determinacion completa de los valores
de energia del atomo de hidrégeno. Y es plausible pensar que, si Paul Dirac las hubiese
solucionado, habria encontrado que su ecuacion permitia hallar la formula completa de la
estructura fina en concordancia con la formula deducida por Sommerfeld en 1916. Sin embargo,
como se describirad posteriormente en el presente capitulo, Dirac tuvo sus razones para tratar el
problema solo en su primera aproximacion.

Por ende, el siguiente paso que tomo Dirac luego de obtener las ecuaciones (3,33), consistio
en hallar una ecuacion diferencial de segundo orden para poder compararla con las ecuaciones
previas que se habian resuelto para el atomo de hidrogeno. Para ello como se demuestra en el
anexo C.7 , de (3,33) se deriva la segunda ecuacion, se despe]a D dela primera, y se realizan

ciertos cambios de variable, para encontrar la siguiente expres10n.

%G (1) m2 ( ) 1 6V<1 G (1) KG(T')) o (334)

e
d2%r hc r )

- o

Siendo: B = (E +mc? + hc—a)

B or Br

Dirac procede a comparar la expresion (3,34), con las teorias previas a la suya, por lo tanto,
supone a: G(r) = rR(r). Y reemplaza los valores propios (x) del operador K que se definieron
previamente, obteniendo la siguiente expresion:

% 290 (E a)z m2c? I(l+1) 1av(1a 1+1)
h2 r2 ch or

E+;E+ a r Ea_ Br >] R(T) =0 (3:35)

La obtencion de la expresion (3,35), fue para Paul Dirac una de las mayores emociones de su
vida, pues gracias a ella, se dio cuenta por primera vez de que su ecuacion conducia a los
“fenomenos de desdoblamiento sin suposiciones arbitrarias” (Dirac, 1928a). Esto lo hizo,
comparando a (3,35) con las teorias previas a la suya que se describieron en el capitulo 2 del
presente trabajo, de la siguiente forma:

= Como se puede observar en el anexo B.3, cuando se resuelve la ecuacion de Klein-Gordon
para el atomo de hidrogeno, resulta que la parte radial de dicha ecuacion viene dada por
(3,36):

ﬁ+r6r

2 24 E 2 2c2 (1 +1
( (E “) —mhzc - (rz )>R(r)=0 (3,36)

38 Es el término comun utilizado en la terminologia cientifica, para referirse a la estimacion que se hace para encontrar la
solucion de una determinada ecuacion.
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De forma que comparando (3,36) con (3,35), se puede observar que los primeros cinco
términos de la expresion de Dirac (3,35), corresponden a los mismos obtenidos por medio de
la ecuacion de Klein-Gordon (3,36). Sin embargo, como se describi6 en la seccion 2.3.2.2 del
presente trabajo, cuando se resuelve (3,36), se obtiene un desdoblamiento que no esta de
acuerdo con los resultados experimentales de la estructura fina, ya que conforme a la
explicacion dada en la seccion 2.4, para comprender completamente la estructura fina, era
necesario considerar no solo los efectos relativistas, sino también los efectos asociados con
el espin del electron y su acoplamiento espin-orbita, y es por ello que la expresion (3,36) de
Klein-Gordon no era suficiente.

e Entonces, de acuerdo con el punto anterior, la expresion (3,35) de Dirac, aparte de tener en
cuenta las correcciones relativistas de Klein-Gordon, contiene dos nuevos términos, que Paul
Dirac analiza e interpreta como la correccion debida al acoplamiento espin-6rbita, estos son:

1avs1o (+1)
aa(m‘—gr )R<”> (3.37)

De forma que multiplicando por % la expresion (3,37), obtiene (3,38):

(1 oV 1 9R(r) I oV 1 v
. ad

—— - ZR(r) - R
mechdr B or  m,chBr Or ™ (r)) (3,38)

m,chBr dr

. . 1 av . L,
Llevando a Dirac a darse cuenta de que el término: — 59, G Su primera aproximacion,
e

permite reemplazar a: chB , por: E + mc? = 2mc? como se demuestra en el anexo C.7. Y
por lo tanto el término resaltado de la expresion (3,38) es:
1 1dv _ —e? e?

—————=—"——— siendoV =
2my2c2rdr 8meym,2c?r3 4Ame,r

(3,39)

El término (3,39) es equivalente al encontrado entre 1926 y 1927 mediante la teoria de
perturbaciones desarrollada por Pauli, Darwin y otros fisicos como Thomas; donde este tltimo
lo dedujo en 1926 para explicar la estructura fina en su primera aproximacion, como se
describio en la seccion 2.4 de este trabajo. Por lo tanto, Dirac al recordar que el acoplamiento
1dv _ —e?
Zmech?E T 8megmo2c2r3 !
ecuacion (3,35), también contenia el término restante necesario para explicar la estructura
fina en su primera aproximacioén®®, describiendo que: “La presente teoria por lo tanto en su
primera aproximacion, conduce a los mismos niveles de energia obtenidos por Darwin, los
cuales estan en acuerdo con el experimento” (Dirac, 1928a).

espin-oOrbita era proporcional a la expresion: comprendio que su

En sintesis, gracias a la expresion (3,35), Dirac se dio cuenta de que su ecuacion incorporaba
de manera natural los efectos relativistas y los de espin-6rbita que daban cuenta de la estructura
fina en una primera aproximacion. Cumpliendo con el requerimiento final que ¢l se habia
propuesto para la obtencion de una ecuacion cuantica-relativista, esto es: “Una ecuacion que diera
cuenta de los fenomenos de desdoblamiento sin suposiciones arbitrarias” (Dirac, 1928a).

Segun sus memorias, cuando Dirac obtuvo todos los resultados que se han venido describiendo
a partir de la seccion 3.2 del presente trabajo, se dio cuenta de que su ecuacion:

“Era una ecuacion realmente exitosa. Conducia automadticamente a que el electron tenia un
espin cudntico semi-entero, tal como los experimentos lo requerian. Conducia también a que el
electron tenia un momento magnético, y cuando la apliqué al atomo de hidrogeno en su primera
aproximacion, obtuve resultados que estaban de acuerdo con la observacion. Escribi entonces

39 Es importante recordar que la estructura fina en su primera aproximacion venia dada por la expresion (2,21) del presente
trabajo, siendo esta la formula mas cercana a la encontrada por Sommerfeld en 1916.
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este trabajo y lo publiqué, dejando la primera aproximacion en el tratamiento del dtomo de
hidrogeno” (Dirac, 1977).

En su conferencia de 1977, Paul Dirac también explico por qué solo considerd que su ecuacion
explicara la estructura fina en su primera aproximacion y no en su forma completa, con el fin de
obtener la tan esperada formula de Sommerfeld:

“Ustedes se preguntaran por qué yo inmediatamente no considere aproximaciones de mayor
orden, y la razon para ello es que estaba realmente aterrado de hacer eso. Yo estaba aterrado de
que, en mayores aproximaciones, los resultados no fueran los correctos; y dado que estaba tan
feliz de haber obtenido una teoria que fuera correcta en su primera aproximacion, yo queria
consolidar ese éxito al publicarlo de esa forma, sin tomar el riesgo de fallar en aproximaciones
de mayor orden” (Dirac, 1977).

No obstante, en tan solo unos dias después de la publicacion de su articulo, Paul Dirac se daria
cuenta de que uno de sus mayores miedos no se haria realidad, ya que su ecuacion si demostraba
de forma completa la estructura fina del hidrégeno, como lo demostraron sus colegas Charles
Galton Darwin y Walter Gordon.

Y es que en tan solo once dias después de la publicacion del articulo de Dirac, el 13 de enero
de 1928, Walter Gordon le envia desde Hamburgo una carta a Dirac con dos paginas,
demostrandole que a partir de su ecuacion se obtiene la formula exacta de la estructura fina de
Sommerfeld. Gordon inicia la carta escribiéndole: “Querido Dirac, yo creo que puede interesarte
que de tu nueva ecuacion la formula relativista del hidrogeno de Sommerfeld se obtiene
exactamente” (Gordon, 1928). Asi mismo, dos dias mas tarde, Gordon le envia una segunda carta,
aclarandole los resultados que se obtenian de la formula de la estructura fina dependiendo de los
valores que toman los niimeros cuanticos. En la figura 3,1 se puede observar fotos de la primera
carta de Gordon, en la cual le comunica sus resultados a Dirac:

Figura 3,1
Imagenes de la carta de Walter Gordon enviada a Paul Dirac.
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Nota. Imégenes de la carta de Gordon enviada el 13 de enero de 1928 a Paul Dirac, donde le comunica como a partir
de su nueva ecuacion, se deduce la formula exacta de la estructura fina de Sommerfeld. En la primera imagen las
expresiones marcadas como (1) son equivalentes a las ecuaciones (3,33) que se describieron previamente en el presente
trabajo; y en la segunda foto la expresion marcada como (10) es la formula de la estructura fina de Sommerfeld. Tomado
de: (Gordon, 1928).
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Un poco después de haber recibido la correspondencia de Gordon; Darwin quien como se
describi6 previamente, habia estado trabajando desde el 26 de diciembre con la nueva ecuacion
de Dirac (ya que Dirac antes de publicar su articulo le habia mostrado su trabajo a Darwin),
también encuentra la formula exacta para la estructura fina, lo cual hizo muy feliz a Dirac, pues
en sus palabras €l record6 que: “La aproximacion de mayor orden fue trabajada por Darwin quien
me escribio y me dijo sus resultados, y yo fui muy feliz de escuchar que estos estaban de acuerdo
con la observacion” (Dirac, 1977).

Meses mds tarde, Gordon y Darwin publicarian cada uno sus respectivos articulos,
demostrando de forma detallada como la ecuacion de Dirac daba cuenta de la estructura fina del
hidrégeno. Estos trabajos permitieron profundizar en como se obtiene dicha solucién que se
describira a continuacién. Donde para ello, es importante retomar las ecuaciones (3,33), las cuales
surgen de la parte radial de la ecuacion de Dirac para el atomo de hidrogeno. Ecuaciones que, de
acuerdo con lo descrito previamente, Paul Dirac no solucioné completamente y por ello no logré
describir el termino completo para la energia del atomo de hidrogeno relativista tal como lo hizo
Gordon y Darwin.

3.4.2 La expresion completa de la estructura fina

Fue crucial entonces en el trabajo de Gordon y Darwin, buscar una solucion a las expresiones
(3,33), para que, dentro de esa busqueda, se determinaran los valores propios de la energia que
solucionaban el atomo de hidrogeno por medio de la ecuacion de Dirac. A continuacion, se
describe los pasos mas importantes para encontrar dichos valores de la energia, y se recomienda
al lector remitirse al anexo C.8, para observar el desarrollo de forma detallada.

Teniendo en cuenta lo anterior, el primer paso consistié en realizar un analisis asintdtico de las
expresiones (3,33) encontradas por Dirac. Para ello, se inicia tomando valores muy grandes de r,
de forma que las ecuaciones (3,33) toman la forma (3,40):

(E —mc®)G(r) + chm =0
o7 (3,40)
) _ 0

or

Desacoplando las expresiones (3,40), se obtienen dos ecuaciones diferenciales de segundo
orden lineales de la forma:

(E +mc®)F(r) —ch

0°F(r) ((mc?)? —E?)
d%r c?h?
Tanto para F(r) como para G(r)

F(r)=0

Cuya solucion que se puede normalizar es:
G(r)=F(r) =A4e™? (341

(mcz)z—E2

np=rs*s=
Con: p sNs p
Teniendo en cuenta la solucion (3,41), las expresiones (3,33) se pasan a reescribir en términos

. . D . .
de la nueva variable p, reemplazando el respectivo valor de r = S0y las siguientes funciones de

la forma:
G(p) =g{Ple?
F(p) = f(p)e™®
Siendo g(p) " f(p), funciones que complementan la solucion (3,41), y que permiten hallar una solucion para cualquier
valor de r.
De manera que realizando los cambios descritos previamente dentro de las expresiones (3,33),
se obtienen las siguientes expresiones (3,42):
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mc2—E «a

= =0
mc2+E p 9(P)

(- 1+5) 5 -

d 1 K mc?+E «a _ 0
(%— —E)Q(P)— m*‘g fp) =

La solucion para las expresiones (3,42), se encuentran por medio del analisis asintotico
opuesto, es decir, para valores muy pequefios de r y por tanto de p. Obteniendo a partir de ello,
las siguientes dos ecuaciones:

(3,42)

(54 5) f) + 2 gy = 0
dp p P

AL P S
ap p/ I TP
Desacoplando las ecuaciones (3,43), se obtiene:
d’f(p) 1df(p)  a®—«?
st +t——5—f() =0
d’p p dp p (3,44)
d*g(p) L1de®) | a? —x? “o '
ap T p dp oz 9 =

Donde las ecuaciones (3,44) son ecuaciones totalmente equivalentes, y tienen la forma de una
ecuacion de Cauchy-Euler. Cuya solucion para f(p) » g(p) que se puede normalizar es:

f(p) = Ap*
g(p) = Bp® (3/45)

Siendo T = /(K% — a?)

Combinando entonces los dos analisis asintdticos propuestos, se obtiene que las expresiones
que dan solucion a las ecuaciones (3,42) y por tanto a las expresiones (3,33), son:
G(p) = Bp'e™®
F(p) = ApTe™®
Sin embargo, hace falta hallar los parametros B y A, para encontrar la solucion completa a
(3,42). Y dado que Gordon y Darwin, ya habian solucionado el problema del atomo de hidrogeno
con la ecuacion de Klein-Gordon, tuvieron en cuenta que las expresiones (3,46) son muy similares
a cuando se encuentra la solucion de dicho problema. Por lo tanto, se sabia para la época, que la
solucion completa, sumada a los dos analisis asintoticos descritos previamente, consistia en
suponer que los parametros B y A, tenian que estar relacionados con series de potencias, que es
parte de lo que se puede observar en la figura 3,1 de la carta que Gordon le envi6 a Dirac, con la
respectiva solucion al problema. Por ende, se supuso que B y A son:

4= ;fup“; B= ;gup" (3,47)

Asi, cuando se reemplaza (3,46) en (3,42), teniendo en cuenta los valores de los parametros A
y B descritos en (3,47), se obtiene las siguientes dos expresiones que permiten encontrar las
relaciones que se tienen que cumplir, para que (3,42) tenga solucion. Estas son:

(3,46)

E —mc?
u+t+1)fy — fu-1t Tgu—l +ag, =0

E + mc? (3.48)
w+7T-K)9y — Gu-1— q fu-1—afy =0

Con: T = /(K% — a?) ; q=/(mc?)? — E?



67 | 3. La ecuacidén de Dirac

Donde manipulando las expresiones (3,48) como se demuestra en el anexo C.8, se encuentra
que existe una relacion entre los coeficientes f,, y g,,, de la siguiente forma:

_ qutt—1)— (E+mc®)a
fu = ((E+me2)(u+71+K)+qa) Gu

(3,49)

Las expresiones (3,48) y (3,49), tienen una importancia fundamental, ya que estas permiten
hallar los coeficientes f,, ¥ g,, que dan cuenta de los parametros A y B que dan la solucion total
(3,46) a la parte radial (3,33) de la ecuacion de Dirac aplicada al 4tomo de hidrégeno. Sin
embargo, lo importante para Gordon y Darwin, era encontrar los valores de la energia para el
problema nombrado; y dado que dichos fisicos eran expertos en el analisis matematico del atomo
de hidrégeno, recordaron que con las ecuaciones previas a la de Dirac, las expresiones de la forma
(3,47), siempre debian tener un valor maximo que hacia converger las series de potencias
propuestas para la solucion de las ecuaciones diferenciales para el atomo de hidrogeno ya fuese
con la ecuacion de Schrédinger o con la de Klein-Gordon. Donde para el caso de la ecuacion de
Dirac, con las condiciones encontradas en (3,48) y en (3,49), se supuso entonces un valor maximo:
fumax ¥ Gumax tal que hiciera converger las series (3,47). Y que por tanto con: fyaxs1 =
Jumax+1 = 0, reemplazado en las expresiones (3,48), y con fimax » Gumax reemplazado en la
expresion (3,49), se obtuviese las siguientes dos relaciones:

2
E—mc

fumax =
q(u +r—K)—(E+mcz)a (3,50)

max

&g u max

f; max

umax

((E+ mc’ )(umax +T+ K)+qa)

Donde dividiendo las dos expresiones (3,50), se obtiene que:

E—mc _ q(um+r—lc)—(E+mcz)a 3.51)

q ((E+mcz)(umax+r+/c)+qa)

Teniendo en cuenta (3,51), se encuentra que existe una relacion entre la energia E y el valor
de U,,qx que hace converger la serie que da solucion a la parte radial (3,33) de la ecuacion de
Dirac. Y por lo tanto al despejar la energia E de la ecuacion (3,51) como se demuestra en el anexo
C.8, se hallan todos los valores propios de la energia que dan solucién al atomo de hidrégeno por
medio de la ecuacion de Dirac. De forma que considerando los parametros T * q, descritos en la
expresion (3,48), se obtiene que los valores de la energia obtenidos de (3,51) son:

-1/2

a2

(tmax + VT — a2)’

(3,52)

- E=mc*|1+

Finalmente reemplazando k = (j + %), que son los valores propios del operador K (3,28)

propuesto por Dirac en su articulo de 1928 para solucionar su ecuacion. Y teniendo en cuenta
ademas que U4, €s un valor numérico que hace converger la sumatoria; Gordon y Darwin
consideraron que la expresion (3,52) para la energia, tenia la misma forma que la expresion de la
estructura fina hallada por Sommerfeld, donde gracias a los estudios realizados entre (1916-1928),
ya se sabia que, en la energia, dicho valor maximo debia estar relacionado con ciertos niumeros

cuanticos de la forma: Uy, g,=n—k =n— (j + %) Por lo tanto, Walter Gordon y Charles Galton

Darwin, encontraron que efectivamente los valores propios de la energia que solucionaban el
atomo de hidrogeno con la ecuacion de Dirac, eran los dados por la expresion (3,53) que se
muestra a continuacion:
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-1/2

2

a
- Ep; =mc*|1+ 5 (3,53)

(-G8 {0+3) -)

Donde:
=  nrepresenta el nimero cudntico principal.
= j =1+ s elnimerode momento angular total, siendol el momento angular orbital y s el espin.
* a es la constante de estructura fina.
= mc? es la energia asociada a la masa en reposo del electrén.

Una vez obtenida la expresion (3,53), Gordon y Darwin procedieron a comparar si dichos
valores de la energia coincidian tanto con los resultados experimentales, como con la féormula de
Sommerfeld. Esto era necesario, ya que como se describid en el capitulo 2, la expresion (2,11)
para la energia del 4&tomo de hidrégeno con la ecuacion de Klein-Gordon, a pesar de ser bastante
similar a la de Sommerfeld, discrepaba de esta ultima a partir de la tercera o cuarta cifra decimal,
y por tanto, no producia resultados consistentes con los datos experimentales de la estructura fina.
Sin embargo, cuando se calculan los posibles valores para la energia con la expresion (3,53)
proveniente de la ecuacion de Dirac, se obtienen resultados exactamente iguales a los dados por
la formula de Sommerfeld (1,32) encontrada en 1916. En consecuencia, la ecuacion de Dirac de
forma exacta “conduce a la formula original de Sommerfeld para los niveles del hidrogeno”
(Darwin., 1928).

Por consiguiente, para dar cuenta de lo descrito anteriormente, en la tabla (3) se describen los
primeros valores de la energia del &tomo de hidrégeno calculados a partir de la expresion (3,53)
obtenida de la ecuacion de Dirac*:

TABLA 3
VALORES DE LOS NUMEROS CUANTICOS Y ENERGIA PARA UN ELECTRON EN EL ATOMO DE HIDROGENO, DE ACUERDO CON LA
SOLUCION OBTENIDA DE LA ECUACION DE DIRAC

Sommerfeld (Tabla 1) Dirac

n=1 un posible valor de energia, 6rbita K
Wi1o=-13,60587415 ev j=1/2 Wy1/=-13,60587415 ev

n=2, dos posibles valores de energia, 6rbita L
W11=-3,40147985 ev j=1/2 Wy 1/2=-3,40147985 ev
Wya0=-3,40143457 ev j=3/2 W 3/2=-3,40143457 ev

n=3, tres posibles valores de energia, érbita M

Ws1,=-1,51176379 ev j=1/2 W31/,=-1,51176379 ev
Wa,,=-1,51175037 ev j=3/2 W 3,0=-1,51175037 ev
Waso=-1,51174590 ev j=5/2 W 5,2=-1,51174590 ev

Nota. Tabla que contiene los valores de la energia W,, ; del electrén, de acuerdo con sus nimeros cuénticos (7, j) que se obtienen al
solucionar la ecuacién de Dirac. Los valores estan calculados con base en la ecuacion (3,53), restando el factor mc?.

Donde se puede observar, gracias a la tabla (3), que efectivamente los valores de la energia
obtenidos con la ecuacion de Dirac, son exactamente iguales a los valores que se obtuvieron en
1916 gracias a la formula de Sommerfeld. Este logro representd un hito importante para la teoria
de Dirac, pues durante cuatro afos, desde la publicacion de la tesis de Louis-Victor de Broglie en
1924, los fisicos se habian esforzado por encontrar una explicacion del modelo de Bohr-

40 Para calcular los valores de la energia de ligadura del electron en el atomo de hidrogeno a partir de la expresion (3,53) es
necesario restarle el termino mgc?. Esto es debido a que, al igual que con la ecuacién relativista de Klein-Gordon; la ecuacién
relativista de Dirac tiene en cuenta la energia total del electron, esto es, su energia de ligadura y su energia asociada a la masa
en reposo. Y por lo tanto para dar cuenta inicamente de la energia del electron en el 4tomo, se debe restar su energia en reposo.
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Sommerfeld mediante una nueva teoria cuantica compatible con la relatividad especial, sin
obtener éxito alguno; y fue entonces la teoria de Paul Dirac la tinica capaz de resolver este desafio.
Asimismo, es importante mencionar que para muchos fisicos resulta curioso el hecho de que, en
1916, Sommerfeld pudo haber deducido de manera precisa la formula para describir la estructura
fina del hidrogeno, a pesar de no tener conocimiento del espin y de los nuevos métodos de la
mecanica cuantica que surgirian afios después. Algunos atribuyen este logro a un mero accidente,
mientras que otros lo relacionan con unas presuntas propiedades de simetria presentes en el
problema resuelto por Sommerfeld, y posteriormente por Dirac (Biedenharn, 1982).

Y aunque en el desarrollo inicial de su ecuacion, Paul Dirac no estaba intentando incorporar
el espin en ella, fue precisamente gracias a la inclusion natural de esta propiedad, que su ecuacion
logro6 el éxito donde las otras ecuaciones fallaron. Pues como se expuso en el capitulo 2, todas las
teorias cudnticas relativistas anteriores a la de Dirac, no lograban explicar con precision la formula
de Sommerfeld y por ende tampoco la estructura fina, debido a que como lo demostraron los
fisicos a través de la teoria de perturbaciones, no se sabia como incorporar el espin de manera
natural en las ecuaciones cuanticas relativistas. Asi pues, otro de los grandes logros que consolido
la ecuacion de Dirac como la expresion relativista definitiva para describir el electron, fue la
demostracion de que el desdoblamiento de los niveles de energia en el atomo de hidrogeno,
conocido como estructura fina, surgia de forma natural en su ecuacion, debido a los efectos
relativistas inherentes al electrén y a su acoplamiento de espin-orbita.

En la figura 3,2 se puede observar una representacion que compara los niveles de energia del
atomo de hidroégeno dados por la teoria de Dirac y de Sommerfeld, donde las representaciones
son similares, ya que ambas teorias permitieron describir de manera exacta los desdoblamientos
que dan cuenta de la estructura fina del hidrégeno. Sin embargo, a diferencia del modelo
propuesto por Sommerfeld que se describio en el capitulo 1, en el cual no se entendia con completa
certeza el significado de los nimeros (n,, ng), y la diferencia de las intensidades de la radiacion
electromagnética emitida entre las distintas transiciones energéticas; con la ecuacion de Dirac se
explico de manera exacta y sin suposiciones arbitrarias*' la razon del fendmeno de la estructura
fina, observado desde 1887 gracias al interferometro de Michelson.

Figura 3,2

Representacion de los primeros niveles de energia para el atomo hidrégeno, obtenidos a partir de la ecuacion de Dirac,
comparados con los obtenidos por Sommerfeld en 1916.

Primeros niveles de energia del itomo de hidrégeno obtenidos con Ia ecuacion de Dirac. Primeros niveles de energia modelo relativista Sommerfeld
- -2

n=1j=1/2 n=ln,=ln =0

Nota. Esquema de los primeros niveles de energia dados por la solucion de la ecuacion de Dirac para el atomo de
hidrégeno, comparados con los obtenidos por Sommerfeld en 1916. Donde se puede observar que son esquemas
similares, ya que ambas teorias permiten describir de manera exacta la estructura fina del hidrogeno. Las lineas rojas
representan la radiacion electromagnética emitida en el rango visible del espectro cuando se produce una transicion
energética por parte del electron, y cuyo grosor representa la intensidad. Elaboracion propia.

41 Es importante recordar que Dirac utilizé esa frase para describir cémo su ecuacion predijo de forma natural los efectos del espin y
del acoplamiento espin-Orbita, 1o que contrastaba con las teorias anteriores, que afiadian estos efectos de manera ad hoc.
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En especifico, de acuerdo con (3,53), el desdoblamiento que se observa en los experimentos
se debe a la radiacion electromagnética emitida, a causa de las siguientes transiciones energéticas
del electron: (n=3,j=5/2->n"=2,j'=3/2)y(n=3,j=3/2->n"=2,j7=1/2). Las cuales
dan los siguientes valores de desdoblamiento calculados gracias a la expresion (3,54):
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> Atia, = 656.1091272 nm; Apq, = 656.0949575 nm.

Cuya diferencia es: A1 = 0.014169755 nm = 1.416 - 1078 mm. La ecuacién de Dirac, por
lo tanto, da cuenta de forma exacta del resultado experimental obtenido por Michelson en 1892
de: 1.4x1078 mm (Albert A. Michelson, 1892), asi como de las mediciones posteriores de la
estructura fina.

Gracias a los resultados anteriores demostrados por Gordon y Darwin, Dirac se sentiria muy
feliz con su ecuacion, y por lo tanto un mes después de la publicacion de su primer articulo, el 02
de febrero de 1928, publicaria una segunda parte de este titulado: La teoria cuantica del electron
parte II (Dirac, 1928b). En este articulo Dirac profundiza acerca de las intensidades de las distintas
lineas espectrales, las reglas de seleccion que permite describirlas, y también da una explicacion
al efecto Zeeman por medio de su ecuacion. Por ejemplo, de acuerdo con la figura 3,2, desde 1916
Sommerfeld habia planteado unas reglas empiricas para describir la intensidad de las distintas
lineas espectrales que su modelo predecia, y ahora con la mecanica cuantica y con la teoria de
Dirac, se pudo entender dichas reglas. En ese sentido, el desdoblamiento que comunmente se
observa y que se denomina estructura fina, corresponde a que las lineas denominadas como Ia y
IIb de la figura 3,2, tienen la mayor intensidad posible porque cumplen con la regla de que: (j* —
j = —1), lo cual equivale a la intensidad mas fuerte en una transicion energética de acuerdo con
las reglas explicadas por Arnold Sommerfeld en la tercera edicion de su libro: Estructura Atdmica
y Lineas Espectrales, publicado en 1934 y fundamentado en las nuevas teorias cudnticas de la
época®.

Asi pues, para febrero de 1928, el trabajo de Dirac empezaria a recibir distintos elogios: El
primero fue dado por su amigo Heisenberg, quien el 13 de febrero le envia una carta diciéndole:
“Admiro tu ultimo trabajo acerca del espin en el mas alto grado” y como alin no sabia del trabajo
de Gordon, le pregunta: “Has obtenido la formula de Sommerfeld en todas sus aproximaciones?”
(Heisenberg, 1928).

Pauli el 15 de febrero de 1928, le envia una carta a Kronig diciéndole que: “Ahora que se ha
publicado el trabajo de Dirac. |Es maravilloso lo cierto que es todo! El sefior Gordon pudo
calcular sin dificultad que, a partir de la teoria de Dirac, se sigue exactamente la antigua formula
de Sommerfeld para los niveles de energia” [Correspondencia de Pauli 1928 (A.Herman &
K.Meyenn, 1979)].

En una entrevista con Thomas Kuhn, el fisico Léon Rosenfeld, describié que una vez se
conocid en 1928 la ecuacion de Dirac, esta fue vista como la verdadera solucion al problema del
electron relativista y “fue considerada realmente como una absoluta maravilla” (Rosenfeld,

42 En la tercera edicion del libro Estructura Atémica y Lineas Espectrales publicada en 1934. Sommerfeld explica que la
intensidad de las lineas espectrales se determina a partir de ciertas “reglas de intensidad” que dependen de la diferencia de los
nimeros cuanticos Ly j, a partir de los cuales se determina la longitud de onda emitida con base en la formula (3,54) del
presente trabajo. Ver (Sommerfeld A. , 1919, (Tercera ed., Vol. 1), pag. 273).
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1963). Y el fisico e historiador Helge Kragh describe en su libro dedicado a la vida de Paul Dirac
que: “A principios de los anos treinta, la ecuacion de Dirac se habia convertido en una de las
piedras angulares de la fisica, marcando una nueva era de la teoria cuantica.” (Kragh, 1990).

Mas tarde también Arnold Sommerfeld describiria que: “E! éxito de la ecuacion de Dirac fue
sorprendente. Proporciono automdticamente el espin del electron y el momento magnético
correcto del mismo. Esto ultimo dio lugar a una explicacion matemdaticamente inevitable de los
efectos anomalos Zeeman [...]. Nuestra confianza en la formula de la estructura fina aumento
desde su derivacion de la ecuacion de Dirac” (A.Sommerfeld, 1940).

Lo descrito anteriormente ejemplifica como, a partir de 1928 y en los afios posteriores, la
ecuacion de Dirac se convirtio en uno de los avances tedricos mas comentados. No obstante,
aunque en principio todos los comentarios eran positivos, posteriormente empezaria a recibir
fuertes criticas debido a que Dirac habia dejado un problema atn sin resolver: La existencia de
energias negativas para el electron (Farmelo, 2009b). Resolver dicho problema le llevaria
aproximadamente dos afios, y la historia detras de ello requiere de un analisis detallado que va
mas alla de los alcances del presente trabajo, pues la solucion planteada por Dirac en su articulo:
Una teoria de electrones y protones (Dirac, 1930a), fue lo que eventualmente lo llevo a predecir
la existencia de la antimateria, la cual seria descubierta en 1932 por el fisico Carl D. Anderson.

Finalmente, es relevante culminar el presente capitulo destacando que la ecuacion de Dirac ha
sido ampliamente reconocida como una ecuacion fundamental para la fisica de particulas, ya que

todos los fermiones (quarks y leptones) cuyo espin es de % , satisfacen la ecuacién de Dirac

(Rajasekaran, 2003). Asi mismo, muchos fisicos la consideran como el punto de partida para la
teoria cuantica de campos (Garcia, 2015). Y Richard Feynman, uno de los principales exponentes
de dicha teoria, una vez expres6 que: “Cuando yo era joven, Dirac era mi héroe. Logré un gran
avance, un nuevo método de hacer fisica. Pues tuvo el coraje de simplemente adivinar la forma
de una ecuacion, la ecuacion que ahora llamamos: ecuacion de Dirac” (Feynman, 1987).
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= El andlisis presentado a lo largo de este trabajo permiti6 evidenciar que el fenomeno de la
estructura fina del &tomo de hidrogeno tuvo una influencia bastante significativa en el origen
y desarrollo de una teoria cuantica relativista, pues a lo largo de 41 afios, distintos fisicos que
buscaron una explicacion fisico matematica a dicho fenémeno, tuvieron que hacer uso de la
teoria de la relatividad especial y de la teoria cudntica para cumplir con ese objetivo. En ese
sentido, se identificé que el primer trabajo que dio cuenta de ello fue el realizado por Arnold
Sommerfeld en 1916, quien, gracias al uso de las expresiones relativistas de la energia, de la
mecanica analitica y de la cuantizacion de Wilson-Sommerfeld, logré deducir la primera
formula capaz de describir el desdoblamiento en los niveles de energia del atomo de
hidrogeno observados por primera vez en 1887 por Michelson y Morley. Ademas, se pudo
evidenciar que en la busqueda de dicha férmula, Sommerfeld descubrié la constante de
estructura fina, la cual ha resultado ser de gran importancia para la fisica moderna.

= Se encontr6é que entre 1924 y 1927, durante la busqueda de una explicacion a la estructura
fina mediante las nuevas formulaciones de la mecanica cuantica, se desarrollaron distintos
trabajos, los cuales, para alcanzar dicho objetivo, no solo hicieron uso de las expresiones
relativistas de la energia, sino que también necesitaron incorporar una propiedad intrinseca
del electron recién descubierta llamada espin. En especifico, la estructura fina del hidrogeno
se consiguid explicar en una primera aproximacion gracias a la inclusion de correcciones
relativistas y de espin a las formulaciones de Schrodinger y Heisenberg. Ademas, esto llevo
a que fisicos como Pauli y Darwin intuyeran que la ecuacion cuantica relativista definitiva,
capaz de explicar la estructura fina en su totalidad, debia incorporar de manera natural tanto
el espin del electron como la relatividad especial.

= Al examinar el formalismo matematico empleado por Paul Dirac en la creacién de su
ecuacion, se reconocieron varios factores que fueron claves para él, durante dicho proceso,
estos son: buscar que su ecuacion fuera de primer orden tanto en el espacio como en el tiempo;
hacer que su ecuacion a diferencia de la de Klein-Gordon, condujera a densidades de
probabilidad unicamente positivas; enfocarse principalmente en los aspectos matematicos
para linealizar la raiz de su ecuacion; verificar la covarianza de su ecuaciéon bajo
transformaciones de Lorentz; y verificar que al resolver su ecuacidén para el dtomo de
hidrégeno, esta diera cuenta de los desdoblamientos en sus niveles de energia. Gracias a ello,
se logrdé identificar los aspectos fundamentales involucrados en el origen de la ecuacion.

= Se ha reconocido la importancia que tuvo el fendmeno de la estructura fina del hidrégeno
para la validacion de la ecuacion de Dirac ante la comunidad cientifica de la época, pues como
se discutio en el presente trabajo, previo a la publicacion de la ecuacion de Dirac, ya se habia
planteado otra ecuacion cuantica relativista, la cual se rechazo debido a su incapacidad para
dar cuenta de la estructura fina del atomo de hidrégeno. Ademas, lo anterior se evidenciod
especificamente gracias al analisis realizado en el capitulo 3, donde se encontré que en efecto
Paul Dirac publico su ecuacion solo después de verificar que esta predecia los fenomenos de
desdoblamiento de manera consistente con los experimentos.

= Se ha identificado que otro de los grandes logros alcanzados por la ecuacion de Dirac radico
en su capacidad para incorporar el espin del electron sin necesidad de recurrir a términos ad
hoc, asi como por su habilidad para explicar de manera natural el factor g=2. Este logro fue
fundamental para la época, ya que desde 1925 varios fisicos habian introducido el espin del
electron y el valor del factor g, para dar cuenta de ciertos fendmenos espectroscopicos y del
momento magnético intrinseco del electron, respectivamente. Sin embargo, antes de la
ecuacion de Dirac, ningln fisico habia logrado explicar estos fendmenos a través de una
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ecuacion cuantica relativista, tal como se habia estudiado que deberia ocurrir. De forma que
Paul Dirac, al darse cuenta de que al aplicar su ecuacidén a un electron en un campo
electromagnético, se obtenia que este tiene un espin asociado con un factor de g exactamente
igual a 2, demuestra lo increiblemente precisa que fue su ecuacion para explicar dichas
propiedades del electron a través de una ecuacion cuantica compatible con la relatividad
especial. Ademas, considerando que la ecuacion de Dirac fue producto de su juego con las
matematicas, como ¢l mismo lo sefiald, esto permite resaltar la importancia fundamental de
la matematica en el desarrollo de teorias que permiten dar explicaciones a distintos fenémenos
fisicos, aspecto que es relevante en la linea de investigacion: la ensefianza de la fisica y la
relacion fisica matematica, dentro de la cual se desarrolld el presente trabajo de grado.

En este trabajo se integraron los aspectos historicos con el formalismo matematico de lo que
se fue analizando, de forma que se ha generado un documento que puede servir de consulta
para aquellos estudiantes de la licenciatura en fisica de la Universidad Pedagdgica Nacional,
que deseen realizar un estudio detallado de la estructura fina y su relacion con la ecuacion de
Dirac, propiciando con ello un acercamiento a una ecuacion relativista de la mecanica
cuantica desde una perspectiva histdrica, y a un estudio del espin del electron desde una
perspectiva relativista.

Finalmente, en relacion con la conclusion anterior, es de destacar que para el desarrollo del
presente trabajo de grado, se han recuperado numerosos trabajos originales, correspondencia
entre cientificos y actas de conferencias de los autores de las teorias y ecuaciones tratadas; de
forma que la traduccion de estos documentos aporta material que a menudo no esta disponible
en espafiol para el estudio de los temas presentados. Asi mismo, se requirid6 de una
investigacion exhaustiva de la historia entorno al surgimiento de la ecuacioén de Dirac, y de
un estudio de ciertos temas de fisica cuantica relativista, para de esa forma poder establecer
esa conexion entre lo que se iba analizando a nivel histérico con parte del formalismo
matematico que sustentaba las teorias y ecuaciones analizadas. De forma que, con base en lo
anterior, deseo destacar que gracias al desarrollo de este trabajo, he tenido la oportunidad de
experimentar un maravilloso proceso de metacognicion y de aprendizaje autonomo entorno a
cada una de las temdticas tratadas.
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Anexos

Nota: Los cadlculos realizados en la presente seccion anexos, tienen como base un estudio propio y autéonomo de los
distintos temas. Para ello se tomé como referencia diferentes libros de teoria cudantica de campos, mecdnica cudntica, y ciertos
elementos multimedia de distintas universidades que se encuentran alojados en la red. En ese sentido, los desarrollos paso a
paso de las distintas expresiones y sus respectivas explicaciones son de elaboracion propia, y los elementos tomados
explicitamente, se referencian como es debido.

A.1. Desarrollo teorico de Sommerfeld para la
estructura fina

Para encontrar los valores de energia encontrados por Sommerfeld tanto en el caso cldsico, como
en el caso relativista, se toma como referencia (Sommerfeld A. , 1919). Para ello, se tiene en
cuenta primero un modelo atdmico con drbitas elipticas como se observa en la figura 1-A

Figura 1, A
Representacion del movimiento orbital de un electron en la orbita eliptica propuesta por Sommerfeld
Y

Nota. Diagrama coordenado para representar el movimiento orbital de un electron a partir de dos grados de libertad
(r,0). Elaboracion propia.

A partir de dicha consideracion entonces se procede primero del caso clésico, y luego se trata el
caso relativista. Para el caso clasico se tiene que la energia cinética es:

Ekin = Emvz

Cuya velocidad para una orbita eliptica viene determinada como:

Vector posicion: S = (r cos 6 ,rsenf)
ds : .
> U= prie (7 cos 8 — rOsenf ,7senf + r6 cos 6)
como para la energia cinética se necesita v>=v-v
- v? = (rcos0)* + (résen@)z — 2107 cos 0 send + (Fsen6)? + (16 cos 9)2 + 2707 cos 6 senf
. 2 . 2
- v? = (fcos 0)? + (rfsend)” + (7send)? + (10 cos 0)
.\ 2
- v? = ()%(senb? + cos 02) + (rf) " (send? + cos 62)
.12
- v? = ()2 + (1)
Asi la energia cinética y la energia potencial vienen dadas por:
1 N2
Ein = 5m ()7 + (r6)]
E.

ot —
p r

Donde en el término energia potencial la constante de coulomb K, se toma con un valor de 1.
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Ahora se tiene en cuenta que el momento se define en términos de la energia cinética como:
Py = dEkin
q d q

Entonces el momento radial p,. , y el momento “azimutal” pg como lo llamo Sommerfeld (gue
es lo que se conoce hoy en dia como momento angular), vienen dados por:

_ aEkin = mF

_ kin _ 2

=——=mr<“0
Po 50

Asi, la energia total para el electron, describiendo la energia cinética en términos de momento es:

1 , 1 1 é?
H=W = Exin + Epor = 5 () +ﬁ(P9) -

Ahora, a diferencia de Bohr, Sommerfeld no iguala directamente la expresion de energia total a
la expresion de energia de Planck, si no que hace uso de la mecanica analitica, para expresar la
energia total como la ecuacion de Hamilton-Jacobi, y a partir de ella aplicar las condiciones de
cuantizacion. De acuerdo con dicha formulacion, el momento en términos de la accion S, viene
dado por la siguiente expresion:

_ 0§
Por lo tanto, las dos componentes del momento quedan descritas como:
aS
br = or
oS
Pe =35

Que, reemplazando esta definicion de los momentos, se obtiene la energia total del electrén como:
2

W= 1 (as>2+ 1 <as)2 e
" 2m|\or r2\06 T

Ahora se organiza la ecuacion, para obtener la siguiente ecuacion de Hamilton-Jacobi para el
electron en una orbita eliptica:

2me? aS\> 1 /0S\*
22 [ 2] .

ar) " r2\a6

Con esta expresion, Sommerfeld ahora postula en su articulo de 1915, a lo que hoy en dia se le
conoce como la condicion de cuantizacion de Wilson-Sommerfeld:

fpkqu = nygh

Siendo k, la coordenada correspondiente a los distintos grados de libertad. La ecuacion generaliza
entonces las condiciones de cuantizacion del momento para sistemas con mas de un grado de
libertad:

%Pede =ngh

Y dado que en ausencia de torques externos el momento angular pgy se conserva:
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pefde =ngh

Que, para una revolucion completa, la integral de linea cerrada se convierte en:

Do dg = ngh
0

h
~Pe =Moo

Que es la cuantizacién del momento angular postulada por Bohr en 1913, solo que en este caso
Sommerfeld llama a ng como el nimero cudntico azimutal. Asi combinando esta expresion con
la definicion del momento en términos de la accion:

S h
96~ "2n

Que reemplazandolo en la formula de energia 1A:

, W+2me2_ (65>2+1( h)2
mn r  |\or r2 nGZn

. as .
Despejando 5S¢ obtiene:

as 2+ 2me? h?ny?
or m T 4r2y2

.., 08 . L S .
Donde como se describio 5, = br.y aplicando la condicion de cuantizacion, se obtiene:
'é prdr =n,h

as
- Edr =n,h

2me? h?ny?
- %\/ZmW + T an2,? dr =n,h (24)

Para resolver la integral (2A) Sommerfeld propone las siguientes abreviaturas:

A=2mW

B = me?

C= —hzngz
412

De forma que la integral a resolver, es para una orbita completa siendo 73,4, V Tmin 10s puntos

mas lejanos al nucleo:
Tmax 2B C
f A+—+ ) dr
Tmin r r

La solucidn a dicha integral, Sommerfeld la realiza por medio de un método denominado "método
de integracion compleja” (Sommerfeld A. , 1919), donde su solucién viene dada por la siguiente
expresion:
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Tmax 2B C B
f /A + =24 Zdr = —2mi (VT - ) 38)
Tmin r r \/Z

Por lo tanto, volviendo a las variables originales se obtiene:

2me?  h2ny? Tmax 2me? h2ny? ( hng  me?
jg 2mW + ——dr=f 2mW + ———=dr=-2ni|-i— - —
r 4m2r2 r 422 21 2mw

Tmin

Entonces:
2me? h?ny?
f 2mW + — W dr = Tlrh
o hng  me? \ L
—cLTl _lﬁ_ W =ny (44)

Donde despejando W de (4A), se obtiene la energia total clasica para un electron:

2m*me* 1 B 2m*me* 1
hz  (ng+n,)? hz  (n)?

w=-—

Ahora, como se describid en el capitulo 1, esta energia no dio cuenta de la estructura fina, por lo
cual se tiene que hacer uso de la relatividad para poder dar cuenta de dicho fenémeno. Esto se
hace teniendo en cuenta que la energia cinética relativista mas la energia potencial de un electron
en una Orbita eliptica para el electron es:

,( 1 Ze?
W=myc*| ——=-1|——
1-p2 r
. 1
Se procede a despejar el factor i
1 w Ze? W+ (Ze?/r
— — M + 1

M 2 2T 7T 1 2

1-— BZ mycC myc-r mgoC
De forma que de acuerdo con la velocidad y momento para una orbita eliptica como se mostro
para el caso clasico, se tiene:

v? (1'*)2+(r9)2_ 1 1
B =5 = (0 + 2 pe?)
. .. . my . .y i
Que teniendo en cuenta la masa relativista m = i la anterior expresion queda;
1 1
B? = m(Prz +ﬁpez) (1-p%
0
B? 1 ( , 1 2)
TA-pD T cmg? P Tl
. . B? .. 1 .
Ahora se deja el termino a5 N términos del factor i asi:
Y S ik SR S et SN SNSRI SURNPUR SRS SR
1-gy -B-1D --1D --1D B*-1 B*-1 -(1-p3 1-p?

1 1= 1 (2+1 2)
1 _Bz - szoz Dr r2 Po

=
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LS Y ( 2y L 2)
- = —
1— B2 c2my? Pr r2 Po

I 1 +—1 ( Z+ 2 2)
d = =
)4 1 —32 szoz br r2 Pe

. e e 1 w+(ze?/r)
Por lo tanto, se puede igualar con la expresion inicialmente encontrada i = + 1:

1-32 moc?

W+ (Ze?/r) 1 1
w1t

mgyc? c?mgy?
2
W+ (Ze?/r) 1
2 ) =1+ (P + =107
( myc? c?mgy? Pr T i2Po

Donde se retoma la definicion del momento en términos de la accion, al igual que en el caso
clésico, por lo cual:

W+(Zez/r)+1 2_1+ 1 (as)2+1
myc? B c?my? \\or r?
W + (Ze?/r) 2 1 aS\2 1 /8S\?
2 ) -1 (5) +=(5
myc? c?my? \\or r2\d6
W+ (Ze?/r 2 aS\: 1
c2m,? <M + 1) — 2my? = ((_) +=

myc?

2 2 2 2
g2 <<W + (Ze /r)> N 2(W + (Ze?/r)) N 1) iy = < a_s> N

myc? myc?

w VA 2 2 65 2 1 65 2
(+C—2e/r)+2m0(w+(ze2/r)) - <(§) += %)

as\* 1 /9S\* 2moZe? 1 Ze?
- +— =2m0W+ r +C_2 W+ —

or r2\06 r
Y se aplica la cuantizacion del to angular para 2> = 1 -
se aplica la cuantizacion del momento angular para 75 = Ny 5
(65)2+1< h)2‘2 W+2m°Z€2+1 W+Ze22
or 2\ o) T Mo c? r
(65)2 W + 2myZe?  h?ng? N 1 W Ze?\?
->|—] = — — —_
or o r 4m2r? - ? r
aS oW+ 2myZe?  h’ng? N 1 W+ Ze?\’
- —= — — _
or o r Am?r? - c? r
Se aplica ahora la cuantizacion para el momento radial:
aS
—dr =n,h
5 dr=nr
2myZe? h?ny? 1 Ze?\?
—>j€ 2myW + " _4n2r2+c_2 W+T dr =n,h

De forma que se pueden organizar los términos de la raiz, asi:
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2moZe? h?ng? W? 2WZe? Z?%e*

2mgW +

r 4m2r? - 2 c?r c?r?
Y se proponen las siguientes abreviaturas:

2

A=2moW +—
,  Wze?
B =myZe~ + 2
h?ng? Z%e*
C4m? 2

| 84

Que, reemplazandolas dentro de la raiz, se obtiene asi la misma integral (3A), por lo cual tiene la

misma solucion:

Tmax ’ 2B C B
A+—+—=dr = 2mi|-—VC ——
J;min + " +r2dr m( Ve \/Z)

- —2mi (—\/_ - %) =n,h

Que volviendo a las variables originales se obtiene:

] i Vo
\ e+ )

Para poder despejar W de esta expresion se requiere factorizar los siguientes términos:

w
=myZe? (1 + 2)
myc

w2 w w? 2w
_ 2 2 _ 2,2
_C—2+ 27cm0 + (myc)” — (myc)” = my“c [(W-l_m-l_ 1)— 1]
w 2
—mzcz[( 2+1> —1]
myc
h?ng? z? e*4m? h?ng? z
t =— 1-—————)=—f———|1—-——a
412 ng? c?h? 472 ng?
Se ve que, de la factorizacion del ultimo término, se obtiene la denominada estructura fina:
B e?2m 3 e?
*= ch ~ ch

Por lo tanto, se reemplazan los términos factorizados para obtener W:

Ze? (1 +£)

hn z?2 2
| 20 [ )
2 Ng
c J[( w

=n,h

2
W—}_l) —1]
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2 2miZe? (1 + W
< z ) moc?
— | —hng 2)+

1-— =n.h
ng? “ w 2 r
c [( >+ 1) - 1]
myc
2miZe? (1 + mWCZ) 2
- 0 =n.h+ hng (1——2a2>

2 Ng
ey -
moc
w
2miZe? <1+ >
- Moc? =h<n +n <1—ia2>>=h(n + (nz—zzaz))
] T 6 a2 T 6

- = (nr + 4/ (ng? — zzaz))

- o 7 - (nr + (g2 — zzaz))
2
e [ty -1
MoC
aiZ (1 + mWCZ)
- £ = (nr +/(ng? — zzaZ))
w 2
J (1) o
aiZ (1 + mWCZ)
- £ = (nr +/(ng? — zzaZ))
2 -2
[t ) o ()|
0 0
aiZ
- = (nr +/(ng? — zzaz))
-2
j 1 (1) ]
myc
_aZZZ
- v — = (nr + ./ (ng? — Zzaz))
~ (e 1
w -2 — %72
->1- +1 =
(m0c2 )
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w 2 a’z?
- ( 5+ 1) =1+ 5
Mo€ (nr +/(ng? — zzaz))
-1/2
a’z?
- s+1=(1+ >
MoC (nr + ./ (ng? — Zzaz))
-1/2
2 a’z? 2
W =myc* |1+ —mgyc

2
(nr + ng? —zzaz)

Que es la energia que da cuenta de la estructura fina en el modelo de Sommerfeld. Esta expresion
se puede expandir en series de potencia de la siguiente forma:

A.2. Expansion Binomial de la formula de Sommerfeld

Aplicamos expansion binomial

n nn—1) ,
(1+x) =1+nx+Tx +-

— llamando al termino L= n,. + \/ng? — z%a?

L N — N . z2a? N ) 1z%a® 1z%*a*
-L=n ng® —zéa*=n,+n - =n,+n ———
T 6 T 6 Na?2 T 0 2 Tlgz ) 7194
n=n,+ng
L N — N 1z%a? 1z*a* 1z%a? 1z*a*
-L=n ng? —zéa*=n,+ng —= - = —=n—= - = —--
" 0 T2 g 8 ngd 2 ng 8 mnyd
Ahora se realiza lo mismo con el término de la energia:
2 1
1+ a’Z” il
@

2
(nr + \/ng? —Zzaz)

2727171/2 272 4,4
a“Z la“Z* 3z%a 1 3
1422 | 1222 2 1272172 4 2 At e
—>[+(L)2] sty t Sa +gztatl T+
Entonces:
2 1z%a? 1z*a* 2 B ) 1z%2a? 1z%*a* 2
—\"72 ng 8 ngd —\" 2 nng 8nng3
1 1z%a%> 1z%*a* 2
"~ n? 2 nng 8nng3
2 _1[ 122 1za* |7 1[ 2 320
"~ n? 2nn, 8nngyd n2 nny, 8n?ng®
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4= 1z%2a? 1z%a* _4_ ) 1z%2a? 1z%*a* N
“\"72 ng 8 ngd —\" 2 nng 8nng3

1 1z%2a? 1z%*a* i
T ont 2 nng 8nng3
e 1 1 1z%a? 1z%a* _4_ 1 1+222a2+10 z8a®
" nt 2nng, 8nngs T nt nng n2n,y®

Por lo tanto, se tiene que:

a2z2] ? 1 3 1 1 22a® 3 z8a®
- [1+ ] =1—ca’Z’L? + -zl =1 —sa?Z? {—[1+ + ——]}

(L)? 2 8 2 n? nng §n2n96
3 , .01 z%a? z8a®
+-z%a*{—|1+2 + 10 -
8 n* nng nng®
1
- atz? 2 1a%7? 3 qlbz16 N N 3z8a® N 15 z32q3?
(L)? 2 n? 16 n*ngy® 4n°ny 4 n8nyb
- a?z?| M? 1a%7? 3 qlbz16 . 3z8a® . 15 z32q3? N
ﬁ — —_ — — [— —_— — — — — e
(L)? 2 n? 16 n*ng®  4n°n 4 nBngy®
0 9 o
dad ! 4 ! 2.8-107°
~ — = — — 0~ 8-
adoquea =137 7 % T 352275361
Asi a® al®, - son factores muy pequeiios, Por lo tanto, si se toman los primeros

términos, la formula w se puede escribir como:

1mgyc?a?z? 1m0c2a4’Z4(n 3)

2 n? 2 n* ng 4
Como:
e*4m?
a? = ——
c2h?

Entonces la energia W es:
1mgyc?e*4n?z? 1myc?a*Z*/n 3

2 n22h? 2 n* ng 4
2n*mye*Z? 1myc?a*Z*/n 3
W=~ - 2n2 o 2 <_ - _>
n<h 2 n ng 4

Que para el hidrégeno z=1, se obtiene la misma expresion clasica mas unas correcciones
relativistas como se explico en el capitulo 1.

2mime* 1 ‘ a0 clasi
- = ————
w Wz ()2 (Energia clasica)
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3
— ——] +-- (Energia relativist
- 4) (Energia relativista)

. 2n?me* 1 . , , .
Donde muchas veces, el termino — 22 correspondiente a la energia clasica, se suele
expresar como:
2m?moe* 1 myc? a?
n hz  nZ? 2 n?

Recordando que se esta trabajando con la constante de Coulomb K=1.

B.1. Forma de obtener la ecuacion de Klein-Gordon
para una particula libre

La forma maés elemental de obtener la ecuacion de Klein-Gordon para una particula libre, parte
de plantear el problema de valores propios:

HY = Ey

Donde se tiene en cuenta que, para una particula libre, esto es, sin potencial V, el hamiltoniano
relativista, viene dado por la expresion de energia total:

H? = (Pc)? + (mc?)? » H = \/(Pc)? + (mc?)?

Ahora, teniendo en cuenta que las variables dinamicas vienen dadas por los siguientes operadores:

72=A
P = —ihV
E—'ha
%

Entonces se obtiene que al reemplazar en el hamiltoniano se obtiene:

- /(=ihVCc)2 + (mc2)2y = [ih%] )

aZ
—h2c? Ay + m?ctyp = —h? —atlzp
Ecuacion en notacion relativista

Teniendo en cuenta la ecuacion anterior, se obtiene que, para pasarla a notacion relativista, se hace
uso de las unidades naturales. Esto es: i=c=1. Por lo tanto, la ecuacion queda como:

0%y
—Alp+m2¢=—ﬁ
62
2 —
—Al/)+m lp‘l‘ﬁ—o

Ahora, teniendo en cuenta, que en relatividad la generalizacion del operador laplaciano, viene
dada por el operador llamado d ’Alembertiano, que se define en unidades naturales como:
02
O=—-—-4
ot?
Reemplazandolo en la ecuacion, se llega a:
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> @+m®)Yy =0

Que es la ecuacion de Klein-Gordon en notacion relativista.

B.2. Ecuacion de Klein-Gordon para el atomo de
hidrogeno

Se parte del hamiltoniano para la particula libre primero, con la ecuacion independiente del tiempo:

Hy = Ey
Donde el hamiltoniano H: es la energia total relativista del electron, mas la energia potencial gV
debido a su interaccién con el proton:

V(PO + (M) + qVyp = Eyp
- ((E-qV)? — p*c®)y = m?c*y
Ahora se reemplaza p por su respectivo operador, y ¢ = —e que es la carga del electron:
- ((E+eV)? — (—ihV)2c?)yp = micty
- (E+eV)2y — c?(—ihV)?yp = m2c*y
- (E+eV)2y + c?2h24y = m2cty

Reemplazando ahora el respectivo potencial de Coulomb:

R
4meyr
2
- (E+ ¢ )2 + c2h? A = mPctyp
4meyr

Donde recordando que en el sistema internacional de unidades la constante de estructura fina es:
2
e

a =
4meghc
Se reescribe de la siguiente forma, para poder trabajarla mejor:

- (E+@ )Y + c2h% Ay = mPicty
" heca
- =R Ay + mictp = (B+—— )"y
B.3. Solucion de la ecuacion de Klein-Gordon para la
energia del atomo de hidrogeno

Primero, se reemplaza el termino laplaciano en esféricas, dentro de la ecuacion de Klein-gordon,
el cual es:

A_18<26>+ 1 6( (9)6)+ 1 0?2
~rzar\" or r2sen(0) 00 SemY) 59 r2sen?(0) d¢
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Y haciendo el algebra respectiva, reemplazando dicho laplaciano en la ecuacion de Klein-Gordon
para el atomo de hidrogeno, se llega a la siguiente ecuacion:
2,2 .2
i (rz 6_1,[)) _r'mfc
or or h?

61/J> 1 0%y

d
sen(6) 96 (sen(@) 90)  sen?(0) 9¢

Pt Sy

re( —+-— = -
hc r

Y se resuelve de forma andloga a cuando se soluciona la ecuacion de Schrédinger para el atomo
de hidroégeno, (dentro tépico de mecdnica cudntica 2, dictado por la linea 2: la enserianza de la fisica y
la relacion fisica matemdtica, de la licenciatura en fisica de la universidad pedagogica nacional,
realizamos dicha solucion con la profesora Sandra Avila, por lo cual, los procedimientos mencionados a
continuacion aprovechan dichas soluciones). Donde la parte angular de la ecuacion es una ecuacion
cuya solucion es bastante conocida y son los famosos armoénicos esféricos. Por lo tanto, lo primero
que se propone una solucion por separacion de variables de la forma:

Y, 0, 9)=R(1) Vi (6, 9)

Con: Y, (6,¢9) = los armoénicos esféricos, que tienen las siguientes imposiciones, para los
numeros [ y m:
-l<m<li
[=>0

Ademas, se sabe que los arménicos esféricos son las funciones propias del operador L? cuyos
valores propios son: A2l(l + 1). Por lo tanto, para que dicha ecuacion diferencial se cumpla,
ambos lados deben ser igual a una constante, que se impone igual a K=[(l + 1), para que de esta
forma al reemplazar:

0 OR()Y;m (0, 9)\ 12m?c? E «
— | 2 _ 20 1 2N2

1 9 dR(1) Vi (6, 9) 1 9%R(r) Vi (6, 0)
sen(0) a0 (S 06 ) ~ sen? (@) dp

= I(l+1)=-

Donde, aplicando las respectivas derivadas, y separando las funciones se llega a las dos
ecuaciones:

0
sen(6) 06

+ 1L+ 1Y (6,9) = 0 (A.1)

<Sen(9) a0 Y (6, <0)> 1 0%Y(6,9)

20 sen?(0) 310

19/,0 E a* m?? I+
5 (P50t (et 7) ~ T - RO =0 R

Donde la primera ecuacion (A.1) su solucion como se describio previamente, ya se impuso,
porque era una solucion conocida que son los armonicos esféricos. Para la solucion de la segunda
ecuacion, que es la radial (R.1), se requiere de unos cambios de variable particulares, y es la
solucion a esta ecuacion la que permite determinar los valores propios de la energia E del atomo
de hidrogeno para la ecuacion de Klein-Gordon. Dicha solucion se hace, teniendo como referente
la solucion que se presenta la revista de investigacion natural en ciencias fisicas de los fisicos
Wolfgang Fleischer y Gerhard Soff (Wolfgang Fleischer, 1984), y el archivo de video del fisico
Sam Dietterich (Dietterich, 2018).

16(26)+(E+a>2 m?c? l(l+1)R o
r2or " or hc r h2 r2 (r) =

Haciendo los siguientes cambios de variable:
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R= u
T
ﬁ _, (m2C4 _ E2)1/2
B hc

Llegando, luego de reemplazar y expandir a:

d? 2ti+i_g2-1 2Ea B2
da: Z g, 2Ex 7 _
dr? r2 her 4

2
Ahora se hace u = (l + %) — a?

1
d2 u*—7 2Ea B2

drz  r2 hcr 4

Dividiendo por 2 y aplicando un nuevo cambio de variable:
2E
p=prid=izwip) =u()
Se llega a la siguiente ecuacion diferencial:

, 1
d? u—z+/1 1 () =0
d?~p? T p a|"¥ T

Dicha ecuacion diferencial se soluciona proponiendo soluciones asintoticas, esto es, mirar la
forma que toma la ecuacion cuando:
p — ©
p — valores pequeiios

Donde para p — oo, la ecuacion tiene el siguiente comportamiento:
2 1 () = 0
—_——lw e
dp? 4 P
Que es una ecuacion diferencial de segundo orden sencilla, con solucion de la forma:
w(p) = /2

Por otro lado, para p — valores pequefios, se tiene que la ecuacion tiene el comportamiento:

1
2
dZ U _Z O

Que es una ecuacion de Cauchy Euler, cuya solucion para que se normalizale es:

1
w(p) = pz*#
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Por lo tanto, la solucion de la ecuacion diferencial inicial, luego de los analisis asintoticos, debe
ser de la forma:

1 P
w(p) = pz e 2v(p)

Donde v(p) es una funcion que determina la solucion total, y debe tender a 1, en los casos limites.
Para encontrar v(p), se reemplaza w(p), en la ecuacion diferencial:

d? #2_% 1] 1 P
PR - 7|7 e ) =0

A
p
Donde luego de hacer el algebra, y calcular las derivadas, se llega a:

(1 >1 (1+M)1@+dv d?v(p) 2
2

—tu|l—v-—-2 - ———————v=0
2 p pdp dp dp* p

Que haciendo nuevamente los siguientes cambios de variable:

1
bz(z+y—/1>;d=2u+1

Se llega a la siguiente ecuacion:

dzv(p)+(d 1)dv b

——Zv=0
dp? p dp p

Esta ecuacion diferencial debe ser solucionada por series de potencias, cuya solucion es de la
forma:

oo

v(p) = Z ¢ip’

j=0
Calculando las derivadas y reemplazando en la ecuacion diferencial se obtiene:
Z[j(f + Dcjpr +dG + Dcjyq — jj — bcj] pi~1=0
j=0

Donde Ia tinica parte que se puede hacer igual a cero es:

[](] + 1)Cj+1 + d(] + 1)Cj+1 —]C] - bC]] =0
Despejando ¢jy1:
_ j+b
TG DA+ D)7

Reemplazando j = j — 1, se obtiene entonces la siguiente formula de recursion:

j—1+b
C. = T —— C—l
TjG-D+jd”
Donde para que la solucion sea convergente debe haber un j,,, 4, en el cual la serie termine, y por
lo tanto que en el siguiente término de la serie: jpyqx + 1, €l valor de ¢; sea cero:
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— jmax +b i
Jmax + 1+ Umax + 1)d

0
Es decir que:
Jmax +b =0
Ahora, j,q, debe ser algiin nimero entero no negativo k de la serie:
k+b=0

Reemplazando b:

1

E + H— A+k=0
Reemplazando u y A:

(l+1)2 L
2) T8 TR T T

_ (m2c4_E2)1/2
=2 he ’

N[ =
+

Donde:

Por lo tanto, despejando E, se obtienen finalmente los valores de la energia que solucionan la
ecuacion:

moC

2
1+ a .

<k+%+ (l+%)2—a2>

Donde como ya se sabia, de acuerdo con la formula de Sommerfeld, dicho valor de k debia estar
relacionado con el numero cuantico principal n y con el numero que se conocia como n,.:

De forma que, teniendo en cuenta los valores que podian tomar dichos numeros, y de acuerdo con
los datos espectroscopicos, se selecciond:

k=n-1-1
Obteniendo finalmente la energia para el atomo de hidrégeno con la ecuacion de Klein-Gordon:
-1/2

myc? a?

Ey = =myc? |1+ .

a? 1 132
+ _]_= =) _
( ) - )2 <n l 5+ (l+2) a2>

n—l—-5+ (l+%) —a?

Donde los valores que puede tomar n deben ser enteros para que k sea un entero. Ademas, de los
armonicos esféricos se sabe que [ = 0,1,2,3, ..

-n=k+1+1
Donde para un valor fijo de k sé que ve siempre:

n=>1l+1
Por lo tanto:
[<n-1
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B.4. Energias y densidades de probabilidad negativa de
la ecuacion de Klein-Gordon

Para ver como la ecuacion de Klein-Gordon se satisface para energias negativas, se parte
recordando que se esta trabajando con c=h = 1:

@+m*)yY =0
1 92 A
c?ot2
62

0=

Se supone la una solucion de forma de una onda plana:
l,[)(t, f) — e—i(kx—wt)
Donde para una onda aplicando las relaciones de: de Broglie se tiene que:

p px — 2nuht px — Et
(kx—a)t) = (EX'ZT[Ut) = ( A ) = ( A ) = (Et - px)en unidades naturales

Ahora del cuadri-vector momento y posicion:
p=(E,p)
x=(t, X)

Entonces:
p-x = (Et —px)

Por lo tanto la onda se reescribe como:
Y(t,X) = e"PX
Donde se calcula por simplicidad en 1 dimension las derivadas:

9%y _

o =
0%y
A=Gm =Y

92
<ﬁ —A+ m2> Y=0
- —E* +p*p+mip =0
E2p = (p? +m? )
Esto implica que v satisface:

> E?=p%?+m?
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- E = +./p?+m?
Es decir, energias tanto positivas, como negativas.

Lo anterior, es la base para demostrar las probabilidades negativas, donde se parte teniendo en
cuenta que, la corriente de probabilidad se define como:

Loy oY
J= Wt W
Calculando, su derivada espacial:
aJ 0%y 9%y*

o W tWos

Pero la ecuacién de Klein-Gordon en 1 dimension es:

aZ
<——A+m2)lp=0

ot2
2y, 9%
o MVt

Remplazando en la derivada espacial de la corriente de probabilidad:
o . 5, 0 : 2. O (0% Ry
a—‘w<m¢+ﬁﬁ>“¢G“P+aa =\ Ve

o] [, 0% 0%y
5‘_«¢5§_¢a%>

Ahora se hace uso de la ecuacion de continuidad en 1 dimension:

dp 0]
at  ox

op_ (0% 9%y
*a—«¢arwa%

Asi la densidad de probabilidad es:

Y ya se vio que para una particula libre, se tiene una solucion de la forma:
Y(t,X) = e~ Px
- ¢*(t, )—5) — eipx

con: px = (Et — px)

oY
- — _iE
~ g0 T Y
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o _
_)W_I'Elp
0 oY*
_)p_l(l/, S a_l/;) i(—iEY™y — iEYy”)

Y = e Xpipx — 1
= i(—iE —iE) = —2i*E = 2E

Es decir que depende de la energia E, que puede tomar valores positivos y negativos, permitiendo
dicha ecuacion de Klein-Gordon, soluciones con densidad de probabilidad negativa.

B.5. Perturbaciones para obtener la estructura fina en
una primera aproximacion

La teoria de perturbaciones en general es un capitulo propio de muchos libros de mecanica
cuantica, por tanto, a continuacion se tiene en cuenta dichos calculos en la notacidon actual,
realizando una combinacién con los resultados obtenidos en los trabajos originales de los fisicos
nombrados en la seccion 2.4. Para ello, la primera correccion al hamiltoniano viene dada por la
introduccion de una correccion de primer orden debido a la energia cinética relativista:

T = Erorar — Moc? = \/pc? + (myc2)? — myc? = myc l s + 1 - 1‘
w‘ mo

Donde teniendo en cuenta el termino : (—) + 1 el cual se puede expandir como:

myc
1 1 1
1+x)1/2 =1 —= —x3—
(1+x) +2x 8x +16x
c\2]Y? 1/ pc c c
] B - e -
mgc 2\myc 8 \myc 16 \myc

Como se busca la correccion en primera aproximacion, se toman entonces solo los 3 primeros
términos, por tanto, la energia cinética queda descrita como:

1/ pc 1/ pc\* p? p*
T = / I 1+ (= )——(—)—1=———
oc? moc ‘ Moc? 2 \myc 8 \myc 2my 8m3c?

_p° p*
- 2

2m, 8m3c

Donde teniendo en cuenta que en mecanica cuantica, p, es un operador:
A2 ~d

L

2m, 8m3c?
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A4
Donde se llamaa: — #, como H, por ser la correccion de primer orden al hamiltoniano debido a la relatividad
De acuerdo con la teoria de perturbaciones, que ya se habia establecido desde 1924, se establece
que, para sistemas no degenerados, la correccion a los valores propios de un hamiltoniano, esto
es la energia, viene dada por la siguiente expresion:

1
= (Hy) = Wl ) = — o5 Plp )y = (1,11|}32 PPIY) = — 5 (allb)

donde: (al| = (Y|p?; |b) = p2|y)

Ahora, la formula anterior se puede aplicar aun cuando el 4&tomo de hidrégeno es claramente un
sistema degenerado de acuerdo con la ecuacién de Schrodinger; sin embargo, dado que el
operador p? conmuta con el operador L? el cual tiene funciones propias que no tienen
degeneramiento, entonces al tener funciones propias en comtin dada su conmutatividad, el método
se puede aplicar para esa primera correccion sin ningun problema.

Continuando con el método, entonces hay que hacer actuar a los operadores sobre sus funciones
propias, de la ecuacion de Schrodinger se tiene entonces:

A2
T [9) + V) = Ealtp) > 52[) = 2mlE, = V(D))

[— W) = @Ip* = WI2mlE, — V()]
pues: p, V(1) son herméticos.

1 1
B = = g ) = = s W2mIE, — VDI2mIE, ~ VI = ~ 5 WIIE, ~ V)RI)

—%(Enz — 2E,V(#) + V3())

El=-—
— S 2mc

1
(B = VAPI) = = 5 (B = V(DI =

—)E}:—

s [B? = 2BV (7)) + (V2()]
Porque E,, son los valores numéricos de la energia del &tomo de Bohr pues son los que solucionan
la ecuacion de Schrodinger.

e’ 1
Ah dand V() = —=
ora recordando que: V (#) yr—
E} E.,* - 2E e’ <1>+ e 2<1>
- = — - — —
" 2me2| " "4y \F 4me,) \F2

. . 1 1
Asi pues, se necesita entonces los valores esperados de: =YV los cuales se pueden calcular por

distintos métodos, y ya desde 1926 como se puede observar en el articulo de Heisenberg
(Heisenberg & Jordan, Application of quantum mechanics to the problem of the anomalous
Zeeman effect, 1926) estan dados por:

<1> e’m 1

#?l  4meyh? n?
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<1> e’m 2 1
‘Pz 47'[80

L+ —)n3

gl 1 £ 2% oF e \’m 1 N e \*'m2 1

- = — — —_— —=— _

" 2me2 [T "\dmey) h2n?2 \4me,) h* L+ l)ng
2

m [ e? \* 1
Recordando la energia de Bohr : £, —

~2n2 dmte, ) n?
. 52 _4p?ep2 0 E.)? | 4n 3 2E,%[ n 3
- Ly = — 2 |Fn T n n == 52| 1 — ==\ "7
2mc (l+%) 2mc (l+%) mc (l+%) 4

Y por lo tanto la correccion a la energia, debido a los efectos relativistas de primer orden es:

Correccién debido al acoplamiento Espin-Orbita

Recordando que Thomas encontrd en 1926 que para explicar el acoplamiento espin-orbita, era
necesario aplicar ciertas correcciones relativistas y de acuerdo con la expresion (2,6) teniendo en
cuenta la relatividad, la energia potencial del electron que se agrega al hamiltoniano debido a ese
acoplamiento espin-orbita es:

1 av

U=
( rdr
Donde V denota a la energia potencial del sistema ligado:
2 2
e dv e
=
Amegr  dr  Ameyr?

Entonces, la correccion al hamiltoniano debido al acoplamiento espin oOrbita es:

H (g - 1) (-) —>) 2
E= 4meyr3
g = 2 segun Thomas

H © __(5.T)
- =——(S-
E=0 ™ 8regm,2c2r3

Dado que el método mas sencillo para aplicar la correccion a la energia es el método de
perturbaciones de primer orden, se hace necesario entonces expresar los operadores S-L en
términos de operadores que tengan valores propios conocidos, esto se puede hacer teniendo en
cuenta que:
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Por tanto, el hamiltoniano de correccidon queda descrito como:
2
e 1. . A
Hp-o = 5= 5 J* — [* = §7]
Por tanto, la correccion a la energia viene dada por:
2

—0:<HE—0>—6— < >(]2 I? )

8meym,2c? 2

Donde gracias a la eleccion anterior, se conocen entonces los valores propios de cada uno de esos
tres operadores, y por tanto calcular sus valores esperados es sencillo, pues:

1) = 1 + D)
I2) = R1(L + Dlp)
$21p) = h2s(s + D)
S (2 — 12 — §2) = (j2) — (12) — (§2) = R2[jj + 1) — 1L + 1) — s(s + 1)]

Ahora, teniendo en cuenta que el valor de espin siempre es de
1
+ 5/ entonces:

UZ—Z2—§2)=hz[j(j+1)—l(l+1)—%(%+1)]=h2[j(j+1)—l(l+1)—%]

Y por otro lado el valor esperado de r% que como se describid previamente se calculd ya desde
1926, y se puede hallar por distintos métodos, y viene dado por:

1, 1
=

I(1+3)(1 + DnPay®

72 _g2 1
- E’}_O = (Hp-o) = 8megm, 8mwegm,2c? 2(]2 a )<f"—3>
e’ hz['(]'-l-l) l(l+1) 3] !
- 1y _ 2.
2,2
Bmegme?c? 2 P a4+ Ha+ mmsey?
h e?

Remplazando ay = o=
P " meca’ 4meyhc

L 1 h? c? me 3t
Fbo=(Hs0) =55 =[G+ D~ I+ 1) ——]
€ (l + 1)n3h?
2 N2 2,44
Teniendo en cuenta que: E,, = % (4; ) % = mcza nlz - E,* m‘;ﬂa
0

E,?

El,=——-. [j(/+1)—l(l+1)—§] —_—
Me¢ I+ +1)

La energia adicional debido al acoplamiento espin-orbita es;
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> 3
L En2 j(]+1)—l(l+1)—Z
EE—0=m 2 n 1
e l(l+7)(l+1)

Finalmente, entonces para hallar la correccion de la estructura fina, se suman las dos correcciones
a la energia mostradas anteriormente.

Correccion de primer orden a la estructura fina

La suma de las dos perturbaciones a la energia de primer orden es:

- 3
2E,%| n 3] EA| JG+D -+ -3

Ep+Ego=——7|—F—72 Ak
met {4 | mee I+ +1)
Para ello se tiene en cuenta que:
1
=1 =l+-
] +s t5 1
pues s=+ 5 pero el 4 ya se tomo en cuenta dentro de la ecuacion, y para el calculo tomamos s= 3
1
_)]_l+§
o1
_)l_]_i
1 3 3
A 2E, 2 31 Ep? (l+7)(l+7)—l(l+1)—q
Er+EE_0:_W[__Z]+m z|" 1
J e I+ +1)
3 [, 3 3
e 26,2 31, B | (PHgleg+yg)-r-l-3
Er+EE_0=_W[_'_Z myc? |" 1
J e I+ +1)
2E,*m 31 E.° !
B 4+ b o =-S5 5|+ 25—
me b e 1+ U+ D
2E, % 31 E,° 1
E;+Eg_0=_m_:2[__1] mnc 1
! 1 jG-3+D
2E,%mm 31 E° 1
Er1+15,}_0———”2[——Z " [n——
mc* Lj mecC j2+]§_
2E,%m 31 E° 1
E}+E,}_0———”2[—,—Z = :
mc* Lj mecC j2+}§_
" " —E,%[2n 6 n —E,%|2n 6 n
b0 = | T T | T e | T F
e ] j2_|_z e ] ]'2_|_7

_—E*|2nj2+nj—nj 6

myc? 4

f o2 i
] +2
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g2 _op 2
E}+E}_O=L”2 2_711_2 =i’;
meC j+3 mec

n 3

1 4
jt+3
Finalmente, entonces la estructura fina en primera aproximacion viene dada por la suma de la
energia sin perturbacion, mas las dos perturbaciones encontradas:

- 2E,*| n 3
Eef = Eponr + Er + Eg_o = _En_—z — 1" 12
mec*| . 4
J+ 7
mc?a? 1
Que para dejarla analoga a la expresion de Sommerfeld; E Y
p 2E,E,| n 3 2E,mc%a?| n 3 g E,a?l n 3
ef = TEnT 5 [T 17| T "EnT 2912 | TEnT T [T 17,
mMeC j+1 4 mec?2n j+l 4 n? iyl 4
2 2 2
E,a n 3
Ejp=—|Ep+ 2\ T 172
J+35

C.1. Forma de expresar la ecuacion de Dirac a partir de
las matrices Y’

. ., . . a a a .. 0
Teniendo en cuenta la ecuacion de Dirac: —ihc (al PP % + a3 a—z) Y+ azmcyP = Lha—lf

Primero se iguala a cero y se divide sobre ¢, obteniendo:

oy i Iy oy _
lh—a—+lh( 155 +a ay+a3a ) asmcyp =0

Ahora se multiplica toda la ecuacion por la matriz p; , y se tiene en cuenta la definicion de las
matrices ¥/ dadas en (3,19): ¥/ = p; - @;; ¥° = ps= a4, y las condiciones: {a;,a;} = 26;;1. Entonces se
tiene que:

10y 0y 0y 0y
P3lh—a +ih <P30‘1 a9 T P3%2 B + p3a3 E) — pzagmcyp =0
10 O o 61/)) ~
- ihy” 6t+lh( o —+y ay+y Fp Imcyp =0

Recordando que como es una ecuacion matricial Im = mc

10 d a

.. d .
Ahora se hace uso del operador relativista: d, = ~5 d; = d, = % 03 = Fy Obteniendo:

ax’ P)
ihy%0, + ih(yo, + y20,9 + y30;¢9) —mcyp = 0
- ih(y%0, + y10; + y2?0, + y3093;)Y —mcyp = 0
Y teniendo en cuenta el criterio de sumatoria de Einstein, la ecuacion de Dirac se escribe como:

(ihy“@u —mc) =0
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Que también, se puede escribir haciendo uso de la notacion de slash de Feynman, donde se define
el siguiente operador: d= y#9,. Y por lo tanto la ecuacion también se puede expresar como:

(ihd — mc)l,l) =0
O en unidades naturales haciendo: h = ¢c =1
(id —m)p =0

Asi mismo existen distintas formas de representar la ecuacion de acuerdo con las matrices que se
usen y que por supuesto cumplan con las condiciones que Dirac impuso. Donde todas las
representaciones, proporcionan soluciones equivalentes.

C.2. Solucion de la ecuacion de Dirac en el vacio:
particula con p=0

Dada la ecuacion de Dirac en el vacio:
(ihy”@u - mc)lp =0
Para solucionarla, se empieza corriendo los indices de 0 a 3:
ih(y%9, + y'o, + y%0, + y303)Yy —mcyp =0

Donde el caso mas sencillo es para una con p=0, esto es: 0,y = d,3 = 93y = 0. Ya que son los
tres operadores asociados al momento lineal de la particula. Se obtiene entonces que:

ihy%0, — mcyp = 0
Dicha ecuacion se suele solucionar por distintos métodos, donde uno de los métodos mas
. .. ., . F] .
intuitivos es verla como una ecuacion de valores propios, pues reemplazando a: a9, = %E , se tiene

que:
iy 2L e = 0 5 POinLp = meyp
ihy’——y —mcyp =0 - —P =
[PFT: 14 at
Y recordando que el operador de energia se define como: E=ih 30y recordando que ¥° es una matriz,

entonces se puede multiplicar a amos lados por (y°) ™2, obteniendo asi la siguiente ecuacion:
°)'me*Y =Eyp

Esta expresion es una ecuacion de valores propios donde E son los valores propios de la energia,
asociados a la matriz (y°) “1mc?; y ¥ son los estados propios asociados a cada valor de la energia.
De tal forma que al resolverse de forma explicita, recordando la definicion de la matriz y°:

1 0 O 0 1 0 O 0
o_(I O0ON_[O 1 O 0 on-1_[0 1 0 0
7’_(0 —1)_00—1 0 |77 =10 0 -1 0
00 0 -1 00 0 -1
Y por tanto la ecuacién en su forma matricial es:
mc? 0 0 0 Ya Ya
0 mc? 0 0 Yy | _ E Y
) =
0 0 -—mc 0 Ye Ye
0 0 0 —mc?/ \Yq Ya

Donde se observa que esta vez, los autoestados son de cuatro componentes, y son conocidos como
los espinores de Dirac. Asi pues, los valores y estados propios correspondientes a dicha matriz
son:
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E; = mc? posee dos estados propios: y; =

E, = —mc? posee dos estados propios: 3 =

Anexos

O O O R

My =

0

1

My = 0

0
0 0
0 0
1 0
0 1

Es decir, la solucidén a la ecuacion da como resultado, dos posibles valores de energia cada uno

con dos
analisis

autoestados propios, esto en un principio inquieto a Dirac, y como se puede leer en el
histdrico, fisicos como Heisenberg, lo criticaron por ello. Sin embargo, la interpretacion

fisica a la que lleg6 Dirac posteriormente, después de un arduo trabajo es la siguiente:

La solucion a la ecuacion de Dirac suponiendo que la particula en reposo es un electron,
da como resultado dos soluciones. La solucion correspondiente a E; = mc? describe al
electron una energia en reposo de mc?, el cual puede estar en dos estados
correspondientes 1, ¥ Y¥,, esos dos estados posibles en los que puede estar el electron
son su espin, lo cual se demuestra a continuacion.

La solucién correspondiente a E, = —mc? se puede interpretar como una antiparticula
del electrdn, la cual tiene la misma energia en reposo que el electron, pero tiene carga
eléctrica opuesta al electron, es decir, carga positiva. A dicha particula es a lo que hoy en
dia se conoce como positron. Y también tiene dos estados correspondientes Pz " 1,
asociados a su espin. Aunque el analisis a profundidad de como Dirac interpret6 y dedujo
la antimateria gracias a esto, requiere de un trabajo propio para ello.

Teniendo, en cuenta lo anterior, y aunque Dirac demostro la existencia del espin, a partir de su
ecuacion en un campo electromagnético. Los autoestados 4, Y5, Y3, P, se interpretaron como el
espin de la particula, ya que estos son autoestados de la matriz del operador de espin S, en su
forma cuatridimensional:

Pues cumple que:

1 0 0 O
¢ I, _Rfo -1 0 o0
Z-27% 210 0 1 o0
0O 0 0 -1
h
Sz¢1=§¢1
h
Szlpz:—il/’z
h
Sz1/)3=§1/)3
h
Sz¢4=—§l/’4

Es importante, describir, que la solucion anterior, es una solucion que se obtiene independiente
del tiempo, es por ello, que para describir la solucion completa de la ecuacion teniendo en cuenta
la evolucion temporal de Y, se toma la siguiente ecuacion sin reemplazar por el operador de

energia:

d
yoihalb = mc?y

De forma que al reemplazar y°, se obtiene que:
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.ha
l all’a
d Ya
lhawb =mC2 wb
L 0 2
_lh_lpc _lpd
—Lh 1,bd

Es decir, se obtienen cuatro ecuaciones diferenciales desacopladas de primer orden, donde si se
reemplaza por el operador de energia se tienen que cumplir las siguientes condiciones:

[E — mcz]wa =0
[E —mc?]p, = 0
[E + mcz]tpc =0
[E +mc?]y. =0

Es decir que si E=mc?, . * Y4 tienen que ser cero; y si E= —mc? 1, * 1, tienen que ser cero,
lo cual es consistente con la solucion hallada previamente. Asi pues, todas las ecuaciones
diferenciales correspondientes a cada componente del espinor de Dirac son idénticas para

P, N Py e idénticas paray, * Y.
0 —imczt
lh wa =mc 1[) - Py =Pya(0)e R

imc?

—ihglpc = mc?Pe > e =Pe(0)e 7

De forma que las soluciones mas generales, que cumplen con las condiciones de la energia
expuestas previamente son:

—imc? " (])- —imczt f]_) imczt g imczt 8
PO =ye(0et | o @ =@ | [iv® =we@e | ] [iv® = pa@e |
0 0 0 1

C.3. Invarianza de la ecuacion de Dirac bajo
transformaciones de Lorentz

Para realizar esta demostracion Dirac parte del hecho de que, si su ecuacion es la misma para dos
sistemas de referencia relacionados bajo una transformacion de lorentz, entonces se cumple que:

ihy*d, —mc)y = 0 »Para Z
u
(iny*9’, —mc)y’= 0 - Para Z’

Esto se hace ya que €l no conocia como transformaban sus espinores 1, por lo cual no se podia
unicamente relacionar ambas ecuaciones bajo una transformacion y verificar que efectivamente
era la misma. Asi pues, lo que si se sabia era que sus matrices y* estan formadas por valores
constantes, y por lo tanto para dos observadores z y z” estas no cambian. Por otro lado, el operador
d,, transforma de la siguiente manera:

Dada la transformacién de un cuadrivector x# — A*xV entonces:

d d
) ==—= -»ad,=A9", - a,=A%0"
Iz 7 v v&u Iz nev
axt  9Axv
Ahora bien, se propone que cual sea la transformacion de Lorentz dada por la matriz A , el espinor
transforme a partir de una matriz de transformacion S(A):

Y =Sy
Por lo tanto: 1 - S(A)~1y°
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Ahora se busca que relacion debe cumplir la matriz S(A) que transforma el espinor; de forma que
efectivamente al transformar toda la ecuacion, esta sea invariante bajo dos observadores zy z’.
Para ello se reemplaza en la ecuacion para el sistema no primado las dos relaciones:
a, = A0,
¥ > Sy
(iny*9, —mc)y = 0 - (ihy* 450", —mc)S(A)™ Y =0

- (ihy* 43,07, S(ND)™F —meS(A) )Y =0
Donde se propone que la matriz S(A) no cambie en el espacio-tiempo:

- (ihy*A5S(A) 719" —meS(A) )Y =0
Dado que AY son valores, se puede correr sin ningtin problema:

- (inAy*S(A) 719", —meS(A) ™ )Y =0
Multiplicando a ambos lados por S(A):

(inA}S(MDyHS(A)~10%, — meS(D)S(A)™ )Y =0

Por supuesto: S(A)S(A)™1 =1
- (irALS(A)Y*S(A)710, —me)yp =0

Y para poder comparar esta ecuacion con la del sistema z” se realiza el cambio de:
vVou
p—v
- (inALS(A)y'S(A) 19", —mc)Pp =0
Comparandola con la ecuacion del sistema z”: (ihy”a'u - mc)t/) "= 0, se tiene que para que

sean iguales:
A,S()y*s~ =+

Donde esa es la relacion que debe cumplir S(A), que normalmente se puede reescribir como:

Multiplicando por izquierda a ambos lados por S(A)™1:
LSSy S~ = S()HyH
> AGyrS)TH = S(A) Ty
Multiplicando por derecha a ambos lados por S(A):
AGyYS()TIS(A) = S(A) TS (4)

AyY = S(A)~1yrs(A)

Donde es importante describir nuevamente el significado de dicha relacion. Esto es, que para una
transformacion de Lorentz A dada; la ecuacion de Dirac sera invariante siempre y cuando exista
una matriz S(A) que transforme a los espinores de Dirac, y que dicha matriz satisfaga la relacion:

Ay = S()~yEs(A)

Por ejemplo: Si hay un sistema de referencia z en reposo con respecto a otro sistema de referencia
z’ que se esta moviendo a velocidad constante en direccion del eje z, ambos sistemas se relacionan
por la matriz de transformacion AY. Y los dos sistemas de referencia “ven” la misma ecuacion de
Dirac, ya que existe una matriz de transformacion S(A) que transforma el espinor del sistema
primado como: Y° = S(A)Y. Donde para la transformacion descrita dicha matriz es:



Anexos | 106

JE —=1Ipl 0 0 0 \
S(A)_T% 0 JE +1pl 0 0
\ 0 0 JE +1pl 0 )

0 0 0 JE—=1pl

siendo E y p la energia y momento del observador en movimiento en direccion del eje z.

Donde la matriz S(A) se construye a partir de la transformacion de Lorentz dada. Dados los
alcances del presente trabajo, no se presenta la demostracion detallada de la obtencion de dicha
matriz; no obstante, se proporciona la referencia pertinente para explorar con mayor profundidad
este aspecto: (Lancaster & Blundell, 2014).

C.4. Densidad de probabilidad de la ecuacion de Dirac

Dada la ecuacién de Dirac: —ihc (al Py )1,[) + aymc?yP = hi—lf con i=1,2.3. Lo que se realiza

es encontrar una expresion que permita deducir la forma que toma la densidad de probabilidad, a
partir de una expresion ya conocida, tal como la ecuacion de continuidad que esta relacionada con
la conservacion de la probabilidad.

Para lograr lo anteriormente descrito, se inicia multiplicando la ecuacion de Dirac por el espinor
conjugado por izquierda, esto es:

—thtpTala—w+mcztp’f¢x4¢ lhl[)-l- ¢

Luego se toma el conjugado de la ecuacmn inicial teniendo en cuenta que es una ecuacion
matricial:
+ ; .

d oY 0 P
_i 2 2 — in 2P\ 4 _ 0y
( ihc (al axi)ll) +a,mc-yp =ih at) ihc—— o a, +y a,me’ =—ih P

Se multiplica la ecuacién conjugada por derecha por :
aypt aypt
ihc alp ap + mcPptap = —in ;I:

Se restan las dos ecuaciones descritas en negrilla:

T T
l/). a;p + mc2PTan) — me?yTay = lfu/fr—lp+ lhi

at
~the [a ((W'a ”p)] =t (lgtw)

. 7]
Se puede definir a 3,1 Como un gradiente:

0
—thlpTal—¢ —

+
—incV(tay) = lhw

,
~reytap) = 20

Jt
(v ')

- >— 7 _ ta
= —v(eytay)

. o a .,
Recordando que la ecuacion de continuidad es: i —VJ, entonces por comparacion se ve que

para la ecuacion de Dirac:

] =cyptay
p = PTy=|yp|?

Donde siempre: p = 0.
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C.5. Ecuacion de Dirac para un campo
electromagnético. Aparicion del momento magnético y
espin del electron

Para tener en cuenta los efectos de un campo electromagnético dentro del hamiltoniano de la
ecuacion de Dirac, se afade dos términos extras; uno asociado a la interaccion eléctrica y otro
asociado a la interaccion magnética. El mas sencillo, que ya se conocia, y tal como se hace con la
ecuacion de Schrodinger, es el asociado a la energia potencial eléctrica que tiene el electron debido
a la interaccion con el campo eléctrico externo: U = q¢ donde ¢ es el potencial eléctrico y q la
carga de la particula sobre la cual se aplica la ecuacion de Dirac.

El siguiente termino para adicionar, es el debido a la interaccidon magnética, y para ello se hace
uso de la mecanica lagrangiana. El lagrangiano de una particula cargada inmersa en un campo
electromagnético viene dado por:

mi? Lo
L= 5T qp—qv-A
Donde 4 es el vector potencial magnético. Este lagrangiano se deduce de la mecanica de Lagrange
y parte de la fuerza de Lorentz. Ahora bien, de dicho lagrangiano se deduce un término conocido

como el momentum canonico, que se define como:
oL

— -

pc=%=mv—qﬁ=15—q/T

Asi para cualquier hamiltoniano, clasico y relativista, el término que involucre el momentum,
debe ser reemplazado por dicho momento candnico p, para tener en cuenta las interacciones
magnéticas.

Por lo tanto, recordando que el hamiltoniano (ecuacion) de Dirac en el vacio es:

c(aipr + axpz + azps + ayme)y = Ey
(caip; + aymc®)yp = Eyp
- (cdp + agmc?)yp = Ey
De acuerdo con lo anterior, para un campo electromagnético, a dicha ecuacion se le suma el
termino de energia potencial, y el momentum se cambia por el momentum candnico:

(c@? + aymc®)y = Eyp - (cd( )+ q¢ + agme®)p = Ey
Que es la ecuacion de Dirac para un campo electromagnético.

Aparicion del momento magnético del electron y el Espin.

Dirac se propuso demostrar como su ecuacion era distinta a la de Klein Gordon, para ver qué
resultados obtenia con su nueva ecuacion. Para ello se inicia igualando a cero la ecuacion de
Dirac, y se sigue el siguiente proceso teniendo como base los calculos mostrados por el doctor en
fisica Rajendra Prasad (Prasad, 2023):

[E—q¢ — cd(B — q4) — aymc?]p = 0
Ahora se multiplica por derecha la ecuacion por la expresion: [E —qop+calp— qff) + a4mcz]

teniendo en cuenta que es una ecuacion matricial, por lo cual hay que tener cuidado con el orden
de los términos asi:

[[E —qd + cd(B — qh) + asmc?| [E — q¢ — cad(p — q/f) - a4mcz]] Y =0
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(E—gd’ —*a’ (p=qAY —am’c’ ~(E—qPa(p—gX)~(E-ghame’ +calp=gANE=af) | _

—c&(; - qzx)at‘tmc2 +a,mc’(E—q¢) - a4mc2ca(; - qK)
Ahora los siguientes términos se hacen igual a cero:

*—(E —gqp)a,mc® + a,mc’ (E - q¢) = —mc* o, (E — qp) + mc* o, (E — ) = 0
*_ c&(; - qK)OtA‘mC2 — a4mczca(; - qK) =—mc’ 50:4 (; - qg) - mc3(,¥4 5(13 - qK)

—mc’ 50(4 (; - qK) +mc’ aa4 (; - qK) =0
Por tanto, la ecuacion queda como:
[(E - a)* — ¢ —m?c* — c(E — q9)a(p — qA) + cd(p — qA)(E — )]y = 0

La expresion se reescribe usando la siguiente identidad de pauli: (@ - B)(@ - C) = (B - C) +
i3(B x C).
SiBE=C=@-qA)
=[a-@—ad][a’ @ —qA)] = @ - qA)® +i3[(F — q4) x (5 — q4)]
identidad: u X (D+ W) =uXxXv+uUXv
= qA)x (B —qh) = F-qA)xP— F—qhA)xqA=PxP—qAxP-PxqA+qAdxqh=—q(Axp+p x 4)
[ — a4) x (5 — ad)] = —q(Ax B+ x 4)
(Axp+pxA)Y=A4x—ihVip — AV x Ay
propiedad:V X /Tv,b =YV x A+ y x A
(AxP+Px A =Ax —ihVip — ihV x Ap = —ih(A x V) — in(Vip x A) — ihpV x 4
= —ih(Ad x V) + ih(A X Vip) — ihpV x A = —ihpV x A = —ihV x Ap —» (Ax p+ P x A) = —ihV x 4
[ — qh) x (5 — qh)] = —q(Ax p + B x &) = —q(—ikV x A) = ihqV x A

Donde de las ecuaciones de Maxwell: V x A = B

> [(B - qd) x (B — qA)] = ihqB
Entonces:
= (B — qA)? + i6[(F — qA) x (B — qA)]

Se reemplaza dentro de la expresion sefialada:
[E - a¢)® - ¢* —m?c* — c(E - q$)a(p — qA) + ca(p — qA)(E - q$)]¥ = 0
[E — a¢)* = *[B — 4A)* — hqdB] —m*c* — c(E — q¢)a(p — qA) + ci(p — qA)(E — qd)]p = 0
Ahora se simplifica el termino en rojo:
—Edp +qEaA+qpa p— 40A
;&;/E —qa pp—qa AE + g%?
Se calculan los dos conmutadores:

[E, Al = ihd,(Ap) — Aihd,p = ihpd A - [E,A| = ind A
(¢, Pl = —ihdd, Y + iho,(PpY) = ilpd,¢ — [P, p] = ihd, ¢

~(E-qp)a(p-qA)+ca(p—qgANE-qf) =c ~c|qa[ E.A]+qa[4.p]]

¢(E - qp)a(p — qd) — ca(p — qA)(E — q9) = ¢ [qd[E, A] + qile, p]] = ¢ [ihqa[a,4 + 0,¢]]
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Pero de las ecuaciones de maxwell se tiene que el campo eléctrico es: E= —0,¢ — atﬁ

c(E — qp)d(B — qA) — c@(B — qA)(E — q¢) = —ihqcGE

Reemplazando este término dentro de la ecuacion sefialada:
[(E - q9)* = *[(F — qA)* — nqGB] — m?c* — c(E — q)a(p — qA) + ca(p — gA)(E — qp)|v =

[(E — q)? — c2[(B — qA)? — hq3B| — m?c* — ihqcGE | = 0
Que es a la ecuacion a la que llegd Dirac para demostrar como a partir de ella se deducia que el

electron tiene un momento magnético asociado y por tanto un espin intrinseco, como se explica
en la seccion 3.3 del presente trabajo:

> [(E - q)? — 2B — qA)? — m*c* + c*hqGB — ihqcadE|p = 0
Y dividiendo todo por c?:

E—q¢ ihqaE
- ( p

)2 — (B — qA)? — m%c? + hqoB — P=0

Finalmente, para comparar esta expresion con la de Klein-Gordon, Dirac escribe de forma analoga
la ecuacion de Klein-Gordon en presencia de un campo electromagnético asi:

V(P2 + (mc2)2y + qVy = Ey

J (P = qA)2c? + (me?)*p = E - qVp
[E=102 - G- ady? - m2e2|w =0

Ecuacion de Klein-Gordon en un campo electromagnético.

C.6. Ecuacion de Dirac para el atomo de hidrogeno

Se parte de la ecuacion de Dirac planteada en un campo electromagnético:

(ca(p — qA) + q¢p + azme?)y = E
Donde para el hidrogeno se tiene que:

e e

A=0;¢ = =h ;@P = a;p; coni=1,2,3.
¢ Ame,T C4nsohcr @p = @p conl
2 ez
ap + — hc E
- (cap Fame 4me, hcr) v==Ey

Lo anterior se hace para dejar el potencial descrito en términos de la constante de estructura fina:
eZ

4meghe
Entonces para el atomo de hidrogeno la ecuacion de Dirac es:

s hca
(cap + aymc? — T) Y =EyY

Dado que el atomo de hidrogeno se trata de un problema de potencial central, la ecuacion es mas
sencilla de resolverse dejandola en términos de una parte radial y otra angular, tal como se hace
con la ecuacion de Schrodinger. Para ello se hace uso del método aconsejado por el fisico Sam
Dieterich (Dietterich, 2018), donde primero se reescribe ap de la siguiente forma:
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Primero combinando los primeros dos factores:
(@r) (@M (@p) = (xa, +ya, + za,)(xa, + ya, + za,)(@p) = (x* + y* + 22)(ap) = r*(@p)

Ahora se hace lo mismo, pero combinando los dos tltimos factores, esto es:

(@r)(@r)(ap) = (&?)(xax +ya, + zaz)(pxax +pya, + pzaz)

= (C_I)‘F'))(pr T XPy Ay + XDy + YPx Ay Oy + YDy + YDAy Ay + ZD Az 0y + ZDy (0 + sz)

= ((}F)(pr + YDy +2zp, + XDy Ay Ay + VDx Uy Qy +xpa a; + zpyaza, + yp, 0y, + Zpyazay)
Recordando que las matrices de Dirac cumplen que: {ai, a}-} =0- a0 = —q;a

= (&?) Xpy + YDy +zp, + axay(xpy - ypx) + axaz(xpz - pr) + ayaz(ypz - Zpy))

= (&?) (Fﬁ + axay(xpy - ypx) + axaz(xpz - pr) + ayaz(ypz - Zpy))
Ahora se reescribe la tltima expresion multiplicando por 1=i-(—i)

= (ar)(;; +i(—iax_ay (xpy —ypx)—iaxaz (xpz —sz)—iayaz (yp: —-zp, )))

—i i i i

—a.a,(xp, - )-saa,(p, -, )-Saa (p.—p)-Saa (xp. - zp,)
(a;){;;ﬂ- 2! Jpeelm ) 2

—506 a. (. -zp,)- %aya: (yp.-2p,)

xP — P )(axay ta.a, ) —%(XPZ —p, )axaz (axa: ta.a, )—é(ypz -, )(ayaz a0, )D
Recordando que las matrices de Dirac cumplen que: {al, aj} 0- ooy = —qjq;

(rp +i| = (ap, —p. ) (2, —a,,ax)—g(xpz -, )(ee -a.a, )—E(ypz -2p,)(a,a. —%%))J

Donde:
0 o )0 of 0 o, )0 o [O‘,-,O'j} 0
o, -a,q; = 0l 0 =
o, o), 0) o, 0ler o)\ 0 [on0)]

Y teniendo en cuenta la relacion de conmutacion de las matrices de Pauli:

I:O',.,O'j] 2ig, 0,

2ig, 04 0
aa. —-a.o =
e 0 2ig, 0,

Entonces:

o. 0
ao, -ao =2 ° =2ix,
T 0 o, :

(o, O .
oo —aa, =2 0 =2i%
O-‘(
Por lo tanto la expresion se puede escribir como:
Py Y . i : i .
(@r)(@r)(ap) = (an (rp +i (7 (xpy = yPx)2iZ; — 5 (epz — 2p:)(=2i2y) =5 (P = zm)@t&)))

= (ar) (?ﬁ + 1 ((xpy = yP2) %, — (o, — 20:)(5,) + (yps — ZPy)(Zx)))
Recordando que: L = # X § = (ypz — zpy), —(xp, — 2Dy, (xPy — YDx)

Entonces:(a@r) (ar) (dp) = (ar) (?’fj + l(f . Z’))

Retomando las dos formas que se acaban de encontrar para reescribir (a#)(a#)(dp) se tiene que:
r2(@@p) = (@r) (¥p +i(Z - Z))
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El momento radial, se suele definir como: p, = —ih (;—r + %)
r2(dp) = (Tar)(rpr + l(i . Z) + ih) =rla, (Pr + %((f . Z) + h))

Demostrando que en la ecuacion de Dirac (dp) = «a, (pr + ((f . Z) + h))

i
r
Por lo tanto, volviendo a la ecuaciéon de Dirac para el atomo de hidrogeno se tiene que:

s heca i,5 - heca
(cap + aymc? —T)Il) =Ey - | ca, | py +;(Z-L + 1) | + agmc? - Y =EY
Y asi la ecuacion de Dirac queda en términos de una parte radial y una angular:
i - - , heca
ca, pr+;(E'L+h) +agme? ——— Y =Ey

Para poder separar una parte angular y otra parte radial, se hace necesario introducir un nuevo
operador, el cual fue supuesto por Paul Dirac en su articulo de 1928, este es:

K=a, (f L+ h)
El operador K que introdujo Dirac, tiene la particularidad de conmutar con el operador momento angular
al cuadrado: ]2, que a su vez también conmuta con el hamiltoniano de Dirac. Esto significa que
los tres operadores tienen funciones propias en comun. Pero, ademés, dado que K y J? dependen

del operador L, esto permite hallar los valores propios de K, siendo estos:
Ky = hxyp
1
conk =+ (j + E)
Por tanto, la ecuacion de Dirac se reescribe en términos de K aprovechando que o =1:

i > -
<car (pr + ;a4a4(2 L+ h)) + aymc? — >1,[) =Ey

hca
r
i , heca
(car (pr + ;a4K> +a,mce” — T) Yy =Ey

Y dado que se conocen las funciones propias comunes de J? y K, que estan relacionadas con los
armoénicos esféricos, y se le conocen como los armonicos esféricos espinoriales:

Y(8, $) armonicos esfericos espinoriales
Ky = hxyp — KY(6, 9) = hkY(0, )

Entonces la funcion 3P que soluciona la ecuacion de Dirac se propone como: y = R()Y (6, $)
Cat,pb + cay - aykip + agmetp — oy = By
ca,p,R(Y(O, P) + car;m}R(r)KY(H, ®) + a,mc2R()Y(6, P) — hrﬁR(r)r(e, ®) = ER(r)Y(6, ¢)
ca,p,R(r)Y(0,¢) + car;m}R(r)hKY(H, ®) + ay;mc R()Y(6, ¢) — hrﬁR(r)r(e, ®) = ER(r)Y(0,¢)
Y(6, $) (carp,R(r) + ca, ;a4R(r)hK + a;mc?R(r) — hrﬁR(r)) = ER(")Y(6, $)
(ca,er(r) + car;a4R(r)hK + a;mc?R(r) — @R(r)) = ER(r)

Y al igual que con la ecuacion de Schrodinger, la solucion para la energia viene de esa ecuacion
radial:

[ , hca
(carpr + car;a4hk + a,mc” — T) R(r) = ER(r)

Sin embargo, Dirac tiene que proponer una matriz a,- que le permitan resolver dicha ecuacion,
para ello propone la siguiente representacion:
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«=( o)

Esto se puede hacer, ya que cualquier matriz que cumpla con las condiciones de las matrices de
Dirac, sirven como solucion para su ecuacion, lo unico que cambia es la base en la que estan
representadas; asi reemplazando a, y a, se tiene que:

i , hca
(carpr + ca, ;aJuc + ay,mc” — T) R(r) = ER(r)

(6 D@ D6 sy D= V)aer=( Yoo

chk hca

) 0o —I1== iy B
0 —ilcp, r mc?l 0 \_|[ r _(EI 0 _ (0
(ilcpr 0 )+ (b +( 0 _mc21) , hea, (o EI) R(r)_(o)
r T

Recordando que cada bloque de las matrices presentadas es una matriz de 2x2; se puede
reemplazar las respectivas I , para dar cuenta, que de las 4 ecuaciones que se obtienen para el
espinor R(r), solo hay dos distintas, de forma que R(r) se puede proponer como un espinor de
2 componentes de la siguiente forma:

Anzats:

R(r) = %(g gg) donde F(r) y G(r) son espinores de dos componentes cada uno:

I (mcz _hrﬂ - E) I (—iCpr _CF‘T"> oo o
I( chk) I (—mcz _hea E) ;<F(r)) B (0)
r

icpy ——
Pr—=—

Esto se puede hacer, ya que como se muestra a continuacion cuando se expande la expresion
matricial, donde cada elemento esta multiplicado por una matriz de 2x2 se obtiene:

2 _ hﬂ —E 0 —i — ﬂ 0
mc = fepr ——
hca chk Y, 0
2 _ " i _ a
0 mc . E 0 icp, " <¢b> _ <0>
chk hca P 0
. Chk ., hea
icp, " 0 mc - E 0 Wy 0
0 . chk 0 , hea
fepr —— mc =

De lo que se obtienen 4 ecuaciones:
, hca ) chk
(mc —T—E>¢a + (—chr - Y
, hca ) chk
(mc —T—E)zpb + (—ler i Y
] chk , hca
(chr —T>1,ba + (—mc _T_E Y

) chk , hca
(chr - T) Yy + (—mc - E

d

[

Ya

N N e N

6 _ (Ya\.F™ _ (¥
Y Ll do a; = ( );— = ( )
amanao a - lpb - ll)d

Se reduce entonces a dos ecuaciones:
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( ch;c) G(r) N ( ) hia E) F(r)

err = =)=
Y recordando que: p, = —ih (i + %)

La primera ecuacion sera:

(mcz—@—E)Ggr)+(—ch(i+l>—m—x)m=0

, hca r G(r) a Fa(;:) rF(r)r CFTKF(T)
(mc _T_E) +<_Ch<6_( r )+ & )_ 72 )20

"a P _6rF(r) F(r)
h & 7 oAE kS hrcF
*(mCZ—E—E)ﬁ+<_Ch( ) (T)+ (T)>_c K (r)):0

T K ror aFrz r;l a r2
S (mc2 —ﬂ—E)@+(—ch( (T)) & (T)) =0
T T ror r2

5 <mc26(r) - hi—aa(r) - EG(r)) + (—ch <61;5r) - ChKrF(T)> =0

oF hxF
(), ehF@) _
ar r

h
(E -mc? + g) G(r) +ch

La segunda ecuacion sera:

d (G(r)\ G(r)\ chkG(r) , hca F(r)
<Ch<§( T )+ r2>_ T2 —me _—_E> m——
d (G(r)\ _9G(r) G(r)
60) 60 Bo iy " hea \Fe)
r G r)\  chrG(r o hea  NF(@) _
- (Ch( ror aG(r; * ng)( ) r? )+ (hmc Ig( ) E) r 0
r)\ _chkG(r o, hea  NF() _
(Ch<r6r) hrz >+< n;cG rhi _—
<E+mc2+ﬂ)F(r)—ch (r)+c1c (r):o
r ar T
De forma que las dos ecuaciones a resolver son:
, hea 0F(r) chkF(r)
(E—mc +—> G(r) +ch + =0 (DH1)
r ar r
, hea 9G(r) chkG(r)
(E+mc +T>F(r)—ch + - =0 (DH2)

No obstante, Dirac no las resuelve explicitamente como se describié en el capitulo 3, si no que
por el contrario procede a dejar una en términos de otra para asi poderlas comparar con las teorias
previas, y asi mirar si podia obtener nuevos términos que dieran cuenta de la estructura fina del
hidrégeno en su primera aproximacion. Mas tarde Darwin y Gordon si solucionan ambas
ecuaciones permitiéndoles encontrar la estructura fina completa del hidrogeno.

C.7. Aproximacion de primer orden para la estructura
fina del atomo de Hidrogeno con la ecuacion de Dirac

Como se describio en el capitulo 3, Dirac no resuelve las ecuaciones de forma completa, si no que
las reescribe en términos de una sola ecuacion para asi poder compararla con las teorias previas,
y observar si obtenia los términos necesarios para poder hallar la estructura fina en su primera
aproximacion:
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Para ello parte de la ecuacion (DH2) planteada previamente:
,  heca aG(r) chkG(r)
(E+mc +T>F(r)—ch + =

Jar r
Llamando a: (E +mc’ +hc—aj =chB
r
La ecuacién queda escrita como: @ _KG() _ BF(r)
r r
Derivando con respecto a r:
(8G(r) kG(r) BF )
) ar\ or = BF(n)
0°G(r) k0G(r) kG(r) OF(r) 0B
Zr v oar T2 B 7 EF(T) (DH3)
Ahora de la ecuacion (DH1) tiene que:
hca BF (r) chkF(r)
(E mc? + ) G(r)+ + =
0 r
OF(r) 1 , , hea KkF(r)
o = o (B me )60 ==
dand (E+ 2+hca) - 0B 19V
: —_] = - —_—= —
recordando que mc " c oy — chor
Y teniend . aG(r) «kG(r) BF F 19G(r)
: — = - = — —
eniendo en cuenta que: — (r) () B ar

Por lo tanto, la ecuacién (DH3) reemplazando lo previamente hallado queda como:

9%2G(r) kdG(r) kG(r) oOF (1)

KG(1)
Br

262r “r or + 2 B or +6_F( )
0°G(r) kdG(r) «kG(r) _E o h_ 3 KBF (1) iO_V lOG(r) 3
162r r or rz2 [ ch <E mes+ r )G(r) ch or <B or

hca
—<E+‘mc2 +—) =B
ch r

hca hca
(E + mc? +—) (E — mc? +—)G(r)
T r
_ -1 £ hca ) g hca )
o2 ( +T)+’"C ( +T)""C
-1 hca? s 4
=_c2h2 <E+T) —m-c G(T)

c2h?

kBF (1) Ko (1 G (1) KG(T)) k0G(r) K2 c
- = — - —_ = — —_——
T r \B O0r Br r or r? )
Reemplazando
0%G(r) kdG(r) xG(r)
9%r r or r2 ,
|1 hca aG(r) 1 aV 1 aG(r)
[l -2 e 2
0%G(r) |kdG(r)| xG(r) (E‘*‘hrﬂ)z m?c? K 0G(T) K2 19V 19G(r) kG(r)
’r |r_or + r? c?h? Ok h? GO+ r_or G )_55(5 or Br

| 114

kG (1)
Br

)=

KG (r))

)
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Por lo tanto, la ecuacion obtenida es:

%G (r) a2 m2 19V /13G(r) kG(r)
TR0 (e T - S (G200
%r +(hc ) ¢ ) (r* — ) char\B or Br
Y Dirac para poderla comparar con las teorias anteriores, supone que:
G(r) =71R(r)

0%R(r) OR(r) E  a\? m?c? rR(r) 10V/10 « B
a2+ (5t ) RO =R~ (=0~ 55 (53— 57) TR =0
0%R(r) 20R(r) (E «a m?c? R(M) 19V/10 « 3

7 7 ar +<a+7)1R<”‘ T ~rar (Bar ) RO =
Recordandoque: k = (j + E) = (l + 5 + E) =({+1)

KP—r)=1U+D(U+ 1) -1)=11+1)
0%R(r) 20R(r) E « m?c? II+DR(@x) 1oV 10 ((A+1) B
o Tror +(E+_) RO =T RO == _EE<E§_T)W)_O

Y por tanto la ecuacidon que le permite llegar a su analisis de la estructura fina comparandola con
la ecuacion de Klein-Gordon y con los términos de acoplamiento espin-6rbita es:

2 20 (E a® mic? I1(1+1) 1avi1ad (I+1)
SR (B m e D 130 D) gy — o
%r rar \hc h? r? ch or \B ar Br

Donde el termino: — —| ———
ch or \ B or Br

Que multiplicandolo por la masa del electrén:

! 6V( 10 _Ux+ 1)] es el asociado al acoplamiento espin-6rbita.

1 0V10R 1
( ) IR(r) —

mech arB or mechBr c’)r mechBr or R ))

Dirac se percata que el ultimo termino es proporcional a las teorias previas, que describen el
(g- 1)1dV(-> f)oc 1 1dv
2mg2c? r dr 2mg2c? r dr

termino de acoplamiento como:

Y para ello Dirac toma la aproximacion de:

hea
>—<<E+mc®->c siendo E la energia total relativista para v<<c.
r

1 aV 1 1 dV
mechBr ar T 2mp2c?r ar

Permitiendo expresar el ultimo termino como: —

C.8. Solucion de la ecuacion de Dirac para la formula
completa de la energia que da cuenta de la estructura
fina

Los fisicos Charles Galton Darwin y Walter Gordon, si encuentran la formula completa de la
estructura fina a partir de la ecuacion de Dirac. Para ello se parte de las dos ecuaciones halladas
previamente en el tratamiento del atomo de hidrogeno con la ecuacion de Dirac, y se sigue un
procedimiento analogo a como cuando se soluciona los estados propios de energia en la ecuacion
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de Klein-Gordon, para ello se tiene como referencia el método realizado por el fisico Sam
Dietterich (Dietterich, 2018):

El buscar una solucion a (DH1) y (DH2), permite establecer ciertas condiciones y parametros
para que esas dos ecuaciones tengan solucion. Dentro de las condiciones encontradas, como se
expone a continuacion, se establecen los valores de energia E que se deben tener para que esas
dos ecuaciones tengan solucion. Finamente, es importante resaltar que el procedimiento que se
muestra a continuacion no tiene como objetivo dar solucidn total al 4tomo de hidrogeno de Dirac,
si no que de forma analoga a como se hizo en 1928, se busca encontrar los valores propios de la
energia, sin encontrar al final de forma explicita las componentes de los espinores de Dirac que
solucionan toda la ecuacion.

Entonces, retomando las ecuaciones radiales expresadas anteriormente:

, , hea 0F(r) chkF(r)
(E—mc +T>G(r)+ch "+ =0 (DHY)
(E +mc? + hc_a> F(r) — ch 9G(r) 1 chreG(r) _ 0 (DH2)
r Jar r -

Se tiene que para solucionar las dos ecuaciones mostradas se inicia con un analisis asintotico. El
primero es cuando r— oo, obteniendo las siguientes ecuaciones:

(E —mc?)G(r) + ch? =0
(E + mc?)F(r) — ch 6%51‘) =0

Con ello se despeja G (r) y F(r) de ambas ecuaciones y se toma su respectiva derivada:

ch G (1) ch  0%F(r)
G(r)=——-= ;= =
(mc? —E) or (mc?—E) 0°r
ch aG(r)  0F(r)
F(r)= ;= =
(E +mc?) or or
Reemplazando las respectivas derivadas se tiene que:
2
; ch ch 0% 6w  ((me?) - E?) c
= - = —
) (mc? —E) (E + mc?) 0d?r 0%r cZh? )
2
. ch ch 32F() @Fr)  ((me?) —F?) v
= - = —
) (E + mc?)(mc? —E) 0%r 9%r cZh? )

Las dos ecuaciones resaltadas son dos ecuaciones equivalentes de segundo orden, lineales, las
cuales se resuelven y se obtiene que:
0%F(r) ((mc?)?—-E?)
a%r c?h?

F(r)y=0
((mc?)? —E?)

c%h? 0

— F(r) = " - polinomio caracteristico:r? +
G(r) =F(r) = Ae™? + Be?
Siendo:
p=rs
[(mc2)2 — E2

ch

Donde el termino BeP es claramente no normalizable, por ello se hace B=0, y entonces para
valores de r muy grande, las soluciones toman la siguiente forma:
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G(r)=F(@r)=A4e™™S
O se puede dejar en términos de p — G(r) = F(r) = Ae™P, teniendo que:

G) =g@pe™?
F(p) = f(p)e™®

Por tanto volviendo a las ecuaciones diferenciales (DH1), (DH2), en términos de p = r's:
2 heca JdF (p) chkF (p)
(E—mc +ST)G(p)+chs 5 +s =0

P
heca G chkG
(E+mcz+s—)F(p)—chs (p)+s (p)=0
p dp p
/ 2V2 _E2
Reemplazando s = %;
2)2 —E?h 2)2 _E29F 2)2 _ E2 chkF
E—mc2+Lﬁ G(p) + ch (me?) (P)+ (mc?) chik (p)=0
Ch p I ap p
22 —E%h \/ 2)2 — E29G / 2)2 _ E2 chkG
(E + mc? +Lﬂ>}7(p) —ch (mc ) (p) + (mc ) cnK (p) ~0
p ch Bp ch P
entonces:
oF F
(E —mc? +/(mc?)? — E2 %) G(p) + /(mc?)? — E2 ) + JancZ g2~ @) _ 0

(E +mc? +/(mc?)? — E? %) F(p) - mag;p) +/(mc?)2 — E2 —ch(p) =0

despejando:

OF(p) «F(p) E — mc? a 3
Jp p +< (mc?)? — E? +P)G(p) =0

0GP kG E + mc? E) 3
ap P ( (mc?)? — E2 tp)F@ =0

Y teniendo en cuenta que:/(mc2)? — E2 = \/(mc? + E)(mc? — E)
Se tiene que:
0F(p) kF(p) mc?—E « B oF(p) «xF(p) mc?—-E « B
op + p + mc2+E+p Gp)=0- ap + p mc2+E p G(p) =0

aG(p) kG(p) mc?+ E
ap p mc? — E

ZVr@) =0
+ » (p) =
Recordando que:
G(p) = g(ple™®
F(p) = f(p)e™?

Se tiene en cuenta que las ecuaciones resaltadas previamente quedan como:

a1;(17) _ b 01;(10) _ Fp)e?
p p

aG(p)  _ 99(p) _
o ¢ P p —g(e?

(2-1+5) pa) - me*—E_a) =0
op p p mc?>+E p gi\p) =
(2-1-5Y g - P2 ) =0
dp pgp mc?—E p )=



Anexos [ 118

Ya son derivadas totales pues solo depende de p:

mc2—E «

d
<%—1+ )f(p) mZtE p g() =0

(& -1-5 g - metE @) )= 0
dp ng “E " p p)=

mc?

Donde para encontrar f(p) y g(p) ahora se hace un andlisis asintético de las dos ecuaciones
anteriores, pero suponiendo p — 0, obteniendo:

d K a — o1
(Gt 5) @+ a@ =0

d

(%_E)Q(P) —gf(p) =0(2)

Ahora se desacoplan estas dos ecuaciones, para ello se hace el siguiente proceso:

Deriando la primera (1):

d’f(p) xdf(p) « adg(p) ag(p)
- ——f) + 2t - =0
d’p p dp pzf ®) p dp p?
de la primera (1) despejo g(p):
pdf(p) «
(») = _EW_EHP)
de la segunda (2) despejo: di(p)
dgp) _«a _a k( pdf(p)
“dp f(P) —g(P) —Ef(P)‘l';(—EW—Ef(P))
dg(p) _ a K df(p) «?
W—;f(?) _Ed—p_p_af(p)
d*f(p)  kdf(p) « adg(®p) ag(p)
- + - =0
dzcjlfz(p) ZZif(dl)) Zf( . p dfg)z) i df (p)
p)  kdf(p) « p) kK a( pdf(p) «
ot a @ ( e )—Ew—p—af(m)—p—z(—a?—af@))=0
¢rp)  |kdf@)|_[F a? o |kdf()| «* 1df(p) [x _

dzf(p) 1df(p) +a2—'€2
d’p " p dp p?

Ahora se hace un proceso analogo pero con la segunda (2):
derivando la segunda (2):

d9®) _xdg®) adf@) .
@ p o 2P g Zf()_o
despejando de la segunda(Z) f(p)
d
r@) =20 o)

a dp a
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de la primera despejo d];;p) :
df(p)  « K pdg(p) a y(p)
W—‘;Q(P)‘;f@) ——9( )——(57—— (P)) —EQ(P) EW p_a 9)
reemplazando
d*g(p) Kdg(p) a K g(p) pdg(p) « _
e (e -G e )+ (G Few) =0
d’g(p) Kdg(p) a? kdg(p)| x? 1dg(p)

—|= +|= +— +|-——|-= + = =0
22 > dp ng(p) ng(p) > dp ng(p) > dp ng(p)

d? 1d — K2
L %9 9®@) 9(p) = 0

d’p 'p dp p?

Se tiene entonces que las ecuaciones sefialadas son equivalentes:
d*f(p)  1df(p) N a’® — Kk?

d*g(p) 1dg(p) a*—«?
+— + =0

Por tanto, su solucion va a ser analoga, donde las dos ecuaciones anteriores son ecuaciones de
Cauchy-Euler, que se solucionan suponiendo una solucion de la forma que se expone a
continuacion:

cauchy euler: ax”y" +bxy+cy = 0
Se reescriben entonces como:

d? d
e e LN

como es una ecuacién de cauchy-euler se propone como solucién: f(p) = p® siendo a un valor real

- f'(p) =ap® 5 f () = ala — 1)p*~?
reemplazando:

pa(a — Dp* 2 + pap® ! + (a®> —k®»)p* =0
a(a— Dp%+ ap® + (a? — k*)p? =0
p*la®—a+a+ (a?—k?)]=0

p*a®+ (a2 —k?)] =0

- a’+ (a2 —k?) =0-a%=—(a?—k?) - a® = (k* — a?)
sa=t/(K?*—a®)==1
Llamando a:

(k? — a?)

Por tanto, la solucion para f(p) y g(p), teniendo en cuenta la solucion propuesta de la ecuacion
de cauchy-euler es:

f(p) =g) =Ap" +Bp™*

Pero el termino p~7 es no normalizable (ver una grafica para ver que dicha funcién toma una
forma no normalizable), entonces, se tiene que, la solucion de las ecuaciones para p — 0 es:

f(p) = Ap”
g(p) = Bp*
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Por tanto, combinando los dos analisis asintoticos anteriores, se tiene que, para las dos ecuaciones:

IF(p) N xF(p) ( mc2 — E B g) G(p) = 0

ap p mc2+E p
G KG mc2+E a
() kG metE O =0
dp P mc-—E p
Su solucidn se aproxima a:
G(p) = Bp'e™®
F(p) = Ap*e™?

Donde A y B son dos funciones que dan la solucion completa a las ecuaciones. Teniendo como
referencia la ecuacion de Klein-Gordon, se tiene que A 'y B debe tomar la forma de una serie de
potencias para obtener la solucion final de las ecuaciones, por tanto, se propone como Ansatz:

A= qup”

u=0
o

B = zgup“

u=0
Volviendo a las ecuaciones:

d K mc?—E «a

(G=1+5)7®- JmvE 5 |9 =0
(d—l—E) ) — mc2+E+E F(p) =0
dp D 9P mc2—E p p)=

Con:f (p) = Ap™; g(p) = Bp”.

mc?2 —E E — mc? mc2+E E + mc?

mcZ+E [(mc?)? — Ez; mc?—E (mc?)? — E2

Y como se demostré previamente se tiene que:

Llamando al siguiente parametro como:
a=mc?y? — 72

Se tiene reemplazando las soluciones f(p) = Ap®; g(p) = Bp~, en las ecuaciones, lo siguiente,
para poder encontrar A y B con el ansatz propuesto:

D ot apt+ EapT 4 _mczBT+“Bf 0
—Ap* — Ap* +—Ap* + ————Bp* +—Bp* =
dp P q P
dBT Byt KBT E+mczAT+aAT 0
—Bp® — Bp® ——Bp" —————Ap" +—Ap’ =
dp p q p

oo oo

i
Recordando que la derivada de una sumatoria es: %Z fup® = Z uf,pt = Z uf,ptt

u=0 u=1 u=0

oo oo

. -
> APt = Z ufup " p" + Z fuptTp™t = Z whp" T+ tfypt
u=0

u=0 u=0

_ 2
Entonces reemplazando el termino anterior en: iApT —ApT +ZApT + Fome Bp®* +ZBp® =0
dp p q P
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oo

u 1+7 u+t—-1 _ —mc T —
+Thup fup p* + fup pr+— gup p* + gup p*=0
Z u 1+T+Tfp“+T 1 pru+‘r+K.pru+‘r 1+ mc Zg pu+r+azg pu+‘r 1_0

E —mc?
Zufpu 1+T+Tfpu+'r 1 qu 1pu 1+T+Kzfpu+T 1+ Zgu 1pu 1+r+azg pu+‘r 1 =0

u=0

oo

E- mCZ u+t-1
Z (u+t+K)fu_fu—1+Tgu—1+agup =0
u=0
Y haciendo un proceso analogo con: dipoT - Bp® — %Bp’ EAme? gt 4+ % Ap = 0, se obtiene que:
= E + mc? N
(u+T_K)gu_gu—1_Tfu—1_afup =0

0

u

Para que las dos ecuaciones con sumatorias resaltadas sean iguales a cero, se debe tener que:

E + mc?
(u+T—K)gu_gu—1_Tfu—1_afu:0

Donde se manipularan las dos ecuaciones escritas previamente, para hallar una relacion entre g,,

Yy fu, recordando que: 7 =./(x? —a?);q=, ’(mc2 )2 — E? . Este andlisis como se describe posteriormente

es el que permite obtener los valores permitidos de la energia, que por tanto cumplen con las condiciones
propuestas, y dan solucion a la ecuacion:

Multiplicando por E + mc? la ecuacion resaltada en verde:

E + mc? =0

Y por otro lado multiplicando por q la ecuacion resaltada en azul:

Restando:

| =0
- —fu(E+mc?(u+7t+kK)+qa) — g ((E+mcDa—qlu+t—x)) =0
Y por tanto la primera relacion encontrada entre g,, y f;, es:

qu+t—x)— (E+mc? )a

fu= (E+me2)(u+t+K)+ qa)
Se tiene entonces que:
E — mc?
(u+t+ K)fu —fu-1+ Tgu—l +ag, =0
E + mc?
W+T—-K)9y —Gu-1———fu-1 —afu =0

q
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_ qutt—K)— (E+mc®)a
fu = ((E+mc®)(u+71+kK)+qa) Gu

Estas tres ecuaciones previamente descritas son las que permiten encontrar los pardmetros Ay B,
faltantes para hallar la solucion final a la parte radial de la ecuacion radial del &tomo de hidrégeno
de Dirac. Pero claramente Ay B (4 = Yo, fub", B = Ya—o g P") SON sumatorias que se proponen,
que para que den solucidn a la ecuacidn, deben converger en algiin punto, esto se traduce en que

debe haber un f;nax Y Gumax tal que: fumax+1= Gumax+1 = 0. Reemplazando dichos términos
se tiene que:

E—mc’ E-mc*

(M tT+ K) .fumax+] N f;lmax*l*] + —guma.\Alfl + agumaml =0- .f;tmax - q gumﬂx
E+mc* E+mc’

(M +7- K)gumax+1 ~ 8umax+1-1 _Tfumaxﬂ—l - af:mmxﬂ =0- Sumax =7 q f‘umax

de lo que se obtiene que:

E—-mc’
fumax = gumax
q
_ E+ mc’
gumax - q f;max

Y también que:

Gt +r—K)—(E+mc2)a

j;max -

umax

((E+mcz)(umax +T4K) +qa)
Por lo tanto, es posible establecer las siguientes relaciones:
£ E-mc q(umax +T—K)—(E+mcz)a

uumax q ((E%—mcz)(umax +T-|—K)+qa)

La expresion sefialada en naranja relaciona entonces el termino maximo que hace converger la
sumatoria de los términos A y B, y que permiten por tanto dar solucién a la ecuacion radial de
Dirac, para el atomo de hidrogeno. Se puede observar que tiene relacion directa con la energia, es
decir que solo ciertos valores de energia permiten solucionar la ecuacion, y son a su vez los valores
propios de la energia en el atomo de hidrégeno de Dirac.

Se despeja E ahora de la expresion naranja:
E—mc’ ( (
q

recuerde q= ’(mc2 )2 —E* = \/(mc2 —E)mc* +E)

E—mc? -(E+mcz)
q

E+mc2)(umax+z'+1()+qoc)+(E+mc2)a—q(urnax +7-K)=0

(U, +T+K)+(E—mcz)a+(E+mc2)a—q(u +7-K)=0

max

Entonces:
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—q(u,,, +z’+rc)+(E—ch)05+(E+mcz)(:¢—q(umX +7-K)=0
—qu,, —qr—qk+Ea—-mc’a+Ea+mc’a—qu, —qr+qx=0
-qu,,.. —qt+Ea+Ea+—qu
2Ea—2qu_ . —2qr =0

Ea =q(uy,, +7)

—qr=0

max

max

Recordando que: q=y/(mc?)? — E?; T = \/(k? — a?), se tiene que:

E*a’ = ((m02 )2 —Ez)(umaX +4J(x —052))2
E*a’ = (mzc4 —Ez)(umax +4J (k7 —052))2

2
E2a2:m204(umax+«f(ic2—a2)) -Eu,, + (Kz—az))

(
+ (Kz—az))zzmzc“(u + (/(2—012))2

[N}

E*a’ +E’ (umax

E? (az +(umax +y(x’ —a2))2J =m’c* (umax +(x’ —0:2))2
(umax +(x —0(2))2

(az +(umax +«i(l€2 —az))zj

2 2 4
E- =m’c

2
(umax + J(Kz _az))
E? =m*c*
2 2
(umax +«f(lc2 —0:2))
i :mzc4 1
a2
> +1
E =mc* !
aZ
1+ 5
Uy +J(K2—a2))
-1/2
2 o’
> E=mc*|1+ >
(Umax + VK2 — a?)

Donde finalmente reemplazando k = (j + %), que son los valores propios del operador K que

propuso Dirac, como se describié previamente; y teniendo en cuenta que Up,,, €s un valor
numérico, que hace converger la sumatoria, teniendo en cuenta que la expresion resaltada para la
energia ya se conocia desde la época de Sommerfeld, y luego con la ecuacion de Klein-Gordon y

. . . 1 .
los experimentos respectivos se tenia en cuenta que: Ugy = n—Kzn—( J +5 , siendo n el

nimero cuantico principal que representa el nivel de la energia. Por tanto, Walter Gordon y
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Charles Galton Darwin, encontraron que efectivamente los valores propios para el atomo de
hidrogeno de Dirac son:

-1/2

a?

—»E=mc?[1+ >

(n= G+ {0+3) - )

Finalmente, con los valores de energia establecidos, se puede continuar el procedimiento para
encontrar las relaciones de recurrencia finales que le dan solucidn a los espinores de Dirac, F(r) y
G(r), que solucionan el atomo de hidrégeno en su forma completa. Sin embargo, dicho
procedimiento y solucion requiere de un analisis adicional que no esta dentro de los alcances del
presente trabajo, pero que se puede consultar en distintos libros que tienen apartados de mecéanica
cuantica relativista y que solucionan de forma completa el atomo de Hidrogeno para la ecuacion
de Dirac como: (Introduccion a la mecanica cuantica, Luis de la pefia,2013).



